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PREMIERE THESE

SUR ’AMORTISSEMENT DES INTUMESCENCES

QUI SE PRODUISENT DANS LES EAUX COURANTES

INTRODUCTION

sy Es lois de propagation des intumescences, dans le cas
extréme ot il est permis de faire abstraction des frotte-
ments, sont connues depuis Scort RusserL, BazIN et
BoussinesQ. Elles se traduisent, lorsqu’on néglige les
influences du second ordre comme celles de la courbure de la sur-
face libre, par I’existence d’ondes de translation se propageant en
bloc avec une célérité U - \/gH pour I'onde-aval, U — \/Hg
pour V'onde-amont.

A Topposé de ce phénoméne purement ondulatoire, d’ou tout
eflet d’amortissement est @ priori éliminé, se situe 'autre cas
extréme, ou l'influence des frottements devient prépondérante au
point de masquer en premiére approximation la non-permanence
du régime. C’est le phénomeéne de crue et de décrue des riviéres, qui
se résume, dans un lit uniforme soumis & la loi de frottement de
Chézy, en une propagation en bloc dirigée uniquement vers ’aval,
dQ,
dH

Le cas général, ou Pordre de grandeur des frottements est le
méme que celui des autres forces en jeu,présente un caractére plus
complexe. Il a été abordé par BoussiNEsq, qui lui a consacré le
paragraphe XXXVII de V'Essai sur la théorie des eaux courantes.
Mais, en fait, les raisonnements et les résultats de BoussiNEsQ ne
sont valables, comme on le verra, que dans la mesure ou la cor-
rection de frottement reste secondaire, ¢’est-a-dire & la téte des
intumescences. Plus récemment, M. BONNEAU a apporté une contri-
bution notable a ce chapitre de la théorie, dans son Etude sur la
propagation des crues (Annales des Ponts et Chaussées, mai-juin

de céléritée

. ... 3
, ¢’est-a-dire 5 U (GRAEFF-BOUSSINESQ).
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1924). Mais sa méthode, basée en partie sur des approximations in-
génieuses, ne constitue pas une solution définitive du probléme.

Il m’a paru intéressant de reprendre la question dans sa généralité
tant en raison de son importance théorique qu’en vue de certaines
applications pratiques dans le domaine de I’hydroélectricité. I1 est
remarquable, en effet, de constater que les perturbations produites
par le jeu des usines hydroélectriques ont, en général, le caractére
d’intumescences moyennes, intermédiaires entre les intumescences
courtes d’aspect purement ondulatoire, et les intumescences lon-
gues, assimilables & des crues.

Mon étude est divisée en quatre parties.

La premiére se limite au rappel des équations du régime variable,
& I'établissement de I’équation aux dérivées partielles du second
ordre, linéaire et a coefficients constants, qui, pour de faibles écarts
autour du régime uniforme, détermine la marche des intumescences,
enfin & ’examen des propriélés immédiates de cette équation. On y
trouvera notamment quelques généralités sur deux solutions élé-
mentaires évidentes, qu’on peut appeler « aval » et « amont », en
ce sens qu’elles représentent des oscillations sinusoidales dont la
phase se propage et dont ’amplitude s’amortit respectivement vers
I'une et I’autre de ces directions.

La seconde partie est consacrée a la solution du probléme « mixte »
fondamental, — étudié parallelement par M. Deymit selon la
méthode de Riemann-Hadamard —, dans lequel on se donne ’intu-
mescence produite en téte d’un canal illimité vers I’aval, supposé en
régime uniforme a I’origine des temps. La marche des idées consiste,
suivant un procédé classique en Physique mathématique, & partir
d’une des solutions élémentaires, — aval par exemple —, laquelle
dépend d’un parametre qu'on peut supposer complexe, et & obser-
ver qu’'on en déduit des solutions plus générales en la multipliant
par une fonction arbitraire du parametre, puis en intégrant dans le
plan complexe le produit ainsi obtenu. On choisit ensuite la fone-
tion multiplicatrice et le chemin d’intégration de maniére & répondre
aux conditions aux limites du probléme mixte. La solution ainsi
obtenue se présente sous la forme d’une intégrale, qu’on peut étudier
par des procédés apparentés a la « méthode de col », et d’out 'on
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déduit assez simplement les propriétés générales de la propagation
vers ’aval, notamment le mode de passage de ’onde de translation
& une sorte de régime de crue. On traite bien entendu d’une maniére
analogue le probléme de la propagation vers ’amont.

La troisiéme partie a pour objet I’étude de conditions aux limites
d’un caractere plus complexe, notamment les suivantes :

a) 'intumescence est produite, non plus en téte d’un bief, mais
en un point quelconque d’un canal indéfini vers I’aval et vers
I’amont ;

b) Yintumescence est produite dans un bief limité 4 ’amont et a
I’aval, les ouvrages extrémes étant congus et manceuvrés de
maniére & réaliser avant I’origine de la perturbation un, ré-
gime uniforme et & emmagasiner ensuite dans le bief le débit
supplémentaire injecté ;

¢) I'intumescence est produite dans un bief limité, le régime anté-
rieur & la perturbation étant permanent, mais non uniforme.

Enfin, une quatriéme partie, relativement bréve, est consacrée a
diverses applications numériques et au controle de la théorie par

certaines données d’expérience, malheureusement encore peu nom-
breuses.
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L’EQUATION DES INTUMESCENCES

1. — Hypothéses de base.

Les équations classiques du mouvement variable reposent sur
deux hypothéses fondamentales.

a) On ne considére que des mouvements plans, étant admis que le
phénomeéne se reproduit identique a lui-méme dans tous les plans
verticaux paralléles & la direction d’écoulement (canal de largeur
indéfinie).

b) On admet que le mouvement a étudier appartient ala catégorie
des régimes graduellement variés, ¢’est-a-dire que les vitesses trans-
versales sont faibles par rapport aux vitesses longitudinales, que les
accélérations longitudinales sont petites, et les accélérations trans-
versales d’un ordre de petitesse supérieur (BouLANGER, Hydraulique
générale, p. 51 et 269).

Je serai amené & particulariser encore le probléme en introdui-
sant un peu plus tard deux nouvelles hypothéses.

¢) Les perturbations étudiées n’entrainent que de faibles écarts
de vitesse, de profondeur et de débit par rapport au régime perma-
nent préexistant.

d) Le phénomene a lieu dans une riviére et non dans un torrent,
au sens précis qu'on donne en hydraulique & ces expressions :

(bg — « I > o0 ou ce qui revient au méme g — o U? > o).

2. — Equations du Mouvement variable.

Le mouvement variable est régi, d’une part par I’équation de con-
tinuité qui est purement cinématique, d’autre part par des équa-
tions dynamiques reliant les accélérations et les forces.
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En utilisant des notations usuelles, explicitées par le schéma ci-
contre, ces derniéres peuvent s’écrire :

du 1 ap
w7 ~ s = g Sin I —fs
dw 1 ap iz
dt o oz §

. d
L’hypothése b permet de négliger dans la seconde équation -;g

Fic. 1.

et fz. D’oul’on conclut par une intégration immédiate que dans les
mouvements considérés les pressions suivent la loi hydrostatique :

p=p 8 (H —2).

En portant dans la premiére équation ’expression de p ainsi ob-
tenue, en prenant les valeurs moyennes des différents termes sur une

méme ordonnée, et en admettant la loi de frottement de Chézy, il
vient :

aU alU aH bU?
U —— —_ —_— = —
o o + B + g g<SmI >

équation classique qu’on retrouve, par exemple, dans I’Hydrau-
lique générale de Boulanger (p. 304),

Sin I — ——
8
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y étant désigné sous le nom de pente motrice, et les coefficients
o et B ayant pour expressions respectives 2a—1—n et 1427
Dans I’ Essai sur la Théorie des eaux courantes (p. 270), BOUSSINESQ
emploie une équation équivalente (258), compte tenu de 1’équation
de continuité.

Dans ’hypothése d’un mouvement par tranches, les coefficients «
et B seraient tous deux égaux & 1. En fait, Pinégale répartition des
vitesses le long de chaque ordonnée conduit & leur attribuer des
valeurs numériques légérement supérieures. Les coefficients « et 7
de BouLANGER étant respectivement égaux a 1,058 et 0,020 dans le
cas d’un canal de largeur indéfinie (Hydraulique générale, p. 293), il
y a lieu d’adopter ici les valeurs numériques suivantes :

o« = 1,006
8 = 1,040

I

L’équation de continuité est une seconde équation aux dérivées
partielles qui achéve de définir le mouvement. Comme il y a d’ail-
leurs dans la réalité physique trois grandeurs inconnues, la profon-
deur H, la vitesse moyenne U et le débit Q, liées par la formule évi-
dente Q=U H, on peut écrire le systéme fondamental par rapport
a4 un couple quelconque de grandeurs inconnues.

En adoptant le couple (Q, H) qui donne a ’équation de continuité
la forme la plus simple et en méme temps la plus suggestive, il
vient :

o
ocQ a4 B QQ 5) QQ s sz
é(i“ gﬂs>—+gHzQ tom =S I

3. — Equation de propagation.

11 résulte immeédiatement de I’équation de continuité, écrite sous
la forme ci-dessus, que — Q et H sont les dérivées partielles d’une
méme fonction Z de s et de ¢.

Dés lors, la fonction Z satisfait 4 I’équation aux dérivées par-
tielles suivante :
<1 a«Q >92Z a—Ha 92Z B 927 . bQ*

i = I —
gH3) 2s®  gH® ¥ 2sat gH a2 = Sin H?

(2)
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dans laquelle :
27 9Z

Q= Tetﬂz-——g—;

Cette équation étant linéaire par rapport aux dérivées du second
ordre, la théorie générale des caractéristiques lui est applicable. On
en conclut notamment qu’une perturbation quelconque donne nais-
sance a deux fronts d’onde dont les vitesses de propagation V et V’

. . G s
sont les racines de I’équation ci-aprés en T

H — ol®
Udsdt—g——ﬁ—a-dﬁ:O

gH < s B >2
U=x \/ -— 4 U2

o T\ o

ou, dans I’hypothése des tranches :

U =% VgH.

“+ 8

ds? —

¢’est-a-dire :

4. — Cas des faibles écarts.

Pour aller plus loin, il est nécessaire de faire intervenir le second
groupe d’hypothéses, ¢c’est-a-dire en premier lieu la faible amplitude
des écarts par rapport au régime uniforme.

Soient alors H, U, Q, les valeurs constantes de la profondeur, de la
vitesse et du débit avant 'origine de la perturbation, H + A,
U+u, Q+q les valeurs des mémes grandeurs perturbées.

On porte ces derniéres dans le systéme (1), et on considére A, u, g,
comme des infiniment petits dont les puissances et les produits sont
des infiniment petits d’ordre supérieur.

Le systéme (1) se rameéne ainsi en premiére approximation & un
systéme linéaire et & coefficients constants, d’ou découle une équa-
tion du second ordre, également linéaire et & coefficients constants
dont la forme est la méme, comme il est facile de s’en assurer, quelle
que soit la grandeur inconnue, k, u, ou ¢, conservée dans I’élimina-
tion. Par rapport & ¢, par exemple, cette équation s’écrit :

gty a0 o4 Selog | 2elor
B8 2% B asgt PYE B as  pUat
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Telle est I’équation fondamentale, déja considérée par divers auteurs
que je me propose d’étudier.

5. — Equation des Intumescences.

L’équation (3) a 'avantage d’étre komogeéne, ¢’est-a-dire indépen-
dante du choix des unités, chaque terme ayant la dimension L2T-3,
Elle a par contre 'inconvénient de contenir d’assez nombreux para-
metres. Aussi est-il intéressant de la réduire & une forme plus simple.

Observons d’abord qu’on retrouve pour définir les caractéris-
tiques la méme équation qu’au paragraphe 3. Si donc on désigne
par V et V| les célérités respectives des deux fronts d’onde, on a
évidemment :

H—oU?
VV’=—~5——B“

ce qui permet d’écrire ’équation (3) sous la forme :

2 2
Vv,aq oc—l—Bqu gI<

+ 2Ly

U 0
9s? ] as 8t at? gU +3 9s>
gl

Le terme i ayant pour dimension 7-1, on peut choisir 'unité de

temps de maniére & le rendre égal & 'unité. On peut en second lieu
choisir I'unité de longueur, dont on dispose encore, pour ramener &
Punité le produit :

H—a U2
(—vy)y =227
8
qui,dans une riviére, est positif. I.’équation ne dépend plus ainsi que
d’un seul parametre, la vitesse U, dont nous désignerons la valeur

«—+ B
B

en unitésréduitespar a. Quant au coefficient numérique d’apreés

le § 2, il a pour valeur 2,054. Pour plus de généralité, nous rempla-
cerons 2,054 g par 2 b, et nous écrirons I’équation des intumescences
sous la forme définitive :

2% % 24 4 921 _
(4) — s T 20 asat+W+3 as +29t_0
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I’équation correspondante des caractéristiques étant :
ds® —2b dsdt —dt* =0

II est intéressant de noter qu’on peut metire sous cette forme toute
équation & coefficients constants,linéaire et homogéne par rapport aux
dérivées seules et dont les caractéristiques ont des célérités de signe
contraire. La méthode qui va suivre est ainsi d’une portée relative-
ment générale.

Les grandeurs de I’équation (3) sont exprimées en unités usuelles,
et celles de I’équation (4) en unités réduites. Lia relation entre les pre-
miéres (lettres accentuées) et les secondes (lettres non accentuées)
est exprimée par les formules de transformation suivantes :

b= rEi
o 8U JgH —aUt
) 8! P
, gH —a U?
u = ﬂ u
U
\7 <7 BH—=U%q

La formule de transformation des vitesses montre immédiatement
que la valeur du paramétre a est :

N A NN T
‘/gH“““Uz —Vy gb—al’
g
b étant ici le coefficient de frottement de la loi de Chézy.

Ainsi, pour un canal donné, le paramétre a et par suite I'équation des
intumescences sont les mémes, quel que soit le régime uniforme précé-
dant la perturbation. D’ou il résulte que les problémes d’intumes-
cences peuvent, pour un canal donné, étre résolus une fois pour

toutes en unités réduites. Seule la relation entre unités réduites et
unités usuelles dépend du régime uniforme de départ.



12 L’EQUATION DES INTUMESCENCES

6. — Observation préliminaire.

On voit se séparer, dans ’équation des intumescences, deux
groupes de dérivées, les unes du second ordre, les autres du premier
ordre. Réduite aux dérivées du second ordre, ’équation aurait pour
golution la superposition de deux propagations en bloc, de célérités
respectives V et V’. Réduite aux dérivées du premier ordre, elle
aurait pour solution une propagation en bloc, dirigée uniquement
vers I'aval, de célérité %_ U. On congoit ainsi que, prise dans son en-
semble, elle embrasse la généralité du phénomeéne. On pressent aussi
que le caractére d’onde de translation doit prévaloir au voisinage
du front d’onde ou les dérivées secondes, discontinues, sont trés
supérieures aux dérivées premiéres, en général continues, tandis que
le régime de crue doit tendre & s’établir dans le corps d’une intumes-
cence trés étalée ol la circonstance inverse se produit.

7. — Solutions élémentaires.

L’équation (4) a évidemment des solutions élémentaires, de la
forme g=Re (et»t-i%s), 2 étant une fonction de w définie par la rela-
tion :

(6) N+ 2bor—o0?24+2iw —3air=0

c’est-a-dire :

(6”) A:——bw+§2—aii\/(1+b2)w2-—2iw (1 —}—-—g—ab)——[;—

On se bornera dans ce paragraphe a considérer les valeurs réelles du
paramétre w. A chacune de ces valeurs correspondent deux détermi-
nations complexes de 1, et par suite deux solutions élémentaires :

g = Re | e ei(wt—)1s) |
¢ = Re | eXes eilwt=219) |

L’interprétation physique de ces formules est immédiate. Dans
une section fixe s, ¢ (ou ¢’) représente une oscillation sinusoidale
entretenue qui ne s’amortit pas au cours du temps. A une époque
fixe t, au contraire, ¢ (ou ¢’) représente une oscillation sinusoidale
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qui va en s’amortissant, selon le signe de 2, (ou ¥',), vers 'aval ou
vers l’amont La phase de Poscillation ¢ est wi-2s, la vitesse de

phase ~ , la fréquence Zt’ le coefficient d’amortissement 23, et

le facteur d’amortissement e*2s.
Appelons A4-i B la quantité sous radical, et R son module. Les
deux déterminations de a s’écrivent :

l=_~M+\/B+A <_a_\/3 A)
Y o— b w\/R+A < \/R—}—A)

La premiére peut étre appelée détermination-aval et la seconde
détermination-amont en raison des propriétés suivantes dont la dé-
monstration est élémentaire.

Dans la détermination-aval, la vitesse de phase est positive et le
coefficient d’amortissement négatif. Autrement dit, la phase se
propage et 'amplitude s’amortit d’amont en aval.

Dans la détermination-amont, la vitesse de phase est négative et
le coefficient d’amortissement positif. Autrement dit, la phase se
propage et ’amplitude s’amortit d’aval en amont.

A fréquence égale, les oscillations-aval se propagent plus vite et
s’amortissent moins vite que les oscillations-amont.

Pour un sens de propagation donné, la vitesse de propagation et
le coefficient d’amortissement croissent avec la fréquence.

Dans le cas particulier d’une fréquence infinie, ’expression (6’)
de 2 peut étre facilement développée. On trouve ainsi pour la vitesse
de phase (aval ou amont) la valeur :

1 .
P —— 2
rxige S EVIFS

w
'

¢’est-a-dire précisément la célérité (¢ ou ¢’) du front d’onde (aval ou
amont) déduite des caractéristiques de I’équation (4). Le méme
calcul fournit pour le coefficient d’amortissement aval la
valeur :

24+3ab—3a\/ 1+ 02 — ( 3a——-2b>
P —————— _— 1—-’—’—_‘.:
o = =(V/TF 0 —0b) Wiwns
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et pour le coefficient d’amortissement amont la valeur :

, _2+4+3ab+3ay 1402 ( a—2b)
Wo = =(VI+02+b) (1 +——=
0 VT (VI+70%+b) MYV

En unités usuelles, les coefficients d’amortissement ont pour
expressions respectives :

gl[ U < b] [ b
1 — 3—22 V] et —
UV v —v a/1° @UV’ 1+VV’ 3—27 ]

Dans I’hypothése des tranches, ces expressions se simplifient et
deviennent :

%O 2\/‘F> UV%”WUE_?)

Dans le cas particulier d’une fréquence nulle, I’expression (6’) de A
est également susceptible d’un développement facile. On en déduit

pour Poscillation-aval une vitesse de phase de — a et un coefficient

2
d’amortissement nul, et pour l’oscillation-amont une vitesse de
phase de 32 et un coefficient d’amortissement de 3 a.
2(1 + 3 ab)

8. — Extension.

On peut élargir dans une certaine mesure la notion de solution
élémentaire en supposant que, dans une section donnée, I’oscillation
est une fonction du temps, non plus sinusoidale, mais périodique et
de forme quelconque. Cette fonction périodique du temps peut étre
représentée par une série de Fourier, ¢’est-a-dire par la superposi-
tion d’oscillations sinusoidales pures (fondamentale et harmoni-
ques). La décomposition ainsi effectuée dans une section reste va-
lable dans les autres sections. Mais, & mesure qu’on se déplace vers
Iaval, les harmoniques de rang élevé ont une valeur relative de plus
en plus faible, & cause de la croissance du coefficient d’amortisse-
ment avec la fréquence. Il en résulte qu’a grande distance 1’oscilla-
tion résultante tend vers la forme sinusoidale pure.

Les solutions élémentaires, au sens restreint ou au sens élargi qui
vient d’étre esquissé, ne correspondent pas a la réalité physique.
D’abord, elles supposent une extension indéfinie du canal dans les
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deux sens et ne permettent pas de tenir compte des conditions aux
limites qu’on rencontre dans les problémes réels. Ensuite et surtout,
elles représentent un régime permanent d’oscillation établi depuis
toujours, et non la propagation d’une perturbation localisée dans
P’espace et dans le temps.

Pour ces raisons, les solutions élémentaires n’ont pas de valeur
physique propre et doivent étre seulement considérées comme le
point de départ d’une solution plus compléte.

P, MASSE 2



SECONDE PARTIE

LE PROBLEME MIXTE DE LA PROPAGATION

9. — Principe de la Solution.

Le probléme fondamental de la Théorie des intumescences con-
siste & déterminer la propagation et I’amortissement des perturba-
tions produites par la manceuvre d’un ouvrage mobile situé en téte
d’un canal indéfini, supposé en régime uniforme & lorigine des
temps. Les données du probléme sont ainsi, d’une part I’absence de
perturbation & I’origine des temps, d’autre part la fonction d’injec-
tion de débit dans la section initiale :

qg(s,0)= 0 et % (s,00= 0 pour s >0

pour ¢ << 0

. 0
9(0,0) = f@# pourt>0

Il s’agit donc bien d’un probléme mizte, qu’il est naturel de traiter
d’abord et en détail dans le cas, le plus important en pratique, de la
propagation vers Uaval.

L’équation des intumescences étant linéaire et & coefficients cons-
tants, on peut évidemment déduire des solutions élémentaires une
solution de caractére plus général en formant I’intégrale :

(7) q(s, 1) = Re [elot—is F(o) do

Dans cette intégrale, A est la fonction de la variable complexe
o = £ -+ in définie par Péquation (6). Elle a deux points de ramifi-
cation :

w, .1—}—%abi\/1+3ab~—
=1

W,y 1+ b2

9a2
4

situés sur I’axe imaginaire, et peut-étre rendue uniforme par une cou-
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pure pratiquée entre ces deux points. La détermination choisie est
celle qui a été précédemment désignée sous le nom de détermination-

aval, ¢’est-a-dire celle qui a pour partie principale & I'infini d (§7).
v

Le chemin d’intégration est une parallele & I’axe réel, allent de
— o & -+ o au voisinage et au-dessous de cet axe. Enfin la fonc-
tion multiplicatrice F (w) est choisie de maniere & satisfaire aux con-
ditions aux limites.

Pour montrer qu’un tel choix est possible, j’examinerai successi-
vement trois cas.

10 — f () est défini par une sutte finie de Fourier :

n2wt n2mwt

(8) @) =a + 2(% cos —7— + by Sin ~

On choisit dans ce cas pour fonction multiplicatrice la fonction ra-
tionnelle :

1 a, 2 a, —ibn
©) Fo) = 2w w + 1 2n
w—n T

Considérons d’abord q (o, t). A cause de I’exponentielle, F(w)eiwt
est nul pour n = — 0 81 t<CO et pourn = 4 o0 sit>0. Il est par
suite indiqué de transporter le chemin d’intégration par déplace-

C 0 D
gj /'\0 f\' mz /'\3 ﬂ\@ E
¢/ A\ A\ U N *
A B
E F
7)’
Fic. 2.

ment paralléle & I'infini vers le bas ou vers le haut, selon le cas. Pour
examiner la légitimité de ce déplacement, effectuons I’intégrale sur
le contour d’un rectangle tel que ACDB ou AEFB.

L’intégrale d’une fonction uniforme prise le long d’un contour
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simple étant égale au produit de 2= par la somme des résidus de la
fonction relatifs aux poles situés a I’intérieur du contour (PicARD,
Analyse, t. 11, chap. V, § 14),on a :

[ S foo [imnn
P

Supposons alors que les petits cotés des rectangles s’éloignent a
Pinfini par translation paralléle & 0§ et 0 & et observons que sur
ces petits cotés la fonction a intégrer est la sommnie d’un nombre fini
de termes de la forme :

An itt — nt
e
n2w
§—— +in
qui tendent évidemment vers zéro.
+
On en conclut que I'intégrale f est la méme pour loutes les

— 00

paralléles & ’axe réel situées d’'un méme c6té de cet axe, et qu’elle
subit 4 son passage, des m positifs vers les n négatifs, une disconti-
nuité égale & :

2wi ¥ Rn = f(t)

Compte tenu des valeurs & Pinfini, il est dés lors évident qu’elle
vaut 0 au-dessous de ’axe réel et — f(¢) au-dessus si <0, et 0 au-
dessus de I’axe réel et f(¢) au-dessous si t>0. Donc Pintégrale ¢, qui
doit par définition étre prise au-dessous de I’axe réel, satisfait a la
seconde condition aux limites.

Considérons d’autre part ¢(s, ¢). La partie principale de A a I'in-
w
fini est o et celle de I’exponentielle eiw(’——:). Tous les rai-

sonnements précédents, aussi bien sur les valeurs a I'infini que sur la
légitimité du déplacement du chemin d’intégration, s’appliquent au

. Q- s L,
cas actuel & condition de remplacer ¢ j«r t — —. Done I'intégrale
¢

est nulle llorsque ¢ est inférieur & —, ce qui démontre P’existence
¢
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d’un front d’onde se propageant vers I’aval & la vitesse ¢. Elle est
- . L . r_ 7 9

nulle en particulier pour ¢ = 0 ainsi que la dérivée ;% en tout

point situé a I’aval de la section initiale, ce qui démontre que
la premiére condition aux limites est également remplie.

20 f (t) est défini par une série de Fourier. On choisit dans ce cas
comme fonction multiplicatrice la fonction méromorphe définie par
la série obtenue en faisant augmenter indéfiniment p dans I’expres-
sion (9). En observant que les coefficients a, et b, de la série de

. 1 , .
Fourier sont de 'ordre de —, on démontre tout d’abord que la série
n

F (w) est absolument convergente en tout point du plan complexe
différent des poles et que par suite la fonction multiplicatrice est
bien définie.

Pour étendre & ce cas les résultats obtenus plus haut, on considére
I’aire intérieure 4 I'un des rectang’es précédents et extérieure a des
cercles de rayon petit, mais fini, tracés autour de chacun des poles.
I1 est facile de s’assurer que la série F' (w) est uniformément conver-
gente dans cette aire. Soit en effet ! le demi-grand coté (fini) du

rectangle, et A une constante telle que lan-ibn| soit inférieur & é,
n

SilPon fait abstraction des termes en nombre fini correspondant aux
poles intérieurs au rectangle, le terme général de la série F (w) est

A 1
inférieur en module 4 — —————— quelle que soit la position du

—_ 1

T

point o dans I’aire considérée, d’ou résulte la convergence uniforme.
D’autre part, chacun des termes de la série est, dans cette méme aire,
une fonction holomorphe de w. Donc F (w) est elle-méme holo-
morphe (Picarp, Analyse, t. 11, chap. V, § 40). Donc les égalités
tirées d’intégrations sur le contour des rectangles restent valables.

Les expressions des résidus ne sont pas modifiées parce que la
série F (w), étant uniformément convergente sur la circonférencs
entourant un péle quelconque w,, peut étre intégrée terme a terme,

et que dans ces conditions seul le terme en apporte une contri-

n
bution différente de zéro & I'intégrale.

Il reste & démontrer, pour légitimer le déplacement du chemin
d’intégration, que les intégrales sur les petits cotés des rectangles
tendent vers zéro sil’on considére une succession de positions de ces
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cdtés ne rencontrant pas les cercles tracés autour des poles et s’éloi-
gnant 4 I'infini. Considérons par exemple le petit ¢6té correspon-
dant aux £ positifs. Sur ce petit coté, la série des modules de F (w)
est majorée par la série suivante :

A 1 n A 1 i n 4 1
1 2r 2 2= T p a
a+(p-1) = a+(p-2) =~
n A 1 i A 1 I n A 1 i
T T T T A T A T ee e e e 2 ..
p+1 b p+2 b+2_Tr_c p+n b+(n-1)'—T’—°

en appelant a et b les distances du petit c6té aux poles de rang p et
p + 1 entre lesquels il se trouve placé.

Or cette série définit une fonction de p qui tend vers zéro quand p
augmente indéfiniment. Elle comprend en effet trois groupes de
termes successivement décroissants, croissants et décroissants. En
s’inspirant d’une méthode classique (Picarp, Analyse, t. I, chap. I,
§ 25), on démontre sans difficulté que la somme de chacun de ces
groupes est inférieure & une intégrale fonction de p qui tend vers
zéro quand p augmente indéfiniment. Enfin il est évident que,

Twl-IAS

comme plus haut, F (w) e est nul pour n = — o 81 ¢ < Sl

¢
. s
et pourn = 4 o 81¢ > —.
¢

I’analyse précédente s’étend done au cas actuel avec toutes ses

conséquences,et 'intégrale ¢ (st) satisfait encore aux deux conditions
aux limites.

3° Dans les deux cas qui précédent, 'intumescence produite dans

7

.

Fie. 3.

la section initiale & partir de I’origine des temps se répéte indéfini-
ment avec une période égale a T. Le cas d’une intumescence limitée,
nulle avant I’époque 0 et aprés 'époque 7, s’en déduit sans difficulté
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en superposant a I'intégrale ¢ (s, ¢) la méme intégrale changée de
signe et décalée de T dans le temps. Autrement dit, on passe du cas
de l'intumescence périodique illimitée a celui de l'intumescence
limitée en multipliant la fonction a intégrer par 1 —e ™ T

Les raisonnements précédents conduisent & des expressions sim-
ples de I'intégrale ¢ (s t) parce que, dans les cas particuliers envisa-
gés, la coupure n’intervient pas : soit que le chemin d’intégration

soit transporté & I'infini vers le bas (t < —-), soit que la fonction &
v

intégrer soit uniforme lorsqu’il est transporté a I'infini vers le haut
(s=10,t>0).

. - s N
Le cas ou{est supérieur & — (s £ 0) est moins simple parce que
¢

le chemin d’intégration ne peut plus étre transporté a I’infini vers
le haut sans rencontrer la coupure. L’étude de l’intégrale repose
encore sur I’existence, dans le plan complexe, de régions ou la fone-
tion & intégrer devient extrémement petite. Si ’on pose iwt-iks =
X-+1iY ces régions sont celles ou X est négatif et de grande valeur
absolue. On est amené, dans cet esprit, & considérer X, en chaque
point du plan complexe, comme la cote d’altitude d’une surface
fictive (X) associée & I’équation des intumescences, et a diviser le
calcul de I’intégrale ¢ (s, t) en deux parties : en premier lieu la déter-
mination du relief de la surface (X), en second lieu le choix d’un
chemin d’intégration approprié, 'attention étant spécialement por-
tée sur les parties hautes du parcours, qui fournissent la contribu-
tion la plus importante & I'intégrale,[c’est-a-dire sur les cols qui per-
mettent le passage d’une vallée & une autre.

10. — Etude de la surface associée (X).

Soit donc & étudier la surface (X) dont la cote au point v =& 4 in
est :

(10) X=Re (iwt-iM):Re[%as—l—im(t—}— bs)-is \/ T+ b2 \/(m-wl)(w-wz)]

Une remarque préliminaire consiste & préciser le choix de la déter-
mination du radical, ¢’est-a-dire la valeur de ’argument a lui attri-
buer pour chaque position de w.dans le plan complexe. Les condi-
tions & remplir sont, en premier lieu, que Pargument varie d’une
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fagon continue sur toute courbe tracée dans le plan complexe et ne
rencontrant pas la coupure, en second lieu que le choix effectué se
raccorde & la définition de la détermination-aval, c’est-a-dire qu’a
Pinfini la partie principale de , soit

—‘:-=—-bw+m NaE

On voit ainsi que’argument du radical doit &tre - —g— A Pinfini vers

le haut (0 =1n et 7 > 0) et -———72_— a Dinfini versle bas (0 = in
et n < 0).

Cela étant, il est facile de s’assurer qu'on obtient dans chaque cas
la valeur correcte de I'argument en appliquant la régle suivante :
On trace les demi-droites w, &, w,E, & partir des points de ramifi-

w

E2

B
T
A
w" ,‘( w
) o

wy ks

Fic. 4.

cation dans le sens des £ positifs. Soient « et B les angles ELo,wet

£, w, @ comptés de maniére & laisser la coupure en dehors de cha-
a;—ﬂ ou a—gﬂ + w sui-

vant que © est & droite ou & gauche de I’axe imaginaire.

De cette remarque préliminaire, découlent d’intéressantes pro-
priéiés de symétrie de la surface (X).

On peut écrire, en effet, en appelant C 'ordonnée du milieu du

segment w,; w, <—u-)—1—-i—031 =1 C>:

cun d’eux. L’argument du radical est

2
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3 . . S
X—f as+C (t-l—bs)=Re§ l [(w_LC) (t+0s)—s\/ 1402 |/ (0-w,) (w-wz)]z

Si I'on considéere alors deux points v, w’, symétriques par rapport
a4 la droite A, perpendiculaire au segment v, w, en son milieu, il
est clair que, pour ces deux points, les expressions entre crochets ont
méme module et des arguments égaux et opposés, ¢’est-a-dire sont
imaginaires conjuguées 'une de ’autre. Donc les quantités entre
accolades, qui sont le produit par i des expressions précédentes, ont
leurs parties réelles égales et opposées. On en déduit que la surface
(X) est symétrigue par rapport @ la droite A, de cote constante

5 as —C (t + bs), qui appartient elle-méme & la surface.
Sil’on considére d’autre part deux points w, w”’, symétriques par
rapport 4 I’axe imaginaire, les cotes correspondantes sont égales, car

les trois termes de I’expression (10) de X ont méme partie réelle.
C’est évident pour les deux premiers, et cela résulte pour le troisiéme

de la régle énoncée plus haut, I’argument du radical étant “_; e
— T — 42+1c——[5+w=ﬁ__oc+ B
conclut que la surface (X) est symetrique par rapport au plan vertical
passant par Uaxe timaginaire.

Le profil de (X) le long de Uaxe imaginaire présente du fait de
cette symétrie un intérét particulier. La régle de ’argument montre

pour w et

pour »”’. On en

immeédiatement que ’argument du radical est —+ —g— au-dessus de

™ N .
Wy, — - au-dessous de w,, 0 sur la lévre droite de la coupure et =

sur la lévre gauche. D’ou les expressions suivantes de X :

g sV 1402 \/ (n-n,) (n-n,) au-dessus de w,
0 entre w, et w,

(11) X= —;—as—— n (t +bs) +
Z——s V 102y (n-n,) (nnz) au-dessous de wy

Il est dés lors immédiat que le profit de (X) le long de I’axe ima-
ginaire se compose de deux arcs d’hyperbole réunis par un segment
de droite, conformément & la figure ci-dessus.

L’équation du segment de droite est :

X=%as——7;(t—|—bs)
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celle de Pasymptote aux arcs d’hyperbole

¢

X:%QS—CS\/l—I—bz ——*n<t-——§-—>

On vérifie d’ailleurs, qu’ainsi que exige la symétrie, ces deux
droites se rencontrent au point Co (n = C).

Les arcs d’hyperbole présentent deux points & tangente horizon-

tale C; C,. Or, le long de I’axe imaginaire, coupure exclue, A est
purement imaginaire comme w, X -~ 7Y est réel et ¥ est nul. Ona

2Y .
done constamment = 0; aux points C; et C, on a en outre
h
2X . . .
o = 0. Donc en ces points, les quatre dérivées partielles de X et

Z
Ysont nulles, et P'on a g— = 0. Les points C; et Cysont des cols dont
W

on peut obtenir directement I’équation & partir de la condition
ci-dessus.

Un autre point remarquable du profil est le « pic » correspondant au
point de ramification w,. C’est bien un pie, car & son voisinage immé-
diat, la partie principale de X—X, est égale & :

Re [—is /T2 \/ (0-0) (0-w)]

et 'argument du radical reste compris, comme on le voit en appli-

quant la régle de Pargument, entre 0 et — l;- quelle que soit la posi-

tion du point w autour de w,. La partie imaginaire du radical est
ainsi négative et X — X, est lui-méme négatif. | X — X, | est
d’ailleurs trés grand par rapport & | w-w, | , d’ot il résulte que les
sections de Ja surface (X) par les différents plans passant par la ver-
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ticale de w, sont des courbes & tangente verticale, sauf le cas excep-
tionnel du segment de droite w; w,.

Observons enfin que, sur le profil, le pointw = Qest de cote nulle
(X = 0).

Les lignes de niveau ayant pour équation X = C'e le déplacement

élémentaire (df, dn) effectué le long de 'une d’entre elles satisfait

z;); ds + 2—X dn=0. 1l est ainsi perpendiculaire au vec-
n

2 . . .
teur <—9‘§,i}—(—>, ¢’est-a-dire en vertu des relations d’analycité au
an

a la relation

2 Y . T :
vecteur Pl —,) c’est-a-dire enfin au déplacement élémentaire
" s

(3&, 81) le long de la courbe Y= Cte passant par le point considéré.
Les courbes Y=C"e sont ainsi les lignes de plus grande pente de la
surface (X).

Le profil le long de Uaxe imaginaire, satisfaisant, coupure exclue,
a la condition Y=0, est lui-méme une ligne de plus grande pente.
En un point ordinaire du profil, il n’en passe point d’autre. Auzx cols
par contre, il en passe une seconde dont I'équation est nécessairement
encore Y=0.

Pour expliciter cette équation, on remplace dans la relation

(6) » par §E+in et A par -%— [—(Y-&)-+i (X-+nt)] puis on fait Y=0

et I’on sépare le réel et 'imaginaire, ce qui conduit & deux relations
entre X, § et n. L’élimination de X fournit I’équation de la courbe
cherchée qui comprend d’une part I’axe imaginaire, d’autre part
Dellipse

3.\* /. 3 \¢%
z< t+bs 2 ( 1—|— ?ab> <1+ 5ab>
¢ 3\/1+b2> T\ e ) T \Tige

3 3
<S—E at> [s(1+3ab) + 5 at]

+ (15%) (2 2 0ts —s9)

¢’est-a-dire

(12) (5) + o —cp=nme



26

en posant

K\ +b2

(12)

' 140K = 4

LE PROBLEME MIXTE DE LA PROPAGATION

3
1—!—7 ab

Ty =€

<K~—~g~ a> [K (1 +3ab) +% a]

=R

!
Jo

(1102 (120K — K?)

Le centre de I’ellipse coincide ainsi, comme il convient, avec le
centre de symétrie de la surface, et ses sommets coincident avec les

’

m

Fie. 6.

cols. La cote correspondant & chacun de ses points est donnée,

d’autre part, par la formule

(13)

X = —s (Dn+E)
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en posant
3
K——a
, 1426 K—K* 2
(%) D="garm *E= "1k

On peut observer que cette expression, qui est une fonction linéaire
de m seul, définit un plan perpendiculaire au plan vertical passant
par I’axe imaginaire. Autrement dit, la courbe Y=0 sur la surface
est I'intersection de ce plan et du cylindre & génératrices verticales
ayant pour directrice I’ellipse ¥Y=0 du plan complexe. D’otui il résulte
que, sur la surface aussi, la courbe Y=0 est une ellipse.

Les indications qui précédent permettent de se faire une idée

C’
= ‘a
N
—
A
Eo

Fie. 7.

qualitative du relief de la surface. Nous les traduisons ci-dessus par
un plan & courbes de niveau et par une vue perspective (cette der-
niére limitée en raison de la symétrie & un quart de la surface).

11 est intéressant, pour finir, de rechercher la variation du relief
de la surface (X) avec s et t.

Observons tout d’abord que la position du point C dans le plan
complexe est indépendante de s et de t, et que la position de I’el-

lipse Y=0 et des cols ne dépend que du rapport —st- = K.
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Si K est trés voisin de ¢, les cols s’éloignent & I'infini vers le haut
et vers le bas et 'asymptote aux arcs d’hyperbole tend & devenir
horizontale. L ellipse ¥ =0 est trés voisine d’un cercle de rayon R

1
infiniment grand, de ’ordre devl'/—:—K ; n est du méme ordre de

grandeur et D est infiniment petit, de 'ordre de V'V —K. Tous les
points de Dellipse sont ainsi & la cote constante négative —o$, to

g ——a

étant égal a ou encore, comme le montre un raisonne-

1+4-be
ment direct applizll—ué a eiot-0s gu coefficient d’amortissement des
oscillations sinusoidales de fréquence infinie.

Si K diminue & partir de ¢, les cols se rapprochent de la coupure
et Pellipse se contracte en s’amincissant ; Paltitude du col se releve

. . 3 .
tout en restant négative. Au voisinage de K= 5 & le col est voisin

de Porigine des coordonnées, et un développement facile montre
que son altitude est donnée par la formule :

3 2
K——a
s ( 2 )
X=——
2K 3
(1+0K) (1+ - ab)

3 oo . .
Lavaleur K= -5 @ correspond ainsi & un maximum pour Ualtitude

du col qui se confond alors avec Uorigine, laquelle est, comme on le
sait, un point de cote nulle.
. . 3

Si K diminue au-dessous de - ¢ et tend vers 0, les cols tendent
vers les points de ramification et 1’ellipse vers le segment joignant
ces deux points. L’altitude du col tend vers — oo quel que soit s.

Enfin, si s et ¢ augmentent, K restant fixe, les cols et Pellipse ne
changent pas en plan, la surface se creuse et devient plus abrupte.

11. — Chemin d’intégration.

. . . s -
Continuons & nous placer dansle cas ottt > — (s320), ¢’est-a-dire
v

ou la fonction & intégrer est nulle & 'infini vers le haut.
Le déplacement parallele dans cette direction se heurte & 1’obs-
tacle de la coupure, et par suite le chemin d’intégration doit étre
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constitué conformément au schéma ci-dessous. Il est indiqué, en rai-
son de ce qui précéde, d’y comprendre Pellipse ¥=0. Le col est
en effet le passage naturel d’une dépression & I'autre, et I’ellipse de
plus grande pente est la ligne qui descend le plus rapidement du
col.

Il est d’ailleurs évident que la partie (111) de intégrale s’évanouit

(1)

-yr

Fic. 7 bis.

a I’infini, et que la partie (II) est identiquement nulle, ses éléments
se détruisant deux & deux.

11 en résulte que q (st) est égal a U'intégrale le long de Uellipse, accrue
du produit par 2= de la somme des résidus des poles extérieurs d
Vellipse.

12. — Front d’onde.

Une premiére application des généralités précédentes peut &tre
faite au front d’onde.

Considérons un point de I'intumescence infiniment voisin du front
d’onde et tendant vers celui-ci. K tend vers ¢ et R augmente indé-
finiment. L’intégrale le long de 11 et 111 est nulle & tout moment,
et Dest par suite également & la limite. Quant & 'intégrale le long de
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Pellipse (I), elle a pour limite I’intégrale le long du cercle de I'infini,
de cote constante — pos. Observons ici que si on se plagait au front
d’onde méme, au lieu de tendre vers lui, on trouverait pour l'inté-
grale une valeur moiti¢ de celle ci-dessus, c’est-a-dire la demi-
somme des valeurs de la perturbation immédiatement avant le front
d’onde et immédiatement aprés (parce qu’alors l’intégrale III
ne peut plus étre considérée comme nulle et que le chemin d’intégra-

AC

-
had N i

Fiec. 8.

tion doit étre constitué comme l'indique le schéma ci-contre par
I'un des tracés (£A4 B CE) ou (£ D E).
La valeur de la perturbation immédiatement aprés le front d’onde
est ainsi :
e~ koS Re fF (o) do

L'intégrale Re [F (w) dw étant indépendante de s et de ¢, on en dé-
duit que le front d’onde s’amortit selon une loi exponentielle au fur et @
mesure de la propagation.

Cette loi n’a de sens, pour 'instant, que si I'intégrale f F (w) dw
est différente de zéro, c¢’est-a-dire s’il existe une discontinuité de
débit a I’origine de la perturbation.

Mais on va voir qu’elle peut étre étendue a des cas plus généraux
par une méthode qui fournit en méme temps un développement en
série de Pintégrale autour du front d’onde.

Cette méthode repose sur la remarque suivante, due & M. GoLp-
SCHMIDT.

Soit I'intégrale :

t)—— 1 iu)tG( dm
g ——%ifce 0) =
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G étant représenté par une série entiére en — uniformément con-
w

vergente sur le cercle (C) de rayon fixe R :
6 () =aota (=) ta (L) 4. e (L) +
0 1 © 2 w ) T K “ceee

On en déduit par dérivation :

ot en posant w = Rei* :

q(")(o) = 2l; fal = do = ("— 1)‘ [£2%

g (t) peut dés lors étre représenté par le développement suivant :

t t2 tx
q(t)=ao—~aq+a2—§— ...... + (—1)% ay

11 est facile de s’assurer que ce développement est convergent pour
toute valeur de ¢.
En effet, la série G () étant convergente sur le cercle de rayon R,

on peut trouver un nombre } indépendant de K tel que | a | <M.

Rx
La série des modules de ¢ () a pour terme général
£ | ax | (R)x (R)=
e | 7= & & K!
- - (rox
La série de terme général M i étant convergente pour toute

valeur de ¢, il en est de méme a fortiori de la série ¢ (¢), dont au sur-
plus le reste est inférieur en module & :

(Rt)K-H.
(K+1)!

M eht

Soit alors :

q (sty=Re fF (@) eivt=¢ do

P. MASSE 3
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L’exposant twi-ihs peut s’écrire :

. s . < A 1 >
i <t— _-) — e (2 ——
¢ o v
t — % = 6 représente le temps compté dans chaque section &

. A .
partir du passage du front d’onde; d’autre part — est une fonction
w
de » holomorphe & I'extérieur d’un cercle de centre 0 et de rayon

. - s . i
Mg, donc développable en série entiére selon les puissances de —,
(O}

1
le rayonde convergence du développement étant —.
Mg

! i T \?2 i \®
(14) o= -—Ho—;—’{‘ 1 (:) + v (’;) o
L’exposant s’écrit alors :
. i r\?2
ol - pos + s — + u28<——> 4
« (O]
et I'intégrale devient :

. 1 i\
g (s,0) = Re g e_Mf glo® gpas -+ s (';) T R o) do
[}

Elle s’identifie a4 l'intégrale précédente (au remplacement prés
de ¢ par 6), en posant :

KA
G (0) = 2mie F(o)e™ o

Or 2w iwF(w) est la somme d’une constante ao et de termes de la
forme

(&) An

™ 1 2r
©—np " Ta

An

et se trouve par suite développable en série entiére en — si I'on
w

suppose les pdles de F' en nombre limité, et si en outre le cercle (C}
1
enveloppe tous ces poles. De méme ¢"1° 5, T est développable en
série entiére en —— pourvu que le cercle (C) enveloppe le point
w

de ramification w,.
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Donc G (w) est représentable par un développement en série en-
tiére de la forme précédente

(15) G(m):Z'nin(m)eulsT:’— T goFay —‘;— —|—a2<—i—>2+. .
et 'on a:
j;i (s, 0) = € pos (— 1)K gy
D’ou :
(16) g=e s 3 (— )& ;éx, 6% = ¢S (@o-a40 —l—az—%; L)

En faisant s = 0, on trouve pour 27 i » F (w) le développement
f (0) —F(0) L + 1’ (o) (—l>2—— ...... Celui de I’exponentielle est
w w

d’autre part :

L+ s % + (B2 -I—u28> (—f;)z o

D’ou :

262
¢= e‘”“g O+ 17 0)—ussl(0)10-+ | 1°(0)—ussP (0)+ <“1; + u28>f(0)] - %

Si en particulier G (w) se réduit a son premier terme (injection
d’un débit supplémentaire constant), les valeurs de ¢ et de ses déri-
vées premiére et seconde au front d’onde sont respectivement :

e~ koS f (0)

6T Pt s f (0)

/ 202
e (Lt us) 1 (0

les coefficients u; et p, étant négatifs.

2 . - 92
Donc g et ;—g sont toujours positifs au front d’onde. Par contre ;6%
o . pn s 2
est négatif si s est petit, et positif sisest grand. Pour s = ——I}:-g, un
point d’inflexion apparait au front d’onde. Pour s < — 253, Pintu-

l’~12
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mescence immédiatement enarriére du front d’onde tourne sa conca-

. 2 .,
vité vers le bas; pour s > — -Ei: elle tourne sa concavité vers le haut
!

(dans le cas bien entendu d’une intumescence positive, 'inverse
ayant lieu dans le cas d’une intumescence négative).
. ?® 22
Dans une section fixe, —?g = —0% D’autre part, au front d’onde,
2 2
2% 1 2% . . Y o
=2 = — ~_Z comme on le voit facilement par dérivation de I'inté-
9s? p% 912

grale g.
. . 2%
Donc suffisamment loin vers Uaval, 9—% est > 0 au front d’onde
s
2%
comme —:.
262

On verra plus loin que les résultats actuels, afférents aux intumes-
cences de débit, s’étendent sans difficulté aux intumescences de
hauteur. On retrouve ainsi, en le précisant, un résultat intuitive-
ment obtenu par BoussiNEsQ et énoncé par lui en ces termes au
paragraphe XXXVII de I’Essai sur la Théorie des eaux courantes :

« La partie inférieure d’une onde avance généralement plus vite
« que le corps de la méme onde et doit, en s’amincissant, s’étrangler
« sans cesse de maniére & tourner vers le haut sa concavité ou sa
« convexité, suivant que I'intumescence est positive ou négative. »

La dérivée seconde changeant de signe dans le corps de 'intumes-
cence, soit qu’il s’agisse d’une perturbation limitée passant par un
maximum, soit qu’il s’agisse d’une perturbation illimitée tendant
vers un nouveau régime uniforme, on conclut que suffisamment
loin vers Uaval U'intumescence présente certainement un point d’in-
flexion intermédiaire.

L’analyse précédente s’étend au cas ou les poles de F sont en nom-
bre infini, les termes correspondant aux péles extérieurs au cercle
d’intégration étant développables en série entiére par rapport & .
Toutefois, & I'intégrale sur le cercle s’ajoute alors 2w fois la somme
de série des résidus des poles extérieurs.

A
Remarquons enfin que le développement de — se rattache aux
[0}

Polyndémes de Legendre. On sait en effet que ceux-ci apparaissent
dans le développement de irrationnelle

1

=\/I—__2._—————;_._2=X0+X1a+....+Xx«‘+...
— 0l o
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. . 1 de(u?1)x
7
Pexpression de Xx étant R
Pour Pirrationnelle ¥ = /1-2«z + o on a un développement ana-
logue Yo + Yo+ ..oonins 4 Yeox 4+ ..., avec

Yx B XK-z —_— Zu XK'I + Xx

On en conclut que :
Py 3a i
—;)-:Yo——b—l——z-(i—{—Yl)—w-—!—Yzaz—{— ..... + Yxof ...

3a T 24 3ab

= ——— — @}, B S —————

13. — Formules asymptotiques.

Les formules asymptotiques ont pour objet de définir la valeur de
la perturbation au bout d’un temps trés long, soit trés loin a I'aval
(s = Kt —intumescence asymptotique), soit dans une section fixe
(s=C'¢—résidu d’intumescence).

Nous traiterons d’abord le cas de l'intumescence asymptotique
correspondant & une perturbation initiale limitée. Dans ce cas, la fone-
tion multiplicatrice F (w) contient le facteur 1 —e—iwT  dont les

, 2% . a1 s e
zéros sont n T (n =0, 1,2...), et n’a par suite aucun pole a distance

finie; ¢ (s, t) se réduit donc & I’intégrale le long de I’ellipse. Or il est
évident que, lorsque s et ¢ sont trés grands tous deux dans le rapport
fixe K, la contribution des éléments voisins du col, si faible que
puisse étre sa valeur absolue, ’emporte infiniment en valeur relative
sur celle des autres éléments de I'ellipse. Il est par suite possible, en
premiére approximation, de remplacer ’ellipse par la parabole os-
culatrice, et de donner & F (w) sous le signe d’intégration la valeur
constante correspondant au col. En transportant au col Porigine
des ordonnées, et en désignant par w’ les nouvelles valeurs de

2
celles-ci,’équation de l’ellipse s’écrit <—Z—> 402 —2 Rq'=0, et celle

) 1
de la parabole osculatrice n' = Y7 <7 )2. D’autre part, si ’on dé-

signe Paltitude du col par —us et si on observe que X = —ups
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—s D v/, 'intégrale & évaluer, f eXF () dw a pour partie principale
— sDy!
e—us F, f e dt

Posons alors s D' =y. D’ou :

2R % 1 2R —+
e A s P RVe S

L’intégrale s’écrit :

g A 2R fe—y—%dy
TRV s y

11 faut d’ailleurs intégrer de O & + oo, puisque y=s D v et que s
est supposé trés grand, et doubler ensuite le résultat pour tenir
compte de la contribution de la demi-ellipse de gauche. La valeur
asymptotique de I’intégrale est finalement :

1
(17) AF, \/2;‘)3 w5

Cette formule est d’une trés grande importance, car elle contient
implicitement la loi des crues. On y observe en effet la présence
d’une exponentielle, produisant un amortissement trés rapide, sauf
dans le cas ou 'on a simultanément p=0, F,=0,auquel cas Pintu-~
mescence asymptotique a une valeur relative beaucoup plus impor-

tante, de ’ordre de 7_—: La condition =0 signifie que le col est &
s
.. . . 3 .
Porigine, c¢’est-a-dire que 'K = 5 a, ou encore, en unités usuelles,

3
que la vitesse de ’observateur est égale & 5 U. La condition F.0,

lorsque le col est & l’origine, signifie que 07520, ¢’est-a-dire,en lan-
gage clair, que le volume total injecté pendant la durée de la pertur-
bation est différent de zéro.

Ainsi, pour qu’d grande distance a U'aval on puisse observer la pro-
pagation d’une intumescence notable, il faut que la perturbation ini-
tiale se tradutse par un apport de liquide, c’est-d-dire que le débit sup-
plémentaire moyen injecté en téte du canal soit différent de zéro, quelle
que puisse étre par ailleurs la forme du diagramme des débits instan-
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tanés. En outre, lorsque cette condition est remplie, I'intumescence tend

a se propager d la vitesse 5 U requise parla lot des crues. Il faut en-

tendre par la que tous les observateurs se déplagant le long du canal d
une vitesse différente, et notamment celui qui accompagne le front
d’onde, constatent un amortissement exponentiel qui rend la perturba-
tion rapidement négligeable.

Le cas de I'intumescence illimitée se distingue de celui qui vient
d’étre traité, en ce que la fonction multiplicatrice F (w)ia des pdles
qui sont les points n %7; (n=0, 1, 2,3...) sur 'axe réel. A l'intégrale
le long de ’ellipse s’ajoutent donc les résidus autour des podles exté-
rieurs & Dellipse.

Il est facile de montrer tout d’abord que la traversée d’un pole par
Pellipse, lorsque K varie, ne produit pas de discontinuité. En effet,
lorsque Dellipse enveloppe encore le pdle, la contribution des élé-
ments infiniment voisins est égale & =i fois le résidu ; lorsqu’au
contraire elle vient de le franchir, la contribution des mémes élé-
ments est égale & —mi fois le résidu ; mais il s’y ajoute 2wi fois le
résidu autour du pole, ce qui rétablit la continuité.

. .o, 3
11 est également manifeste que tant que K reste supérieur a— a,

I’analyse précédente, n’a pas a étre modifiée dans Vessentiel. En
effet, le col est plus élevé que le point d’intersection, en plan, de
Iellipse et de 'axe réel, et celui-ci est plus élevé & son tour que les
poles extérieurs a I'ellipse {ce dernier point étant une conséquence
du fait que pour w réel, le coeflicient d’amortissement croit avec la
fréquence). Done la contribution asymptotique du voisinage du col,
telle qu’elle a été précédemment écrite, 'emporte sur les résidus. La
seule différence est que Fc ne contient plus le facteur (1—en.T).

Les choses changent, par contre, lorsqﬁe K dépasse —g- a. Le pdle

w=0 devient en effet extérieur a l'ellipse et plus élevé que le col;
son résidu devient donc prépondérant ; en outre, & mesure que K
tend vers 0, le col s’abaisse successivement au-dessous de tous les
autres poles de l'axe réel. Si a¢=20, ¢’est-a-dire si le débil moyen
supplémentaire injecté n’est pas nul, 'intégrale I tend vers a, pour

K < -5 et vers %‘—’— pour K = - & Il tend a s’établir asymptotique-

Jment un nouveau régime uniforme correspondant au débit moyen
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supplémentaire injecté ao,et la zone de raccordement des deux régimes
tend a se propager d la vitesse % U (il en est ainsi en particulier du
point d’inflexion dont I’existence a été démontrée au § 12).En effet,
tres loin & P’aval, I'intégrale qui représente Z—thz est du signe de 1’élé-
ment correspondant au col, soit :

Qo

2
-_— W "
2niw

eXdosw— 7 —;i;— dg,

. cirp s 3 . .
qui est positif si K> 5 a,le col étant alors au-dessous de ’origine,

et négatif si K < —gi- a, la situation inverse se présentant alors).

Le nouveau régime uniforme est d’ailleurs altéré par des oscilla-
tions de trés petite amplitude (e*2f) correspondant aux résidus des
autres poles. Si ao=0, il se confond avec ’ancien, et la perturbation
ne se traduit asymptotiquement que par les oscillations de tres
petite amplitude dont il vient d’étre question, I’oscillation fonda-
mentale ’emportant de beaucoup en valeur relative sur les harmo-

niques, puisque le pole 2—; est plus élevé que les suivantsle long de

I’axe réel.

Analytiquement, le cas de I'intumescence illimitée n’apporte de
formule asymptotique nouvelle que dans le cas ou le col est a I’ori-
gine, et coincide alors avec un pole de F (»). La méme méthode

G(w)

d’évaluation s’applique en posant F (w)= —— ,eten tenant compte
w

du fait que G, = 2&—0

oA
On trouve ainsi pour valeur asymptotique de ¢ :

1
Qo ( L—I—_
— \1 —_—
(18) 2\ T V2= RD

Dans le cas, enfin, du résidu d’intumescence (s fini, ¢ infini), I'et
lipse est venue se confondre avec la coupure, et 'intégrale doit étre
prise sur les deux bords de celle-ci. En associant 2 & 2 les points de
méme affixe situés sur deux bords opposés, et en mettant en évi-
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dence le voisinage de ©, qui apporte seul une contribution relative
appréciable a I'intégrale, on peut écrire celle-ci :

Fy elort-ings fgi(w-wl)t [ei00)s — e i3] do

D’autre part, dans le voisinage de w,, la quantité entre crochets
est approximativement égale & —is (»-A) ou a :

—2is\/ (1 + 6% (1) (men)-
En posant n—n,=nv, 'intégrale prend la forme :
Fy eior-ins 25 \/ (102 (ngny) f e \/; an’

¢’est-a-dire, tous calculs faits :
LB (Y 3(%— bm) — it —2
(19)  Fy V(459 (ngmy) 25 ¢\ e
Dans le cas de U'intumescence limitée, cette expression représente
3

le résidu d’intumescence qui est ainsi de Pordre de et § 2.
Le coefficient 7, qui figure dans cette formule a pour expression

approchée, en unités réduites ry a® et en unités usuelles, — dans

I’hypothése des tranches—,
U: gl 9 g3 p1B

gH-U* U ~— 8 bg—I QB

wl @

A une époque donnée, le résidu d’intumescence est d’autant plus
faible que v, est plus grand. Il varie donc en sens inverse de la
pente et dans le méme sens que le coefficient de rugosité.

Dans le cas de I'intumescence illimitée il s’ajoute a I’expression
ci-dessus le produit par 2z des résidus autour des pdles qui sont
beaucoup plus importants puisqu’ils correspondent a des oscilla-
tions sinusoidales d’amplitude finie, s étant fini. Le résidu d’intu-
mescence est alors 'image de intumescence initiale transposée au
moyen de la regle suivante :

On fait le spectre de 'intumescence initiale. Le terme constant de
ce spectre se retrouve sans altération dans le résidu d’intumescence.
Par contre, chaque terme sinusoidal est corrigé d’une différence de
phase et d’un facteur d’amortissement dépendant de la fréquence de
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Poscillation, et de ’écart entre la section-origine et la section d’ob-
servation.

Si, en particulier, Ie spectre initial se réduit & son terme constant,
le spectre résiduel lui est rigoureusement égal (injection indéfinie
d’un débit supplémentaire constant).

Si le spectre initial comprend un seul terme sinusoidal, le spectre
résiduel est semblable, avec réduction et décalage.

Si le spectre initial comprend plusieurs termes sinusoirdaux, il y a
déformation lors du passage au spectre résiduel, ce dernier se rappro-
chant d’autant plus de la forme sinusoidale pure (oscillation fonda-
mentale) que I'on est plus loin & 'aval.

On observera que le résidu d’intumescence ainsi défini coincide

avec le régime permanent d’oscillation correspondant a la superpo-
sition des solutions élémentaires

An elw pl=thpn s
résultat & peu pres évident a priori puisqu’au bout d’un temps trés

long linfluence de la période initiale non perturbée s’évanouit.

14. — Etude des surélévations.

La théorie des intumescences ne comporte pas seulement la dé-
termination du surdébit ¢, mais aussi celle de la surélévation A.
11 est facile de démontrer que celle-ci est fournie par I’intégrale :

(20) h = Re f P potns F (o) do
(O]

Appelons en effet provisoirement &, la solution cl erchée. On a,
d’aprés I’équation de continuité,

ah 2
it 29 =0
al ¢S
et d’aprés la forme des intégrales
oh 2
oo
at 28

Done, la différence A—*, est une fonction de s seul et non de ¢.
Or, si ’on considére une section fixe quelconque, % et ,, y sont nuls
tous deux avant le passage du front d’onde.
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Dong, ils coincident & tout moment, et I’intégrale & fournit bien la
solution du probléme.

L’étude précédente de 'intégrale ¢ se transpose sans difficulté a
I'intégrale h qui jouit de propriétés analogues. Elle est nulle avant et
différente de zéro apres le passage du front d’onde. Elle s’amortit au
front d’onde suivant la méme loi exponentielle que ¢. Enfin, elle n’a
asymptotiquement une valeur notable que pour un observateur se

déplacant a la vitesse % U.

Au front d’onde, le rapport —-}% est égal & V ; dans I'intumescence

asymptotique, il tend vers S— U. 1l n’est autre, d’ailleurs, que la vi-

tesse de propagation d’une partie d’intumescence telle qu’elle a été
définie par BoussiNgsQ, ¢’est-a-dire la vitesse d’un observateur qui
se déplacerait vers I’aval de maniére & avoir constamment devant
lui le méme volume tumeéfié.

Observons pour finir que les développements en série des § 12
et 15 s’étendent sans difficulté aux surélévations.

15. -— Développements asymptotiques.

Le § 13 a permis d’obtenir des formules asymptotiques de pre-
miére approximation,basées sur des raisonnements intuitifs, tels que
I’assimilation de I’ellipse de plus grande pente & sa parabole oscula-
trice au voisinage du col. On peut retrouver ces formules d’une ma-
niére rigoureuse el les compléler par des développements plus éten-
dus en adaptant au probléme actuel des méthodes générales indi-
quées, entre autres, par L. BrirLouin dans un article sur la mé-
thode de col (Anrnales de I'Ecole normale supérieure, t. 33, 1916,
p- 17) et par O. Perron (Uber die naherungsweise Berechnung von
Funktionen grosser Zahlen. Sitzungsberichte der Koniglich Baye-
rischen Akademie der Wissenschaften. Miinich, 1917).

Il y a avantage a suivre I’analyse de ce dernier qui est d’une por-
tée plus générale, el qui fournit 'ordre de grandeur du reste lors-
qu’on s’arréte au terme de rang K dans le développement.
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Les intégrales de PErRrRON sont de la forme :
Q
I, = f o1 F (o) enz (») de
[/
Qp
I, = f we-l F (w) enz (®) deo
Q

w étant la variable (complexe) d’intégration, et » un nombre posi-
tif quelconque qui augmente indéfiniment. En outre, on suppose
que Z (0) = 0, cas auquel on se raméne immédiatement, par le
changement de fonction 2’ = Z — Z,.

Ecrivons les développements de F et de Z autour de w=0:

F (o) = a0+ a0 + a5 0% + .....
Z (o) = &P (bo + by o + by 0%+ ....)

p et « étant choisis de telle sorte que les coefficients des premiers

termes des développements, ao et bo, soient différents de zéro.
D’apreés ce qui a été dit plus haut, p n’est pasnul. Sip =1, w=0

est un point ordinaire de Z (). Si p = 2, ¢’est un col, ete...
Perron trace autour du point w=0 les courbes Re [Z (w)]=0,

Q

Fie. 9.

qui sont évidemment au nombre de p, et qui divisent le plan en sec-
teurs dans lesquels Re (Z) est alternativement positif et négatif.

Le chemin d’intégration est compris dans les secteurs négatifs,
sinon l’intégrale serait trés grande avec n. Il peut d’ailleurs étre
déformé d’une maniére arbitraire & intérieur de ces secteurs.

Cela étant, les tracés choisis par PErRrON pour son calcul sont
figurés sur le schéma ci-contre.

Ils ont pour caractéristique essentielle d’emprunter au voisinage
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du point O la bissectrice de I’angle des secteurs. S’il y a lieu, deux
bissectrices différentes sont raccordées par un arc de cercle de
rayon infiniment petit autour de O.

Perron démontre que, dans ces conditions, I, et I, sont repré
sentables par les développements suivants :

(G o
Qo (15

Dans ces formules, r est le module de b0, O [ ] est le symbole de
Landau et signifie « un terme de 'ordre de grandeur de... » ; enfin
P; et Q; ont les expressions ci-apres :

I =
P

K—1

27
@) =

A

1
p

J gji a4 j >
Pj = et (x+)) Z (—bo)t F< P +

(22) 1=0 ] ;
i = [eife (x +7) — eity (a7 i <Ej‘_l )
Qj = [ei2 (x +1) — eib1 (x+))] ;} T r » +i

90, 04, 05 étant les angles respectifs des chemins de départ et d’ar-
rivée des intégrales, et g;; étant le coefficient de w/ dans le déve-
loppement de :

1 .
7 (@0 + ar0 + a, 0? 4 ...) (byo + by w2 + ...)0

+
Enfin, dans le cas exceptionnel ot — +- i est un nombre entier

nul ou légatif, égal & —2, le terme correspondant de Q; est :

" 1)
—(7%0_)7 UNCES) —(——)— pi- (85—6,)

Les généralités qui précédent s’appliquent immédiatement au
probléme de I'intumescence.

Soit d’abord a trouver le développement asymptotique de I'inté-
grale I autour d’un col qui n’est ni un point de ramification de 2,
ni un poéle de la fonetion multiplicatrice (intumescence limitée).
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Appelons w,, %, les valeurs correspondantes de w et A et posons
w-w,=w, »A.,=N. L’intégrale peut s’écrire :

1= (G )fe"s(%—*’) F (00 + o) do’

En vertu de nos hypotheses, F est dans le voisinage du col une
fonction holomorphe de o, et dans le cas général son développe-
ment commence par un terme F.520.Quant a ’exposant de I’expo-
nentielle sous le signe d’intégration, c’est également une fonction
holomorphe de ', mais du fait que » est un col, son développe -
ment commence par un terme du second degré, sw'2b,.

On se trouve ainsi en présence d’une intégrale de PErroN du
second type, dans laquelle a=1 et p=2. Les limites de secteurs
sont les lignes de niveau de la surface (X) qui, au point w,, sont in-
clinées & 45° sur I’horizontale, et le chemin d’intégration est paral-
lele & 'axe des E.

On a, dans ces conditions :

Qo = (1-6i7) goo T <%> = 2 a0 \/m.

w . . . .
D’autre part, 4 —3. est un nombre purement imaginaire iy et par

suite le développement asymptotique de I'intégrale / commence par

le terme
— 1
™ —
Fe \/ — e s 2
r

qui coincide, comme il est facile de le vérifier, avec I'expression

trouvée au § 13. En particulier, si K = , #=0, le col est a

2
Iorigine et on retrouve la loi des crues.

Soit en second lieu a trouver le développement asymptotique de
Pintégrale I autour du col w=0, qui est en méme temps un podle de F

(intumescence illimitée). Dans ce cas, le développement de F au-

tour du pole peut s’écrire :21— w-1 (ao+ayw +.....). On est ramené a
172

une intégrale de PErRrRON du second type dans laquelle p=2 et

«=0 (au lieu de 1 dans le cas précédent). Le calcul de Qo rentre alors

dans le cas exceptionnel signalé plus haut avee la valeur 0 du para-

X «47 . o
métre A = T =+ 1. On trouve ainsi que Qo= ao, et le développe-

a .
ment de / commence par le termeconstant -—23 conformément au §13.
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Dans le cas enfin du résidu d’intumescence, ’'intégrale I doit étre
prise sur les deux bords de la coupure, au voisinage du point de
ramification ;. On a vu au § 13 qu’on peut I’écrire, en P’étendant
seulement a la lévre droite,

Re | Fy eivatvgs fero-ont [i02s —g107)s] do |

Dans cette intégrale, ¢ devient trés grand et non s. L’exponentielle
se réduit ainsi a et(w-o1)? et la fonction multiplicatrice est repré-
sentée par la différence entre crochets. Pour I'exponentielle, les
choses se passent trés simplement, w; étant un point ordinaire de
I’exposant ; autour de w, le plan complexe se divise en deux sec-
teurs séparés par une droite horizontale. Le chemin d’intégration
part de w, perpendiculairement & cette droite, et correspond a une
intégrale de PERRON du premier type dans laquelle p=1 et bo=1.

Quant a la fonction multiplicatrice entre crochets, elle peut se
1

développer selon les puissances de (w-w;) 2, le développement com-
1
—_ 3
men¢ant par un terme en (w-w,) 2, ce qui correspond a a = D} dans

Pintégrale de PERRON. On en déduit que le développement asympto-
tique du résidu d’intumescence commence par un terme en
3

e—mit 2,
La méthode de PErroN confirme ainsi, en les étendant et en les
précisant, les formules de premiére approximation du § 13.

16. — Comparaison avec 1’essai sur la théorie
des eaux courantes.

11 est intéressant de comparer les résultats obtenus plus haut,
notamment aux § 11, 12 et 13, avec les indications données par
BoussingsQ sur le méme sujet au § XXXVII de I'Essat sur la
Théorte des eaux courantes.

L’équation du mouvement variable a été écrite par BoussiNEsQ
sous la forme (éq. 258, p. 270) :

oU ,  oH gH—U* oH  g(HI—bU?)
(23) H = U+ e 2 = 190

Son hypothése fondamentale est que « la vitesse moyenne U et la
profondeur H ne différent pas beaucoup, en chaque point, des va-
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leurs Uo et Ho qu’elles auraient si un régime permanent ou trés gra-
duellement varié d’une section a 'autre, se trouvait établi » (p. 282).

Dés lors, les lois de premiére approximation s’obtiennent en rem-
placant, comme il est classique, H par H+hk et U par U-+tu et, en
g(HI-bU?)

1427
représente & la fois 'influence de la pente du fond et celle du frotte-
ment extérieur » (p. 448), puisque dans le régime permanent et uni-
forme on a précisément HI —bU? = (.

Les lois de seconde approximation s’obtiennent en remplacant
I’équation (258) par une équation (276) qui est de méme forme,
mais contient dans son premier membre un terme dépendant de la
courbure de la surface libre. On prend pour le premier membre une
approximation plus poussée, mais on continue & négliger

outre, en négligeant dans I’équation (258) le terme « qui

g (HI —bU?
1+ 2

Enfin, la mise en compte des frottements est abordée, ceux-ci ne

constituant toutefois qu'une cause perturbatrice secondaire. Dés lors
g(HI-bU?
1 - 2
sion de premiére approximation, soit —2 f’ (wo-Up)h en désignant
' g8(2wo-3fUs)
2(14-2n)(wo- Uo)

n’est plus nul, mais peut étre représenté par son expres-

par wo la célérité du front d’onde, et en posant f’=

é— (éq. 379 et 380 de la p. 449).

BoussinesQ démontre alors, a 'aide de considérations ingénieuses
et complexes, que la vitesse de propagation v d’une partie d’intu-
mescence est exprimée par la formule (387)

_ K (24K b | KHedh oW 2W]
(24)  o=wo l“’ 2( 2 Ho' 3h dst woh _‘Hozh>

dans laquelle W est le volume tuméfié en aval de la section consi-
dérée el k, k', k¥’ des coefficients ayant approximativement les va-
leurs suivantes :

3 Uy Uo

o ®o

k=1— =1

Il en déduit « I’intégrale, malheureusement compliquée, qui repré-
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sente sous forme finie, aux diverses époques, la surface libre des
longs remous de courbure insensible » (éq. 392).

3 eft —1
2 H, fit

$=[wo+(mo*—Uo) ]t—}-c?(he/")

Une premiere observation, qui suffirait a justifier notre nouvelle
maniére d’aborder le probléme, est que les formules ci-dessus n’ex-
priment pas le raccordement de ’onde de translation du début au
régime de crue qui tend a s’instituer par la suite. Mais il est utile
d’aller plus loin et de rechercher la raison de cette lacune.

La formule (387) qui donne la vitesse de propagation w d’une
partie d’1ntumescence peut se simplifier en négligeant par rapport

2%h
a1 —"— les termes en @ et — qui sont trés petits comme la surélé-
())oh 982

vation et comme la courbure, et le dernier terme qui a été introduit
par BoussiNEsQ pour des raisons de pure forme et qui est trés petit
par rapport au précédent (p. 450). Il vient ainsi :

(24) ¢ = @0 <1 — Zoh>

Il est clair que cette formule n’est valable, d’aprés sa structure

9

méme, que dans la mesure ol - représente un terme correctif bien
inférieur, ou en tout cas inférie(:n' 4 'unité. Or dans le corps d’une
longue intumescence };lz peut devenir aussi grand que ’on veut. La
formule n’a plus de sens.

Au front d’onde, par contre, le terme correctif est petit et la for-

mule s’applique. Elle se confond alors avec la formule d’amortisse-
ment du § 12.

Si I'on considére en effet une section située & une trés petite dis-
w G . .
tance —, en arriére du front d’onde, la vitesse de propagation

P. MASSE 4
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w= g; de la partie d’intumescence doit étre telle qu’il yait conserva-
tion du volume tuméfié, c’est-a-dire que h ds — 7LW~, dh =hwq dt.

D’autre part, po étant le coefficient d’amortissement de la téte de

I'intumescence, on a par définition dh = po h ds. Dot v = %SZ-
1 . w . . W
= wo ——=— 0U, puisque — est tres petit, w = wo| 1— .
Wio h h
S

La coincidence des deux formules exige que :

o oI 200 —3f Us
g o (1 + 27}) Uo Wo 2 (0)0 —_— Uo)

Ho =

Or nous avons trouvé (§ 7) :

°_@UV[1_ <3—2%>]:3$V2ZZ:3%UU)

¢’est-a-dire une concordance compléte si 'on admet, ce qui est le

b . .. i,
cas, que — et f sont extrémement voisins de I’unité. On conclut de
a

cette analyse que la formule (387) de Boussinesq est valable, et n’est
valable, gu’au voisinage du front d’onde.

Pourquoi cette restriction? C’est que la méthode de BoussiNEsQ
consiste & traiter les frottements comme une cause perturbatrice
g (H I-bU?)

1+ 29
de premiére approximation, correspondant au cas ou il n’y a pas
de frottements en jeu, et ol par suite la vitesse de propagation w de
toutes les parties d’intumescence se confond avec la célérité we du
front d’onde. Les formules obtenues par cette méthode deviennent
nécessairement inexactes lorsque la vitesse de propagation o s’écarte
notablement de w,, ce qui a lieu dans le corps de 'intumescence au

secondaire, ¢’est-a-dire & remplacer ar son expression
2

bout d’un temps assez long, » tendant alors vers i; U,.

11 est possible, & la lumieére de ces réflexions, de reprendre la mé-
thode de BoussiNgsq en la corrigeant de maniére & lui donner une
validité plus générale. La définition de la vitesse de propagation
d’une partie d’intumescence permet d’écrire ¢ = Uoh + Hou = wh.
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D’autre part, pour de faibles écarts autour du régime uniforme,
(HI—bU%=h I—2 b u Uy, d’ot1 ’'on déduit en remplacant u par sa
valeur tirée de la relation précédente

g(HI —bU?)  ghl
[TFon — A qoml, ©Ue—2
au lieu de
ghl
8 (3fU,—2
(1 + 2n) Us (31 Uo — 2a0)

d’aprés BoussINESQ.

La différence entre les deux formules, abstraction faite du réle du
coefficient numérique f trés voisin de 'unité, tient au remplacement
de wo par o. Cette substitution transforme P’allure du phénomene.
Au début de la propagation en effet, les frottements n’ont pas eu le
temps de faire sentir leur action, et I’intumescence se déplace en
bloc avec la célérité wo. Le terme HI—bU? est alors négatif et la
propagation est freinée. La vitesse o tombe au-dessous de wo, et le
terme HI—bU?, tout en restant négatif, diminue de valeur ab-
solue. Le freinage continue, mais il est en quelque sorte moins in-
tense. o diminue encore et /1 —bU? se rapproche de zéro. Le mé-
canisme se poursuit ainsi au cours de la propagation, » tendant né-

3
cessairement vers la limite o5 U, qui annule HI—bU?. On retrouve

asymptotiquement la loi des crues.

17. — Propagation-amont.

Le probléme de la propagation-amont se traite de la méme maniére
que celui de la propagation-aval. Sa solution est également basée sur
I’étude préalable d’une surface (X’) associée a I’équation des intu-
mescences. X’ differe de X en ce que, d’une part s est négatif au lieu
d’étre positif, et en ce que, d’autre part, la détermination de 2, ou ce
qui revient au méme le signe du radical, a changé. Il est facile de
voir qu’ala suite de ce double changement,le relief de (X’) garde la
méme allure générale que celui de (X). La différence essentielle,
pour I'objet de notre étude, est que la cote de 'origine n’est plus
nulle, mais négative et égale & —3 as.

Il y a ainsi, comme précédemment, un front d’onde, qui cette
fois se propage vers 'amont & la vitesse ¢’.
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Mais il n’existe pas de vitesse dirigée vers ’amont jouant un role
. . 3 .
analogue a celui de la vitesse 5 @ dans le cas de la propagation-aval.

Autrement dit, quelle que soit la vitesse d’un observateur se dépla-
cant vers ’amont, I'intumescence qu’il accompagne subit dans tous
les cas, sans aucune exception, un amortissement exponentiel et
devient tres rapidement négligeable. Il n’y a pas de propagation
asymptotique appréciable vers I’amont.

Sous cette réserve, tous les développements et toutes les formules
indiqués aux paragraphes précédents se transposent sans difficulté
dans le cas de la propagation vers ’amont.



TROISIEME PARTIE

AUTRES PROBLEMES AUX LIMITES

18. — Probléme de Cauchy.

La superposition d’une propagation-aval et d’une propagation-
amont permet de résoudre le probléme de Cavcuy, c’est-a-dire de
définir une intumescence ¢ (s, ) telle que g (o, t) et 29 (o, t) se ré-

s

duisent & deux fonctions connues f () et g (¢).

Soient en effet Q (o) et Q’ (») les fonctions multiplicatrices des
29
2s
évidemment représenté a son tour par la somme de deux intégrales
dont les fonctions multiplicatrices respectives sont —iAQ (o),
— 1IN Q’ (w). Soient alors F (o) et G (o) les fonctions multiplica-
trices des intégrales de Fourier de f () et g (¢) (§ 9). On résout le
probléme de CaucHY en déterminant Q et Q’ par les relations :

Q) + Q (o) = F (@)
Q) + 7 Q (o) =iG (o)

deux intégrales I et I’ 'dont la superposition représente q; — est

¢’est-a-dire :

( — N Flo L G (o

0 (o) = 1(_)——)}\-,L (o)
(25) AF (o) —i G (o
0 0= —P =1

Les fonctions multiplicatrices qui apparaissent ainsi dans la solu-
tion ne sont pas du type exact étudié dans la seconde partie & cause
de Pintervention de A et de »’. Mais les conclusions précédemment
obtenues restent valables du fait que ’exponentielle est prépondé-
rante a l'infini par rapport & A et 2’ comme elle ’est par rapport a
F (o) et G (), et que par suite le relief des surfaces (X) et (X’) con-
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tinue & jouer un role fondamental. On observera que les fonctions
multiplicatrices deviennent infinies aux points de ramification.

Mais comme il s’agit d’infinis d’ordre 5 I’intégrale sur une circon-

férence infiniment petite autour de I'un d’eux, coupure exclue, est
elle-méme infiniment petite, et leur présence n’entraine de la sorte
aucune modification essentielle de 'analyse.

19. — Injection au milieu d’un canal.

Le probleme fondamental traité dans la seconde partie suppose
une injection de débit en téte d’un canal. Un cas plus difficile est
celui ol 'injection de débit a lieu en un point quelconque, de telle
maniére que le débit injecté se partage entre I’aval et ’amont sui-
vant une loi qui n’est pas connue a priori.

Cette circonstance peut étre réalisée en pratique au moyen d’une
injection latérale par un canal secondaire affluent du canal princi-
pal. Il se produit alors dans la zone du confluent des phénomeénes
complexes, nolamment une altération profonde du champ local des
vitesses, qui échappent évidemment & la théorie. On ne peut songer
& traiter qu’un probleme schématique qui soit I'image simplifiée du
probleme réel.

Nous considérerons de nouveau un mouvement plan, et nous sup-
poserons qu’il existe une section singuliére ol ’injection est pro-
duite, et au passage de laquelle ont lieu corrélativement des discon-
tinuités de débit, de vitesse et de profondeur.

11 est impossible & cause de ces discontinuités d’appliquer I’équa-
tion des intumescences en bloc & I’ensemble du mouvement. On
peut, par contre, essayer de représenter le phénomeéne par la juxta-
position d’une propagation-aval a I’aval de la section singuliére et
d’une propagation-amont & I’amont en posant :

q = Re [Q (o) eivt—is do & laval
¢ = Re fQ’ (w) elot—w’s do & I'amont

On satisfait évidemment de la sorte au premier groupe de conditions
aux limites : I’état de régime uniforme du canal dans toute son
étendue & Dorigine des temps.

Il reste & déterminer les fonctions multiplicatrices Q () et Q’ (@)
de maniére a satisfaire au second groupe de conditions aux limites,
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qu’on peut énoncer d’une maniére générale en disant que les discon-
tinuités observées dans le mouvement au passage de la section sin-
guliére doivent provenir de I'injection et en traduire les caractéris-
tiques.

Une premiére condition est que la discontinuité de débit soit
égale au débit injecté (ramené, s’il s’agit d’un probléme pratique, &
Punité de largeur du canal principal) :

g (0,8) —¢q (0,8) = go (?)

Observons, pour préparer ce qui va suivre, que cette condition in-
tuitive découle de I’équation de continuité. En régime permanent
tout d’abord, celle-ci a pour conséquence immédiate Q=C*. D’ou il
suit qu'une discontinuité de Q ne peut provenir que d’un apport
extérieur et étre égale & cet apport. Le passage au régime variable ne
modifie pas cette conclusion, g étant fini en régle générale dans la
section singuliére, ou, si 'on préfére, la discontinuité étant spa-
tiale et non temporelle.

Il est dés lors naturel, pour obtenir la seconde condition, de rai-
sonner d’une maniére exactement semblable sur I’équation dyna-
mique qui constitue avec I’équation de continuité le systéme fonda-
mental (1). Nous ’écrirons en régime permanent et sous la forme

d’une équation en U, H ol nous Pavons obtenue tout d’abord
au § 2. Il vient ainsi ;

au dH bU2
ocU——+g———gsmI—|- =0

On en conclut en premier lieu que la quantité :

aly? gbU?

(26) E = ds

—l—gH——gssml—l—f

reste constante dans le cours du mouvement. On en conclut en
second lieu qu’une discontinuité de E ne peut provenir que d’un
apport extérieur et étre égale & cet apport. D’autre part, les deux
derniers termes de £ sont manifestement continus, réserve faite en
pratique de la dissipation d’énergie qui est la conséquence de l'injec-
tion latérale et des perturbations locales qui I’accompagnent.

La discontinuité ne peut ainsi affecter, en théorie, que les deux
premiers termes de E qui représentent physiquement I’énergie ciné-
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tique moyenne et ’énergie de pression d’une particule fluide de
masse unité. Pour écrire correctement la condition correspondante,
il faut d’ailleurs considérer, non pas l’énergie individuelle d’une
particule, mais I’énergie globale correspondant aux débits en jeu.

D’ou finalement la seconde condition (qui pour les mémes rai-
sons que plus haut n’est pas altérée par le passage au régime va-
riable) :

a2 all’2

U U,*
Q(gH—I— >——Q’<gﬂ’+ >=90<gHo+“l>
2 2 2
U, désignant la vitesse des particules injectées.
Pour mettre en ceuvre cette seconde condition, on pose Q=Qo--g,

H=Ho+h, U=Uo+u, et on considére ¢, k, u comme des infiniment
petits du premier ordre. Il vient ainsi :

puis, compte tenu de la relation ¢g=Uo h+Ho u et de la premiére
condition de discontinuité ¢—¢’=qo :

o« (U —3 Uo?
2 Uo (gHo —_— U02)

h—~ = Qo

Désignons par c la fraction du second membre. Les deux conditions
de discontinuité prennent ainsi la forme simple :

9—9 =qo
27
( ) h—'—h,zqoc

Soit alors F' () la fonction multiplicatrice de I'intégrale de Fourier
de ¢o (2).
On résout le probléme en déterminant Q et Q’ par les relations :

Q(0) —Q (o) = F (o)
A A
Q) —— @ (o) = c F (v)
c’est-a-dire :
co — N
Qo) =—"—"—7F (o)
(28) A— A

© — A

c
A— N

Q (o) =

F (o)
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20. — Particularités de la Solution.

Comme il a été expliqué au § 19, I'analyse de la seconde partie
demeure applicable dans ses lignes générales aux nouvelles inté-
grales g et ¢’ ainsi déterminées, I’exponentielle restant prépondé-
rante & 'infini. Il y a ainsi deux fronts d’onde se propageant respec-
tivement vers I’aval et vers 'amont aux vitesses V et V’, et s’amor-
tissant exponentiellement avec les coefficients yo et 1'o. Si d’ailleurs
I’on compare le cas actuel a celui de I'injection totale vers I’aval, la

perturbation au front d’onde est multipliée, vers I’aval,par V ;——Cg,
1 —cCV. ~

et vers ’amont par 1’ S A7 Enfin, la méthode générale de déve-

loppement en série autour du front d’onde s’applique encore en mul-
1

A —n

7\‘)
tipliant les développements du §12 par ’expression <C——j>

(O]
dont les deux facteurs se développent aisément en série entiére par

rapport a —l—_ On peut ainsi se rendre compte du ralentissement de la
(&)

montée en un point quelconque, par suite de ’épanouissement entre
Paval et 'amont du débit injecté dans la section singuliere. L’intu-
mescence asymptotique vers I’aval n’est pas modifiée dans son
essence. Elle n’échappe a 'amortissement exponentiel que pour un

observateur animé de la vitesse 5 @ auquel casellea la méme valeur

. AF. /amR —L : e e e
asymptotique 2 5 s 2 que si tout le débit était injecté
Co —

vers 'aval,la valeur de -

2

A . .
au point =0 étant égale & 'unité.De

— N

son ¢0té, intumescence asymptotique vers 'amont subit dans tous

les cas un amortissement exponentiel, étant observé qu’au surplus
Cow — A

N g’annule au point =0, ce qui accroit encore I’effet d’amor-

tissement. De méme enfin, dans le cas d’une perturbation initiale
illimitée, tout se passe asymptotiquement comme si tout le débit
était injecté vers I’aval.

Le résidu d’intumescence, par contre, obéit a une loi un peu diffé-
rente, parce que I’intégrale doit étre prise dans le voisinage du point
de ramification w, et qu’il faut alors tenir compte de I'infini d’ordre

—%— de Ia fonction multiplicatrice.
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En reprenant dans ce cas le calcul du § 13, le résidu d’intumes-
cence aval se met sous la forme :

) . ) co— A)e— {—2us L (co— N)e—t(V-2p)s
Feivyt — igs f gito —oe S0 ) - +l£ ) de

Le numérateur de la fraction est trés voisin de :
2 coy —(N + ¥Vy) =1 [2(b + ¢) 0y —3a]

et le dénominateur de :

2 V(T + 5 (n-ny) (ngny)

L’intégrale prend alors la forme :

-—2-0,———(17—}—0)7]1 e__,n:l
F1 31m1t _ t)\ls = d-n’
VE+ ) (gm) Y v
¢’est-a-dire tous calculs faits :

3
70_‘(17'{‘0)“’)1

V(TF62) (ngmy)

Cette expression reste valable pour le résidu d’intumescence
amont, la permutation de co—A\’ et co—A d’une part, des exponen-

tielles d’autre part, dans la fraction sous le signe d’intégration ne
modifiant évidemment pas celle-ci.

§/3a

_ 1
(29) F, = e ~—z—”"1) e—mt t— 7

La méthode de Perron conduit au méme résultat, la fonction

multiplicatrice étant ici la fraction ci-dessus, et son développement
1

suivant les puissances de (w-w;) 2 commencant par un terme en
1 1

(e-03) 2, ce qui correspond & « = 2 dans I’intégrale de PERRON.
La conséquence de Dépanouissement du débit injecté entre Vaval et
Uamont est ainsi un acgcroissement du résidu d’iintumescence qui passe
de Pordre de ¢ ™t~ 2 G Pordrede ¢ ™ {2
Dans le cas d’une injection illimitée, il faut ajouter i cette expres-
sion le produit par 2=i des résidus autour des poles de Q (v) ou
Q’ (w). Par exemple, dans le cas particulier ou le débit injecté g, est

constant, F (o) et Q (w) ont pour unique pdle I’origine dont le
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résidu est go pour l'une et l’autre de ces fonctions; de son coté

Q’ («) n’a pas de pole puisque ~= _})\, s’annule a P’origine.
Les résultats que nous venons d’établir contiennent la loi de par-
tage asymptotique du débit injecté entre ’aval et amont : il suffit
d’y faire s = 0.
Par exemple, dans le cas de I'injection illimitée d’un débit sup-
plémentaire constant, la loi de partage est exprimée par les for-
mules :

1
g =¢go—me M 7T

1
¢ =—me !~ 7T
m étant un parameétre égal 4 :

2a—(+om

® 2y V/m (1 b%) (mgny)

Il est intéressant de compléter ces résultats par le calcul de
Pemmagasinement vers ’amont, qui est la véritable source des diffé-
rences entre le probleme actuel et celui de la seconde partie. Cet
emmagasinement est évidemment donné par la formule :

g

(30) wW(t)= f t ¢’ (0,t)dt = Re f —i ) (co-2) et do-+Wy
0 o(r2)

La constante W, du second membre se détermine en faisant i=0 et
en intégrant dans le plan complexe sur le cercle de I'infini. L’expo-
nentielle est égale & 1, et la fonction multiplicatrice est de degré
—2 en . Donc I'intégrale du second membre est nulle. Comme il en
est de méme de celle du premier membre, W’y = 0.

Au bout d’un temps trés long, W’ (t) est égal a I’intégre:le le long

de la coupure, asymptotiquement de la forme m ¢ " ¢ 2, accrue
du produit par 2=i des résidus autour des pdles.Dans le cas particu-
lier de V'injection illimitée d’un débit supplémentaire constant, F (o)

= -——*210 » et I’origine est un pole de la fonction multiplicatrice. Il y a
(O]

un emmagasinement-limite :

2 —3ac

(31) W, ® = '—qO 9(12
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On peut obtenir enfin de la méme maniére les valeurs limites de
h, B, u, w’, dans la section singuliére.

SiI’on se place dans le cas de I’injection illimitée du débit cons-
tant ¢, et si 'on considere d’abord % et h’, les fonctions multiplica-
trices correspondantes sont :

)\, Cw-A qo

)\’
— _— —
et ® Q" (@) o AN 2mie

qui ont toutes deux pour pole I’origine. Les valeurs limites cher-
chées sont :

_ 2 %
T 3a

, 2
P = (5 =)o

Sil’on appelle f la valeur de la profondeur en unités réduites, la rela-
tion ¢g=u f+a k permet de calculer les valeurs limites de u et w’

(32)

qo

/
) 2 ) 9o
w=— (—3— —ac 7
On vérifie d’ailleurs sans difficulté, sur ’équation différentielle du

régime permanent non uniforme, écrite dans le cas d’une faible
hauteur de remous, que pour une surélévation égale a &’ o dans la

S
I
w| =~

(33)

I

section origine, I’emmagasinement total vers ’amont f ° h ds est
bien égala | W'y | . z
Les diverses formules qui viennent d’étre établies mettent en
(Ui —3 Uo?)
2 Uo (gHo —alUy?)
positif ou négatif et quicaractérise I’énergie cinétique du débitinjecté
dont il est une fonction linéaire. D’une maniére générale, plus c est
grand, plus le partage des débits s’effectue au profit de I’aval, et
plus 'emmagasinement vers ’amont se réduit.Il peut méme arriver,

évidence le role du parametre ¢ = qui peut étre

. 2
sic> o
ment tout le débit injecté soit envoyé vers I’aval, mais qu’il y ait
méme aspiration du débit normal venant de ’amont. En pratique,

d’ailleurs, il y aura lieu de prendre pour U, et pour ¢ des valeurs un

1
¢’est-a-dire si U,? > 5 (4 gHo + 5aU,?), que non seule-
o
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peu inférieures a celles qui correspondraient exactement aux condi-
tions de I’injection, & cause de la dissipation d’énergie dans la zone du
confluent. Autrement dit, cette dissipation d’énergie favorise dans
une certaine mesure le reflux du débit injecté vers I’amont.

21. — « Image » d’une propagation.

Nous allons montrer qu’il est possible,a I’aide deconventions con-
venables, de considérer toute propagation-amont comme «’image »
d’une propagation-aval.

Soit done une propagation-amont :

¢ (8¢) = Re f F (o) elor—iNs' do

En vertu de la relation A+X=-—2b o + 3 ai, I'intégrale peut
§’écrire :

q’ (S’ t’) — e3as’ Re J/‘F (co) etw(’+265’) 4108 ey
Comparons a cette intégrale la propagation-aval :
q (st) = Re [F (v) eiot=ds do

Les deux propagations se raménent 1'une a I’autre par les for-
mules :

)

s = —§
(34) P4+ 2bs =1t
q’ =gq. edas’ — q. e—3as

Pour obtenir I'interprétation physique de ce résultat, observons
que :

op_ 1 1 >_ <1 N 1)
“_<b+\/1+b=+,b—\/1+b2 - v 2

ce qui permet d’écrire :

1 1
t’——s’(— +—:>=t
(4 4

Cette maniére de faire peut sembler artificielle, et ’on peut y ob-
jecter qu’il existe d’autres expressions de 2b en fonction des élé-
ments physiques du probléme, par exemple 2b = ¢ 4 ¢’. Mais I'ex-
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pression employée plus haut est la seule correcte, comme on le ver-
rait plus clairement encore en unités usuelles, parce que ¢’est la seule
qui assure ’homogénéité du terme (£'+-2 bs’).

On en conclut que foute propagation-amont est '« image » d’une
propagation-aval, la correspondance entre les deux propagations étant
définie comme il suit : deux points homologues ont des abscisses égales
et opposées ; deux époques homologues correspondent au passage du
méme signal émis de O avec les célérités respectives ¢ et ¢’ vers Daval et
vers I’amont.

Dans ces conditions, il y a entre les valeurs homologues des deuzx
perturbations la relation :

q’ — q. e3d$’ — q_ e—3a3

Cette correspondance est évidemment réciproque, et une propa-
gation-aval peut tout aussi bien étre considérée comme I’ « image »
d’une propagation-amont.

22. — Réflexion des Intumescences.

La relation du paragraphe précédent entre ¢ et ¢’ prend une
forme particuliérement simple dans la section-origine, ou elle s’écrit
=9

11 est alors permis de considérer, dans le cas ou il s’agit de débits,

"""""" % &

Fia. 11.

que la perturbation (—¢’) est le résultat de la réflexion de la pertur-
bation (g) par rapport & la section-origine.

Cette réflexion de débit correspond-elle & une réalité pratique ?
Autrement dit, est-il possible de concevoir un bief limité dans lequel
régnerait avant la perturbation un régime uniforme, et a I’extrémité-
aval duquel il y aurait réflexion totale du supplément de débit ap-
porté par la perturbation ?
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II est permis de répondre affirmativement a ces questions. Envi-
sageons, par exemple, & la limite-aval du bief un déversoir & pertuis
conforme aux coupes schématiques a la page précédente.

L’équation du régime uniforme est, par unité de largeur du lit :

7o
- 2 /2
0=\ n

Celle du déversoir est :

Q = 0,62 M\/2g H3?

en appelant M le rapport de la largeur de pertuis & la largeur totale
du lit.

Le rapprochement des deux formules montre qu’il est possible,
dans chaque cas d’espéce, de déterminer M de maniére a les faire
coincider. On aura ainsi un régime uniforme dans un bief limité, ce
qui satisfait & la premiére des deux conditions énoncées plus
haut.

Supposons maintenant qu’'une intumescence se propage d’amont
en aval dans le bief situé a ’amont du déversoir. Pour qu’il y ait
réflexion du débit supplémentaire, il faut et il suffit que le débit Q
écoulé par le déversoir reste invariable pendant le passage de I'intu-
mescence, c’est-a-dire que l'ouverture des pertuis soit réglée de
maniére 4 ce que M H3/2 reste constant au cours du temps. Il est
facile de concevoir une consigne de manceuvre ou un dispositif
automatique qui réponde a cette seconde condition.

Considérons donc un bief, limité & I’amont par un barrage-déver-
soir permettant I’injection d’un débit supplémentaire, et a I’aval

par un déversoir & pertuis réglé comme nous venons de ’indiquer.
Soit :

g, = Re fF (m) elwt—1\s de

la formule de I'intumescence-aval provoquée en O.

Le probléme des réflexions successives de cette intumescence aux
deux limites du bief se raméne entiérement, d’aprés ce qui précede,
au probléme de I’intumescence dans un bief indéfini. Précisons-le
par le calcul.

Les formules du § 21 montrent qu’en cas de réflexion d’une intu-
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mescence en s=0, les exposants respectifs des exponentielles dans
les intégrales correspondantes sont :

aval tot —IAS ...
amont 3 as + to (& + 2 bs) + tras+....

Lorsque la réflexion a lieu en s=I, la correspondance devient évi-
demment la suivante :

aval tot —Ins —1) + ...
amont 3a (s-1) + to(t 4+ 2bs —2bl) + iA(s —I) + ...

Appelons ¢, Pintumescence-amont produite par la réflexion de
¢1 en s=I, g; 'intumescence-aval produite par la réflexion de ¢, en
s=0, ete... Il est facile de déduire I’exposant de g, de celui de ¢,, celui
de g5 de celui de g,...

On trouve ainsi pour les exposants de gan et g2n+1 les expressions
suivantes :

3 as + to(t + 2bs) + tas —nl (2irx + 2 tho+ 3a)
tot—1irs—nl (2 ix + 2 ibo + 3a).

d’ou Pon déduirait facilement les intégrales gon, q2n +1, A2n, R2n+1,
étant rappelé que les intégrales de rang pair doivent, en vertu des
lois de la réflexion, étre précédées du signe—.

L’état du bief en un point quelconque et & un instant quelconque
est défini par la superposition de I'intumescence directe et des intu-
mescences réfléchies ayant pris naissance a cette époque.

Cherchons a titre d’application ce qui se passe au bout d’'un
temps trés long.

L’intégrale comprend trois parties, I'une a I’infini vers le haut, la
seconde le long de la coupure, et la troisiéme autour du point 0 dans
le cas ou celui-ci est un pole.

Si 'on envisage par exemple l'intégrale gon, 'exposant a pour
partie principale a I'infini vers le haut :

) 1 2 s nl nl
+io [t—i—s <2b + —> —nl <2b+ -—>] =—" (t———,— — 4 ~,—>
4 v v v o0
Or puisque I'intumescence de rang 2r a déja atteint le point s,
c’est que nécessairement ¢ est supérieur a :

nl (n-1)1 l-s s nl nl

v v v ¢ o -
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Donc la partie réelle des exposants est négative et de trés grande
valeur absolue et ’intégrale est nulle.

Mémes conclusions pour les autres intégrales et par suite pour
leur superposition.

Le long de la coupure, A, o et s sont finis et £ et n sont trés grands.
La partie principale de I’exposant, dans gzn, est :

iot —nl(2ik + 2ibe + 3a).

Or, le long dela coupure, A + bo -—%— aiestréel et 2 i+ 2 b+ 3a

est par suite purement imaginaire. Donc la partie principale réelle
des exposants se réduit & iot=-—nt qui est négatif et de trés grande
valeur absolue. La encore, g2, et les autres intégrales analogues sont
négligeables.

Reste le voisinage du point 0. L’intumescence initiale est néces-
sairement limitée, sinon notre calcul n’aurait plus de sens. Notre
théorie des intumescences suppose en effet qu’il s’agit de perturba-
tions de faible valeur relative. Comme, dans le cas actuel, le volume
supplémentaire injecté est entiérement emmagasiné dans le bief, il
est de stricte nécessité que ce volume supplémentaire soit limité.
Dans ce cas lIa fonction F (w) n’a pas de pole en 0. Il en est de

méme de - F (). Seul > F (0) @ un péle au point 0.
[0

En conséquence, seules les intégrales k2, ont un résidu au point 0,

les intégrales g2n, gan+1, h2n 11 n’en ayant pas.
On a ainsi :

Lim = q2n, = qan41, Z hant1=0

edas ¢—3al
Lim2h2n=6aF0m
. {1 —e—inT T
Si F (0) = go W,onaFo: o et

i

(35) ho(s)=Lim S han=qo. 3a T e3as T —o—sal

Ainsi, il tend @ s'établir, au bout d’un temps infini, un équilibre
dans lequel le débit supplémentaire est nul en tout point du bief, la
surélévation étant égale & ho (s).

l
On vérifie d’ailleurs que f ho (s) ds=qoT,c’est-a-dire que le vo-

[=]
lume emmagasiné est égal au volume injecté.
P. MASSE
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Enfin,on peut traiter d’une maniére analogue le cas de la réflexion
partielle, caractérisée d’une maniére générale par la condition-avak
q=mh.

23. — Intumescences en régime non uniforme.

Le cas du bief limité en régime uniforme, tel qu’il a été étudié au
paragraphe précédent, a un caractére purement théorique. Dans la
réalité, le barrage aval a en général pour objet de relever le plan
d’eau et produit de la sorte un « remous d’exhaussement ». Dans
d’autres cas,plus rares,on se trouve en présence d’un remous d’abais-
sement.

On est ainsi amené & envisager 'extension de la théorie des intu-
mescences au cas ou le régime antérieur a la perturbation est perma-
nent, mais non uniforme.

Le mouvement permanent est caractérisé par le fait que Q, U, H
dépendent de s seul, et non de ¢. L’équation de continuité, dés lors,
permet de conclure immédiatement a I'invariabilité du débit, et la
seconde équation fondamentale s’éerit :

A Qo2 dH

(36) Vo

en désignant par H, la profondeur du régime uniforme équivalent

3 bQOZ s . gHO —_— 0!(]()2
<\/ 1, ) et par A Pexpression BT 7 R

La relation ci-dessus, qui est Péquation différentielle fondamen-
tale du régime permanent s’intégre par quadrature,grice & ’emploi
de la fonction de Bresse

fo=—[" =

Les formules se simplifient d’ailleurs lorsque le régime permanent
A étudier est voisin du régime uniforme, ou méme d’un régime per-
manent connu. C’est grice a ces formules simplifiées que I'on vérifie,
par exemple, la correspondance signalée au § 20 entre h:;o et W
ou qu’on peut établir directement la relation finale du § précédent.

Ces notions élémentaires étant rappelées, passons & I’étude des
écarts de faible amplitude autour d’un régime permanent quelcon-




(37

AUTRES PROBLEMES AUX LIMITES 65

que. A cet effet, appliquons Ja méthode générale du § 4 au systéme
fondamental (1) qui est encore valable. On obtient de nouveau, en
premiére approximation, un systéme linéaire, du premier ordre en &

et ¢ qui s’écrit :

2ok 24 =0
at | os
oh 2q aq o« dH> <2q 3h>
H—al72) = = A e — VhoU2| = —— )} =0
(g aU)gS+(oc+(3)Ugs+(33t—|—< bg ds gU 0 H

puis une équation linéaire du second ordre en ¢, mais cette fois &
coefficients variables, qui a la méme expression formelle que I’équa-
tion (3), les termes du premier ordre étant multipliés toutefois par

le facteur
A o dH 1 aU2 dH
" bg ds gHI ds ’

24. — Esquisse d’une solution.
On peut étendre au cas actuel la méthode générale de la seconde
partie en considérant des solutions élémentaires de la forme
. ——. s
(38) g = etwt 'fo (s)ds _

d’ott 'on déduit successivement :
oh

A
28 at
A
h=—°; é?
(39) 29 .

--—-—_—:_L&)et

at

sho_ A (N
2s o \ds : ¢

Les expressions ci-dessus satisfont, en vertu de leur formatien
méme, a ’équation de continuité. En les portant dans la seconde
équation (37), on obtient, au lieu de la relation algébrique (5) entre
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A et o, I’équation différentielle suivante (de Riccari),dont les coef-
ficients dépendent de « et & laquelle doit satisfaire a (s) :

d
(gH —aU?) i = +(gH — aUY) ¥+ (s+ ) Uro — ot

o« dH 2w 3
[y x ald o 20 52N _
(40) <+ L<1 be ds > gbU < 0 I ) 0

A = A -F1A, étant une solution de cette équation, les expressions
écrites plus haut définissent une solution élémentaire qui, lorsque @

est réel, a pour vitesse de phase

11028) et pour coefficient d’amortisse-
ment 2,(s). Ces deux éléments ne sont plus constants le long du
canal comme dans le cas du régime uniforme, mais varient d’une
section & I’autre : autrement dit, ils ont un caractere différentiel.
Enfin, dans la section origine, la perturbation se réduit a une oscilla-
tion sinusoidale, ce qui permet d’appliquer encore la méthode géné-
rale de la seconde partie.

Revenons 4 la détermination de a (s). Il se présente & premiére
vue des circonstances assez différentes de celles du régime uniforme,
puisqu’il semble exister pour chaque valeur de w une infinité de so-
lutions A (s) de ’équation de Riccati alors qu’en vertu de la rela-
tion algébrique (5) & chaque valeur de » correspondent seulement
deux valeurs de 2. Mais on va voir, en portant spécialement I’atten-
tion sur les grandes valeurs du paramétre , que des considérations
de continuité permettent de rétablir I'analogie.

\ 4 A P4 , .
Posons a cet effet z = — et ¢ = — =21 — L’équation de RiccaTI
[ (0] 1
se transforme en la suivante :

d
g (gH—aU?) % 2+ (gH—a U2+ (a+8) Uy —B

. o« dH 2 3¢\
[+ ) 2o (g — ) =0

Cherchons & représenter 4 par un développement de la forme :

(41)

1
(42) $ (s)= —V—(—S-)———z% (s)4 22 4y (8) 4+ 2% Uy (5) +-oovee
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11 vient successivement :

' 1 1
(H— «U?) 35 + («4+B)U 57 —p =0

d /1 2
(gH—aU? P <7>—~(gﬂ—ocU2) 7 bo— (a4 B) Ude

o dH 2 3
43 —_—— N — o )=
(43) +(1 bg ds>bgU<Q VH>
ddo 2
(gH — o U?) dl%; +(gH —«U? <4‘o+ “%‘)‘I‘ (4 8) Uy

d’ot1 'on tire de proche en proche —]17, o, ¥y, ete...

On trouve en particulier pour V deux solutions qui sont précisé-
ment les célérités de la théorie générale (premiére partie, § 3). 1 n’y
a pas a s’en étonner, les formules de célérité des fronts d’onde étant
valables,quel que soit le régime antérieur a la perturbation et quelle
que soit I'ampleur de celle-ci. A chacune des deux solutions corres-
pond pour ¢ (s) un développement unique, dont nous admettrons la
convergence, de telle sorte que I’équation différentielle ait effective-
ment deux solutions, mais en aucun cas davantage, qui soient fonc-
tions continues du paramétre autour de la valeur z = L —0.Ces

«
deux solutions peuvent étre étendues de proche en proche aux autres

valeurs du paramétre et 'on trouve ainsi, pour chaque valeur de o,
deux fonctions bien définies A (s) et A’ (s) qui remplacent ici les
constantes A et A’ tirées de la relation (5).
Considérons alors I'intégrale :
L s
(44) g=Re [F (o) oot fora g

L’exposant peut s’écrire :

i (t ‘“f: ¢ds> - iw(t——fi d—;ﬁ) —fz%ds—*—zfzt{/lds—l-....
= 100—o (8) + 2 1y (8) + 2% pp (8) + ...

en désignant par 0 le temps compté dans chaque section & partir
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du passage du front d’onde et par pg, wy, w,,... les intégrales de
Yo, Uy, g, ....entre o et 5. Dot :

q= Rege—u‘)(s) f R ) bt B (o) dw;

Les développements en série autour du front d’onde indiqués au
§ 12 (seconde partie) s’étendent donc au cas actuel, les termes tels
que s étant remplacés par

@)= [ mods.

$o (s) représente en particulier le coefficient d’amortissement (diffé-
rentiel) de la téte de 'intumescence :

(‘5 %) U'(o —y) HeH<0Y 5 (3)

(g H-2U?) 7 +(a+8U

(45) Yo(s)=

Cette formule se raméne a celle du régime uniforme en rempla-

gant le facteur 1 — —— a par 1, et en ajoutant le terme (gH —aU?)

bg ds
1
d{—)
)
ds
Dans ’hypothése des tranches et pour la propagation-aval, la cor-

rection de non-uniformité consiste, toutes réductions faites, & ajou-

La correction inverse sera dite correction de non-uniformité.

ter au numérateur le terme — —;- (gH-U? \/ % aiTH qui est négatif
s

dans le cas général du remous d’exhaussement.

Ainsi, dans ce cas, par suite de la non-uniformité, I’amortissement
est un peu moins rapide que ne 'indiquerait application au régime
permanent des formules du régime uniforme.

Une autre valeur importante du parameétre o est la valeur O
(intumescence asymptotique), autour de laquelle on cherche a repré-
senter A par un développement de la forme :

A(S) = Ko (8) + @y (8) + @2ry (8) +....

On trouve ainsi tout d’abord la relation :

d dH
(gH-«U?) i 7;1 + (gH-2U% 2% — i <1 _--b“— ——> gbU® 3o _ g

qui a la solution évidente r=0.
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Puis, compte tenu de 2=0, il vient :
dx « dH 2 32
46 H-oU2) —2 l—— — g U —— =) =
{46) (gH-« )ds+< » ds)g <Q -

Le fait que 2 est nul signifie qu’en régime permanent comme
en régime uniforme une intumescence de fréquence nulle ne s’amor-
tit pas, et que par suite il y a encore une vitesse privilégiée, mesurée

dans le cas actuel par %-, permettant I’'observation d’une intumes-
1

. . . 1 .
cence asymptotique notable. Mais cette vitesse —, variable avec s,
M
s s . . 3
peut s’écarter trés sensiblement de la valeur — U. Pour nous en

rendre compte, observons qu’en posant h=g %, I’équation différen-
tielle qui définit 1, s’identifie en régime permanent avec la seconde
équation (37), ¢’est-a-dire avec I’équation de la nouvelle ligne d’eau
correspondant au supplément de débit ¢. La fonction %, (s) est ainsi
le rapport de la surélévation au supplément de débit pour un régime
permanent voisin du régime permanent initial, et son inverse, la

vitesse de propagation asymptotique —:—, est le rapport du supplé-

1
ment de débit a la surélévation.

11 est des lors évident que, selon les conditions aux limites, 3, peut
varier dans une trés large mesure. Si ’on envisage, par exemple, un
bief indéfini vers I’amont, la limite de X; a4 ’infini amont est mani-
festement ;Ig = 5,2(7’ ¢’est-a-dire qu’on tend vers les conditions du
régime uniforme. Au droit de I’ouvrage qui limite le bief a I’aval,
par contre, la valeur de 2, est fixée par la condition aval qu’on peut

écrire d’une maniére trés générale sous la forme ¢ =m h. D’ott
1

M= —
m

. . 3 .
La constante m peut étre supérieure & > U, si par exemple le

canal se jette dans un lac (m= o) ou aboutit aunbarragedéversoir.
Elle peut dans d’autres cas étre inférieure & ) U, si par exemple le

bief est limité a I’aval par un barrage & vannes de fond. Dans la pre-
miére hypothése, la surélévation est petite (ou méme théoriquement
nulle), et la vitesse asymptotique est grande (ou méme théorique-

. A . . .
ment infinie) 4 'extrémité-aval; _Zlf est, en vertu de I’équation dif-
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férentielle, < 0. Donec % croit et se rapproche de la limite 3 Ua

1
mesure qu’on remonte vers I’amont. Dans la seconde hypothése, des
q y 8

. . . 1 .

circonstances inverses se produisent, Y tendant toujours vers la
1

... 3

limite - U.



QUATRIEME PARTIE

APPLICATIONS

25. — Applications numériques.

La théorie qui précéde peut étre poussée jusqu’aux applications
numériques. J’en donnerai un exemple important, relatif & I’injec-
tion illimitée d’un débit supplémentaire constant en téte d’un bief
indéfini, le cas de I'injection limitée s’en déduisant immédiatement
comme il est expliqué au § 9.

Rappelons que les intumescences de débit et de hauteur sont
alors données par les formules :

_2_ — Re f 1 etwl-l)s de
do 2w
h

— Re A e:mt-n\s do
9o 2miw?

Si on intégre sur P'ellipse ¥ =0,’exponentielle est égale a la fonc-
tion réelle eX, X étant donné par les formules 14 et 15 du § 10, et
Ton a d’autre part les relations :

do . 1_(_1_«_
®omie . 2 =
po gl A[Lde, Xane b Xem (1))
2mie? 21K =« s p = s = p

1 x X x sina X x cosa
e —— e

K s o ’ s T,

intégrons sur la demi-ellipse de droite, et doublons le résultat. T,q—
(4
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et — sont données par les intégrales suivantes (auxquelles il faut
9o

ajouter le résidu du pole o = 0si K < —g- a):

+; 9 02
do da 1
/n F—+ /“ G——ﬁ+f Hd(-9>
-3 Y =7

2 01

Avec le concours de MM. GoLpscHMIDT et JOLLET, j’ai effectué le
calcul numérique pour la valeur a=0,1333, qui correspond au lit de

0

N

Fie. 12.

la Seine en aval de Paris dans le cas du régime uniforme, b étant
égal 4 1,027 a (§ 5), go étant égal & I'unité, et s et ¢ étant exprimés en
unités réduites (formules 5 du § 5).

On obtient ainsi le tableau ci-apres, dans lequel figurent, en fonc-

. 1 h
tionde s et [de ¢, (les valeurs numériques des rapports ql et To (le
o

second étant égal & ﬁ = — — — a), qui définissent le degré de réali-
g

sation du nouveau régime uniforme en ce qui concerne respective-
ment les débits et les hauteurs. Ces valeurs numériques ont d’ailleurs
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€té vérifiées, au voisinage du front d’onde, en utilisant les dévelop-
pem?nts en série du § 12.

Le tableau ci-aprés a un caractére synthétique puisqu’il est va-
lable quel que soit le régime uniforme antérieur a la perturbation
ou, qu’en d’autres termes, & chaque couple (s, t) exprimé en unités
téduites, correspondent en vertu des formules (5) une infinité de
couples (s’ t’) exprimés en unités usuelles. Soit (s’y 1) et (5’5 t'y)
deux d’entre eux, correspondant aux vitesses U, et U, dans le

régime uniforme préexistant, le rapport —g—z étant égal & y. On a

d’apres les formules (5) :

Pe . S _
t,l Y, 871 Y
s§=1 s=2
K t 9/90 hlho t /40 hho
1,146 0,872 0,441 0,77 1,744 | 0,195 0,034
0,6 1,666 0,577 0,155 3,333 | 0,411 0,130
0,4 2,5 0,661 0,223 5 0,545 0,219
0,3 3,333 0,715 0,276 6,666 | 0,631 0,297
0,25 4 0,751 0,314 8 0,678 0,341
0,15 6,666 0,831 0,435 13,333 | 0,801 0,504
0,10 10 0,874 0,527 20 0,873 0,639
0,05 20 0,946 0,728 40 0,955 0,835
0,01 100 0,9998 0,990 200 0,99997 0,999
s =3 s=4
K t q/90 h/ho t q/g0 h/ho

1,146 2,616 0,086 0,015 3,488 0,038 0,006
0,6 5 0,320 0,111 6,666 0,260 0,094
0,4 7,5 0,473 0,209 10 0,418 0,196
0,3 10 0,577 0,297 13,333 0,538 0,294
0,25 12 0,638 0,353 16 0,605 0,360
0,15 20 0,784 0,542 26,666 0,777 0,567
0,10 30 0,874 0,694 40 0,880 0,729
0,05 60 0,965 0,911 80 0,972 0,923
0,01 300 1 1 400 1 1
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Ces deux relations définissent une transformation de I’espace temps
dans laquelle les durées sont dilatées dans le rapport v et les dis-
tances dans le rapport v2. En deux points homologues, les valeurs

des rapports LY %Sont égales: en d’autres termes,l’intumescence
9o

de débit est la méme et les intumescences de hauteur sont, comme il

. . 1
est aisé de le voir, dans le rapport —.

26, — Exemple de la Seine.

Jindiquerai a titre d’exemple le résultat de I’application des cal-
culs précédents & I'amortissement des intumescences produites dans
la Seine en aval de Paris (/=10-4).

Dans le cas des plus hautes eaux navigables, le régime uniforme
antérieur a la perturbation est défini par un débit de 1.740 m3/sec,
une largeur en surface de 242 m., une profondeur de 6,80 m. et une
vitesse de 1,05 m/sec. Les données a introduire dans le calcul sont
ainsi les suivantes :

I=10% Q=714 U=1,05 H =630

On en déduit :

a = 0,1333
U G
ryahe 1.t14sec. (unité de temps).
- 2
% gh-oU* _ 8.773 m. (unité de longueur).

On considére d’autre part I’injection d’un débit supplémentaire
constant pendant une durée de 2 h. 1/2 (en unités réduites, T=8,07)
correspondant au fonctionnement pratique d’une usine de pom-
page en projet.

Dans ces conditions, le maximum de surélévation et le maximum
de débit de 'intumescence ne sont qu’une fraction de la suréléva-
tion et du débit du régime uniforme correspondant & I'injection illi-
mitée. Cette fraction atteint, selon les sections d’observation, les
valeurs suivantes :
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s 1 2 3 4

s’ 8 km. 770 17 km. 550 26 km. 320 35 km. 090
4. 0,86 0,70 0,55 0,37

4o

h
+ 0,50 0,37 0,27 0,17

0

27. — Expérience de Chatou.

Une expérience d’intumescence a été effectuée sur la Seine, le
14 juin 1933, dans le bief d’Andrésy, situé a4 ’aval du barrage de
Chatou, sous les auspices de MM. PARMENTIER et DEYMIE, Ingé-
nieur en Chef et Ingénieur du Service de la Navigation. Nous la rela-
tons d’aprés un exposé de M. DEymIE & la Société hydrotechnique de
France.

L’expérience a consisté en une lachure brusque (4 minutes), au
barrage de Chatou, d’un débit supplémentaire de 100 m3/sec. pen-
dant environ 2 h. 1/2, des observateurs étant postés pour relever le
diagramme des surélévations le long de la Riviére Neuve a Chatou
et & La Grenouilliére, et le long de la Seine proprement dite au Pecq,
4 Maisons-Laffite et & Conflans. Le résultat de leurs observations
est traduit sur les courbes ci-contre, oul’on distingue trés nettement
la surélévation brusque du front d’onde, suivie d’'une montée lente
vers le nouveau régime permanent.

Les comparaisons quantitatives, effectuées en tenant compte du
changement de lit & partir de Bougival, se heurtent & plusieurs diffi-
cultés : le fait que le régime initial comme le régime final étaient per-
manents mais non-uniformes, ’'importance relative de la perturba-
tion qui a fait passer le débit de la Riviére Neuve du simple au
double, enfin I'imprécision de certaines conditions aux limites
comme le débit écoulé par les écluses et les barrages. Toutefois ces
difficultés n’affectent pas la célérité du front d’onde qui est, comme
onl’avuau § 3, une donnée absolument générale du mouvement va-
riable, et I’on obtient en effet une concordance trés satisfaisante
entre la célérité théorique (6,19) et la célérité expérimentale (6,37).

Les autres données de la propagation peuvent étre approximati-
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vement ealculées en considérant en chaque point un régime uni-
forme « tangent » au régime permanent initial, ¢’est-a-dire caracté-
. . b U2 .
risé par une « pente équivalente » / = ——, étant observé qu’une
H ?
seconde approximation exigerait I'intervention de « corrections de

non-uniformité » (59, dans le cas actuel pour le coefficient d’amor-
tissement du front d’onde).

Onad’ailleurs: H =3 m.60 L =93 m.Q = %%Q = 1,07 m3/sec.
U=0,30 m./sec. ] =1,6 x 10-5 ¢ = 0,05.
o BU .
unité de temps wid = 2.000sec. environ,

- 2
unité de longueur %—[IJ— \/ g—q—gﬁ- = 12.000 m. environ.
o = 0,93.

D’ou le tableau suivant des surélévations au front d’onde (celles-ci
étant préalablement ramenées a un lit de largeur constante) :

Surélévation relative
Stations d’observations s s
observée calculée

Chatou .............. 0 0 1 1

La Grenouillére ...... 1,9 0,16 0,85 0,86
LePecq oovvvnvnn... 8,5 0,71 0,46 0,51
Maisons-Laffitte ..... 14 1,17 0,38 0,34
Conflans ............ 25 2,08 0,14 0,14

La théorie et ’expérience concordent ainsi a 10 9 prés, ce qui est
relativement satisfaisant eu égard aux difficultés rappelées plus
haut. L’écart absolu ressort d’ailleurs en grandeur réelle & 6 mm.
au maximum.

On peut aller un peu plus loin,et appliquer autour du front d’onde,
c’est-a-dire au début de la montée lente, les développements en
série du § 12 ; la surélévation calculée est de I’ordre de grandeur de
la surélévation réelle.

D’autres expériences viennent d’étre effectuées ou le seront &
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relativement prochaine échéance dans le lit de la Seine. Il ne peut en
étre fait état actuellement.

28. — Expérience de 1’Aar.

Une expérience d’intumescence a été effectuée sur I’Aar le 6 fé-
vrier 1920, sous la direction de I’Administration des Eaux. Ses
résultats sont relatés dans une brochure du Dr Karl Koserr
(Sekretariat des Amtes fiir Wasserwirtschaft, Bollwerk 27, Berne).

L’expérience du 6 février 1920 a consisté en une lachure d’un débit
supplémentaire de 170 m3/sec. pendant environ 12 heures au débou-
ché du lac de Bienne, les stations d’observation étant échelonnées le
long de ’Aar d’abord, puis le long du Rhin jusqu’a Bale.

L’intumescence observée présente un caractére nettement diffé-
rent des intumescences de la Seine. On n’y distingue pas de front
d’onde se propageant avec la célérité théorique et subissant un
amortissement exponentiel. La perturbation évolue tout de suite
vers le type « crue ». Ce caractére spécial est imputable & deux
causes ; d’une part la progressivité de la perturbation, I’ouverture
des vannes du lac de Bienne ayant duré une heure et demie au lieu
de 4 minutes pour les vannes de Chatou ; d’autre part,l’importance
du coefficient d’amortissement, la hauteur de la téte de I’intumes-
cence diminuant de moitié tous les 650 m. environ au lieu de tous
les 8.500 m.. dans le cas de la Seine. Cette extréme rapidité de I’amor-
tissement explique que le front d’onde théorique, de célérité
4,66 m/sec, ait presque aussitot échappé, a 'observation, et que
celle-ci ait conduit & attribuer au front d’onde pratique, ¢’est-a-dire
au début des surélévations appréciables,une vitesse de 2,88 m/sec.,

intermédiaire entre la célérité ci-dessus et la vitesse asymptotique
3
-5 U = 2,02 m./sec.

La propagation ne s’étend pas encore assez loin pour que les for-
mules asymptotiques s’appliquent exactement. On constate néan-
moins, conformément au § 13, ’amortissement de 'intumescence &

1 e
grande distance comme T En effet & Dottingen (119 km.) et &
s

Bale (188 km.), les surélévations (réduites a la méme largeur de la
surface libre) ont atteint respectivement 0,35 m. et 0,28 m.
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29, — Conclusion.

Il résulte des indications précédentes qu’au degré de précision des
essais effectués, il y a concordance entre les faits et la théorie. Mais
il serait évidemment souhaitable de procéder a des expériences nou-
velles en vue de comparaisons plus poussées et plus rigoureuses.

P. MASSE 6
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