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PREMIÈRE THÈSE

SUR LA DÉTERMINATION DES FONCTIONS HARMONIQUES
CONJUGUÉES PAR CERTAINES CONDITIONS AUX LIMITES.

Applications à l'Hydrodynamique.

INTRODUCTION

II est bien connu que les grands progrès réalisés en Hydrodyna-
mique à deux dimensions sont dûs en majeure partie au secours essen-
tiel qu'apporte la théorie des fonctions analytiques d'une variable complexe.

Les problèmes aux limites qu'on y rencontre et dont nous nous
proposons d'étudier quelques-uns d'une façon systématique, sont des
problèmes mixtes faisant intervenir les parties réelle et imaginaire et

les dérivées normales — , — d'une fonction analytique f{z) = u + ïv\

en général ces problèmes sont non linéaires. Ils sont posés par la théorie
des problèmes mixter inverses (problème de LEVI-CIVITA-VÏLLAT dans
la théorie des sillages, étude du mouvement des liquides pesants
dans un plan vertical, théorie des ondes etc.).

Pour l'étude de tels problèmes il est utile de considérer d'abord
les problèmes linéarisés correspondants. C'est-ce que nous avons fait
dans la première partie de ce travail, en généralisant la méthode de
FREDHOLM et en cherchant à représenter les fonctions u et v par des
potentiels de simples ou doubles couches et par les potentiels associés
correspondants.

Nous étudions ainsi le problème généralisé de DIRICHLET qui con-
siste à déterminer une fonction f(z) ==u + iv, régulière en chaque
point d'un domaine multiplement connexe, connaissant les \ 'leurc qua
prennent u ou v sur des frontières distinctes. Le problème généralisé
de NEUMANN, associé au précédent, revient à la détermination de f(z)

, d u , d v . ^ * x - , /.Nconnaissant — ou -r- sur les mêmes frontières (M.dn dn
(*) Nous avons résumé les principaux résultats concernant ces pi

mes dans une Note des Comptes rendus, t. 198, 1934, p. 2225.
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La méthode employée n'est d'ailleurs qu'un cas particulier d'une
autre permettant de ramener la résolution des problèmes aux limites
de POINCARÉ et de M. HILBERT à celle de deux équations intégrales
associées de FREDHOLM.

Nous introduisons certaines fonctions de GREEN permettant de
résoudre les problèmes considérés et nous en étudions les propriété?.
EQ particulier, on retrouve par la méthode précédente les impor-
tantes formules de M. H VILLAT résolvant effectivement ces problèmes
dans le cas de l'anneau circulaire.

Dans un autre chapitre, en supposant pour simplifier que le domaine
soit doublement connexe, nous considérons des conditions aux limites
du type

du . v , .

s r = A(.)u-c(«;>

sur Tune des frontières, et

^- «= B(«) v — D(s), ou v = B(s),

sur Pautre courbe frontière, ou encore d'une façon plus générale

du „ x dv e ,

d^ = AM' V' S)' Â T = 9{u' v' s)

sar les frontières considérées. Les méthodes des chapitres antérieurs
permettent aisément de ramener la résolution de ces problèmes à celle
d'équations fonctionnelles d'un type connu, grâce aux travaux récents
âe MM. J LERAY et J. SCHAUDER.

Dans la deuxième partie de ce travail, nous appliquons quelques-
unes des méthodes précédentes à l'étude du mouvement plan, perma-
nent, irrotationnel, discontinu et symétrique, d'un jet liquide jaillissant
d'un canal rectiligne et heurtant un obstacle convexe. Ce problème a
déjà fait l'objet de recherches de M. V. VALCOVICI ; la détermination
rigoureuse de la solution se ramène à la résolution d'un problème aux
limites non linéaire d'un type considéré dans la première partie. Cette
solution dépend de trois paramètres qu'on doit déterminer suivant les
données du problème. En particulier, si l'obstacle est cir ulaire on
peut obtenir des renseignements très précis sur la variation de la solu-
tion lorsque les paramètres varient. Il en résulte quelques propriétés
simples des éléments géométriques du mouvement.

Signalons encore que les méthodes employées sont susceptibles
d'applications à d'autres problèmes d'Hydrodynamique ; elles permet-
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aussi de retrouver par des voies plus simples des résultats connus,
tels que ceux concernant la multiplicité des solutions des problèmes
de MM. VILIAT et THIRY. NOUS nous proposons de faire ces extensions
dans un prochain travail.

Qu'il nous soit permis, en terminant, d'exprimer nos sentiments
de profonde reconnaissance à notre Maître, M. HENRI VILLAT, pour les
conseils et encouragements qu'il n'a cessé de nous donner. La lecture
de ses Mémoires nous a été un guide précieux pour Fachèvement de
*€e travail.

Je tiens également à remercier M. PIERRE SERGESCU, professeur à
d'Université de Gluj, de l'intérêt pris à ce Mémoire et du bienveillant
«accueil qu'il lui a réservé dans „Mathematica*.



PREMIERE PARTIE

CHAPITRE I.

Remarques sur la mise en équations intégrales des problèmes
aux limites de Poiacaré et de Hubert,

1°. — Considérons, dans le plan z = x + iy, un domaine (Q) sim-
plement ou multiplement connexe, limité par des courbes ayant une^
courbure con'inue ; soient a(s), b(s), c(s) des fonctions léelles de Tare s de-
là frontière. On appelle problème de HUBERT le problème qui consiste
à déterminer une fonction analytique f(z) — u -j- iv, régulière en chaque
point intérieur à (0) et telle que ses parties réelle et imaginaire véri-
fient sur les contours la relation (2)

(1) a(s)u + i{s)v = c(s).

Nous appelons problème de POINCARÉ le problème de déterminer*
f(z) = uJ

rivJ régulière en chaque point intérieur à (Q), par la condi-
tion aux limites (3)

, du -,, \àv .

(2) *toto-*a)Tnmeto>
-r- , -r- désignant les dérivées normales de u et r, prises suivant la*
dn dn
normale intérieure au domaine.

On doit à M, HILBERT une méthode qui permet de ramener, sous-
certaines conditions, la résolution du problème (4) à celle de deux:.
problèmes de DIRICHLET. Lorsqu'on cherche à ramener les problèmes
(1) et (2) à la résolution d'équations intégrales, en exprimant la s o l u -
tion par des potentiels de simples ou de doubles couches, on est con—

(2) D. HILBERT^ G uiidzüge einer "'gemeinen Theorie der linearen Inte-
gralgleichungen (Lep.Ig, 1912, T« ubner), p. 81 .

(3) H. POINCARL; Liçons de Mécanique céleste, t. 111,, p. 251,
(Gauthier-Villars).
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«fluit à des équations intégrales singulières auxquelles les théorèmes de
IFREDHOLM ne sont plus applicables (4).

Nous nous proposons d'indiquer une méthode qui permet d'afca-
«cher, sous une certaine condition, aux problèmes (1) et (2) deux équa-
tions intégrales du type de FREDHOLM. Rappelons auparavant quelques
^propriétés des potentiels, de simples ou doubles couches, dont nous
oious servirons constamment dans la suite.

2°. — Le potentiel logarithmique de simple couche

,(3) „VM = \ K*P)
 ]°g ~ d8* > r= MP

• ( G ) T

-correspondant à une densité \x(s) bornée et intégrable, étalée sur la
courbe fermée (C), à tangente continue, est une fonction harmonique

-des coordonnées x y du point M, régulière à l'intérieur de (C) et con-
dinue sur le contour ; à l'extérieur, il représente une fonction harmo-
nique régulière en chaque point à distance finie.

Au voisinage du point à l'infini on a

VM^'fclog-—H partie régul.ère, (nulle à Finfini),

«-avec

'k = \ \i{s) ds , R-ÖM

Si la densité JJL(S) est continue, les formules, dues à M.
concernant la discontinuité des dérivées normales de VM au point
-situé sur (G), sont

dn dn

dVM , ( J V M o f , , c o s ^
-T- + —— = 2 \ [x(5p) — dsp
dn dn Y ; ' r

— •

étant l'angle, compté dans le sens direct, que fait MoP avec la nor-

(4) Cf. H. POÏNCARÉ, loc. cit. (a), F. NQETHER, Über eine Klasse sin-
r Integralgleichungen; Mathematische Annalen, 82, 1920, p. 42—63,

J. BERTRAND. La théorie des marées et les équations intégrales^ Annales de
WJScole Normale, t. XL, 1923, p. 151—258.
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maie intérieure en Mo, à la courbe (C)*
La fonction

__ r -> ->>
(5) V M = — \ |i(«p) (0x9 MP)

•(c)

est harmonique, régulière, par rapport aux coordonnées a?, y du pofnf
M, à l'intérieur de (C) ; elle représente atssi une fonction harmonique
à l'extérieur de (C), qui est régulière en chaque point à distance finie*
sauf au point à l'infini où elle se comporte comme — &$, en posant

e = (Oar, OM).
VM et VM sont des fonctions harmoniques conjuguées tant à Fin-

térieur qu'à l'extérieur de (C).
Lorsque l'intégrale singulière (valeur principale au sens de.

CÀUCHY)

(6) -Liîu!

existe, la dérivée tangentielle de VM et la dérivée normale de VM exis*
tent et sont continues en traversant (C) ; elles sont égales et données
par l'expression (6).

3°. — Le potentiel de double couche, correspondant à la densité-
continue

(7)
J(c)

où <ƒ> désigne l'angle, compté dans le sens direct, que fait PM avqe-
la normale intérieure à (C) au point P, représente une fonction harmo-
nique, régulière, à l'intérieur de (C); à l'extérieur c'est encore une fonc-
tion harmonique régulière, nulle à l'infini.

Les valeurs que prend WM par continuité intérieure.où extérieure^
lorsqu'on traverse (C) au point M, sont données par

(o)

L'expression

(9)

représente aussi deux fonctions harmoniques régulières suivant que M
est à l'intérieur ou à l'extérieur de (C). Elle est régulière au point à
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l'infini et s'y annule. Les fonctions WM et WM sont conjuguées. On a :

00)

en intégrant dans le sens direct.
Si l'intégrale singulière

(H) W U w O
\c) r

existe pour Mo situé sur (C), on peut montrer, en tenant compte des
propriétés classiques de la formule-intégrale de CAUCHY, que WM est
cont nu lorsqu'on traverse (C) au point Mo. On % (5)

(12) W^ = WM0 - WMO

Lorsque JJI(S) = 4, on a W K suivant que M est à l'intérieur
0

de (C), sur (C), ou à l'extérieur.

4. — Ces préliminaires étant posés, cherchons la solution do
problème (1) sous la forme

43)

en prenant comme inconnue JJL(O) et en intégrant dans le sens direct ;
la formule (48) donne

l / x , v e o s (f> . l , , v , v s in 4> ,
u = \ o(o)[i(o) ~ do + \b(o) ft(o) ~ do

l / x , v e o s (f> . l , , v , v s i
= \ o(o)[i(o) ~ do + \b(o) ft(o)

J(c) - (c)) (c)
(44)

y / . t $m<f> { lf , c o s <t>

-(e) r (c) r

Supposons que w et y tendent vers des limites lorsque le point intérieur
M tend veis le point Mo de la frontière. Ces limites étant données
par les formules (8) et (42), on constate aisément que le problème (4)

(5) Cf. J. PRIWALOFF, Journal de VEvole Polytechniqve 2e série, 24e

cahier, 1924 p. 110.
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conduit à envisager l'équation intégrale

ç
\
Ac)

(15)

0 + A \ |i(o)[«(«Mo) + b(s)b(o)] 5 2 î l do
A r

+ X \ fJt(o)[a(3)6(a) - a^b'^-^- do = f (s)
•\c)

où i'oa doit faire X = -H> o n suppose a\s) ±b2(s) =fc 0. Cette équation
n'est pas singulière toutes les fois que le noyau

( , ) [a()b()a(o)b(s)]

«st tel que les théorèmes de FREDHOLM puissent lui être appliqués. lien
est ainsi en particulier lorsque a(s), b(s) vérifient une inégalité de
LIPSCHITZ, ou encore une condition de HOLDER d'exposant a > 0. En
effet, on peut écrire

K(8, o)={[a(8)- a(o)]6(o) + [6(o) - b(s)]a(o)} ^ -

et d*autre part, (C) ayant une courbure continue, on a

1 . e= \- fonction continue.
o sr o — s

L'équation intégrale associée de l'équation (15) est

(16)

\c)
Posons

Y/ ->\

La fonction v(>-) vérifie l'équation intégrale

\ v(o;[
-(e)
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Cette équation, pour X = — 1 , est liée de très près à la résolution du
problème aux limites de POINCARÉ. En effet, cherchons la solution de
ce problème sous la forme

(18) f(z)=u+iv = \ [a(o) — il(o)]v(o)e"îap log — — dze

où ap désigne l'angle que fait, avec Ox, la tangente positive de (C).
La formule (18) étant équivalente à

r i r
u — \ a{o)v(o) log — do - \ 6(a)v(o) 8 do

V) r (c)
i; = —\ a(a)v(o) 8 da — \ t(o)v(o)log — rfo

J(c) J(c)
—• - >

€n posant 0 = (O r̂, MP), on constate facilement, en vertu des
formules (t) et (6), qu3 le problème (2) se traduit par l'équation (17)
pour X = —1 (6).

On peut d'ailleurs toujours supposer qu'on a a2(s) + b2(s) = 1 de
sorte que les équations (LO) et (L7) coïncident.

Supposons maintenant que le domaine (Q) soit multiplement con-
nexe et que sur certaines portions distinctes de la frontière on ait
a(*) = l? 6(9) = 0 ; sur les autres portions de la frontière, sans aucun
point commun avec les premières, on suppose qu'on ait a(s) = 0,

(6) La méthode employee peut être général sée et permet de ramener
à des équations intégrales non singulières la resolution du problème ̂ iox
limites

pour l'équation du type elliptique L(M) = AM -f- A— + B —- + Gw=JO. (Pro*

blême de POINCARÉ dans la théorie des marées ; voir Leçons sur la Mécanique
céleste, p. 251, t 111).

11 suffit pour cela d'associer à la solution fondamentale de M. PICARD

«ne autre non uniforme, v = P(r, y ; x0 , y0) arc tang \- Qi^^VjTQjVo)
X XQ

dont l'existence se démontre facilement. Par la même méthode on peut trai-
ter le problème de HILBERT

lorsque u et v sont deux fonctions conjuguées de BELTRAMI.
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i(s)=^l. On constate alors facilement que lts équations (15) et
sont toujours du type de FREDHOLM. Les problèmes (1) et (2) corres-
pondants seront appelés problèmes généralisés de DIRICHLET et de
NEUMANN

Nous nous bornerons dans la suite à l'étude de ces deux pro-
blèmes (7).

CHAPITRE IL

Etude des problèmes généralisés de Dirichlet et de Neumann.

5°. — Soit (Ü) un domaine d'un seul tenant, multiple ment con-
nexe, dont la frontière est formée d'une courbe extérieure (Co) et des
courbes fermées intéiieures (C?). O'=l , 2, . . . , p) (8), (D*) (fc = l, 2,..., q)y

sans aucun point commun. On suppose que leur cowbure varie d'une*
façon continue.

I. Le problème généralisé de DIRICHLET s'énonce comme suit :
déterminer une fonction analytique ¥(z) = U + iV, régulière en chaque
point de (&), uniforme ou pouvant avoir des périodes cycliques irnagi-^
naires autour des (Cj), (j = 4, 2, . . . , p ) , réelles autour des (Dur) (9),
connaissant les suites de vileurs continues <£o(5)> «MO vers lesquel e&
tend U lorsque le point intérieur (#, y) tend vers un point de (Go) ou
des (Cj), et les valeurs continues ^(s) vers lesquelles tend V lorsque
le point (x, y) tend vers un point des (D*).

IL Le problème généralisé de NEUMANN, associé au précédent
est le suivant: déterminer f(z) — u + iv, régulière en chaque point de

(7) Lorsqu'une même courbe frontière est dhisée en poitions sur les-
quelles on a respectivement a (s) = 1, b(s)~O ou a (s) — 0, b(s) = 1, les
équations (15) et (17) sont singulières. Le problème ( l ) correspondant à fait
l'objet de recherches de MM. V. VOLTEKRA (Annali di Maternâttca, t. 11, 1883),
H VILJLAT (Acla Mathematica, t. 4 0, 1916), V. VÀLCOVICI (Bulletin scienti-
fique de VAcadémie Roumaine, 4° série, t. 4, 1915 16) A. SIGNORINI (Annali
di Matematica, 3° série, t. 25, 1916), B. DEMTCHINKO (Comptes Rendus,
t. 192, 1931, p. 141). On doit à M. A. SIGNORINI la solution explicite de
ce problème dans le cas du cercle et à M B. DEMTCHEKKO dans celui de
l'anneau circulaire ; ces solutions sont obtenues en appliquant la méthode de
M. HiLBERT.

Pour la multiplicité des solutions, dans l'anneau, voir aussi CL
JACOB (Comptes Rendus, t. 196, 1933, p 91).

(8) II nous arrivera quelquefo s de donner à j aussi la valeur zéro lors-
qu'il s'agira de la couibe (Co).

(9) La somme de périodes cycliques relatives aux courbes (Dfe), décriâ-
tes dans le même sens, devra être nulle.
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(Q) connaissant les valeurs g^s), g\ (s) que prend 3 - sur (Co), (Cj)

valeurs hk(s) prises par — sur (D/c). Les dérivées normales sont prises

suivant la normale fntérieure au domaine.
D'après la méthode exposée précédemment, nous cherchons la

solution du problème I sous la furme

(20) W -

fjt,(s), VA(S) étant des fonctions réelles de l'arc s de (Cj) ou de (D ) ;-
l'intégration est faite dans le sens direct par rapport à (0).

Posons

/ \ C0S

(o) -
(C;) r

^ l C O S ^ A M , r^ l / x s in ^ M -, , 7 , r> x
L T / . = \ vA(o) do, Tfc = - \ vA(o) do, (fc = l ,2 , .,q)r

J J

(21)

en désignant par </>/M , fcw, l'angle que fait PM avec la normale à
(C/) ou (D*) au point courant P, la normale étant dirigée vers l'inté-
rieur de (fi).

En séparant les parties réelJe et imaginaire dans la formules (20)
on trouve

; = 0 / c = l

(22)

2
Le problème I conduit, en vertu de (20), à considérer le système -

V \ JJL;(O) ^ - rf0 +
()

(A)

Z - 0 , 1 , . . . , p ; = l 2
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où Ton doit faire X = + l. C'est un système de p + q + 1 équations inté-
grales du type de FREDHOLM. Pour X quelconque, le système (A) cor-
respond au problème aux limites suivant

( 14-X 4—X
i —zz— U1 ô—Uc= <i>/(s) sur (C/), (£=*0, 4, 2, . . . , p ) ,

i ^ V ' 2~ Yi== * ' ^ S U r ( D ^ ; ^p==1> 2 ' ' ' # ' g ) '

en désignant par U', Ue, V^ Ve les déterminations de U et V à Tinté-
rieur et à l'extérieur de (0).

Nons allons maintenant mettre en équations le problème généra-
lisé de NEUMANN. Cherchons-en la solution sous la forme

PC 1 or 1

«"(*) -- 2J ^ ̂ ( o ) " / a / l 0 g ^ = ^ ^ P - * > ! \v*(o)e-^ log ̂ — - dzp
/=0 (C;)

en désignant par a/, ffo les angles que font avec 0 ;̂ les tangentes,
positives par rapport à (0), des courbes (C;), (D*) et en intégrant dans
le sens direct.

En séparant les parties réelle et imaginaire, on a :

< 2 4 )

avec
( C C

I U / = \fi/(o) log —do , U/ = — ^ |i(o)9/ do,(26) i r x _ T
Vk = \ vA(o) log — do , V* = — y

et @,M= (0», MPy), 0*M= (0*, MPk)
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Cela posé, le problème II conduit à envisager le système

(B)
3=0 -\Cj) k=\'(Dk)

Q

^ ^ - r f o + X S

(1=0, 1, 2,...,p), ( p - 4 , 2 , . . . , q),

où l'on doit faire X = — 1. On a désigné par cjj/y l'angle de sens direct^

que fait PM,- avec la normale à la courbe (C/) au point courant P, M/~
étant un point situé sur la courbe de même indice. La normale est
dirigée vers l'intérieur de (Si).

On constate facilement en vertu de (4) que, pour X quelconque,
le système (B) correspond au problème aux limites ci-dessous : déter-
miner les potentiels de simples couches U/, VA et leurs associés de
façon à avoir

i + Xdue 1 — X du1 .. .„ N n KA
O i et yj — o' \ J 2^-** \^l }"> \y — ^5 - * • ? • • • ? t si

dV6 l—XdV* 7 , x /r% N / A r» N

Les systèmes (A) et (B) sont associés, au sens de la théorie des équa-
tions intégrales linéaires.

go# — Avant de passer à la discussion de ces deux systèmes^
nous allons donner deux formules dont nous nous servirons constam-
ment dans la suite.

Considérons une fonction /(z)=w+ir, régulière dans (Q). D'api es ̂
la formule de GREEN, on a :

Or sur la frontière on doit avoir les relations

du __ dv du _ dz;

en supposant, bien entendu, que u et v possèdent des dérivées pre-
mières sur la frontière. Ces relations entraînent par une intégration
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^>ar parties

.(I) {{ d4 2dxdy + [u^dsA
)\ü) dz hc,dn'

La formule (I) une fois obtenue, on peut la légitimer a posteriori,
(10 L

-en supposant seulement que u et -— existent sur (C/), ainsi que
arii

dv
4) et - — sur (D/0, et y soient continus,

a Yi{

Considérons maintenant deux fonctions f\{z)~ u\ + ivi
régulières dans (Ü). En partant de la formule classique

-on obtient par un procédé analogue

du2 dux\,. v f dv2 dv\ \ , n

cette formule est valable s i ^ , u2, -~ , ~r^ existent sur (C/), et y

• • àv\ dv2 ,
^sont continus ainsi que v{ , v2 , -=— , -r— sur (UA).

an an

Signalons aussi les deux leumes suivants, conséquences immé-
diates de la formule (I).

LEMME I

Si f(z)—u + iv est une fmction régulière dans (Q), tçlle qu'on ait

J ^ = 0 sur (C/), 0'= 0, 1, • • -P)> £ ^ 0 5^(D*), (̂  = 15 2 , . . . g), eZfe so

déduit nécessairement à une constante.

LEMME IL

Si f(z)=u+iv est une fonction régulière dans (Q), telle qu'on ait
m = Cj sur (C/), (; = 0, 1, . . . , p), e* ^=0^ sur (D^), (4 = 1, 2, . . • , 2),

c/ ci dfc é^an^ des constantes et si de plus — e^is^e ê  esf continu
dn

les (Oj) ainsi que —- swr Zes (DA), f(^) se réduit nécessairement
an

«A «^e constante.
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II suffît de remarquer qu'on a
r r
\dn \ dv
]dn \ en

par suite de l'uniformité de f(z)t et d'appliquer la formule (I).

7°. — Passons maintenant à l'étude des systèmes (A) et (B) pour
^ = + 1- Le système (A), rendu homogène, admet pour A = + 1 , les
p-\-q solutions effectives

= O, fi/(*)« 4, M*) = 0,

= O, ^ ( s ) = 0 , vp(s) = l , vA(s) = 0}, (p = l,2,. . . , g).
(7 = 1, 2 , . . . , P ) h^p

Ces solutions sont linéairement indépendantes. PourX=—4, il
•admet la solution effective

Les solutions du système (B) homogène, pour X= + l, vérifient la
condition

y
<26)

Les solutions, pour X — — 1 , du système (B) homogène vérifient
les p + q conditions

<27) \ {Ij (s) ds = 0, \ v,(s) ds - 0.
Jtcj) \ok)

( ; - l , 2 , , . .p ) , ( i = l , 2 , . . . g)

Les formules (26) et (27) sont des conséquences de la propriété
bien connue d'orthogonalité entre les solutions fondamentales des sys-
tèmes de FREDHOLM associes, correspondant à des valeurs caractéris-
tiques différentes.

Discussion des systèmes (A) et (B) pour X = + l .

Nous nous proposons maintenant de montrer que les systèmes
homogènes (A) et (B) n'admettent, pour X = + l, plus de p + q solutions
linéairement distinctes» Pour cela, nous allons raisonner sur les systè-
mes (A/) et (B'), homogènes, qui leur sont équivalents.
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LIMME III. Le seules répartitions de masses conthiues (10) telles?

que les potentiels Uj, VA et leurs associés lérifient le systewt (B') homo-

gène, pour X = + l , et soient réguliers à Vinfini, sont fJtj(s) = O, v/<($)=0.
On sait que si une fonction harmonique V est régulière à l'exté-

rieur (E) d'une courbe fermée simple (C), y compris le point à l'infini,,
on a la formule

dVe

pourvu que -— existe sur (C) et soit continu. Soit de même W unes

fonction régulière a l'intérieur (1) de (C) On a :

(29)

ces formules les normales sont dirigées vers l'intérieur de?
(G). En appliquant ces deux formules aux fonctions u et v qui figurent
dans (B'), on en tire.

ue = const., à l'extérieur de (Go) et a l'intérieur des (C/).

ve = const, à l'intérieur des (DA).

Cela preuve, en tenant compte de (24), que les déterminations des»
potentiels Uo, Uj, VA définies respectivement a l'extérieur de Ĉo) oa
à l'intérieur de (Cj) ou (DA), sont prolongeâmes dans (Û) et y sont
uniformes. On pourrait montrer qu'elles n'y diffèrent des déterminations»
physiques que par des constantes. Il est plus simple de remarquer quer

en vertu de la continuité des Uj et V* sur (C/) et de celle des Uj e t
Vk sur {Dp ), on a aussi

ul= const. sur (Co), (G/),

vl = const. sur (D^ ).

ÔJU^ C* V

D'autre part -— existe sur (Co), (C/), ainsi que — sur Çùp), et ces

dérivées no^nales °ont continues; de plus, f(z)~ul 4- iv* est uniforme^
(l0) En supposant seulement que [i/(s), VA(S) soient intégrables, ilrésult€^

du système (B) qu'elles sont nécessairement continues.
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dans (&), en vertu de la régularité de U/ et V* à l'infini. Il en résulte,
en tenant compte du lemme II, établi plus haut, /U) = const. dans (Qy
Cela entraîne H/(s) = O; v*(s)=O, en vertu des formules (4) et (24).

(G. Q. F. D >
Supposons maintenant que le système homogène (B) admette,

pour X = + l, p+q+1 solutions effectives linéairement distinctes,

$%). vf(S)}, r=4, 2,.

On doit avoir

(30)

choisissons les constantes ar de façon que les p + q + 1 solutions effec-
tives

(31) »V (
r=i

vérifient les relations

(32) Wj(s)ds=0, \vk(î

,"v(r)(s)

O=0, l , . . . p ; fc-1, 2 , . . . î ) ,

=0,

de sorte que les potentiels de simples couches Uy# Vk correspondant
aux densités Hg(s), Vk(s) soient réguliers à l'infini ainsi que leurs asso-
ciés.

Ce choix est toujours possible. En effet, les relations (32) consti-
tuent un système de p-\-q-\-l équations, linéaires en ar, homogènes,
et à autant d'inconnues.

Son déterminant

(33) A =

J(Dk)

j = 0,

est manifestement nul, en vertu de (30). De plus, en vertu du lemme
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précédent, on ne peut avoir à la fois

r\s)ds = 0, {^\s)d8 = 0, 0=0, l,...,p),(fe=l, 2,

pour aucune valeur de r.
On a donc, en appliquant toujours le même lemme,

W - o , O=o, i,. . .p).
f=1

v* W — o» (fc= i, 2,
r = l

les ar n'étant pas tous nuls.Ceci est contraire à l'hypothèse.
Ainsi donc, les systèmes associés (A) et (B), homogènes, admettent)

pour X= + l, p + q solutions effectives linéairement distinctes.

Soient (viPis), ^ r )(s)}, (j-0,1,... , p) ; (fc=l, 2,..., g), r=4, 2,... p + g,
les p-{-q solutions effectives du système homogène (B), pour X= + l .
En appliquant le troisième théorème de FREDHOLM au système (A) non
homogène, on trouve que les conditions nécessaires et suffisantes pour
qu'il admette des solutions sont

<34)

r- 1,2,...,p + q.

De même, pour que le système non homogène (B) admette des solutions
pour X= + l, il faut et il suffit qu'on ait

<35) Ws)ds = 0, \7ik(s)ds = 0
J(Cj) J(Dk)

0 = 1 , 2 , . . . , p ) , ( * = 1 , %..., q).

8°. — Examinons de plus près les conditions (34) trouvées plus
haut. Il résulte de ce qui précède qu'elles sont nécessaires et suffisan-
tes pour qu'il existe une solution du problème généralisé de DIRICHLET

représentable sous 'la forme (20). Cependant il n'en résulte pas que
ces conditions soient nécessaires pour Pexistence d'une solution uni-
forme.

Nous allons montrer que les conditions nécessaires et suffisantes
pour qu'il en soit ainsi sont au nombre de p+q—4. À cet effet, cher-
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à résoudre, par la méthode précédente, le problème généralisé
4e DIRIGHLET pour les données <£o(s), <Êj(*)—cj, tyk{s)—dk, les Q

O*==l> 2, . • . , p) et dk (A s= 1, 2 , . . . , q), étant des constantes que nous
tâcherons de déterminer de telle façon que la solution du problème
puisse être représentée sous la forme (20). En appliquant les conditions
(34) aux nouvelles données, on est conduit à un système dep + # équa-
tions linéaires non homogènes, par rapport aux p-\-q inconnues q, dk,

(36) cj ds

= 1, 2, . . . ,

iLe'déterminant du système

D =

r = l , 2,... ,p + q

, j=l, 2, . . . , p ; fc=l, 2, . . . , q

n'est pasfnul. En effet, s'il l'était on pourrait trouver des constantes
«r, non toutes nulles, telles .qu'on ait

<38) pour * = 1, 2,.

W i J(DU)

On en déduirait, en tenant compte de (30),

J L , ^ + ? _ ( r )
i l v . 't(39)

et en appliquant le lemme III aux potentiels de simples couches aux-
quels correspondent tes masses

p+q _^A p+q _ ( v

< ï = 0 , 1 , . . . n,
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©n en concluerait jjbj (s) = 0, Vk(s) = 0, ce qui est absurde puisque le sys-
tème (B), homogène, admet bien, pour X==+1, p+>q solutions linéaire-
ment distinctes.

Les Cj et du étant déterminés par (36), désignons par Fx(z) la^
solution du problème généralisé de DIRICHLET pour les données </>o(s)̂

Proposons-nous maintenant de résoudre le problème suivant
{Problème C): déterminer une fonction analytique F2(z) régulière en
chaque point de (£2), telle qu'on ait: R[F2(z)} = 0 sur (Co), R[F2(Z)]=CÎJ

sur (Q), l0i[F2(z)]=dk sur (Pk). Pour cela, nous allons d'abord démon-
trer le théorème ci-dessous :

On peut trouver p + q—1 fonctions analytiques f\(z),... 9fp+*r'\(z}t

régulières en chaque point de (0), linéairement distinctes, possédant des
constantes cycliques et telles que leurs parties réelles prennent des valeurs
constantes sur (CQ\ (C/), leurs parties imaginaires étant constantes sur
<Dk), (4 = 1, § , . . . , q).

Cherchons à représenter ces fonctions sous la forme (23) par des>
potentiels de simples coucher et leurs associéSo Désignons par f(z)
la fonction cherchée.

En employant les notations (25), on a

(24')

En vertu de la continuité des potentiels de< simples couches, il!
revient au même de remplacer les conditions u = const sur (Cj)^

v = const. sur (Du), par - — = 0 sur (C,), ( ; » 1 , 2,«. ,p>^ -̂ — = 0*

sur (Dk), (/c==l, 2,... , q), en représentant par ue et ve les p +q fonc-
tions harmoniques régulières définies par (24') à l'extérieur de (Ö) efe
à l'intérieur des courbes (Cj) ou (Dk)>

Supposons de plus que la fonction harmonique u% définie parr
à l'extérieur de (Co) soit régulière à l'infini de façon qu'on puisse-

j =0

due

remplacer la condition u = const. sur (Cc) par -— = 0. Gela nous-

(u) En tenant compte de la forme renérale des solutions du système
(A) non-homogène, (X= + l), on verrait immédiatement que E1(z) est dé
minée d'une façon unique par (20).,
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conduit, en tenant compte des formules (4), au système (B) homogène,
pour la valeur *X=~|-1 du paramètre, avec la condition supplémentaire

qu'imposera régularité de uek l'infini.
Nous allons montrer que ce système d'équations intégrales linéai-

res admet p-H?—1 solutions. Pour cela, nous nous appuyerons sur le
iemme suivant :

Les p + q solutions effectives du système (B), homogène, pour
,X= + 1, soût telles que l'une au moins des quantités

)n'est pas nulle.
Apposons que le contraire ait lieu. On aurait

(41) 2 H r ) ( s ) d s = ° P°ur r = ! 2

Gomme on a aussi, (formule (30),

.(300 " 2 \ ^)($) d$ = 0' (r = '4' 2' • • • '

-on en déduirait l'existence d'une solution effective du système de
équations linéaires homogènes, à p + ç inconnues ar>

1 J(c,)
s) rfs = • 0, • ( * - = 1. 2, . . . , q).

= 1 J(Dk)

fEn effet, les déterminants d'ordre.F+9 formés avec les éléments
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de Ia matrice àp-f^-f-1 lignes et p-{-q colonnes

ds

)(c\)

J(Dk)

r = 4, 2, ... ,

j = 0, 4, ... , p ; 4 = 4, 2, ...

sont nuls en vertu de (44) ou de (3Ôf). Le lemme III entraînerâîf

10. ^ > r ^ ÎV ) s 0» U = 0, 4,..., p), (fc = 4, 2, :..,,
r=t r = l

ce qui est absurde.
Il en résulte que si le problème envisagé actuellement admet des

solutions, il en admet p + q—1 au plus. Montrons qu'il en a effective-
ment p + q—1^

Posons ^ \ vp($)ds = Xr, le^ Xr n'êtàtit f)â§ tous nuls. Suppcr-
fc=l J(Dk)J(Dk)

sons pour fixer les idées Xi = X2 = ... = h = 0, \t+\ 4= 0,.. ,
et posons

(42)

(43)

vf(5) - pour l < r < ^ et pour r=p+ qy

Déterminons les constantes a t
r , a2 de façon à avoir, pouir

pour ^ < r < p + g — 1.

pour t <. r < p "T q — 1

(44)
q

a(
2
r)Xr+1 = O

ce qui est toujours possible. On obtient par ce procédé un système-

de p + q—1 solutions (xj- (s), v£ (s), (r=>l, 2,... ,p + q-~ 1), du système.

(&) homogène (X=+l) et de l'équation (40).
Il est clair, d'après la méthode même qu'on a employée, que ces

solutions sont linéairement distinctes. A ces répartitions de masses il
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correspond, par l'intermédiaire de (24'), p+q—1 fonctions analytiques
fr(z), régulières en chaque point de (Q), mais non uniformes, telles qu'on
ait R[/r(z)] = c(/) sur (C;), lm[fr(z)] = d[r> sur (D*\ les ép et d(p étant
des constantes.

Rendons doublement connexe le domaine (Q) en traçant conve-
nablement p coupures joignant les couibes (Ci), (C2) . . .(Cp) à (Co) et
q—1 coupures reliant entre elles les courbes (Du), D'après les formules
(24'), (40), les fonctions fr(z) sont uniformes dans (fi) muni des
coupures.

Je dis que pour aucune valeur de r , ( r = l , 2, ..., p-f^—l), on ne peut
avoir c^=0, d^{j=O} 1, . . . , p ; 4 = 1, 2, . . . g). En effet, la fonction
fr(z) étant uniforme dans (fi), muni des coupures, et telle que la déri-
vée normale de sa partie réelle existe et soit continue sur les (C/),
ainsi que la dérivée normale de sa partie imaginaire sur les (Dk),
on peut lui appliquer la formule fondamentale (I). La contribution
des lacets étant nulle, on déduirait immédiatement fr (z) 33 0 ,
ce qui entraînerait (^(s) •= 0, v^}(s) = 0 , (j = 0, 1, . . . p ; 4 = 1 ,
2, . . . , q), en contradiction avec le fait que le système (B) homogène
admet p + q solutions effectives distinctes, pour A= + l .

On ne peut, pour la même raison, avoir cir)=c, dl^ = d, O'=O, 1, ...p ;
4 = 1 , 2 , . . .,<?), c et d étant deux constantes réelles différentes de zéro.
Complétons le système des f riz) par les fonctions fp+q(z)=c, fp+q+\(z)~id»

Les fonctions /r(^), r = l , 2, . • . , p + ç + 1, sont linéairement
distinctes.

En effet, supposons qu'il existe des constantes réelles j3r, non
toutes nulles, telles qu'on ait

Prfr(z) SE 0.
r—l

On en déduirait, en tenant compte de l'expression (24') des fonctio
f,{z\ ( r = l , 2 , . . . , p + 9 - l ) ,

p+q-i2

ce qui est absurde.
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COROLLAIRE. Le déterminant

(45)

côn • * • c^+«-') c 0

-v 0

-v 0 d

différent de zéro.
Ces résultats étant acquis, nous pouvons énoncer le théorème sui-

vant: On peut trouver une fonction f(z)9 régulière en chaque point de
J(O), dont la partie réelle prenne des valeurs constantes données Cj sur
les contours (C/), (7=0, 1. . *. , p), et dont la partie imaginaire prenne
des valeurs constantes, dk , également données sur les (Du), (&==1,2,..., q)>
Les constantes cycliques de cette fonction ne sont nulles que si elle se
réduit à une constante.

Nous obtenons cette fonction sous la forme

(46) f(z) =

les «r étant des constantes réelles, déterminées d'une façon univoque
par le système d'équations linéaires,

(47)
r = i

1

d'après les résultats précédents.
Par construction même, cette fonction f(z) admet une dérivée

normale réelle sur les (Cj), et une dérivée normale imaginaire sur
les (DR). Elle est uniforme dans le domaine (Q) muni des coupures. En
vertu de la formule (1), c'est la seale fonction jouissant de toutes ces
propriétés.

Supposons maintenant que les constantes cycliques de f(z) soient
nulles. Le lemme (II) entraîne aussitôt f(z =const=c + ?'d, (c\ = c,
du= d).
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Ainsi, le problème (C), posé précédemment, se trouve être résolu.
Il suffit de faire co=O dans le formules (47) pour obtenir la fonc-

tion F2(z) cherchée. Pour que la fonction F2(z) soit uniforme dans (Q)*
m\ faut et il suffit qu'elle se réduise à une constante imaginaire pure id*

Théorème.

Le problème généralisé de DIRICHLET, correspondant d des don-
nées continues, admet toujours une solution donnée par

{48) F(z) = Fi{z) + F2(z),

Fi(z) étant une fonction régulière dans (Q), et représentable par des
potentiels de doubles couches et leurs associés^ d'après la formule (28);
F2{z) est une fonction régulière en chaque point de (Q), à constantes
c'cliques imaginaires autour des (Ci),. . . , (Cp), à constantes cycliques
réelles autour des (Dj), . . . , (Dq), et telle que R[F2(z)], nulle sur (Co),
prenne des valeurs constantes sur ( C i ) , . . . , (Cp), \m JF2(z)], prenant
des valeurs constantes sur (Di),.. . , (Dq).

La solution ainsi obtenue est la seule solution du problème*
Pour qu'elle soit uniforme, il faut et il suffit que les données véri-
fient les p + q—l conditions obtenues par Vélimination de Vinconnue
d du système d'équations

p r q ç ' o f

féO\ci) ] TéJ(Dk) iâ^Dk)
(r= 1, 2 , . . . , p + q)

où ^\r)(s) Ukr)(s), (r= 1, 2 , . . . , p-i-q), sont p + q solutions linéaire-
ment indépendantes du System,* (B) homogène, pour X= + 1 .

Il est clair, en effet, que, d'après la méthode même que nous
avons employée, F(z) donné par (48), est une solution du problème.
Pour que cette solution soit uniforme il faut et il suffit qu'on ail
fP2(£)=i(^ c'est-à-dire c\ = 0, dk — d.

Dans ces conditions, les équations (e6) nous donnent précisément
le système (49) qu'on peut encore transformer en éliminent â. Pour
cela passons aux solutions fondamentales définies par les formules
(42), (43). Oa aura le nouveau système de conditions :

pour r = 1, 2
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La constante d est donnée par

(50) d=-L- f

Passons maintenant à la démonstration de l'unicité de la solution*
Supposons qu'il existe deux solutions du problème et considérons leur
difiérence G(z) = U + iV. C'est une fonction régulière en chaque point
intérieur à (Q), ayant peut-être des périodes cycliques imaginaires pures,
îPu autour des (Cj), 0 = 1, 2, . . . , p ) , réelles, Sk , (fc=l, 2 , . . . , q)r

autour des (Dk), la somme de ces dernières étant nulle. On a U = 0
sur (Go), (Cj), V = 0 sur (Dk). De plus, V existe sur (Co), (Cj) et y
est continu, ainsi que U sur (Dk). Cela résulte aisément des théorèmes
classiques sur la représentation conforme des aires simplement con-
nexes (12) limitées par des arcs à tangente continue. On sait (I3), en
effet, que si une fonction Z(z) = X+iY est holomorphe dans une aire
que Tare AB, à tangente variant d'une façon continue, limite partielle-
ment, si de plus X(#, y) prend sur AB une valeur constante, Y(#, y)
prend une suite continue de valeurs le long de tout fragment A'B' de
AB. Dans le cas actuel, les courbures des courbes (Co)> (Cj), (Dk) variant

d'une façon continue, on sait de plus que -7- existe et est continu sur

rfxr
(Co), (Cj), ainsi que ~~ sur (Dk) 04).

an

Cela étant, la formule fondamentale (1) est applicable à la fonc-
tion G(z), uniforme dans le domaine (&) rendu doublement connexe
par des coupures reliant les courbes (Cj) à (Ce) et les courbes (Dk)
entre elles. La contribution des chemins décrits en sens inverse étant

(12) Dans tout ce qui précède, nous avons supposé pour simplifier que-
les courbes (Co), (Cj ), (Dk) avaient une courbure variant d'une façon con-
tinue. Cette hypothèse n'est pas restrictive. En effet, en supposant seulement
que ce soient des courbes fermées simples de JORDAN, on pourrait même
se ramener par une suite de représentations conformes de domaines simple-
ment connexes à un domaine (Oj) limité par des courbes analytiques. (CL
G. JULIA, Leçons sur la représentation conforme des aires multiplen.ent con-
nexes, p. 35, Gauthier-Villars, 1984).

(13) P. PAINLEVÉ Comptes Rendus, t. 112, 1891, p. 653.
(14) Voir aussi: L. LICHTENSTEIN, Mathematische Anwahn, 1909. t 67,

p. 561, 0 . D. KELLOGG, Transactions of the American Mathernatical Society^
t. 13, 1912, p. 111.
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manifestement nulle dans cette formule, on en déduit

dxdy = O,

d'où G (z) ES 0.

9°. — Nous allons étudier maintenant quelques propriétés des fonc-
tions / r(z), (r = 4, 2, . . . , p + ç - 1 ) . Soient iP|'>, ( j = 1, 2, . . . , j>).
les périodes cycliques de / r(z) autour des (Cj), et Suies périodes cy-
cliques relatives aux (Dk) (l5) ; Pjr) et S£r) sont des nombres réels.

On a la proposition suivante: les déterminants d'ordre p-\-q—1^
formés avec les éléments de la matrice

J — x> * • ? • • • > / ' >

h 1 O s*

et contenant ses p premières lignes sont différents de zéro.
Remarquons qu'en vertu de (40) on a les relations

(51) sjr>= o
k=l

Supposons, pour fixer les idées, que le déterminant

p(D B
p

-<-i

soit nul; on en déduirait l'existence des constantes réelles ar, non tou
tes nulles, telles qu'on ait

p+q- 1
2 j )
; = 1 , 2, . .

( J périodes sont prises pour des chemins entourant respectivement*
les (Cj ) et (Dk), et parcourus dans le sens qui laisse à gauche Fintérieur d&
ces courbes.
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On en tirerait, en tenant compte de (51)

2-
, la fonction

^serait uniforme dans (Œ) ; ceci entraînerait f(z) = const et ar = 0.

Théorème. On peut construire une fonction F(z = U + iV, régu-
Mère en chaque point de (O), telle que \] = c} sur (Cj ), (j = 0, 1,... , p),
V = dk sur (Dk), (& = 1, 2 , . . . , q), /es Ci et dk étant des constantes
réelles, et qui possède des périodes données iP\ autour des (C\)

*=4, 2, . . ., p), Sk autour des (Dk), pourvu quon ait **? Sk — 0,
k=ï

»(P/ et Sk s^nf des quantités réelles); une constante c\ et une dP peu-
vent être données à Vavance

Posons

<52) F(z) = 2 a^A(z> = ü

Les périodes 4e F(z) sont données par

p+q—t p+q -

2 2«53) Pj =

•(; = !, 2, ... ,p), (fc=i, 2 , . . , q).

La fonction définie par (52) est bien telle qu'on ait U=const sur les
*(Cj), V=const sur les (Dk). On doit avoir

q—\
1 X"T (0 i

<54)
p-rq~l

i JÊÊÊmm '

Les formules (53) et (54) donnent p + q + 2 équations à
inconnues ar.
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On a de plus

ce qui entraîne la condition de compatibilité

(55) 2 Sk - 0

qui est vérifiée par hypothèse. En tenant compte de (55), les formules*
(53) se réduisent à p + q—1 équations à autant d'inconnues, dont la-
déterminant n'est pas nul, en vertu de la proposition démontrée anté-
rieurement. On en déduit des valeurs bien déterminées pour les arf

(r*=l, %. . . , p-\-q—l) et en tenant compte de (54) on calcule <Zp±9

et ap+q±u Le théorème précédent peut encore être généralisé de la
façon suivante:

On peut construire une fonction F(z) = U+iV, régulière en chaque-
point intérieur à (0), telle que U prenne des valeurs cotistantes don-
nées c\ sur (Co), (C<), ... , (C\), (A<p), V prenant des valeurs constan-
tes données dk sur (Dt) (D2),. . . , (D/0, (|̂  < q) ; en outre, F(z) doit
avoir des périodes données iPj, autour des contours (C\-f x\..., (Cp), et
Sk autour des contours (D^+1), . . . , (Dq), U étant constant sur.-
(C\+i) , . . . , (CP), V étant aussi constant sur (D^+i),..., {Dq).

Posons, comme précédemment

les a.r étant des constantes réelles. Les conditions de l'énoncé se tra
duisent par le système suivant d'équations linéaires en ar

9 =0J O"=0,
r=i

zrdp=dk (A«l, 2 , . . . ,
= l

2
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Tout revient à montrer que le déterminant, d'ordre p+<?4-l, dö
«e système n'est pas nul. En effet, s'il Pétait, on en déduirait l'exis-
tence d'une fonction /(z), régulière dans (Q), à partie réelle nulle sur
(Co), (Ci),. • . ,(C\), constante sur (Gx+0, . . . , (Cp\ à partie imaginaire
nulle sur (DO,. . . , ( M , constante sur ( D ^ ) , . . . , (Dfl); de plus f(z)
serait uniforme autour des contours (C\+.i), . . . , (Cp), (fyu-fi), . . . (Dq).

Relions (C*), . . . , (C\) à (Gj) par des coupures choisies conve-
nablement, et relions aussi entre elles les courbes (Dj),. . . , (Dp) par
{î—l coupures. En appliquant à la fonction f{z) la formule (I), d^ns
le domaine (Q)f muni des coupures, on concluerait f(z) = const == 0.
Or les fonctions fr(z) sont linéairement indépendantes, de sorte que la
conclusion précédente est en contradiction avec l'hypothèse.

On peut encore énoncer un autre théorème dont nous nous ser-
virons plus loin.

H est possible de construire mie fonction F(z)=zXJ + iV, régulière
en tout point intérieur à (&) et remplissant les conditions suivantes:
a) U prend des valeurs constantes données c\ sur les contours
(Ci) , . . . , (Cx), (^ < p)> il est aussi constant sur les courbes (Co),
(Cx+i), . . . , (Cp) î b) V prend des valeurs constantes données çta sur
les contours (Di),. . . (D^), (|x < q) et est aussi constant sur les con-
tours (D^-f-i),. . . , (Da) ; c) f{z) doit avoir des périodes données iP-},
autour des contours (Cx+i), . . . , (Cp), de plus, la somme iP despério-

x
des correspondant aux contours (Ci), . . . , (Cx). iP = i ^ Pj, est don-

née à l'avance ; d) f(z) doit avoir des périodes données Sk autour des
courbes (D^+j),. . . ,(Dg).

La démonstration se ferait comme plus haut.

10°. — Lorsque la frontière de (Q) n'est formée que de courbes
t(Cj) sur lesquelles on se donne les valeurs de R[F\z)], on est dans le
cas du problème ordinaire de DIRIGHLET (1Ô). On peut alors établir, par
des méthodes analogues, les résultats ci-dessous.

I. On peut trouver p fonctions analytiques fr(z), r = l , 2, . . . , pf

régulières en tout point de (Q), linéairement distinctes, possédant des
constantes cycliques, telles que leurs parties réelles prennent des
valeurs constantes sur (Go), (Cj ).

II. On peut déterminer une fonction f(z), régulière en chaque
point de (Q), dont la partie réelle prenne des valeurs constantes don-

(16) Voir à ce sujet J. PLEMELJ* Monatshefte fur Mathematik und Pky-
sik, 1904, p. 3J2.
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niées CJ sur les contonrs (Cj), ( i ~ 0 , 1, . . • ,p). Les p constantes cycli-
ques de cette fonction ne sont nulles que si elle se réduit à une cons-
tante.

III. Le problème de DIRICHLET admet une solution et une seule cor-
respondant aux données continues <f>j (s). Pour que sa fonction conjuguée
soit uniforme il faut et il suffit que les données vérifient les p con-
ditions

<56) 2 \ 5r ) ( s ) ^ 's) ds=0' ( r= h 2' • • • •

où les pu- (s) sont les p solutions effectives distinctes du système
homogène

<B,) np,(s) + A 2 \ W (o) —t^ do --= 0, (1=0, 1, . .. , p)

pour A= + 1 .
IV. Soient tPy les constantes cycliques des fonctions fr(^) rela-

tives à (Cj), (i = l, 2 , . . . , p ) . Le déterminant ||Pjr)|| U = h 2 , . . . , p ) ,
(r= 1, 2, . . . . p), est différent de zéro.

V. (17). On peut construire une fonction F(z)=U + îV régulière en
chaque point de (Q), telle que U = Cj sur (Cj), ( j^O, l , . . . , p ) , les
Cj étant des constantes réelles, et qui possède des périodes données
iPj autour des (Cj), ( i = l , 2, . . . , p) ; une des constantes c\ peut être
donnée à l'avance.

VI. On peut construire une fonction F(z)=U-MV régulière en
tout point de (Q), telle qu'on ait U*=Cj sur (C0),(Ci), « • • > (Cx), (^ < p ) ,
les ci étant des constantes données ; en outre, F(z) doit avoir des
périodes données iP\ autour des contours (Cx+0 , . . •, (C„).

11°. Discussion des systèmes (A) et (B) pour A——1.

Le système (A) se rattache pour A = — 1 à un problème de
DIRICHLET extérieur, tandis que (B) est lié au problème intérieur géné-
ralisant celui de Neumann. Nous allons raisonner sur le système (B)
homogène. Toutes ses solutions effectives, pour X= — 1, vérifient les

conditions

(l7) Voir à ce sujet aussi : Ch. de la VALLÉE-POUSSIN, Annales de
l'Ecole Normale, 3e série, t. XLV11, 1930, p. 281.
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f27') W s ) d s = O (7 = 1,2,... p) ;\vk(8)ds*0, (fc = l, 2,..., q);

les potentiels de simples couches correspondants, Uj, Vk, sont réguliers
à l'infini.

Appliquons la formule (I) à la fonction f(z) = u + iv définie par

(24), ce qui est possible puisque -r- existe sur les (Q ) et y est contins
(Xfl

dit
ainsi que -7- sur les (Dk). En vertu du système (B'), en en tire

P 9

(57) u / = ^ u j + V vWconst, v'=

à l'intérieur de (O).
Par conséquent UJ,, détermination du* potentiel Uo à l'intérieur

de (Co)5 est prolongeable à travers (Cr), et en veitu de (27') est régulier
à l'infini. De même, les fonctions Uj, V^ définies à l'intérieur de (û)-
et à l'extérieur des courbes (Cj) ou (Dk) sont respectivement prolon-
geables à l'intérieur de ces courbes Les fonctions Uo+iïïo, UJ+tÜj r

étant régulières dans tout le plan, y compris le point à l'in-
fini, se réduisent à des constates d'après la théorème de
On a donc

(58) U ^ c o n s t ; U j ~ O ( j = : ï , 2 , . . . p ) ; V£=0 (fc=l, 2 , . . . , f l ) ,

ce qui entraîne
\i.j(s) = 0, pour i = l , 2, . . . , p, vk(s) = 0 pour k = 1,2, . . . , q.

Quant à |iO(s), c'est une simple couche sans action à l'intérieur de (CoX
On ne peut pas avoir

j |io(s) ds = 0

(co)

car autrement la fonction harmonique U£, constante sur (Co)f #gulièr&
et nulle à l'infini, serait nulle à l'extérieur de (Co). Ceci entraînerait
fio(s) = 0. Or nous avons YU que le système (B) homogène possède,,
pour X.=—4, au moins un syst*,ne de solutions effectives.

Le résultat précédent permet de montrer que le système homogène
(B), possède, pour X=—1, un seul système de solutions.
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En effet, soient

deux systèmes de solutions effectives distinctes. On a nécessairement

o%ds =j= 0 ,
j(co)

 J(c0)

on peut donc choisir les constantes a et (3 de façon que

Ëo (s) = 4[%) + $$\8), iïj (s)=0, v*(s)=0

soit un autre système de solutions, vérifiant la condition

Cela entraîne a ^ \s) + P(4 W^O, ce qui est absurde.
Il en résulte que le système (A) homogène possède, pour X= — 1,

la seule solution

Ho(s)=l, ftW=l, O ' - l , 2, . . . , p), VA(S)=0, (fc«l, 2, . . . , q)

de sorte qu'on peut énoncer le résultat suivant, conséquence du troi-
sième théorème de FREDHOLM.

La condition nécessaire et suffisante pour que le système (B) non-
homogène admette une solution est qu'on ait

(89)

La fonction f(z) * u-\- iv obtenue à partir des formules (24) est
déterminée à une constante près. En effet, la solution générale du
système (B), (X=—1), s'obtient en ajoutant à une solution particulier©
du bystème non-homogène la solution générale du système homogène.
Or, on a vu que cette dernière est de la forme

W(«) = p(«), ^J («) = 0, vk(s) = 0.

p(s) étant une simple couche sans action à l'intérieur de (Co).
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On a, à l'intérieur de (CQ),

p(s) log — ds = const, \ p(s) S ds = const,

u et t; sont donc bien définis par (24) à une constante près.
La fonction f(z) ainsi formée est une solution du problème géné-

ralisé de NEUMANN. Elle n'est pas, en général, uniforme. Pour qu'elle
le soit, il faut et il suffit qu'on ait

j = l , 2 , ..., 1,2,

Or le système (B) donne aisément, (X= — 1),

go{s) ds

\c0)

(60) |x; (s) ds = — \ gi (s) ds (1=1, 2 , . . . p)

;(c/)

p (s) ds = V hp (s) ds (p — 1? 2 , . . . , i

Ces relations, compatibles en vertu de (59), entraînent les condi-
tions suivantes nécessaires et suffisantes pour que f(z) soit uniforme»

(61) hk(s)

(fc»l , 2 , . . . , g)
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alors en vertu (60) on a aussi

<62)
;(co)

La condition (59) est inhérente au problème. On obtient aisément soa
interprétation en appliquant à la fonction f(z) la formule

du j ~— ds = 0,dn
T

-où T désigne l'ensemble des courbes (Co), (Q), (D'k), les (D'k) entou-
rant les (Dk), et de certaines coupures, [le domaine (Q) étant rendu
simplement connexe par des coupures appropriées]; et en tenant compte
de ce que la fonction f(z) cherchée peut avoir, au plus, des constan-
ces cycliques réelles autour des (D*), imaginaires autour des (Gj),
i = ( l , 2,... ,p), la somme des premières étant nulle (18),

On peut donc énoncer le résultat suivant : le problème généralisé
de NEUMANN admet une solution moyennant les conditions

gx (s) ds = 0, 2 \ W ds =

La solution, représentable sous la forme (23), est unique à une
constante près. Elle n'est uniforme que si les conditions (61) sont rem-
plies.

L'unicité de la solution s'établit en appliquant la formule (I) à la
différence <£(z) de deux solutions, uniformes dans (û) muni des cou-
pures. On en déduit aussitôt 4>(z) = const.

12°. — Dans ce qui précède nous avons étudié les systèmes
homogènes (A) et (B) pour A = + 4 , et A=—1. Signalons encore la
tpropriété suivante.

Les systèmes associés (A) et (B) n'admettent pas de constantes fon-
damentales dans Vintervalle — 4 < A. < + 1.

Raisonnons sur h système (B') équivalent à (B). En multipliant

(18) En appliquant une formule analogue à la fonction v on obtient te.
q

imouvelle condition nécessaire ^ ^ V &k(s) ds = 0o

él W
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les relations

(64)

respectivement par u et r, en intégrant sur les courbes correspondant
tes et en ajoutant, on obtient

(65)

on a désigné par (C) l'ensemble des courbes (C/) et par (D) celui des*
courbes (Dk). D'après les formules (I), (28), (29), le premier crochet
de (65) est essentiellement positif, l'autre essentiellement négatif. On
ne peut donc pas avoir 1 + A, > 0, 1 — X > 0 à moins que u et v ne
se réduisent à des constantes; mais alors on aurait fjt/(s)=O, Vk(s) = Q»
et A ne serait pas constante fondamentale.

13°. — Fonction de GREEN généralisée.

Une conséquence immédiate du théorème énoncé à la page 25^
e s t l ' e x i s t e n c e d ' u n e fonc t ion T(z | z0) = G{x, y;oco> yo) + iH(x} y ; XQ, yQ}k
déterminée par les conditions

a) r(z \zQ)-\-log(z—zQ) est une fonction régulière en chaque point
z de (O),

b) on a G(œ, y ; x0, y0) = 0 si le point z se trouve sur (Cj ),
{j = 0, 1 , . . . , 2>),

c) on a H(x9 y ; % , j/o) = 0 si le point z est sur (Dk), (&=1,2,- ,ç)^
Zo étant un point intérieur à (&).

C'est cette fonction que nous appelerons fonction généralisée de
GREEN relative au domaine (Ö), 11 est facile de meurt en évidence une^
propriété de symétrie de T[z\z0). Remarquons d'abord qu'en vertu
4es hypothèses faites sur les frontières de (&} et ae certains théorèmes^
classiques de PAINLEVÉ (19) sur la représentation conforme des aires,

simplement connexes, -j- et — " existent sur les frontières et sont*r dn dn

(19) P. PAINLEVÉ, loc. cit. p5).
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«continus. Considérons les fonctions de GREEN ro=r(z|2:o), Ti=T(
relatives à deux points intérieurs z0 et zx. Entourons z0 et zx de deux
petits cercles (z<>), (zx) et rendons doublement connexe le domaine (Q)
-en reliant <z0), (zj), (Ci), • . . , (Cp) à (Go), et les contours (Dk) entre
eux, par des coupures appropriées.

Il est clair que les fonctions I\) et T{ sont uniformes dans le nou-
veau domaine ainsi obtenu. On peut donc leur appliquer la formule

^fondamentale (II).
On a, dans le cas actuel

dn

dn bas — \ rlo i Hi 3— as = Ü,
) ) \ dn du ) *

lia contribution ûes lacets étant nulle. En tenant compte des con-
«ditions aux limites q̂ue vérifient les fonctions de GREEN, il reste donc

«ce qui entraîne, en faisant tendre les rayons des deux cercles
(zi) vers zéro, la relation de symétrie cherchée :

G(a?f y ; ^ 0 , Vo) = G(̂ o • !/o > ̂  2/).

Pour abréger l'écriture, nous désignerons dans la suite les par-
ties réelle et imaginaire de r(z]z0) par G(z|z0) et H(z|z0). D'après
da relation de symétrie trouvée, G(z | z0) est aussi une fonction harmo-
nique du point z0 .

Soit H|(z | z0) la fonction harmonique conjuguée de G(z | z0) par
rapport à z0 . On peut choisir la constante arbitraire, fonction de z,
«qu'on peut ajouter à son expression, de façon qu'on ait la nouvelle
•relation de symétrie

H(z I zQ) et E\(ZQ |jç)iiî%peuvent différer que par une fonction do z0
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Posons

(70) G(z\

Les formules (68) et (69) peuvent être condensées en une seule

(Tl)

44°. — Revenons maintenant au problème généralisé de DJRICHLET

%t supposons que les p + #—1 conditions d'uniformité (49') soient sa-
tisfaites. Cherchons à représenter la solution, F (z) = U + iV, du
problème à l'aide de la fonction de GREEN introduite précédemment.
Pour cela, entourons le point z0 d'un petit cercle, dont on fera ensuite
tendre le rayon vers zéro, et appliquons aux fonctions U, V, G, H
la formule (II), dans le domaine (&) muni des coupures.

On obtient ainsi

en remarquant qu'en vertu de l'uniformité de F(z), la contribution des
lacets est nulle. On en tire aussitôt la formule fondamentale qui fait
connaître une fonction harmonique régulière dans (û), connaissant ses
valeurs sur une partie des frontières et les valeurs de sa conjuguée
sur l'autre partie de la frontière (20),

(73) U(*o, y.) - ^ r j U - ^ - ds- ^ j V - ^ — d*.

La valeur de la fonction conjuguée sera donnée, à une constante près-»
par

(74,

du dv
(20) Cette formule a été établie en supposant que -r— , -=— existent sut

les frontières (Cj) ou (Dk). Il est facile de montrer que cette hypothèse est
superflue»
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d'où on tire facilement

(75) F(z0) = * f u ^ i i o ) d s 1 f
2K J dnz 2K J

ou encoie, en vertu de (71),

(76) F(zo) = i^U^^ds-A- [v
2K J dnz 2K J

Cas particuliers, formules de M. Henri Villat,

14°. — La formnle (76) qui donne l'expression d'une fonction
F(*0i régulière dans (&) lorsqu'on connaît sa partie réelle sur les con-
tours (Cj ) et sa partie imaginaire sur les contours (Dk), généralise les
formules bien connues de M. HENRI VILLAT (2l) résolvant effectivement
ces problèmes pour Panneau circulaire. Nous nous proposons de retrou-
ver ces formules en suivant la voie indiquée plus haut. Pour cela nous
allons donner l'expression explicite de la fonction généralisée de GREEN

pour l'anneau circulaire.
L'anneau est supposé limité par deux cercles de rayons RQ et R4,

(Ro > Ri), ayant l'origine comme centre. Nous désignerons le cercle
extérieur par (Co), en nous conformant aux notations employées anté-
rieurement. Le cercle intérieur peut être une courbe (Ci) sur laquelle
on se donne les valeurs de U, ou bien une courbe (Di) sur laquelle
on se donne V.

Nous allons examiner successivement les deux cas.
Dans le premier cas on a affaire au problème ordinaire de

DIRIGHLET. D'après les résultats de la page 31, pour que la fonction
F(z) = U-hiV, correspondant aux données U = <£ô(s) sur (Co),
sur (Ci), soit uniforme, il faut et il suffit qu'on ait

(77) f7o(s) 4>Q(S) ds + j "]JCi(s) ^ i ( s ) d s = °»

(co) (ci)

où {|Jto(s), 1M(S)} est une solution effective du système

«0, sur
(co) (Ci)

i(a)^siudo = 0, surJ
(c0) (ci)

(21) H. VILLAT, Acta Mathematica, 40, 1916, p. 101 — 178.
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En tenant compte de la symétrie de la figure, on constate aisément
qu'on a:

CQ et C[ étant des constantes reliées par la relation Ro Co+ R* Ci=0.
En effet, on a les formules:

(c0) (c0)

à Fintérieur de (Co),

cos ^01 , d , o Ri f 1 ,j
<Ci) (Ci)

à l'extérieur de (Cj), en posant p = \z\ et en désignant par w</, nf les
normales à (Co) et (Ci), dirigées vers l'intérieur de ces courbes.

Par conséquent, la condition d'uniformité devient

(79 ) j ^ f ?o M <&? = ^ J <pi (s) eto.
(Co) (Ci)

C'est la condition donnée par M. H. VILLAT(22).

Construction de la fonction de GREEN ordinaire.

Posons ^ = e *Wl, o)j étant une quantité réelle, positive et
JAO

iD3 étant imaginaire pure, telle que -^ > 0; nous ferons la transformation

(80) u = ^loë± = «+iV

pour passer du plan {£) au plan (t^), l'intérieur de l'anneau correspon-
dant à l'intérieur du rectangle dont les sommets sont w=0, w=2a>j,
16=0)3, U=Q>3+2o)i. Les segments (0,2o)i) et (2a)l + ou3, co3) parcourus
dans le sens direct correspondent respectivement aux circonférences
(Co), (Ci) parcourues dans le même sens; les côtés verticaux du rec-
tangle ne sont pas considérés comme distincts.

(22) H. VILLAS, Rendiconti del Circolo Matamatico di Palermo, t. 33, 1912,
p. 146.
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La fonction de GREEN T(U \UQ) = G + IR doit vérifier les conditions

G = 0 sur (0 ,2^)

G = 0 sur (2ô)i -f- (o3 / (1)3)
1

«et se comporter au point U=UQ comme log • Considérons la fonc-
XL 1A/Q

tion —-=—— = <ï>(w). On constate facilement qu'elle est prolongeable

dans tout le plap, doublement périodique, avec les périodes 2(ÙU

Elle possède dans le parallélogramme des périodes les pôles simples
U=UQ, w —wo + 2ot>3, avec les résidus —let + 1 . On a posé Uo=a0+i$o;

^o = «o— i$o, (Po>O).
La formule de décomposition d'Hermite fournit immédiatement

<82) *(u) = — Ç (u-wo) + Ç (w —"̂ 0—20)3) + C,

les transcendantes elliptiques qui interviennent étant construites avec
les périodes 2a)! et 2(o3. On en tire, en tenant compte de la formule

<83) r(n I t̂ o) = log q ^ ~ U o ) , + Cu-2r i 3u + C',

C, Cr étant des constantes qu'on détermine aisément par les condi-
tions (81).

On trouve C = 2 T J 3 — ^ - ^ , C' = ik9 k étant un nombre réel, de
a>3

sorte que l'expression de la fonction de GREEN cherchée est

<84)

Dans le cas actuel, la formule (76) doit être remplacée par

<76')

(Co) (Ci)

où G" est une constante réelle arbitraire. En passant au plan (u) et
^n tenant compte de l'expression explicite de la fonction de GREEN,

(23) La fonction de GREEN pour l'anneau circulaire a été donnée par
M. E. GOURSAT, Cours d'Anylalyse, t. 111, p. 241. (4e édition).
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on obtient facilement

^ J [ ^ J da
(85) o

avec ^o(a)--=^o(s), <£i(a)
En tenant compte des formules

et de la condition d'uniformité (79), on arrive à la formule définitive

(se)
(c8)

(Cl)

Cette formule a été donnée par M. HENRI VILLAT (24), qui Ta
déduite par un passage à la limite. D'autres démonstrations et exten-
sions en ont été données par U. DINI (25), MM. H. VILLAT (26) et B-
DtMTCHENKO (2 7) .

Nous allons maintenant examiner le cas où le cercle limitant
intérieurement Panneau est une courbe (D4), sur laquelle on connaît
les valeurs ^(s) de V ; nous supposons toujours que sur le cercle exté-
rieur (Co) on se donne la suite de valeurs <£o(s) qu'y prend U.

D'après le théorème général d'existence, le problème admet une
solution et une seule. Elle est uniforme.

Construction de la fonction de GREEN généralisée.
La fonction de GREEN généralisée T(z\z0) doit satisfaire aux

conditions
G = 0 sur (Co),

H = 0 sur (D,),

et se comporter au point z — z0 comme logZ—ZQ

(24) Bendiconti di Palermo t. 33, 1912, p. 134—174.
(25) Bendiconti di Palermo t. 36, 1913, p. 1—29.
(26) Annales de VEcole Normale Supérieure, 3 e série, t. XXXV111, 192 l r

p. 183—227.
(27) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 9e série, t. lO r

1931, p. 201-211.
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Considérons comme précédemment le rectangle, du plaa u, qui

correspond à Panneau considéré, et posons ®(u) = \.e U^ en dé-

signant par T(u\ioo) la transformée de T(z\z0) par la formule (80),
La fonction $(u) est proJongeable, par le principe de symétrie

de SCHWARZ, dans tout le plan. Elle est doublement périodique, avec
les périodes 2 ^ , 4w3, ayant dans le parallélogramme des périodes les
pôles simples u=u0, u=u0, M=MO+2(O 3 , U^UQ— 2CI>3 J(mod2tó1,
avec les résidus — 1, + 1, — 1, 4- 1.

Cela posé, la formule d'HERMiTE nous donne

$(u) = — Ç(w—u0 12o)i , 4o)3) + Ç(w—u012a)!, 4o)3)

— Ç(w—Mo—2o)312(0!, 4o)3) + Ç(u—^o—2o)31 2o)t

Bien que des formules classiques nous permettent de passer à
des fonctions elliptiques construites avec les périodes 2&11 2co3 nous
garderons les périodes 2a)i, 4o)3, pour simplifier les calculs, en indiquant
toujours dans les formules les périodes adoptées. Posons

7)3' = 7]s(2œt, 4o)3).

En tenant compte des formules

Ç(u—u0—2(Û3 12o)i , 4o>3) = ç3(u—u012(Di 4 ) '

Ç(u—uo +2(1)3 12(0! , 4o)3) « Ç3(u—WOI2Û>I ,

on obtient

, 0 ( 1 1 - u0 l2(Qi, 4Q)3)O&(U—UD 12(0! ,4
îo L

Q{U—UO 12d)j, 4(o3)o^u—uo 12(0,, 4w3)

C et Cr étant des constantes à déterminer de façon que les conditions
(87) soient vérifiées. On voit facilement que la première de ces con-
ditions exige que C et G' soient imaginaires pures ; pour vérifier la
seconde condition, plaçons le point u sur le segment (CD3 , 2o)j 4-o)3), ce
qui revient à poser tt = a-fa>3, (0 :< a < 2a)4). En vertu des formules

o(a-ITo + (o3 12(ob 4a>3) = /3(a~M°~W3)a(2(o31 2Û), , 4co3). o3(a-i^-co3 | 2(0,, 4co3),

- / / a ^ 0 - ^ ^ ^ o(a.u0-a)3 |2(oh 4co3),

on trouve

o(a-w0+
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La condition H = 0 sur (D^ entraîne C = 2TJ'3, puisque la quan-
tité qui figure dans le crochet est toujours positive ; d'autre part, on
doit avoir C = 2/arc, k étant un nombre entier qui dépend de la déter-
mination choisie pour le logarithme. En choisissant convenablement
cette détermination, on peut prendre k = 0 de sorte que la fonction
généralisée de GREEN est __

-<88) T(ulu0) = log
a(;-Uo\^U~Ul\t

a{U — U0) GZ(U—UQ)

les transcendantes ou, o$u étant construites à partir des périodes

Cela posé, la solution du problème généralisé de DIRICHLET s'ob-
tient en appliquant la formule (76). En passant au plan u, on trouve
facilement

—

u

encore, par des transformations immédiates

i Cl0"1

= — *o(«) K(wo—«)-Cs (uo—«)] d«

0

1 f ?»«
1 ̂ t(a) lC(^o~a + o)3) — Ç3 (u—a + o)3)] d% .

nJ oa posé <ÊO(«) = *o(s), *i(a)=^i(s).
En repassant au plan z, on trouve en définitive

(co)

1 1̂

Ü)'3

en posant œ3=-~• , de sorte que les fonctions elliptiques sont con-

^struites avec les périodes 2ODI , 2o)'3. La formule (90) a été donnée par
M. H. VILLAT, en suivant un procédé différent, dans le Mémoire déjà
-cité (Acta Mathematica, 40, 1916, p. 130).
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15°. — Introduction d'une fonction généralisant celle de NEUMANN..

D'après le théoTème de la page 35, on peut déterminer, à une
constante près, une fonction T(z | z0) = G (*, y ; x0, y0) + i H (*, y ; x0,
vérifiant les conditions suivantes:

a) r (# | 20) 4. log (z — ZQ) est régulière en chaque point z de

b) ^ = const. sur (Co), (C<), ...y {Cp)r

c ) ^ = 0 sur (DA . . . , (Dj),

étant un point intérieur à (il).

isirSoit £0 la longueur de la courbe (Co). On peut choisir —- = —- sur (Co),,

-r- =-r- = 0 sur (Ci), . . . , (Cip). En effet, en posant

on doit avoir, d'après (59);

Çdq ÇdG ' f d l ° g v
j — ds = l -y— ds — I —^ ds = 0 ,

J du J dn J dn
IC/ 1C, 2Cy

et cette condition est bien vérifiée par le choix fait.
La fonction généralisée de NEUMANN étant déterminée à

fonction de ZQ près, choisissons-la de façon à avoir

(co)
la fonction r(£|#0) , qui vérifie (91), dépend encore d'une fonction de-
ZQ , imaginaire pure, qu'on déterminera dans la suite.

IL est facile de montrer que T(ziz0) possède une propriété de
symétrie analogue à celle trouvée pour la fonction généralisée de.
GREEN. Remarquons d'abord que les constantes cycliques de r(#|#0)
correspondact aux contours (Ci) , . . . , (Cp), (Di), . . . , (D )̂, sont nulles.
En considérant les points ZQ et zK intérieurs à (0) et les fonctions
ro=rO?Uo)j r4 = r(^U«), l'application de la formule (II) au domaine*
ip) dnnî on retranche les deux cercles (z0), (̂ t)i reliés par des coupu-
res à (Co), conduit à

t) *+Jl*f -G' t) * + x
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«en tenant compte des conditions b), c). En vertu de (91), la relation
précédente, où on fait tendre vers zéro les rayons des cercles (Zo), (z\)t
entraîne

(92) G(zUo) = 6(?oU).

Considérons maintenant la fonction H(^U0), conjuguée de G(Z\ZQ) par
rapport à z. G(z\z0) étant une fonction harmonique par rapport à
(#o> Vo\ d'après (92), il en sera de même de R(z | 20) en choisissant
convenablement la fonction de z0 qu'on peut lui ajouter. Gela étant,
considérons la fonction Hi(^U0) conjuguée de G(sU0) par rapport au
point (ooQy y0). Ea choisissant convenablement la constante (28j qu'on
peut ajouter à R{(z\zo) on aura la nouvelle relation de symétrie

(93) fl(*U0) =

de sorte que H\(z\z0) est aussi harmonique par rapport au point z.
Posons

Y(s|*0) = G(*Uo) + tHt(*l*o)-
Les relations (92) et (93) donnent :

(94) T(z 1*0) = T(*o I *).

Introduisons encore la fonction harmonique G\(z\zo% conjuguée de
P a r rapport à eo, et posons

(95) r,(* i ̂ o) = G{{z I ^0) + iH(« | fit).

Gela étant, supposons que le problème généralisé de NEUMANN admette
une solution uniforme f(z) = u + iv ; en procédant comme au no I4°f

l'application de la formule (II) conduit à la relation

Cf^du dG\ , . f.^du dGi , Cirjdv dû) , A

J \ dw rfn; J l dn dn) J \ dn dn)
k ) ^Cj 2Dk

d'où l'on tire

(96) u(*0, t / 0 ) = - ^ J ~ ^ G(z ! z0) ds± —^ H(z

en posant

co = p l u(s) ds.

°(Co)

(28) c'est une fonction du point z.
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La fonction harmonique conjuguée sera donnée par

(97) v(xQ, yo) = - £ ~ f^ Hi(z | z*) ds- ± j ^GiC* I *o) d* + const.

Les formules (98) et (97) nous donnent la formule définitive

(98) /fa)- - ^ J £ r ( * o 1 *) & - ̂ J-^rrf* | s0) ds + const,

qui résout le problème généralisé de NEUMANN lorsque les conditions
d'uniformité sont vérifiées.

REMARQUES. On aurait pu obtenir les formules donnant u{ocQ, y^9

v(œo » î/o) par une voie différente. Considérons la fonction p(z | Zo) =
=<£-H^ définie par les propriétés suivantes: a) p(z |zo)-f i log (JJ—Z0) est

régulière en chaque point z de (Q) ; b) - r -=0 sur (Co), ( C i ) , . . . , (Cp)„

-~ = 0 sur (Di), ( D 2 ) , . . . , (Dq)- D'après le théorème de la page 35,

une telle fonction existe et est déterminée à une constante près. En.
appliquant la formule (II) aux fonctions f(z)—u+iv et p(z | Zo)=<
on aboutit aisément à :

(970 v(xQ, j/oH ^dfn 4> {z | ,0) ds - ± ^ 41 (£r | £é) rfs + const,

SC; XD*

d'où on peut déduire une autre expression pour u(œo,yo). On peut
toujours ajouter à ty(z\zo) une constante additive de façon à avoir la
relation de symétrie

4* (* I ̂ o)=<K*> l )̂-

Cela posé, nous pouvons représenter la solution f(z) du problème de
NEUMANN SOUS la forme /fc)==/i(s) + /2(2)i o ù fi(*) vérifie les mêmes
conditions aux limites sur les (C;) que f(z) ^et une dérivée normale
imaginaire nulle sur les (D*), tandis que /i(^) a une dérivée normale
réelle nulle sur les (C/), sa dérivée normale imaginaire prenant les
mêmes valeurs que celle de f(z) sur les (D*).

En représentant fx(z) par la formule (98) et f^js) par celle qu'oir
déduit de (97'), on a

<98') /(,)« -è j^ r ( , o U) ds - 1 j £ p (,o | .) * + const
SC, SDA
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Lorsque le domaine (Q) est limité seulement par des contours (C/), on
est dans le cas du problème ordinaire de NEUMANN et la fonction
r (0 1 #0) se réduit à la fonction de NEUMANN. La formule (98) doit
être remplacée par

<98") / (20) -= — h— f ? r(*o I *) ds + const.

se,

16°. — Cas 'particuliers.
Nous nous proposons de donner l'expression explicite des fonctions

de NEUMANN, introduites au paragraphe précédent, pour l'anneau circu-
laire de rayons Rô, Ri, (R0>RO, et les formules résolvant les problè-
mes ordinaire et généralisé de NEUMANN.

Fonction ordinaire de NEUMANN.

Employons toujours la transformation (80) faisant passer du plan.
Z de l'anneau au plan u=a, + i$ limité par un rectangle de sommets
ü = 0 , 2ci)!, 2Ü)I+(O3, co3, et considérons la fonction

on voit facilement que W(u) doit être régulière en chaque point dtr
rectangle sauf en u=u0 où elle possède un pôle simple, avec le r é -
sidu —4; de plus sa partie imaginaire doit être égale à sur le*

Cl)!

segment (0,2toi) et à zéro sur le segment (co3, 2coi + o)3).
Par conséquent, la fonction

W{(u)= W(u) + u

a une partie imaginaire nulle sur les deux frontières, et a le point
u=uo comme pôle simple de résidu — 1. On peut satisfaire à ces con-
ditions en prenant

la transcendante X^u étant construite avec les périodes 2(D4, 2Ù)3; 1&
constante réelle C est déterminée par la condition que ^(w) ait une
partie imaginaire nulle sur le bord supérieur du rectangle. On trouve

ainsi C = ; C', indépendante de u, est assujettie à la condition
o>3

d'être réelle. En tenant compte de la relation classique

{100) ^
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on trouve

(101) W(u) = -ç(w-Wo)_ç(w--^)+ ?3l M _ ÎÎL + C/

et par conséquent

(102) r(« | «0-log f- r^ =rl+ V-f+ ( C - £)

C'est une constante, (pouvant dépendre de u0), arbitraire. Nous allons
maintenant déterminer C'(^o) de façon que la partie réelle de T(u \ UQ}
soit uniforme. La formule bien connue

(103) a(u+2tùX) = — e + 2vi {U+O}t)ou

nous permet de trouver immédiatement

(104) C'(«o) = - ^ - («o+ W)=- ^ a0

quantité qui est bien réelle et ne dépend pas de u.
La fonction de NEUMANN étant ainsi déterminée, la formule (98")

nous fournit aisément la solution du problème correspondant

1 f2w* 1 f??!
(105) fx(uQ) = ~\ #Û(°0 log o{uQ-<x)dcx.+ — J gx{x) log a3(w0-a)da

ô
(a)] da + const,

^o(a) 6t ^j(a) étant les dérivées normales de la partie réelle de A(
sur les deux bords horizontaux du rectangle. En repassant au pian
on obtient une autre formule, donnée par M. H. VILLAT,

(106) ^ ) = ±
(co)

(Ci)

(Co)

Passons maintenant à la résolution effective du problème géné-
ralisé de NEUMANN. Four nous conformer aux notations employées*
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nous désignerons maintenant le cercle intérieur, de rayon (Ri), par
<(Dj) et la suite des valeurs de la dérivée normale imaginaire par/&i(s).

Fonction généralisée de NEUMANN.

En désignant cette fonction par V{u | u0), introduisons comme
précédemment la fonction

(U) du ~9(S ld$

D'après le no 15° on voit aisément que *P(u) doit être régulière
€n chaque point du rectangle qui correspond à l'anneau (z), sauf au
point u~u0, où cette fonction présente un pôle simple, de résidu —1 :

sa partie imaginaire doit être égale à sur le bord inférieur du
0)1

rectangle, sa partie réelle doit être nulle sur le bord supérieur.
D'après le principe de symétrie et la condition d'uniformité, *F(W-]-2Ü)I)

= ^(u), il est clair que la fonction W(u) est prolongeable dans tout
le plan, doublement périodique, avec les périodes 2Ü)J , 4w3 . Elle admet
des pôles simples, congrus à u = u0, W=WO + 2Ü)3, ^=w 0 , u~uo—2D3 y

de résidus égaux respectivement à — 1 , + 1, — 1, + 1.
On a, par conséquent

¥(u) = Ç(M—W0 I 2a>!, 4u)3) + Ç(w-t/o-2o)3 | 210!, 4a>3)
(Dl

—Ç(u—u0 | 2o)j , 4O)3)-K(M—MO + 2

ou encore

—
(Oj

C! étant une constante réelle. Les fonctions elliptiques qui intervien-
nent dans cette formule et dans celles qui suivent sont toujours cons-
truites avec les périodes 2a)!, 2a/3. (<o'3 == 2co3). Posons encore
^'3=^3(2^1,2(D'3); et cherchons les valeurs que prend W(u) sur le bord
supérieur du rectangle. En posant w=a+to3, on a

= -Ç3(a-w0-co3)—Ç3(a-Htfo- <o3)+ Ç3

<îette quantité ne peut être imaginaire pure que si Pon a C=0, Ainsi,
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l'expression de la fonction de NEUMANN cherchée est

(.107) T(u | * ) - togq^-«o)93(t^_fa u + G;
„Q(U—U0) O{U—y0)

 w i

C' est une constante (pouvant dépendre de u0).
Quant 'à la fonction p{u | u0) définie à la page 47, son expres-

sion résulte aussitôt des considérations de (14°). On a :

(108) p{u I wo)=«<log — ^-^—=A + const.
a(^—uo)o3(u—^0)

Cela posé, la solution du problème généralisé de NEUMANN s'obtient
simplement à partir de la formule (98').

On a (la signification de go(&)> h\(pf) étant évidente),

. ùm t a UQ—a + — a3 u0—a— -~-1

— H~~y^i(a) log — — -j-^ da + const,

encore, en tenant compte des formules classiques

(410)

OA(WO—a + — ) = • — e 2 # — G ( Î * O — a ET )
^ 00) 3 ^

et en repassant au plan (z),

(Hl)

- ^ W } log ?30 fâlog é " Ï S s~ T3) *+const-
Extensions. Les formules (86), (90), (106) ont été étudiées par

M. H. VILLAT (loc. cit. (21)), en généralisant les résultats de P. FATOU(29)

6t. L, LICHTENSTEIN(30), lorsque les données sont sommables. Dans ce

(29) P.. FATOU, Acta Mathematica, t. 30, 1906.
\ (3o)iL. .LICHTENSTEIN, Journal de Crelle A912.
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cas, les conditions aux limites correspondantes sont vérifiées presque
partout ; de plus, si les données sont de carrés sommables, on peutr
montrer que les fonctions conjuguées existent presque partout sur l e^
frontières et sont de carres sommables. Dans le cas de la formule
(106) on prouve de même que les dérivées normales de la partie ima-
ginaire de f(z) existent presque partout sur (Go) et (Ci) et sont de
carrés sommables. *

II est presque immédiat de montrer, en tenant compte du théo-
rème classique de FISCHER-RIESZ^ qu'on a des résultats analogues pouir
la formule (111). Lorsque go(s) et h\(s) sont sommables en valeur abso-
lue, les conditions aux limites

du / x /rt .
— = go(s) sur (Co),

dv
— = Aj(s) sur

sont vérifiées presque partout. Si en outre les données sont de carrés-
sommables, u et v existent presque partout sur les deux frontières eh
sont de carrés commables.

Il en est de même pour -7- sur (Co) et de — sur (D<).

Il est facile de légitimer les résultats obtenus plus haut (5°, 6V
7°) lorsque les données sont supposées seulement bornées et intégra—
bles au sens de M. LEBESGUE. On sait, en effet, que les formules (4)>~
(8) sont valables presque partout (31). Par conséquent, à toute solution*
des systèmes (A) et (B), il correspond par l'intermédiaire des formules-
(20), (23), des fonctions analytiques F(s), f(z) vérifiant presque partout 1
les conditions aux limites (A'), (B').

CHAPITRE III.

Problèmes mixtes de Dirichlèt-Neumaim.

17°. — Considérons dans le plan z^x+iy, un domaine (12), d'uni
seul tenant, muifplement connexe, limité par une courbe extérieure-
(€Q), située entièiement à distance finie, et par les courbes intérieures
(C/), (j = l ,2 . . . . , p ) ; (D*;f ( i - l , 2 ; . . . , f r ) ; (Gx), (X~lf 2 ; . . . , m ) ^
(H^), (fi= 1, 2 , . . . , n), sans aucun point commun, ayant une courimre**
qui varie d'une façon continue.

(31) J, PRIWALOFT, loc. cit. (5),.
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Le problème que nous nous proposons maintenant de résoudre,
«€t qui généralise ceux traités dans le chapitre antérieur, est le suivant:

PROBLÈME I. — Déterminer une fonction analytique F(z)=\] + iV
régulière en chaque point intérieur à (û), uniforme ou pouvant avoir
des périodes cycliques, et vérifiant les conditions : 1<\ sa partie réelle
prend des valeurs continues données <pj(s) sur (Go), ( Q ) ; 2°. sa partie
imaginaire prend la succesion de valeurs continues <Ĵ (s) sur les con-

• tours (DiJ ; 8°. -7— prend les valeurs continues gx(s) sur les (Gx) ; 4
D. —

prend les valeurs continues fe/x(s) sur les (H^).
Bien que ce problème puisse être ramené au problème généralisé

de DIRHHLET, nous allons essayer à le résoudre en en cherchant la
solution sous forme de potentiels de simples et doubles couches et leurs
associés, de telle façon qu'on soit conduit à envisager un système d'équa-

tions intégrales auquel on puisse appliquer les théorèmes de FREDHOLM.

Posons à cet effet:

Vk(sp)

1 n f /1

'x log dz? — i > \yifi(8p)e '"log—
_ , zp—z JLJ ) . v Zp-^,
= I ^ ( G \ ) M = I J ( H M )

les |Jtj(s), Vk(s)?_Ç (s), >3̂ (s) étant des fonctions réelles de l'arc s; on
a désigné par yx, 5^ les angles que font avec 0# les tangentes posi-
tives, par rapport à (&), des courbes (G\), (H^), par G une constante
^réelle inconnue. Les intégrations sont faites dans le sens direct par
trapport à (Q).

La formule (1) équivaut aux deux suivantes

^ = 0 / c = l X^=l fi=l

(112!)
p q

2 ^ 5
y==0 k^l \ -

avec
C 0 S C P 7 rp l / \ C 0 S T ̂

ï dsP , T k = \ vk(sp) ^ dspr ) r

CU3) (r-MP)

S /»
L(SP) log — dsP , V^ = \ ^ ( s p ) log — dsP .

(GX) JM
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Wj, Tk, U\, Vfji sont les fonctions conjuguées de ces potentiels de*
doubles et simples couches. On a désigné par ? l'angle que fait le*

vectur PM avec la normale intérieure en P à Tune des courbes-
frontières.

Associons au problème (I) le problème mixte suivant.
PROBLÈME IL — Déterminer une fonction analytique Q{z)=u-\- iv ré-

gulière en chaque point intérieur de (&), uniforme ou piésentant descon-
du

stantes cycliques, par les conditions: 1° j - prend les suites de valeurs

dv
CQ(S), CI(S) sur les contours (CQ), (CJ), 2° y - prend les valeurs*

dk(s) sur les courbes (Dk); 3° u prend les valeurs <ç\(s) sur les (G\) ;
4° v prend les valeurs <]̂ (s) sur les (H^). Toutes les données sontu
supposées continues de l'arc s.

Cherchons la solution de ce problème sous la forme

®(z) - V fe O*)*"1"3 log -4r ; fep-iV Ui(sp)(ftft< log
J=OJ(Cj) /t=lJ(Dk)

(114)

ou encore, en séparant en parties réelle et imaginaire,.

p g m n
u

J 0 k = l X = l

avec

log —

(115)

r r
[ cos cp , v - / \ cos

1
 * \ ( )wl ? *k> w \ > vv> sont les fonctions conjuguées des potentiels de simples^

et doubles couches (1J5).
Cela posé, en tenant compte des formules de discontinuité de-ŝ

potentiels de doubles couches, et de celles concernant les dérivées*
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normales des potentiels de simples couches, les problèmes (I) et (II) se
traduisent, par l'intermédiaire des formules (112') et (114'), en deux
systèmes (A), (B) de p-f-Q-fm-j-w+l équations intégrales linéaires à
autant d'inconnues, dont les noyaux sont tels que les théorèmes de
FREDHOLM sont applicables. En introduisant un paramètre X, nous con-
densons ces équations en les suivantes

(A')

- * , ( * )

i 1+XdU' 1—
sur

(Co), (Q)

(Dk)

(Gx)

1+ÀdV' 1— -M«)

(B')

2 dn 2 dn

I 2 ö(n 2 ĉ n

1 + X ^t;g 1—X dv' _
2 dn ~ '

2

Ï4X

2

1—A
sur

ut = —<ç\{s)

(Co),

(Dk)

(Gx)

i?' = — ^ (s)

en désignant par U', Vz', u(, vf; Ue, Ve, ^ e , ve, les déterminations inté-
rieures et extérieures, à (Q), des fonctions U, V, u> v, définies par les
formules (112'), (114'), On voit ainsi que le problème (I) correspond
au système (A) pour A = l , tandis que (II) correspond au système
(B) pour A, = — 1.

L'étude de ces systèmes permet d'énoncer les résultats suivants :

1°. Les systèmes d'équations intégrales (A) et (B) sont associés (au
sens de la théorie des équations intégrales linéaires).

2°. Les systèmes homogènes admettent^ pour À=-f î, p-fq solutions
effectives distinctes.

Ce résultat s'obtient en s'appuyant sur le lemme qui suit:
Les seules distributions de v.asses continues auxquelles correspon-

dent des potentiels de simples couches w\, /k réguliers à Vinfini, et de&
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potentiels de doubles couches ux , v^ vérifiant le système (B'), pour
A = + 1 , sont : [Jtj (s) = 0, vk(s) = 0, Çx(s) = 0, ^(s) = 0.

En effet, en vertu de la ^formule (I) et de l'unicité du problème
de DIRÏGHLET pour des données continues sur la frontière d'un domaine
simplement connexe, on a, compte tenu de (B'),

ue = const à l'extérieur de (Co) et à l'intérieur des (Gj),
ve = const à l'intérieur des (Dk),
ue = 0 à l'intérieur des (G\),
ve = 0 à l'intérieur des (H^ ).

On en déduit, comme au no 6°, que les déterminations des
potentiels w0, w\, ux , v^, à l'extérieur de fô), sont prolongeables à
son intérieur et y sont uniformes. De plus, les fonctions (iv^—wj)—
— ^k — ̂ k)' régulières dans (Q) ont une partie réelle prenant des
valeurs constantes sur (Co), (G/), (Z = l, 2,...,p)} à dérivée normale
nulle sur les (G\) ; leur partie imaginaire prend des valeurs constantes
sur les (Dk), et a une dérivée normale nulle sur les (H,u ). On en con-
clut, en appliquant la formule (I), \io(s) = 0, JXJ (s) ^ 0> v^(s) = 0.

D'une façon analogue on constate que les fonctions (ul — ul
x) —

— i(ve — ?/), régulières dans (^), sont à parties réelles constantes sur
les (Cj), à dérivées normales réelles nulles sur les (G\), à parties
imaginaires constantes sur les (Dk), et à dérivées normales imaginaires
nulles sur les (HM). On en déduit aisément £\(s) = 0, ^ ( ^ ^ O .

3. Soient {\iQ (s), [xy (s), vp(s), %\(s)> \ \s)} (r~h — 5jP+9)
p j^. q solutions effectives de (B) pour A= + l. Le problème (I) admet
toujours une solution. Pour qu'elle soit uniforme, il faut et il suffit
que les données vérifient les p+q-Ym-Tn—l conditions obtenues en éli-
minant G du système

(116r) V cpj (s) n{rt (s) ds + V *k(s)vp (s) ds =

~2J ) f* \ ^ ^ s ~̂ Z/ ) / v ^̂
(116) )

(116") ^x(«) ds = 0 , J ftM (s) ds = 0
(GX )
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Lorsque les conditions {116') sont vérifiées, la solution est representatie
sous la forme (112).

Dans le cas contraire, elle est donnée par F(z) + f(z), f(z) étant
une fonction régulière en chaque point de (Q), à partie réelle constante
sur les contours (Co), (Gj), à dérivée normale réelle nulle sur les (Gx)t

à partie imaginaire nulle sur les (Dk) et à dérivée normale imaginaire
nulle sur les (H^). De plus, les périodes cycliques de f(z) relatives aux
contours (Gx), (H^) sont nulles.

Ce résultat s'obtient par des considérations analogues à celles dte
8° ; l'existence de f{z) peut se déduire du théorème delà page 29, (9Q).

4. Les systèmes homogènes (A) et (B) admettent, pour X = — ir

m + n + 1 solutions effectives distinctes.
Cela résulte aisément du lam ne suivant ;
Les seules distributions de masses continues auxquelles correspon-

dent des potentiels dz simples couches w\, tk , réguliers à Vinfini, à
Vexception de w0, et des potentiels de doubles couches u\ , v^ vérifiant
le système (B') pour A = — 1 , sont {|x0 (s) = p ( s ) , p,j(s) = O, Vk(s)==sO

%\(s)=ch ^ C 5 ) ^ ^ } , où p(s) représente une densité de simple couche
étalée sur (Co) telle que le potentiel wó correspondant soit nul à l'intérieur
de (Co) ; les cx et d^ sont dis constantes réelles arbitraires.

En effet, le système (B') donne, (X =—1),

vi = const sur (Co), (Cj )
U* = const sur fDk)
ul = 0 sur (Gx )
v*=0 sur (HM).

En tenant compte de l'unicité du problème généralisé de DIRICHLET

(8°), on voit que u{ +iv( doit être identiquement nulle, puisque uni-
forme. Par conséquent, les déterminations intérieures à (&) des poten-
tiels de simples couches et doubles couches sont prolongeâmes
dans tout le plan et partout régulières. On en déduit aussitôt le
résultat énoncé plus haut.

Signalons encore le lemme suivant :
Les seules distributions de masses continues ft(s), Vk(s), £\(s)>

yĵ  (s), telles que les potentiels correspondants vérifient le système (A;)^
pour X=—1, les potentiels de simples couches étant réguliers à l'infim9

sont w ( « ) « c (? = ( U , . . . , p ) , vk(s) = 0, Çx(s)=O, ^ ( * ) = 0 ,
c désignant une constante réelle arbitraire.

5. Soient w(s) = c, vk(s)=0, Çx(«)~0, %(s)=0 et {|i</>(*). v^fs),

Ç^(s), y](r)(s)}, (r—1, 2 , . . . , m+n\ les solutions effectives distinctes de

(A) pour X = — 1.
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Le problème II admet une solution représentée par (114) si l'on *•

(147')
p

2 v\

(117") ^ C C/ (s) fiW (•) rfS + 2 ( d*(«) vW (,) ds -2
k—l

x = t 4 = 1

ds

Pour que cette solution soit uniforme, on doit avoir en outre

(118) [Cj(s)ds=O, 0 = 1 , 2 , . . . , i > ) ;

LEMME. Le déterminant d'ordre m+ n

J(G,)

A = • • • \ l(m^
J(Gm)

(HB) (H„)

est différent de zéro.
En effet, dans le cas contraire, il y aurait des constantes réelles?*

a r , non toutes nulles, telles qu'on ait

m-\-n m-\-n

t = l , 2 , . . . , « ) .
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D'après le lemme précédent, on en déduirait

«r f-? (8) - C , 2 aF-V^ (S>= 9 '

(7 = 0 , 1 , . . . , j p ) ,

r=\ r=l

€t le système (A) homogène n'aurait que m + n solutions effectives?
pour X = — 1 .

6. — Soit g(z) la fonction vérifiant les conditions suivantes: elle-
est régulière en chaque point de (Q), à dérivée normale réelle nulle*
sur (Co), (C/); à dérivée normale imaginaire nulle sur les (D/c) ; sa
partie réelle prend des valeurs constantes gx données sur les contours
(Gx ), sa partie imaginaire prend des valeurs constantes également données
hfi sur les contours (H^); de plus, les périodes cycliques de g(z) relatives
aux contours (C/), ( i ~ l , 2 , . . . 9p) et(D*), (& = 1, 2 , . . . , q) sont nulles; la
somme des périodes cycliques de g{z) dues aux contours (HM) est
aussi nulle.

L'existence d'une telle fonction est un cas particulier d'un théor
rème énoncé à la page &0.

Prenons pour #x et h les solutions du système

ds

-M

Le déterminant A de ce système est différent de zéro, en vertik
du lemme précédent.

Le problème II admet une solution moyennant la condition
Elle est donnée par &(z)+g(z), la fonction 3>(z) correspondant aux
données c;(s\ dk(s), <px(s)~#\, tyfi(s)—hn et g(z) étant la fonction dé?
finie plus haut. Pour que cette solution soit uniforme, il faut et il
suffit que les données vérifient outre les conditions (118), les m-\-n—2f
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conditions obtenues en éliminant les constantes g et h du système

** +2 r{0
; = 0

mm n f

= 2 \ fox(s) - ^ Sr) (s) ds ~ 2 \[*̂ (s) ~fel rir) (s) ds •

CHAPITRE IV.

18°, — Nous allons nons restreindre dans la suite, en vue des
^applications que nous ferons à certaines questions d'Hydrodynamique,
à considérer des domaine (û) doublement connexes, limités par une
courbe extérieure (C) et une courbe intérieure, que nous désignerons
par (D) pour nous conformer aux notations employées dans le deuxième
chapitre.

Nous envisageons dans ce chapitre des problèmes qui générali-
sent ceux traités dans les chapitres II et III. Le premier est le suivant:

Déterminer une fonction f(z)*=u +it>, régulière dans (Q) et véri-
fiant les conditions aux limites

I ^ = Xk(s)u - C(s)t sur (C),
ctn
dv

\ cLn
XB[s)v - D(«), sur (D),

A(s), B(s), C($), D(s) étant des fonctions bornées et intégrables de l'arc
s, définies respectivement s^r les courbes (C) et (D); X est un para-
mètre.

D'après ce que nous avons vu à propos du problème généralisé
de NEUMANN, on peut poser

<xo, yo) =- ^Y~n G(z0 \ s ) d s - ^ \ g <f>(z0 \ s)ds+x

(c) % )
(120)

c e

f; H(zo J s) ds - M^ i>[z
(c) (D)

G(z0 I s)+iE(z0 | s)=r(z0 | s); <Kz0 I «)+«K«o I s) = p(*o I 8),

«représentent les valeurs des deux fonctions généralisées de NEUMANN
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lorsque le point z sur trouve sur (C) ou sur (D) ; « et /3 sont deuxc
constantes réelles.

En faisant tendre le point zo=xo+i% soit vers un point de (C),,
soit vers un point de (D), les formules (120) nous donnent les valeurs
correspondantes de M(O) et v(o). On obtient ainsi, en tenant compte
du comportement bien connu des fonctions de NEUMAKN sur les con-
tours, le système d'équations intégrales:

() (D)
(121)

v(s)= - £-\[XA(a)M(o)-C(o)]H(s,a)do-^-\ [XB(o)i(a)-D(a)]<Ks,o)do+p,
2"J(c) Z%)

auquel il convient d'adjoindre les conditions d'uniformité

[[\A{s)u(s)-C(s)]ds=O

(122)

[M*
J(c)

Supposons \ A(s) ds 41 0, \ B(s) ds 4= 0- En introduisant les expres—
J (D)

sions de u(s), v(s), tirées de (121), dans les équations (122), on obtient^
les valeurs suivantes pour a et p :

r r
A(s)G(s,a)ds

r Sic \
\\A(s)ds

(123) j ( c )

) - C ( o ) ] ^ do

J(c)
\
J(c
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D(s) ds \ B(s)H(s,o)rfs

\ lXA(o)u(o)C )̂] p d a
\\B(s)ds ^ \&(s)ds

J(D) -(D)

B(s)<Ks,o) ds

* \[XB(»)t<o)-D(o)] P- de.
' M [B(s)ds

(D)

Les valeurs tx et (3 introduites dans (121) nous donnent en défi-
nitive le système de deux équations intégrales dont la résolution nous
fera connaître les valeurs de R|/(£)] sur (C) et de lm[f(z)\ sur (D). La
fonction f(z)9 solution du problème aux limites (149), sera fournie par
une formule analogue à (76), du chapitre IL

Le point A = 0 étant une pôle simple pour la solution, il suffit
de faire la transformation

D(s) ds

(124) *(8)=U(«)+— , v(s) = V(s) + '

X \ A ( s ) rfs
J(c)

pour qu'on soit conduit à un autre système d'équations intégrales du
$ype de F*IEDHOLM.

Cela étant, démontrons les propriétés suivantes :
1. Lorsque les fonctions A(s), B(s) conservent des signes constants»

opposés, les valeurs de X pour lesquelles le problème (119) homogène,
admet des solutions effectives, [constantes fondamentales du système
(121)], sont toutes réelles.

En effet, supposons que X0 = £-{-w] soit une constante fondamen-
tale, à laquelle correspondent la solution u«w^+m 2 , v = Vi+iv2 et,
par la formule (76), les deux fonctions f\{z) = Ui + iv\, f2(z) =
holomorphes dans {&). On aurait



SUR LA DÉTERMINATION DES FONCT. HARMONIQUES 68

J sur (D),

-d'où

•'(c) *(c)
«126)

'(D) * * * * •'(D)

En retranchant ces deux relations et en tenant compte de la for-
mule (II), il reste

r

<127) n \ A(s)(u]+u\)ds --ri\ B(Ô){v\

J(c) AD)

Les deux membres de cette relation étant de signes contraires,
en vertu de l'hypothèse faite, on doit avoir r\ = 0, sinon Xo ne serait
pas constante fondamentale.

IL Sans faire aucune hypothèse sur les signes de k(s), B(s\ on
peut montrer que les constantes fondamentales du système (121) ne
peuvent pas être imaginaires pures.

En effet, les équations (125), où Ton fait $ = 0, donneraient

du2, , A L dv{ dv2
T"^ ) ds = 0, \(v4 — + i?2 -r= ) ds = 0 ,
dn y \dn * dn

\ (wi y +W2 T ) ds 0, \(v4 + i?2 rV\ du { dn y, \dn * dn
J(c) J(D)

ce qui entraînerait, en vertu de la formule (I),

êt Xo ne serait pas constante fondamentale.
III. Lorsque A(s) et B(s) conservent des signes constants, les

mêmes pour les deux fonctions, les constantes fondamentales réelles
du système (121) sont toutes du signe opposé.
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En effet, le système (IIP), rendu homogène, donne

v du
\ u — as = A
J(c) n

(128)
d£;ds=\[B{s)v2ds,

) J(D)

en ajoutant ces relations et en tenant compte de la formule (I) ort
trouve

CC i* ff C l
= 0,(129) \ \ ^ darmdy-t A V A{s)u*ds+ \ B(

) J(D)
Par conséquent, si A (s) ^ 0, B(è) ^ 0 (aucune de ces fonctions-
n'étant identiquement nulle), on doit avoir A < 0 ; si A($) ^ Qf

B(s) ^ 0, on doit avoir A > 0.
En particulier, lorsque A(s) ^ 0, B(s) ^ 0, le problème (119)

admet toujours une solution pour A= + 1 .
Il est facile de représenter cette solution au moyen d'une fonc-

tion de GREEN, dépendant du domaine (Û) et des fonctions A(s), B(s)»
Cette fonction est définie par les conditions suivantes :

a) y (z | z0) = g (z \ z0) + ih {z \ z0) est régulière dans tous les

points z de (O), sauf au point z = z0, où cette fonction se com-

porte comme log ;
z — zo

b) elle vérifie les conditions aux limites

<130) %L~k(s)g sur (C) ; £ - B (s) h sur (D).

D'après tout ce qui précède, il est clair qu'une telle fonction
existe et est unique. Cela étant, appliquons la formule fondamentale
Cil) aux deux fonctions f(z)~u*\-iv et y(z \ z0) =g +ih, après avoir
exclu le point Z~ZQ du domaine d'intégration en en retranchant un
petit cerc^ (z0) de centre Zo,

On obtient immédiatement

(C)
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et en faisant tendre le rayon du cercle (ZQ) vers zéro,

(131) u (*0 , 2 / o ) - ^ \ C(s) g (s | z0) ds - ~\ D (s) /i (s | z0) c?s.
J(c) J(D)

Dans cette formule Y (s I #b) désigne les valeurs prises par y(# | #0)
lorsque 0 se trouve sur (C) ou sur (D).

REMARQUES. Les propriétés trouvées plus haut s'expliquent aisé-
ment en observant que, en vertu des formules (92), (98), (98') et d'un
lemme fondamental du Caloul des Variations, on peut toujours choisir
les noyaux G (0 | 0O), H (0 | *0), <ƒ> (0 | zo\ ^ (0 | zo)9 de façon à avoir
les relations

En condensant ces quatre noyaux en un seul, d'après la mé-
thode de FREDHOLM, on obtient un noyau de HILBERT-LALESCO, en ce
sens qu'il est symétrique dans une portion du domaine où il est défini
et symétrique gauche dans la portion restante.

19°. — Etude d'un cas particulier (32).

Nous nous proposons de donner la solution explicite du problème
(119)? dans un cas particulier, celui où le domaine (Q) est un anneau
circulaire, limité par deux circonférences de rayons Ro et Rx f (R0>Ri),
dont le centre est choisi comme origine des axes 0#, 0y; en suppo-
sant que les fonctions A (s) et B(s) se réduisent à des constantes que
nous désignerons par Ao et Xx.

Les conditions aux limites sont donc
si nM ,

— =\ou~y(e) pour z — Roe
îe (circonférence extérieure),

(132)
— = À! v—4>0) pour z « R4eîe, (circonférence intérieure),.
CLn

0 < s < 2re,

ç(e) et <Ks) étant deux fonctions de l'angle polaire s, continues, on
d'une façon plus générale, sommables en valeur absolue au sens de
M. LEBESGUE (33).

(32) Nous avons donné la solution de ce problème, sous une forme un
peu plus générale, dans une Note des Comptes Rendus, t. 196, 1933,p. 13§3%

(33) Dans ce cas, les relations (132) seront vérifiées presque partout
sur les frontières.
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D'après les résultats du paragraphe précédent, nous savons que
le problème admet en général une solution, à moins que les para-
mètres Xó, Aj ne vérifient certaines relations caractéristiques. (Ces
relations ne sont certainement pas vérifiées pour Xo > 0, A,j > 0).
Nous les déterminerons par la méthode qui suit.

Supposons d'abord qae les fonctions cp(s), ^(e) soient dévelop-
pables en séries trigonométriques uniformément convergentes et que
le développement de f(z) en série de Laurent

<183) f{z) = ao+ipo + 2 ( « » - » " + 2 (r" + i5n) e~">

soit valable dans l'anneau, y compris les frontières ; a„, p„, y„ t 8„,
sont des nombres réels» Supposons de plus que la série qui représente
ƒ'(#) soit aussi convergente sur la frontière. Les conditions (132) se
traduisent alors aisément par les équations

cos ne+j3n sin ne) — " V wR0~~n' K*(n COS m+8„ sin we)

[ GO

a o+ ^ Rg(a„ cosk+ y m[ à'
o„ sin nej | =

et
oo oo

ï~~*(xn sin ne— $n cos ne) — ^ nRi~"n~!(—y/i sin ne+8 n cos ne)
n=i

L n==l

• ] •

I5f(an sin ne—ftn cos ne) +

oo

+ ^ R 7 n ( ~ Y « sin /ze+Sn cos ne) j = — ty (e)

II en résulte les égalités
^ iv 1 C27r , x

^ " ( A Q — nR^"1) = — V <p(e) c o s n e eus
TC Jo(134)

Jo



LA DETERMINATION DES FONCT. HARMONIQUES

- J ) - — f Ve) sin ne de

7 - 1 ) = — ( *<K

pour n = 1 , J 2 , . . . , + oo .
Supposons Ao , A, 4 0. Alors on a

Supposons de plus que les paramètres Xo, Xi ne vérifient pas les rela-
tions caractéristiques

(137) D ^ p f o

(n=4l, 2 , . . . , +oo)

alors on trouve les valeurs suivantes de ctn ,

i l'expression de f(z) en résulte aussitôt, compte tenu de (133). On a
2x 2a-

(139) (rz)-«o+ift,+-^ f o( +
0 . 0

en posant
+

n=—^oo n = — o o

et en tenant compte du fait que D(n) = D( —n). Dans les expressions
(140) on a $xclu de la sommation les termes correspondant à w = 0.

Nous allons maintenant chercher à nous débarrasser des hypo-
thèses * faites chemin faisant et à montrer que la fonction représentée
par (139) donne encore la solution du problème dans les conditions de
l'énoncé.» Pour cela étudions de plus près les noyaux No(2) et N|(z),

aainsiiqueuleurs idérivées par rapport à z.
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On peut écrire

(141) N0(z)=A0(z)+X0K0(z

(142) N,(2) = A

«n posant

|143) A0(2) = No(s | Ao=0, X1 = 0)=Ro 2 '

00

"4"

045) MW=B2 " T1! " ' ° '

C146) A t W - N ^ | Xo-0,

(W8, (
— 00

4149) AsAoRj-' + XtR-1, Q B = R J R 7 » + R - » R ; _ .

Il est manifeste que les séries définissant Ko(z), K4(z) sont
Convergentes dans la couronne (RQ > RO, limites comprises. Quanfc auK
fonctions MQ(Z)? MX(Z\ elles sont holomorphes à l'intérieur de la cou-

Ra R2

ronne f^- , YT~\ - L»es fonctions A0(z), Ai(z) présentent les mêmes-*
Viii Ko )

âiscontinuités sur b s contours que les noyaux Nc(z), N|(z): II est fa*
eue de les exprimer par des fonctions elliptiques en suivant une mé-
thode due à M. H. VILLAT (34).

Posons, comme dans les chapitres antérieurs*

Ko i*

(^} H. ViLLATj Leçons sur VHydrodynamique, (Paris, 1929), p. 1.5.
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On peut écrire

Ao(z)=Ro ZJ n (l+ç2n) VR0
J Zi

q2n

ou encore

nn=i |?=o n

Ro<?2\n f

en intervertissant Tordre de sommation, on obtient en définitive

.(150) Ab(*)=-R0log

)D'une façon analogue, ©n a

'(151) AI(*)=ÏR| log
-tf"-4 f ) . ( i -

Tenons maintenant compte de la formule bien connue (cf. TANNEBY

MOLK, Eléments de la théorie des fonctions elliptiques, XXIX, 4)

(152)

où les périodes à partir desquelles on construit o3u sont 2<o'i,

^ > O ) ; on a posé » = lOJ i

Impesons aux périodes 2(o^ , 2o/3, la condition g2=54 ? ce qu'om
ipeut toujoBFS réaliser en prenant par exemple (1/4=0)!, (i/3 = 2a)3, et posons

z z
successivement dans (152), £2=—5-, t2 = -=-• On constate immé-
diatement que les expressions ainsi obtenus ne diffèrent du numéra-
teur et du démominateur de la fraction qui figure dans la formule (150)1
qu'à des facteurs près.
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On trouve ainsi

log- gR 0

En posant de même t2=qx *' — , puis t2=q{
 2 — , daas lm

EXQ Z

même formule (152) et en comparant avec (151), on obtient

log-

Ces formules peuvent encore être transformées en tenant compte
certaines relations classiques (Tannery et Molk̂  XII, 3).

On a, en définitive

(153) Ao(z)=-
o[—•- log—

5

Les formules (141)^ (142) (153), (154) mettent complètement en
évidence le comportement des noyaux Nc(z), N\(z\ sur les contours
La fonction f(z), définie par (139), s'y comporte donc comme la fonc-
tion donnée par la formule (111) du deuxième chapitre.

Etudions maintenant le comportement de f(z) au voisinage
frontières ; il suffit pour cela d'étudier K'Q(Z), K\(£), les fonctions
Mi{z) étant holomorphes dans une couronne plus grande que celle
rayons (Ro, Ri).

On a, pour z intérieur à la couronne.

(155)

(156)

Q*
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Séparons dans ces deux expressions une partie principale et une
autre qui reste continue sur les frontières. On peut poser

(157)

(158)
avec

+ 00

(159) B0(*)=R2
n

(160) Bi(s)=R;

œ nQnD(n)

n Qn D(w)

Les fonctions BQ(Z\ B^) , sont respectivement holcnoijhes dtns les
R o, ^ - K H5- t Ri et sont continues sur les

frontières.
On voit donc, en tenant compte des valeurs de zA'0(z)1 zA\(z)f

qu'on sait calculer à partir des formules (153) et (154), que z f(z) se
comporte au voisinage des frontières comme la fonction donnée par la
formule (90) du deuxième chapitre, et dont l'étude a été faite par
M. HENRI VILLAT, II en résulte, en supposant seulement que <p(e), $(s)
soient intégrables en valeur absolue au sens de M. LEBESGUE, que

R TT- ZX2) tend vers une limite, presque partout, lorsqu'on s'approche

de la frontière extérieure par un chemin qui ne lui est pas tangent,
r z j

et de même \m — f(z)\ tend presque partout vers une limite lors-
qu'on s'approche de la frontière intérieure par un chemin non tangent.
Les formules (157), (158) permettraient aisément d'en donner les va-
leurs explicites.

De plus, les conditions (119) sont vérifiées presque partout sur
(C) et (D). En effet, un calcul facile nous donne, en tenant compte
des formules (141), (142), (157), (158), et en supposant z intérieur à
Ja couronne (Ro, Rj),

. d I" M ze-i6Y\ 4
dB I V %K Rn / J 27

y



72 CAIUS 1AC0B

par conséquent

(162) limR(if(*) + Xa/l>)) -1™ R [ ^ %

0 -> Ro e**

-en tenant compte des propriétés de l'intégrale (90) de M. H. VJLLAT.

On établirait d'une façon analogue la relation

(163) limlm [^f(*)-*,ƒ(*)] ^^

D'après les propriétés des intégrales (90) et (111), on peut aussi
affirmer, lorsque ç(e), (p(e) sont de carrés sommables, que les déri-
Tées normales de la partie réelle et de la partie imaginaire de ï(z)
existent presque partout sur les deux frontières et sont de carrés
sommables. Il est facile d'en donner les expressions explicites en te-
nant compte des formules précédentes.

Supposons de plus </>(e), ty(z) bornés. On peut alors énoncer la
proposition suivante : Si la fonction f(z), régulière dans Vanneau, y
reste plus petite en module qu'un nombre fixe, si les conditions (i!9)
smt vérifiées presque partout, si de plus D(w)=t=0, \n=S), 1, ..., +<*>],
la fonction f(z) est donnée par la formule (139).

D'une façon plus générale, on supposant </>(s), ty(e), sommables
«en valeur absolue, on peut établir l'unicité du problème considéré
dans les conditions suivantes :

Si une fonction f(z), régulière dans Vanneau^ est telle que :

a) R — f(z)+XQ f(z)\tend vers <p(e), presque partout, lorsque le point

z tend vers un point Ro &* de la circonférence extérieure suivant le
rayon,

b) lm\ ^- f'(z)— Xi f\js) I tend presque partout vers ty (e) lorsque

le point intérieur z tend vers le point R4 &* de la circonférence inté-
rieure, suivant Ja rayon,

' 2 7 T

îe, p->R0)



SUR LA DÉTERMINATION DES FONCT» HARMONIQUES

lim\

-o

<et si de plus Dfti)=J=O, (n=0, l,...+oo), fa fonction f(z) est donnée
par le formule (139).

Ces deux propositions se démontrent aisément en tenant compte
des théorèmes classiques de M. H. Lebesgue relatifs à l'interversion

des opérations limite et \ ' '*

Cas où D[n) = 0 pour n = m (m entier positif) .
Dans ce cas les conclusions précédentes tombent en défaut. Le

système d'équations intégrales correspondant au problème (132) admet
la valeur + 1 comme constante fondamentale. En etfet, les systèmes
d'équations linéaires (134), (135) nous montrent que le problème (131)"
homogène admet les solutions effectives

(164) / „ (20=(C,+iC2) R-«(Xi +mR-t
1) z*+(C|—

qu'on peut encore écrire, en vertu de D(m)=0,

(1640 9m W ^

où Ct et C2 sont deux nombres réals arbitraires.
Pour que le problème (119) non homogène admette une solution

i\ faut et il suffit qu'on ait la condition

•(165) R-^Xj + mR;1) Çie)e-im€dB+iR^(Xo—m^) f <Ke)<T-*mf<fe==0 ,
0 #o

qu'on peut encore écrire sous la forme

< (165') R^Xi-mR;1) [y(eymede+iR™(\0+ mR"1) U(e)eimede=0.

0 0
Cette condition est équivalente à deux autres, ne contenant que

des termes réels. Lorsque ces conditions est vérifiées, le problème
admet une infinité de solutions de la forme

,(166) flzWo(s) + /m(z)
(35) Des théorèmes d'unicité analogues ont été donnés par P. FÀTOU,

pour le problème ordinaire de DIRICHLET dans le cercle (Acta Mathematica U
30, 1906, p. 349) et par M. PLANCHEREL, (Bulletin des Sciences Mathémati-
ques), 1910, p. 111—114),
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en désignant par fQ(z) ce que devient la fonction définie par la for-
mule (139) lorsqu'on supprime dans la sommation les termes corres-
pondant à n= + m (36).

Remarquons, pour terminer, que lorsque A*=0, A étant la quan-
tité définie par (149), les formules précédentes se simplifient beau-
coup. Dans ce cas le problème (132) se réduit, comme on le constata
aisément, à l'intégration de l'équation

(167) ïfo ¥z + ^ - r t * ) ' (R*< 'z ' < Rô)'

où g{z) est une fonction régulière dans l'anneau, dont la partie réelle
prend les valeurs <f(s) sur la circonférence extérieure et dont la partie

R
imaginaire prend les valeurs —4 «p(e) sur la circonférence intérieure^

Cette fonction est donnée par la formule (90).

20°. — Le deuxième problème que nous considérors dans ce éha-
pitre est le suivant: déterminer une fonction f(z) = u + iv, régulière-
dans (Q) et vérifiant les conditions aux limites

P tt—C(s) sur (C),
(168) an

v = B(s) sur (D),

A(s), C(s), B(s), étant des fonctions bornées et intégrables de l'arc s7

défiuies respectivement sur les courbes (C) et (D) ; on suppose

) A(s) ds 4= 0 ; ^ est un paramètre.
•(c)

D'après les résultats du chapitre III, convenablement modifiés
pour qu'on puisse les appliquer au cas particulier du domaine double-
ment connexe, on sait qu'il existe une fonction de GREEN, définie à
une constante réelle près, T(z | $0) = G(œ, y ;x0, y0) + iH(#, y ; xo, yo)>

qui se comporte au point z=zQ comme log—— et qui en outre véri-
z z0

fie les conditions

(36) Lorsque A0 = 0, on doit avoir \ ç(g) ^ s = 0 ; de même si A ^ O

on doit avoir \ ^(£)^8=0. La solution du problème est déterminée res-
'0

peetivement à une constante réelle ou imaginaire près.
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{{ — = — sur (C), l désignant la longueur de cette couribe»dn l

« H = 0 sur D.

En choisissant convenablement la constante réelle, (fonction de*
£o), qu'on peut ajouter à G(x, y; x^ , i/0), on peut se ramener à une-
autre fonction de GREEN qui satisfasse à une relation de symétrie. En
généra], on peut poser

(170) G(z I z0) =

avec

(171) (^>(*

(172) \
J(c)

Cela posé, il est facile de constater que la partie réelle ete la
fonction f(z)—u+ivf régulière en (0), solution du problème aux limites

•T- = cj^s) suran (C), avec \ c0 (s) ds = O
l J j

(c)
(173)

v = b(s) snv (D),

est donnée par la formule

(174) u( ^ ^

J(C) J(D)
où a est une constante réelle.

Il s'ensuit que la résolution du problème (168) se ramène à
de l'équation intégrale

(175) « ( s ) - - ^ \ [ÀA(oMa)-C(o)]G(o, s)do- ±[ B ( a ) ^ ( O v

J(c) J(D)
on doit déterminer la constante a de façon à avoir

(176) J [XA(S)M(S)—C(S)] ds=0.

(c)

On trouve, en introduisant dans (176) la valeur de u(s) donnée par (175)?
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[XA(o)u(0)..C(o)l Cc)

(c)

) )Hs)ds
(c)

En tenaiït compte de l a valeur de ĉ, et en faisant le change-
ment d'inconnue

^C (5) ds

(178) A$) — ü(s) + -y^ '

on arrive à uoe équation intégrale en U(s), du type de FREDHOLM. En
faisant le même calcul en sens inverse, on s'assure qu'à toute solution
de cette équation correspond celle d'un problème (168), où Ton sup-
poserait \c(s)ds~0+

(0

Nous écrirons cette équation sous la forme

(179) U(«) = - 5
(c)

en posant

(180) f(s) - - ^ B (0) ̂ ( 0 ) S ) , 0 _ J_(C ( )
(D) (C)(D) (C) \A<a) ds

J(c)

(
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et

(181) K(o,a) = G(c

J(c)

On peut toujours choisir la valeur de fe(s), fonction arbitraire qu'ont
peut ajouter à G(o,s), de façon que le noyau K(o,s) soit symétrique».
Il suffit de prendre

Le noyau

(183)

K(o,s)

K(o,

est alors

s) = G<*>(o3

°i

de

s) 4

la

• h{

forme

3

A(s)^(s)d9
(c)

A(s) ds
(c)

Ce noyau est „positif". Ea effet, ses constantes fondamentales, toutes
réelles en vertu de la symétrie du noyau, sont positives. On peut l'éta--
blir en faisant correspondre à chaque solution fondamentale de l'équa-
tion homogène

(179')
'"(e)

une solution du problème aux limites

du /riv
-7—«=—AU sur v̂ »)>

(184)
v=0 sur (D>

Par suite des hypothèses faites sur les contours, •-=- existe

(D) et y est continu. La formule (I) nous donne aussitôt

u^ds =
(c) (G)

ce qui prouve que les constantes fondamentales sont toutes positives*.
Il s'ensuit que le noyau — A(o) K(o5s) de l'équation (479) est um
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noyau auquel on peut étendre les propriétés les plus importantes des
noyaux symétriques. Ainsi, a) toutes ses valeurs singulières sont réelles,
b) ce sont des pôles simples de la résolvante. On pourrait aussi mon-
trer, en se servant toujours de la formule (I), que, lorsque A(s) con-
serve un signe constant, les constantes fondamentales sont toutes du
signe opposé.

Enfin, toutes les fois que X n'est pas constante fondamentale, il
existe une fonction de GREEN, y (z \ zo)=g(z \ zo) + ih(z | z0), telle que
l'on ait

£ sur (C),
(185)

ft=0 sur (D).,

la fonction y (z \ z0) étant régulière en chaque point <le (û), sauf

en z~z0 où elle se comporte comme log—- . La partie réelle de cette

fonction jouit de la propriété de symétrie

(186) g(z\zo)=g(*o\z).
21°e Gas particulier.
Supposons que le domaine (Q) soit un anneau circulaire. Il est

facile de donner la solution explicite du problème (168) lorsque A ($)
se réduit une constante, A(s)=L On a alors les conditions

i
l —=Àw-<£(s) £=Roe*s

avec un léger changement de notations.
iPar un procédé déjà employé, on trouve l'expression suivante

de la solution

<188) f{£)--=

avec

(189)
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«191) (î(n)=RSR-1"(X+nR<;O + R-»R»(X -nR^1), [ d(n) = d(-n)

L'étude des noyaux Ko(£), K ^ ) au voisinage des frontières per-
mettrait de légitimer a posteriori les formules ainsi obtenues. Remar-
quons que, d'après (191) les constantes fondamentales du problème (37>
sont

•<192) x« - - k w S S ? < ° <»=* 2 )
II leur correspond les fonctions fondamentales

/ino\ (0 1 (2) 1
( 193) un VF- c o s n s i u n — i?-

|/TC yn

En effet, il est facile de constater que le problème (187) homo-
gène, admet pour \=Xn les solutions effectives

(194) ƒ„(*) = (d+iCaîRrV + ^ - iCaJRÎ r» (n = 1, 2,...)

€j et C2 étant deux nombres réels arbitraires. Pour que le problème
non homogène admette des solutions pour X=An il faut et il suffit que
les fonctions <£(s), <J>(e) vérifient la condition

(195)

i équivaut à deux conditions réelles.

22°. — Etude de eertainsjproblèmes non linéaires.
Nous supposerons dans la suite que les frontières de (û) sont

formées par des arcs analytiques ; s'il n'en était pas ainsi, on pourrait
toujours se ramener à un tel domaine par une représentation con-
forme. Nous continuerons à désigner la frontière extérieure de ce do-
maine par (C), la frontière intérieure par (D). Cela étant, considérons
le problème ci-dessous :

Etant donnée une fonction réelle g (u ; A), analytique par rapport
à u et X , pour — °o < u < oo , k appartenant à un intervalle
fermé 8 de l'axe réel, et telle que g(u ; A) soit bornée pour | u \ borné,
chercher s'il existe une fonction analytique f(z) = uJriv, régulière dans
ifi)9 continue sur (C), à partie imaginaire continue sur (D), qui vérifie

(37) en excluant la valeur A,=0.
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les conditions aux limites

l — s= A(s) q(u(s) ; A) — C(s) sur (C),
<196) j

B(«) sur (D),

où A(s), C(s), B(s) sont des fonctions continues définies respectivement
sur (C) et (D).

Les méthodes employées plus haut nous permettent de ramener
l'étude de ce problème à celle d'une équation intégrale non linéaire-
du type de M. SCHMIDT. En effet, d'après la formule (174), les valeurs-
de u sur (C) doivent satisfaire à l'équation intégrale

(197) <«) = - ^ \ { A ^ ^ ^ ^

J(C) J(D)

où a est une constante qu'on doit déterminer de façon à avoir

(198) V {A(s)g(u(s) ; *)-C(s)} ds~O.

J(c)
G{z | ^o) +iH(z | z0) désigne une des fonctions de NEUMAKN définies précé—
demment (20°).

Réciproquement, à toute solution u{s> A), a = a(A), des équations
(197), (198), il correspond une solution du problème (196).

On peut ramener la résolution des équations (197), (198) à celles
d'une seule équation. Posons

(o,s) étant la fonction symétrique de NEUMANN ; h(s) doit être assu-
jettie à la seule condition

(199) \ h(s)dsd^0.
(c)

Cela posé, les équations (197) et (198) entraînent, comme il est aisé de-
le constater,

(200) a = y { u{s)ds
(c)

Réciproquement, l'équation (197) où on introduit la valeur précédente
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de a, entraîne (200), en vertu de (199). Ainsi, la résolution du pro-
blème se ramène à celle d'une seule équation du type de SCHMIDT.

Prenons au contraire h(s) = 0. Montrons que toute solution de
l'équation (197) correspondante, où on donne à a la valeur (200), con-
duit en général à une solution du problème aux limites

(201) ^ = A(s) g (u I (s) ; X) — C(s)+const sur (C),

v=B(a) sur (D),

la constante qui figure ^ans la première équation n'étant pas nulle*
Soit en effet u(s) une solution des systèmes (197), (200); posons,

(202) U(ab,tfo)=-^{A(o) 0(«(°)î *) - C(o)} <T>(o *o) do - 1 J B ( O ) ^ | ( O ,

(c) K
 (D)

+ W u(s)ds ;
(c)

est une fonction harmonique régulière de (a?o?!/o) à l'intérieur

de (Q) puisque G^(o,0o), -j- (o , zQ) le sont. D'après les équations

(197), (200), les valeurs U(s) de U(%, î/o) sur (C) coïncident avec ti(s).
D'autre part, on a aussi, d'après (174',

(203) U(%,yo) — - ^ ^

\c) fc(D) "(C)

en désignant par V(o) les vale ars que prend la fonction conjuguée
V(̂ o?2/o) sur (D). Dans cette formule on pourrait d'ailleurs rempla-
cer Gn(a, ZQ) par G^^o, zQ) + h{zQ), à cause de la condition d'uni-
formité

(204)
(c)

Les équations (202), (203) nous donnent

(205)

Cette relation entraîne V(o) = B(o), -— =A(o)g(U(o),X)—C(o)+const.
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En effet, en posant K 0 )^-^ [A(o)jf(ü(o),A)~C(o)|, on peut tou-

jours déterminer la constante &\ de façon à avoir

\
(o)

La relation (205) peut encore s'écrire sous la forme

<205') - ^$[*(o) - «i]GW(a,za)(io-iJ[V(o)-B(o)]-^- (o, z0) da = 0 ;
*(c) (D)

<elle montre que la fonction /o(^)=uo+ivo, holomorphe dans (&), qui
vérifie les conditions aux limites

w = ~ w ~[A(o) ̂ U W ' X ) - C ^ -ai sur (c>-
»o-V(o)-B(o) sur (D),

l

se réduit à une constante réelle.
Les conditions aux limites (201) sont donc bien vérifiées; la

constante qui figure dans le deuxième membre de la première équa-
tion a une valeur déterminée.

Ainsi, lorsqu'on prend comme noyau de l'équation (197) la fonc-
tion symétrique G i*> (o,s), il n'y a pas, en général, équivalence entre
les équations (198) et (200).

Nous allons maintenant faire quelques hypothèses supplémen-
taires de façon à pouvoir appliquer à l'équation intégrale du problème

(206) u(«H - i^ ^ f | \\
(c) (D) (C)

où

G (a, s) = G(*>(a,s) + h {s) , \ h(s) ds^O,
j(c)

quelques importants théorèmes d'existence dûs à M. JEA.N LERAY. (3S)
Ces théorèmes concernent les équations intégrales non linéaires dé-
pendant d'un paramètre A pour lesquelles les hypothèses suivantes
sont vérifiées :

(38) JEAN LERAY, Etude de diverses équations intégrales non linéaires
êt de quelques problèmes que pose l'Hydrodynamique, Journal de Mathéma-

Mques, 1933, 90 série, t. XII, p. 1—82 (notamment p. 1 — 20).
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A apartient à S, 8 étant un intervalle borné,
j (Hi) l'équation est du type de SGHMIDT au voisinage de chacii-
j ne de ses Mutions,

ÎM) l * ^ SeS s o l u t i o n s s o n t bornées dans leur ensemble,
* ' • (H3) elles possèdent une égale continuité,

(H4) toute fonction limite d'une infinité d'entre elles est solu-
tion de l'équation.

• Les conclusions de M. LERAY sont :
S est divisé en intervalles partiels à l'intérieur desquels l&
nombre <3es solutions usuelles de l'équation est fini et cou-

(C) stant ; la parité du nombre des solutions usuelles est la
même dans tous les intervalles partiels dont l'ensemble cou-

{ ^stitue S.
! Si le nombre des solutions usuelles est impair, l'équation in-

(C) { tégrale admet au moins une solution quelle que soit la posi-
| tion de X sur 8 ou sur sa frontière.
11 est clair que dans le cas actuel l'équation (206) vérifie les

-conditions (Ht)? (H4
V, quant à (H3), on le déduira sans peine une fois

(H2) établi.
I. Supposons que la fonction analytique g(u), définie pour

— o o < ^ < + o o , bornée pour \u\ borné, soit telle que limg(u) = + <&*

lim g{u) = — oo; supposons de plus g\u)>0. Cela étant, considérons le

problème aux limites (196) en posant g(u,X)=\g(u)-\-(l—k)u; on choi-
sit comme ~5 l'intervalle fermé (0,1) et on impose à la fonction A(s) la
condition A(s) > a > 0. _

II est clair qu'on a aussi, pour A situé dans S, g' (u, A) > 0 ,
lim g(ut X) = + <x>, limg(uf A,)=- — oo.

!4->-(-00 W->— oo

Si le jorohlème {196) admet une solution, elle est unique. EH:
effet, soient f\(z)=u\+iv\, f2(z)-=v^+iv2 deux solutions du problème.
Posons F(z)=e\J+iV=fi(z)—f2{z). La fonction Y(z) est régulière dans
(0), continue sur (C), à partie imaginaire continue sur (D), où V=o .

Par conséquent -7— existe sur (D) et y est continu. La fonction Ffc)

vérifie ks conditions aux limites

^ L = A(*) \g(uu X) -g(u2, A)] = A ^ ' ( ü , X)ü sur (C),
an __

(u-U2 + Q(Ui — U2))-
(0<d<\)

(D).
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On en déduit, en appliquant la formule (I),

ik dS " \A(S) üïf/f(^>X) cU ̂  ~n J(c)
©e qui entraîne U = const = 0, V=0.

Montrons maintenant que le problème admet effectivement une*
solution. Ce problème étant équivalent à la résolution de l'équation.
(206), il suffit, pour appliquer la méthode de M. LERAY, de montrer-
que (H2) est vérifié.

Soit /o(^)=Wo-j-it;o la solution du problème aux limites

UQ = 0 sur (C),
v0 = B(s) sur (D),

qu'on sait résoudre (20°). Posons ensuite F(z)~\JJtiV=w+iv—(uo + ifo).
La fonction F(z) a une partie imaginaire nulle sur la courbe analyti-
que (D); elle est régulière au voisinage de (D) et continue sur cette*
courbe, donc prolongeable à travers. Il en résulte aisément que U ne-
peut avoir de maximum ni de minimum isolé sur (D). Son maximum
et minimum doivent être atteints sur (G) et sont égaux à ceux de^
M sur (C).

Soit s=S\ le point où U atteint son maximum. On doit avoir ent
ce point

) ( f l
d't)ù

cw

Désignons par a^X) la racine de l'équation

h X) = max \ dn_ \ sur (C)V
\ A (s) |,

^et soit ai son maximum sur b. D'après les hypothèses faites sur g(u)^
toute solution du problème aux limites, (pour 0 ^ A < 1\ est telle-

ait _ __
u(s)^iai (at 6ste évidemment un nombre fini).

Soit, de même, s=s2 lô point où U atteint son minimum. On^
ît avoir en ce point

_ £ existe et est continu sur (C), % étant prolongeable à, travers.
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Soit a2 le minimum de a2(X), en définissant oc2(A) comme racine de
Féquation

1 )

X) = min{ dn^ s u r (Q),

i A (s)
On a une nouvelle limitation de u{s), à savoir

<*2<u (s)

est manifestement fini.
Les conclusions (C) sont donc valables. D'autre part, pour X=Û,

problème en question se réduit au suivant

sur (C),

v = B(s) sur (D),

' et nous avons vu précédemment (20Q) qu'il admet toujours une solu-
tion et une seule. Le problème considéré admet donc une solution eC

îune seule quel que soit X dans l'intervalle S(O^X:<1); il en est ainsi
- en particulier pour X=I.

Donc, le problème aux limites

^==A(s)g{u(s))--C(s) sur (C),

v = B(s) sur (D) ,

admet sous les hypothèses faites une solution régulière et une seule»
Exemples: g(u)=u2m+l, m étant un entier positif ou nul; d'une

façon plus générale on peut prendre pour g (u) un polynôme à coeffi-
cients tous positifs et ne contenant que des puissances impaires de t#.

IL Supposons maintenant g(u) défini pour u>0, analytique, borné
pour u borné et vérifiant en outre les conditions suivantes: gf(u)>mQf

jim g(u)=+<x>f lim g(u)<0.

Considérons le problème aux limites

(196') |
} v = 0 sur (D),

la fonction f(z)~u + iv étant régulière dans (Q). On suppose
A{s) > a > 0, C(s) > 0.

La fonction g(u,X) = Xg(u)Jr(l—\)u satisfait aux mêmes conditions
que g(u), pour 0„< w < + <x>, 0 < X < 1.
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Considérons les conditions aux limites plus générales*

A)x-C(s) sur(C),

v = 0 sur (D))

La fonction tt(x,y) doit prendre son maximum et son minimunv
sur la couibe (G). En procédant comme auparavant, on trouve les*
limitations _

0 <C a2 < u < <x.\

en posant ai = maxa^X), a2 = min a2(A); les fonctions a4(À) et
étant définies par les conditions

lC(s)\
A)=min jÂi) |

On en déduit comme précédemment que le problème admet an?
moins une solution. Il n'en a qu'une de vertu de gf(u, A)>0. En fai*-
^ant X = l, on voit qu'il en est de même du problème (196').

Exemples: g(u)~u2m,m étant un entier positif, ou encore g(u)=^
polynôme en w2, à coefficients positifs et à terme constant négatif

ou nul.
Nous avons supposé dans ce qui précède que g{u,X) était analy*-

tique par rapport à M et à A., de sorte que l'équation (206)i soit du
type de SCHMIDT. D'une façon plus générale on pourrait supposer g(u,\)
continue par rapport à (u, A). L'équation (206) serait d?un type con-̂
sidéré par MM. J. LERAT et J. SCHAUDER dans un Mémoire récent (4°)̂ .
En supposant que la fonction continue g{u.\) = ty{u) - j- (1— k)u ait le
même comportement pour w=+co, ^ = 0, que celui indiqué précédem-
ment (i, ou II) et de plus qu'on ait g(\J-\~u) — g{u) = p(U)= sgn\5>
on établirait aisément l'existence et l'unicité de la solution du problème*

mxx limites

= M*)g(*MC(8)< sur

B(s) ou v^O sur (D) .

23° Introduisons la fonctions de GrEEN $(Z\ZQ)

définie par les propriétés ci-dessous

a) p (z | z0) + i log —— est régulière. <fey? (a) ,>
Z ZQ

(40) JEAN LIRAY et JULES SCHAUDER, Topologie et équations fonction-
nelles, Annales de V$£üle Normale 5e série, t, LI, 1934 p. 45—78, (
mment p. 64i)'.
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b) ^ = 0 sur (C), <H0sur (D).

L'existence de cette fonction est une conséquence des résultats
établis dans le chapitre III. p(z\z0) est définie à une fonction réelle
de Oo, Do) près.

Cela étant, la fonction v{x0, y0) conjuguée de la fonction har-
monique U(XQ% y0) donnée par la formule (174) comme solution du
problème (173), s'exprime par

(207) v(x0, Vo) = ̂ \ €0(8) Hs I zo)ds+ ^ \ b (s) ^ (s | z0) ds.

J(c) J(D)
Signalons aussi la relation de symétrie

<l>(z | zQ) = <\>(z01 z ) .

Nous allons maintenant considérer un problème aux limites qui
généralise ceux traités dans le présent paragraphe, et que pose la théo-
rie des mouvements liquides glissants dans un canal où se trouve placé
un obstacle solide donné.

On peut l'énoncer ainsi : trouver une fonction analytique f(z) =
= u + ivf régulière dans (Q) et qui vérifie les conditions aux limites'

an s u r

v = B(s) (D),

gr(«, v, S | A) étant une fonction analytique par rapport à u, v et X pour
— o o < i £ < + o o , — °° < v < + °°) le paramètre X étant
situé sur un intervalle fermé 8 de Taxe réel.

D'après les formules (174) et (207), on est conduit à rattacher la
résolution de ce problème à celle du système de deux équations
intégrales :

( ti(s) = - ^ f f l f M o ^ o ) , o | À]G(a,s)eio- ^ J B ( O ) ^ (o, s) do +

(c) (D)

+ f i M 0)
208 , .

(c)

(C) (D)

en désignant par u{s)+iv(s) les valeurs de f(z) = u+iv sur (C).
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Réciproquement, à toute solution de ce système correspond une
solution du problème aux limites considéré, en supposant G(o, s) =

= G(*>(o, *)+/t(s), (h{s)ds =|= 0 .

(c)
En effet, la première équation nous donne

(209) (Vlw(oMo), a | A] do « 0.

(c)
Alors, les fonctions

, î/o) = ~ fjrÏM,»,o I A]G(o I z0)do- ^ f B(o) ^ (o

(c) (D)

(210) +
(c)

(c) (D)

sont harmonique par rapport à (xOt yQ) et sont conjuguées. En dési-
gnant par U(s), V(s), leurs valeurs sur (C), le système (207) nous donne
U(s)=^(s), Y(s) = v(s). D*autre part, en raison des formules (174), (207)»
on a aussi

0=" i J E " *(u'v> ° ' x)]G(o 'Zo)do' i | [ v ( o ) " B ( o ) 1 S ( 0 'Zo) da

(c) (D)

0 = E" j [ S ' MU' V' ° ' X)]^(° ' ̂ o)^+^-j[V(o)-B(o)] ̂ (a | zo) do.
(c) (D)

Les formules précédentes montrent que la fonction fo(z), régulière
dans (Q), qui vérifie les conditions aux limites

\ Uo = V(s) —B(s) sur (D),

se réduit à une constante réelle.
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Lorsque h(s) ds = 0, on ne peut conclure (209) ; on devra

(c)
donc remplacer dans les formules (210), G(o \z0) par G^(o|z0). Pour
la même raison, la fonction de (x0 , y,) qu'on peut ajouter à <f>(s\z0) doit
être choisie de telle façon que cette fonction soit harmonique. On pour-
rait alors montrer qu'à toute solution du système (208), avec ce choix
spécial des noyaux, correspond une solution du problème aux limites

j^==. g(u, v, s | A) + const (C),

sur
v = B(5) (D),

la constante qui figure dans la première équation ayant une valeur
bien déterminée.

Les équations (208) sont encore du type considéré par M. Le-
ray; donc toutes les fois qu'on aura établi (H2), les conclusions (C)
seront valables.

D'une façon plus générale on pourrait supposer que
g(u, v, s\X) soit seulement continu par rapport à s, u, v, et unifor-
mément continu par rapport à Apour j u |, | v | bornés. Les équa-
tions (208) relèvent alors de la méthode de Leray—Schauder et
toutes les fois qu'on saura donner une limitation a priori de |u | ,
| v | indépendante de A, elles admettront au moins une solution
pour A situé sur S, pourvu que la somme des indices des solutions
pour A = Ao soit non nulle, (Ao e S).

D'une façon analogue, on pourrait généraliser les résultats du
paragraphe 18°, en cherchant à déterminer une fonction holomor-
phe, f (z) = u -f iv, par les conditions aux limites

In = 9 ^ V' S ' X>> SUr ^ '

I - ^ « h (u, v, s I A) sur (D),
l an

Ce problème, qu'on rencontre dans la théorie des mouvements
des liquides pesants, se ramène à la résolution dun système de quatre
équations intégrales du type déjà considéré.

Nous étudierons dans le chapitre suivant l'existence des solutions
de quelques problèmes de cette nature. Contentons-nous ici d'indiquer
deux théorèmes d'unicité locale que nous utiliserons plus tard.
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S'il existe une solution, régulière dans (ty, du problème auo&
limites

[uf v, s) — C(s) sur (C),

sur (D) ,

telle que g'uHs),v(s),s}>gQ>O, j < O et si on supposer

de plus A(s)>0, il n'existe pas de solution infiniment voisine.
En effet, supposons que le contraire ait lieu; désignons par

Sf=8u+iSv l'accroissement que subit f(z)=u-\-iv lorsqu'on passe à la
solution infiniment voisine.

On aurait

sur (C),

Si;=O sur (D);

la première de ces équations nous donne; en vertu des hypothèses
faites

dn ~~
(c) (c)

D'autre part, d'après la formule fondamentale (I), on a

fa d8uJ _!_ f#'v al du -r— è + ^- Su

8u^ds<0.

(c)
II en résulte

l V 5v - j - ds= 7T (Si;)23- V d$>0 .Jg u dn 2 J v ' ds [g'J ~
(G) (C)

Cela est en contradiction avec l'hypothèse. On en déduit, 8/ s 0 su
A (s) =|=0.

IL S'il existe une solution, holomorphe dans (Q), du problème-
limites

du
dn

dn

H 9

A(s) g(u,

B(S)M», »,

(.:

• ) - C(8)

DW

.9o> 0, j

sur

sur

(C),

(D),

.«,»,*) <0 sur
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h\ (u, v, s) > h0 > Or -r
, v, s)

> 0 sur (D), si on suppose de plus*
ds I fe'v (^, v, 5)

> 0, B(s) > 0, iZ n'existe pas de solution infiniment voisine.
En effet* en procédant comme plus haut on arrive à l'inégalité^

(C) (D)
puisque

dà dSvf * dàu , , f. dSv , ^ n

J an ) an ~"
(C) (D)

11 en résulte aussitôt 6/ = 8w -f i



DEUXIÈME PARTIE

un problème aux limites de la théorie dès s i l lages ,

24°. — On peut distinguer deux problèmes différents dans la
théor ie des mouvements discontinus, à deux dimensions, des li-
quides parfaits. Le premier , que nous appelerons, problème de
Levi-Cività(41)—Villat(i2) peut être énoncé de la façon suivante:

I. Déterminer les éléments géométriques et cinématiques du
mouvement connaissant une ou plusieurs fonctions 0 (s), intime-
ment liées à la forme des obstacles solides immergés.

Le problème a été énoncé sous cette forme pa r M. H. Villat.
M. Levi-Cività avait considéré auparavant un prob lème analogue, en
supposant donnée la représentat ion conforme du domaine l iquide
(z), limité par des parois solides et des lignes de jet inconnues, sur
un domaine connu (Z).

Ce problème a été résolu dans un grand n o m b r e de cas(43). I l
se r a m è n e à un problème de Dirichlet dans un domaine simple-
ment connexe1, ou à des problèmes généralisés de Dirichlet—Neu-
m a n n dans des domaines mult iplement connexes. Les conditions
auxquelles doivent satisfaire les fonctions données @ (s) pour que
la solution soit acceptable du point de vue physique ont été préci -
sées dans certains cas pa r MM. M. Brillouin et H. Villat.

Le deuxième problème posé pa r la théorie des mouvements
glissants est le suivant:

(41) T. LEVI-GIVITA, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t.
23, 1907.

(42) H. VILLAT, Sur la résistance des fluides (Thèse), Annales de l'Ecole
Normale 1911, p. 203.

(43) Pour la bibliographie, voir ; H. VILLAT, Aperçus théoriques sur la
résistance des fluides* (Seientia, 1920, Gauthier-Villars). U. CISOTTI, Lezzioni
di Idromeccanica pianaf 1921, (Tamburini, Milano), B. DEMTCHENKO, Prob-
lèmes mixtes harmoniques en Hydrodynamique des fluides parfaits (GAUTHIER-
VILLARS, 1934). On trouvera dans le livre de M. DEMTCHENKO une biblio-
graphie ^complète. Dans le même ouvrage, M, DEMTCHENKO a étudié le pro-
blème I, pour un domaine doublement connexe, dans des cas très étendus.
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IL Déterminer le mouvement correspondant à des parois don-
nées à L'avance, ces parois étant définies par leur équation intrin-
sèque.

Ce problème, qui n'avait été résolu que dans des cas très par-
ticuliers, revient à déterminer les lonctions (?) (s) que le problème
I suppose connues; il conduit à des problèmes aux limites, non
linéaires, analogues à ceux considérés dans le chapitre IV.

M. Quarlen(44) 0 considéré le cas d un obstacle circulaire dans
un liquide s'étendant à l'infini, et a ramené le problème à la réso-
lution d'une équation intégrale non linéaire, moyennant une rela-
tion fonctionnelle de Dini. La question a été reprise d'une façon
rigoureuse par M. A. Weinstein(45) et étudiée pour des arcs de
cercle de longueur assez petite; ensuite M. «L Leray(i6) en a donné
la solution définitive. Signalons aiiosi la résolution, par M. Wein-
stein(47) du problème des jets liquides correspondant à une paroi
polygonale, ainsi que diverses extensions(48). Enfin, tout ré-
cemment, M. Lera)T a généralisé ces résultats pour des parois cour-
bes en liquide indéfini(49).

Nous envisageons, dans la suite, le mouvement plan, perma-
nent, symétrique et discontinu, d'un liquide jaillissant d'un canal
rectiligne et heurtant un obstacle. On suppose que le canal s'étend
à l'infini en amont. Le problème I correspondant à ce mouvement
a élé traité par M. Victor Vâlcouici(50), en. employant les formules
de M. H. Villat qui résolvent les problèmes généralisés de Dirichlet
pour l'anneau circulaire.

Nous nous proposons d'indiquer quelques propriétés de la so-
lution générale du problème II correspondant au mouvement en
question. Pour cela nous allons employer une méthode qui s'inspire
de celle utilisée par M. H. Villat(51), dans le CDS limite du canal s'é-
tendant à l'infini en amont et en aval.

(44) A. QUARLERI, Bendiconti dei Lincei, 1931. p. 332.
(45) À. WEÏNSTEIN, Rendiconii dei Linceî, 1933, p. 83, t. XVII : Compo-

tes rendus, t. 196, 1933, p. 324.
(4ö) Les recherches de ht I FRAY ont été exposées par M. H. VJLLAT

dans son Cours à la Sorbonne (2-ème semestre î932-1933).
(47) A, WEINSTEIN, Mathematische Zeitschrift, t. 31, 1929, p, 424-433O

(48) K, FRIEDRICHS, Mathematische Awalen, t. 109, 1933, p. 6Q~82*_
J. LERAY et A. WEINSTEIN, Comptes rendus, t, 198, 1934, p. 430,

(49) J. LERAY, Comptes rendus, t, 1C9, 1934, p. 1282.
(50) V. VALCOVICI, Inaugural L s+irtaticn, Gottingen, 1913.
(51) H. VILLAT. Annales de VEcole Normale, 1912 ; 3-e série, t. X

p. 181.
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Choisissons deux axes Ox, Oy de sens direct, Ox étant l'axe de
symétrie de la figure, l'origine 0 coïncidant avec le point de bifur-
cation du courant.

•

— -—•—— — - — oCL

-

i

Nous appelons &?j , ö/2 les parois rectilignes du canal, (b{, Ü)2 les
•parois de l'obstacle, en contact avec le liquide en mouvement, sé-
parées par le point 0 de bifurcation. Désignons par A,, À2les lignes
de jet qui se détachent de l'obstacle aux points P1? P2 et parÀ,'4,A/2
celles qui se détachent des parois du canal, aux points Ax et A2-
Les lignes de jet sont inconnues. Nous supposons qu'elles s'éten-
dent à l'infini en aval et ont une direction asymptotique. A l'arrière

^de l'obstacle et à l'extérieur de A' ,A.'2 le liquide se trouve au repos;
-il s'ensuit que le long des lignes de jet la vitesse est constante. En
^changeant au besoin les unités, nous la supposerons égale à un,
ainsi que la densité du liquide parfait considéré. Nous supposons
de plus que l'obstacle ait une tangente continue.

Considérons le potentiel $(#, y) et la fonction de courantiK^y).
On sait(52) que le potentiel complexe f (z) ~ $ + pjr est une fonc-
tion analytique du point z = x -+• i y, et que les composantes a, v9

de la vitesse d'une particule liquide sont reliées à f (z) par la
-relation

ri f
w(z) = u—ivz=z~-ûz

^On -suppose -^-=t=0 à l'intérieur du domaine occupé par le liquide

(52) Voir par exemple, H. VILLAT, Leçons sur rHvdrodynamique., p. 5S
(fGauthier-Villars, 1929),
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en mouvement. Posons, pour nous conformer aux notations clas-
siques,

^2) tv=e*i(a , (0=9 -f- i x ;

on voit aisément que 9 représente l'inclinaison du vecteur vitesse
sur l'axe Ox, tandis que sa grandeur est donnée par V=e T .

Le domaine du plan f = <f> -f if correspondant au domaine li-
quide (z), à frontières partiellement inconnues, est donné par les
conditions

sur

( 0 2

\ f
A 2

qui résultent de la définition de la fonction de courant. La quan-
tité 2^i > 0 représente le débit à travers une section du canal. Les
points à l'infini, eîi amont et en aval, ainsi que les points ƒ—o*

-£=o, se correspondent dans la transformation z (f).

ut H *.
% >* • • t

(4)

Fig. 2.

Il est facile de constater que la transformation

/—t
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où la détermination choisie pour le logarithme est égale à in
Z=i , fait passer du domaine (ƒ) à une demi-couronne circulaire

de rayons 1 et q{> en posant q{^q=.e

"* dt

2K

= = , K ' = l - =
\

La fonction mw de JACOBI est construite avec les périodes 4K^
2iK'. La correspondance des frontières est mise en relief sur lai
figure 3.

(2)

Fig. 3.

Nous avons remplacé les trois paramètres fa , <KA*), <̂ >(Pi) dont
dépend le problème par les suivants : ^1 , *, fc, en désignant par b nik

nombre assujetti à vérifier la condition 1 < ö < -77 , k désignant le-

module des fonctions elliptiques. On a

(5)

le logarithme ayant sa détermination principale. Il serait facile de mon-
trer que la donnée des nombres ^ 1 , ^(Pi)» ^(Ai) est équivalente an

«elle de pourvu qu'on ait

Le point z^jQ qui sépare les segments correspondant à A/2 et
est donné par

(6)
ira

"2K"

Par les transformations précédentes, la fonction co se transforme?
en une fonction w(Z), régulière dans la demi-couronne et continue sur
les contours, sauf au point Z = i qui correspond au point s = 0 du pla»
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(z). Sa partie réelle 6 présente en ce point une discontinuité de pre-

mière espèce, en passant de la valeur —~- à + ~- lorsqu'on décrit la
U Ci

demi-circonférence extérieure dans le sens diiect. Sur la demi-circon-
férence intérieure on doit avoir 9 = 0; de plus, la vitesse étant égale
à 4 sur les lignes libres, on doit avoir z = 0 sur les portions de la
frontière du domaine (Z) situées sur l'axe réel. En vertu de la symétrie
du mouvement, on a de pLus 6=0 sur la portion de l'axe imaginaire
intérieure au domaine.

Considérons la fonction œo(Z) qui vérifie les conditions suivantes r
elle est régulière dans la demi-couronne; sa partie réelle Go est égale

à — ty sur w2, à -f̂ - sur &1 , à zéro sur &\ , w'2; sa partie imagi-

aaire x0 est nulle sur les portions de Taxe réel correspondant aux
lignes de jet.

On obtient aisément, par un prolongement par symétrie dans la
demi-couronne inférieure et en appliquant la formule de. M VILLAT

(Chapitre II, formule 90),

(7) «.(Z)-* log -±™ - ^ + 3 ± p log Z + g ,

où log Z a sa détermination principale. On choisit comme détermina-
tion du premier terme de l'expression précédente celle qui se réduit

iK'à - K pour Z=-f 1 ; on a posé 00̂  = K, co'3=:-^- . La fonction ou est

construite à partir des périodes 2ü/b 2o)'3,
Posons

(8) Ü)(Z)-(O0(Z)—Û(Z),

La fonction Q(z) est continue sur les contours, à partie réelle
nulle sur la demi-circonférence de rayon qu à partie imaginaire nulle
sur les portions - l < X < - Q i , Q i < X < + 1 de l'axe réel. De plus, on
a % = o sur X=o, < 2 I < Y < 1 .

En supposant conaues les valeurs O(s) de @(X?Y) sur la demi-

eirconférence Z = e^? ( 0 < s < TC), Û(Z) serait complètement détermi-
née par les conditions précédentes et la solution du problème I serait
donnée par la formule

(9) dz - i î F (Z ; fc, 6) e~ ?ïHz
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•qui résulte des formules précédentes, (1), (2), (4), (7), (8). On a posé

<ce qu'on peut encore écrire, en tenant compte de (4),
m(ïlogz) • m ( 1 l o g z)

'2—(1— k2 b2) du2 ( ^ log Zl draf— logZ]

Pour O(Z)=0 la formule (9) donne la solution du problème pour
tin obstacle formé d'une lame orthogonale à la direction générale du
courant en amont.

Nous allons maintenant chercher la condition à laquelle doit sa-
tisfaire Q(Z) sur la demi-circonférence extérieure dans le cas du pro-
blème IL

Soit c(0) la courbure de l'obstacle solide en fonction de l'angle
$ que fait la tangente au point 0 de bifurcation avec la tangente de
sens direct à w1 ou w2'; cette fonction, que nous supposerons conti-
nue par rapport à 0, est la donnée du problème. En vertu de la sy-
métrie elle doit vérifier la condition c(®) = c(—0).

On peut obtenir une autre expression du rayon de courbure, et
<le la courbure de l'obstacle, à partir de la formule (9). La longueur
d'arc de wb ou 6>2, étant donnée par

<12)| ds = ^ p (e ; fc, b) e^e) de (Z = eu )

avec p (e ; fc, 6) = | F (e^ ; fc, b) | = 4 " ~r^ e""z^ ,
9i de

le rayon de courbure sera égal, en grandeur et en signe, à

Ctxj TC (X0

II s'ensuit que la fon;tion ti[Z) doit vérifier sur Z—efe, ( 0 < £ < I U ) , la
condition

où p(e ;fc, b) est une fonction continue de s, positive pour 0 < e < nf

nulle pour s=0, e = 7t.
Tl est facile de ramener la détermination de û(Z)=0~HT à la

résolution d'un système d'équations intfeiales non linéaires du type
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déjà cousidéré dans le chapitre IV (Première partie), en complétant
(la condition aux limites (14) par celle que doit vérifier fi(Z) sur la
demi-circonférence inférieure | Z | = 1 .

Vu les propriétés de symétrie de Q(Z), il est plus commode de
restreindre notre étude à la portion (D) de la couronne circulaire si-
tuée dans le premier quadrant, et d^ réduire dans les équations in-
tégrales l'intervalle d'in égration à (0<e<-~-). En tenant compte de

l'expression de la fonction de Green pour le cas particulier de l'an-
n au circulaire (voir la formule (102) du chapitre II), on obtient l'équa-
tion intégrale,

7T

(15) Tfa) = — M * p (e ; k, 6)eT(.) c [©(s)] K(o, e) de ,

en posant

(16) K (o, e) = ~ log k ^ (o - e) £0l ^ (o + e) J •

Quant à la deuxième équation du système (208), donné au cha-
pitre ISV , on-peut la remplacer par la relation,

(17) 8 (o) « - ^ (% (s ; Jfc, b) *T(e) c [0ve)l de ,

2
qui lui est équivalente.

25°. Propriétés du noyau K(a, s)
Le noyau K{o> s) est symétrique. C'est ce qui résul e avec évi-

dence de la formule (10). Il est aussi fermé. En effet, s'il existait
une fonction /i(§) "|=o, intégrable, telle qu'on ait

Jo
on en Réduirait l'existence d'une fonction A(z), régulière dans la cou-
ronne circulaire, ayant des propriétés de symétrie analogues à Û(z),
dont la partie réelle serait nulle sur la circonférence IZ I =Qi, et dont
la partie imaginaire serait nulle sur | Z | = 1 ; de plus, la partie imagi-
naire aurait une dérivée normale égale à A(e) sur Z=ek (QSe^o)*
11 en résulte /^s)=^o.

Le noyau K{o>e) est „positif". En effet, ses constantes fonda-
sont données p^r

t^P=P 1 + 2p > ° ' (P = 1» 3 ,5 , . •.)
1 1
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il leur correspond les fonctions fondamentales normalisées

4
cpp(o)=^ sinpa ( p ^ l , 3, 5, . .*) .

Cela résulte des formules (192), (193) du chapitre IV, en tenantt
compte des conditions de symétrie du cas actuel.

Par conséquent, K(o, s) est un noyau défini-positif ! De plus, on*

a K(o, e)>0 pour 0< a <j ; 0< s < ~ .

En effet, on a (cp. Tannery et Molk, LIX).

2 w ' i / x

1:

Ajoutons que les propriétés de K (a, e) entraînent aussi l'exis-
tence d'au moins une constante fondamentale, positive, paur le noyau1

Ki (a, s) = Ko, s) p(e ; A, b) qui est symétrisable à gauche
26°. Supposons maintenant que l'obstacle solide soit convexe vers

le courant; alors, la fonction c(@) est uniforme et positive. Elle peut
être définie pour toutes les valeurs réelles de 0 par les relations-
c(0)=c(—©), c(@-J-2?m) = c(@), n'étant un entier positif ou négatif.

Il est facile de montrer que le problème aux limites considéré
admet au moins une solution, Pour cela cherchons tout, d'abord àt
borner „a priori" T et 9.

T ne saurait avoir un maximum isolé sur la demi-circonférence^
J Z | = Q\ puisque fi (z) est prolongeable à travers par symétrie..

Son maximum ne peut non plus être situé sur la demi-circonférence
I Z | » 1, extrémités exclues. En effet, au point où T atteint son

maximum on doit avoir - — Ê * > 0 ; or, d'après (l 4) on a ^ — > 0. Ainsi,,.

le maximum ne peut être atteint sur | Z | = 1 qu'aux points Z = + l
puisque p{0 ; A, b) = p{n; k, 6) = 0

D'autre part T = o sur les portions de l'axe réel — 1 < X < — f t , .
4t1^X<l ; on a donc, dans tout le demaine T < 0 . Il*en résulte immé-
diatement une borne inférieure de T sur | Z | «= i compte tenu de*
l'équation (15). On a

~ ) P(e; h 6) K(oe)de>— ^ Max.^ ^
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C étant une borne supérieure de c(0). Le minimum de T étant
nécessairement atteint sur | Z | = 1, cette limitation est encore va-
lable dans tout le domaine situé au-dessus de l'axe réel.

L'équation (17) nous permet, de même, de borner 0(s) sur Z = e^,

On,a

Cette limitation est d'ailleurs valable aussi pour 0 (X, Y) dans (D).
Les conditions d'application du théorème d'existence de MM.

Leray et Schauder (53), déjà employé, sont remplies En effet, les

équations (15), (17) se ramènent à une équation fonctionnelle de la
forme

oc et F(x ; 4*1) 'appartenant à un espace linéaire, norme, complet. La
fonctionnelle F(r, f{) est complètement continue ; elle est uniformé-
ment continue par rapport à ^4; d'autre part, les solutions x de l'équa-
tion considérée sant bornées dans leur ensemble. Enfin, pour ^4=0,
le problème admet une solution et une seule. Il en résulte que les
systèmes (15), (17) admettent sûrement un continu de solutions le
long duquel ^ prend toutes les valeurs réelles positives. Dans tout
ce qui précède les paramètres Je et b sont supposés fixes et assujettis

à vérifier les conditions O </c< 1, 1 < b <-v-
fc

Les résultats de ce paragraphe peuvent s'étendre au cas où l'ob-
stacle ne serait pas symétrique par rapport à la direction du courant
à l'infini en amont.

Unicité locale. Supposons maintenant que la fonction c(@) ad-
mette une dérivée première et une dérivée seconde, continues par
rapport à e. 'Si 'O^ a c '(e)>O,c"(0)c(0)-c'2(0)>O, Vunicité locale
de la solution est assurée.

En effet, le procédé employé au chapitre IV, (23°), nous donne

d'où on conclut 8Q=80 + i8T=0.

(5?) Loc. cit.,(40) p. 64.
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27°. — Nous nous proposons maintenant d'étudier quelques pro-
priétés de la solution. A cet effet, nous allons indiquer auparavant quel-
ques propriétés defcla fonction (Do(Z) = 9o4-ûe introduite précédemment.

LEMME. Si une fonction F (Z) = U -+- iV est régulière dans (D), ai
partie réelle continue sur la frontière, sauf au point Z=i , telle quW*

ait U=0 sur Z=qAe^y ( 0 < £ < | ) , U=0 sur X = 0 ^ < Y < + 1 r

V = 0 sur <?*<X< + 1 Y=0, si de plus U < 0 sur Z = e^\ 0 < £ < 4 r

et sur Z— i=p#a , — ^ < a < 0 , où p désigne un nombre positif assez.
dV 7c

petit, on a U < 0 dans (D) et - T - < 0 sur Z'=qxee, ( 0 < £ < - ) j
(Z£ 2à

En effet, la fonction U ne peut atteindre son maximum sur la?

portion q\ <C X < 1 de l'axe réel puisqu'elle est prolongeable à travers-

par symétrie. On a donc bien U < 0 dans (D), d'où -5— = < O
arii qx öfe —

sur Z — qiel€. Il en résulte aussi V < 0 sur la même portion de la.

frontière

II est presque évident que ce lemme est applicable à la fonction*
coo(Z). On a donc

. _ , de—0 s u r z==^e

Considérons maintenant la fonction Z -p^ = UQ + ivQ. Elle est régulière-

dans (D), continue sur les frontières, stuf au point Z = i où elle sa
A r _ .

comporte comme =—; . De plus, on a rô = 0 sur Z=e'e 0 < £ < - ~ - | ,

vQ = 0 sur la portion de la frontière appartenant à Taxe léel, VQ = 0

sur Z = qA e/e, 0 < £ < — , u0 = 0 sur X = 0, q\ < Y < 1 ; sur l'arc de

cercle Z — i = pe*'a, — < a < , 0 , on a « o < 0 , k'o*>0 si p est choisi

assez petit.
On déduit vot^O dans (D) donc

1 6??/o d^o ^ r, « "
-— a= — -— > 0 sur Z = q{ e

re
 ;

gi de dnt ~ *l K

r/s
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Cela entraîne uQ < 0 dans (D), d'où y ? < 0 sur Z = eie, ( o < e < - | - |

et S 9 - ° SUr Z^qi ek ' S ? - ° sur Z=6'€ (° - £ - !') * De la relatioft

dans (D), on tire facilement

f ° ^ sur ffl<X<l, Y=0.

On sait que(54) dans le liquide en mouvement les vitesses ne
doivent pas dépasser l'unité. Les résultats précédents montrent que
dans le cas d'une lame normale au courant, les vitesses sont accep-
tables. Il en est de même des lignes de jet.

D'une façon plus générale, le lemme qui précède entraîne le
résultat suivant:

Pour tous les obstacles symétriques tels que 6(e)=— — — 0(e)<O

sur Z = e'e, 0 < s < — , les vitesses sont acceptables sur les parois

du canal.
Nous retrouvons ainsi un important théorème dû à M. H. VILLAT(55>

On peut affirmer de plus que le long des parois du canal la vitesse
croît sans cesse du point à Vinfini en amont aux points de détache-
ment.

Théorème.
Toute solution Q(Z) du problème aux limites considéré est telle

qu'on ait
dT <o

sur Z = <7i 6 r

En effet, la fonction 0 est négative sur Z=e^, 0 < e < - - et n&
z &

peut pas atteindre son maximum sur la portion de froutière située sur

l'axe iéel. On a donc @<0 dans (D) e t ^ - < 0 sur Z^^e î e i o<£<^ \

Ör, sur la circonférence intérieure on a
d% 1 dT , rfT . n

anL qv de de ""
(51) H. VILLAT, Sur la validité des solutions de certains problèmes-

d'Hydrodynamique, (Journal de Mathématiques, 1914, 6ème série, t. 10r

p. 231—290).
(55) loc. cit. (54) p. 268- Dans une Note récente des Comptes rendus,

U 200, 1935, p. 208, M. J. KRAVTCHENKO a étendu quelques-uns des
théorèmes de M, VILLAT au cas où la symétrie n'existe plus.
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Pour démontrer la seconde inégalité, considérons la fonction

Z-r—=U+^V, qui est régulière dans (D), à partie imaginaire conti-

:=ete,ro<e<^-) •due s

En vertu des relations U = p — ; V = p ̂— , où p désigne IZ | ,
dp dp

on a U = 0 sur la portion de l'axe imaginaire appartenant à la frontière

•du domaine, V=0 sur Z=.qxe
%z {Q < e < — ) , V = 0 sur la portion

^i < X < 1 de l'axe réel. De plus, d'après (14), on a V = — ^ - < 0

sur Z ~e*£, 0 < s < ;— .

Il en résulte comme plus haut, V < 0 dans (D), d'où

dV d\]
< 0 sur Z=<?4e*e(0 < e < | ~ ) ,

ou encore
— J>- A

de de2

On voit de plus que la première inégalité ne se transforme en égalité

que pour e=77 , la deuxième donne une égalité pour s = 0. Il résulte
Cl

aussi des considérations précédentes que sur la portion ç* < X < 1
de l'axe réel? on a

— < 0
dX dn

ainsi que
dû dV ^ A , rf f Y d 8 \ . n
-777-=-7— < 0 donc -TT- X-77T < 0dX dn/ dX y dX j

Condition de validité de M. VILLAT.

Les résultats précédents ne nous permettent pas d'affirmer que
les vitesses soient acceptables sur les parois du solide &i et w2. Une
condition nécessaire pour qu'il en soit ainsi est qu'on ait

o_^I| < 0 (z-JP)
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Cette condition équivaut à la suivante (56)

(18)

Lorsque l'égalité a lieu, l'obstacle est en proue. Pour les obstacles con-
nexes en proue la ligne de jet se détache aux points Pi et P2 avec
cine courbure égale à celle de l'obstacle.

Nous utiliserons aussi le théorème suivant de M. VILLAT (5%
Pour tout les obstacles symétriques convexes jusque et y compris le cas
des proues, les lignes de jet sont acceptables, c'est-à-dire que le long
de ces lignes l'angle que fait la tangente avec la direction générale

du courant en amont varie d'une façon monotone, -TTT < 0 sur <jj<X<1 J ;

ce fait rend impossible le recoupement des lignes de jet.
A l'aide de ce théorème on peut énoncer le résultat ci-dessous :

Pour tous les obstacles symétriques convexes jusque et y compris le cas
des proues, les vitesses sont certainement acceptables sur les parois du
tanal.

Pour le démontrer, il nous suffira de montrer que le maximum
$(0) de Q(s) (Z = e*'e) est négatif, pour qu'on soit dans le cas d'applica-
tion d'un théorème précédent. On a, en vertu du théorème de M.
VILLAT,

—• < 0 sur qx < X < 1,

donc e(X) < 0(00 = 0; en particulier 6(0) = e(X=l) < 0 puisque 6
^st une fonction continue au point Z = 1.

28°. — Cas d'un obstacle circulaire.

Supposons dans la suite, c[%) = 1 ; l'obstacle correspondant est
tin cercle (58). Dans ce cas, il suffit de considérer la seule équation
(15) qui relève de la méthode que M. LERAY a désigné sous le nom
«de „méthode d'ARZELA-ScHMiDT" et que nous avons employée au cha-
pitre IV. Faisons remarquer que dans le cas actuel l'existence d'une

P ) H. VILLAT, loc. cit. (54), p. 280.
(W) H. VILLAT, loc. cit. (54), p. 280.
(58) Nous avons exposé quelques-uns des résultats qui suivent dans

cine eomunication faite au 4' Congrès International de Mécanique appliquée,
Cambridge, juillet 1934.
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solution résulte aussi d'un théorème de M. HAMMERSTEIN. On sait(59) que*
Péquation &

f (x) + C K(x, y) fly, $(y)) dy = 0 (a < b)f

où K(#, y) est un noyau symétrique positif, ( > 0), défini-positif, de-
carré intégrable et où ƒ(#, u) est une fonction continue par rapport k
x et à u pour a < x < &, — oc < -h < + ĉ admet au moins xm&
solution si l'on a

0 < f(x, u) < CI u I -f C' pour u < 0,

C et C' étant deux nombres positifs, dont le premier est assujetti à~
la condition 0 < C < \\, en désignant par Xj la plus petite constante^
fondamentale du noyau K(#, ?/).

Dans le cas actuel, toutes ces conditions sont évidemment rem-
plies. De plus, on peut montrer que la solution du problème est unique^
En effet, supposons que le problème aux limites

(19)

— =—

) = 0 pour Z=ç4eîe 0<e<£ ; X-=(

" = 0 9 i < X < l , Y = 0

admette deux solutions ^ ( Z ) — 0i-*iT.i, Q2(Z) ~ @2~l"iT2, holomorphes*
dans (D). La fonction *(z) = QifZ)— QJZ) = 0 + i£, holomorphe dans-
le même domaine, et continue sur le contour, y vérifiera les conditions-

^ = t i p ( s ; ftf ft) .T. a; Z . fci

*20){ e = 0 pour Z = q1t
i* (0<e<|];X-0,q,<Y<L

' X=0 ? i5X<l , Y = 0

en posant x = r2+Ç(T4—T2), 0 < Ç < 1. On en tire facilement

-M p (e ; &, b) ez 3^2(e) de — 0

ce qui er traîne *(Z) ^ 0. (c|>i > 0).

(59) Cf. A. HAMMERSTEIN, Acta Mathematica, t. 54, 1930, p. 122.
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En appliquant la méthode de SCHMIDT à l'équation, intégrale
problème

(15') T W - . ^ - J 5 " * (s ; fc, 6) eT(e)K(o, «)«fe,

on voit qu'à chaque point f(0) > 0 on peut attacher un voisinage-

l^i—^i l < 4 » te* <Iue dans ce voisinage la solution* de l'équation*
soit donnée par la méthode des approximations successives, connais-
sant T(o, ^1°). Il en résulte d'après le lemme de BOREL-LEBESGUE que-
tous les points de l'intervalle 0 < ^i < *Fi » ^1 > étant un nombre
positif, peuvent être recouverts par un nombre fini de voisinages de
SCHMIDT. Par conséquent la solution T(a) peut être calculée de proche
en proche par la méthode des approximations successives et est ana-
lytique par rapport à ^i •

Propriétés de la solution.

La solution Q ( Z ; ^ , k, b) du problème aux limites (19) dépend
de trois paramètres qu'on doit déterminer par la connaissance de
certains éléments géométriques du mouvement, tels que la position de&
points de détachement A* et Pt et la largeur du canal, ou bien encore
par la condition que le détachement des lignes de jet en Pj et P2 soit
en proue, les points Ai et A2, ainsi que la largeur du canal, étant
donnés.

Nous étudierons dans ce qui suit comment varie la fonction T(o),,
solution de l'équation (15'); lorsque les paramètres varient et en dé-
duirons quelques propriétés des éléments géométriques du mouvement.

La longueur A des arcs 0P« ou OP^ du point de bifurcation à
41m point de détachement, est donnée,

'(21) A = ^[2p(e; hb)e de = - 0(0) .
./0

Cela est une <f$>®€équence immédiate de la formule (12),

Théorème,

A Q$t une fonction crouscmte pwr rwppzrt à $\.

Considérons la fonction ^ = — + i ^j- • Elle est holomorphe^
9cpi dty\ dty\

ans le domaine (D) et vérifie les conditions aux limites
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| | = 0 sur Z = g, / f(0<e <)|)

1 gr- = 0 sur Î I < X < 1 , Y=0 .

En appliquant la formule (I), on en tire

et sur 2i < Y < 1, X = 0 ,

{
2 9T d ,6T

î dn* vc^j

d'où
(o)

D'autre part, la première des relations (22) nous donne, en multi-

pliant les deux membres par f \ — + 1 et en intégrant
cri

" 8T 9T

T(e)

41 en résulte, 'en tenant compte de (2*S)

1— \^ M£ > 0 t c'est-àrdire

< 2 4 )

Théorème

a, ^ans (D), | ^ < 0 , f , ^
c?y cri

(60) G e théorème s'applique aussi au cas limite d'un courant s'étendant
à l'infini dans toutes les directions et heuitant un obstacle circulaire ïl
permet de démontrer d'une façon simple l'unicité de la solution pour tout
arc de cercle donné.
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En effet, la fonction harmonique ^ - ne peut avoir un maximum?

ou un minimum isolé sur Z = q{ e , I O < e < —-J , ni sur la portion

^i<Y<T. 1 de l'axe imaginaire. Soient £=£j, e = e2 Ie3 points de la?

frontière Z = e , 0 < S < T - où TTT atteint son maximum ou son mini?~

mum. On ne peut pas avoir e\ s2 =J= 0 .
En effet, dans le cas contraire on en concilierait

W7 (£ l ) > Wi(£2) *
Celé résulte immédiatement de la condition sur Z=efV, 0 < e < - ett

Ci

du fait que p(£i ? ?̂ &) ̂  0? P(£2 ? ?̂ &) 4= 0. Les relations précédentes

sont incompatibles. Je dis que ——(s) a teint son maximum au point

Z = 4, (e=0); en effet, supposons que ce soit le minimum qui est.

réalisé en ce point. On aurait —-(s)> 0 et d'autre part on devrait

avoir ^ r̂—-1 + 1 > 0. On arrive ainsi à une contradiction. On a donc
l W ) max.

D'autre part, l'expression V^- î—V^ atteint son minîmirm au points
OYii

£=r€2, en même temps que-^-r-(£); il en résulte
OYî

ce qui démontre le théorème.

Corollaires
On en déduit une nouvelle démonstration du théorème précé-

dent. En effet, on a

4
• 'A
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80

De plus, il en résulte atCBsi^-r-< O dans (D), comme on le con-

state immédiatement.
On peut préciser davantage l'allure de A =»— min O = —®(*=1)

pour les grandes valeurs de fi en suivant une méthode que M.
Leray a employée dans le cas d'un obstacle circulaire placé dans
un liquide s'étendant à l'infini dans toutes les directions. On a

7T

F

p (e; ft, 6 e[h) de . Max \ K(o,e) de ,
"71 ) ' )

JO JO JQ

ou encore, en tenant compte de la définition de A,

(25) \ T(e) de > — A . Max \ K(o,s) de.

Jo Jo
(F

iïl est facile de calculer le maximum de \ K(o^) dz.
Jo

4 J ^ sin (2p -1) q . sin (2p—1) s
¥2 ^

En effet, on a

d'où

K(v)efe~~y, ro^_ l^ XZ^^-*sinQP-U°•

K
Le maximum de cette expression est a4teint pour 0=5" (6I)«

On a donc

I K = M a x v ' T T ' -s T ' ^ ^ K~~*r " X +

ro
^ ^ Gela peut s'établir aussi en remarquant que la fonction QJ^it, ré-

pour Z=pe*e, 0 < p < l , 0<£<—, qui vérifie les conditions 6 = 0 sur

UVuce imaginaire^ t=0-sur l'axe rée l ,—=—1 surZ«=e*e , 0 < e <-^ , est telle

que f*> 0 atteint son maximum au point-Z =4' et que, tTautre part, la fonc-
tion U~+iV=*(©—#) + «(T— *) est telle -qu'on «ait V>Q, le maximum de V
étaat atteint au point *Z^=*L
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Soit e la mesure de l'ensemble E des points de l'intervalle 0 < e < —
4

où T(s)> K0A. On renforce l'inégalité (25) en posant

4 (n \ Ko A < Ko A
' V * J

ce qui donne #=mesE>—• En revenant à l'expression de A, on trouve
facilement

p(e; * , b) cfe
o

<26) A / > ^ - B,

-avec

p(e;fe, 6) de > 0,
jo

L'inégalité ainsi obtenue prouve que A croît indéfiniment
avec iri les nombres le et b restant fixes.

Théorème.
Les nombres k et b restant fixes, parmi l'infinité de configu-

lations possibles (dépendant du paramètre ^i — 0) dans le plan
*(z) du liquide en mouvement, il en existe une et une seule telle
que le détachement des lignes de jet en Px efP2, soif en proue.

En effet, en tenant compte de (14), où l'on fait c (8) «s 1 9

la condition (18) de M. Villat relative aux proues devient

La quantité TJ'J ~ %Ç~cT e s t n^gative ; en effet, on a
2*

<27)
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Cela étant, considérons la fonction

©s
el ~V "77

«Bt proposons-nous de montrer qu'on a G(e) S 1 pour 0 < e < -

On constate immédiatement qu'on peut écrire

{- - e
_ (yu—e2) (pu—e?) V 2 6} __ E(u)

pu-e*

avec
« = ^ 6 , H(M)

pu—e\

On a

ce qui entraîne G2(e) ^ 1, donc G(e) ^ 4.
La condition (187) peut encore s'écrire, en tenant compter

de (27),

En comparant avec la formule (21) on obtient l'inégalité J > A,
II en résulte, en vertu du théorème précédent, que J croît indéfi-
niment avec ^j ; par conséquent, il existe des valeurs de ^i pour
lesquelles le détachement en Px et P2 soit en proue. D'après l'iné-
galité précédente il leur correspond des longueurs A inférieures à»

ZE , -,e qui confirme d'ailleurs un résultat plus guiéral énoncé pré-

cédemment. De plus, il existe une seule valeur de ^ correspon-
dant à une proue. En effet, on a

«•0
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Théorème.

1. La vitesse Voo à Vinfini en amont est une fonction croissante
de irt.

2. La largeur 2 L du canal este une fonction croissante de fv

3. La direction asymptotique des lignes de jet varie dune fa-
çon monotone avec ^ i .

On a, en effet, V » = ^ (^ i J -T^O d*où ^L» = _ y ^ |T
OYi OYi

en désignant par x{q\i) la valeur de x(X,Y) au point X=0,
On a

V _

v 00 vy\ v oo

d'autre part, l'inégalité Vrj-^-r--|-l>0 entraîne Voo —^

direction asymptotique des lignes de jet inférieures est donnée par

Ö0(jo) — ®(jo) 5 or,nous avons vu que ~ r - < O dans (D).

Théorème

On a, dans tout le domaine (D), -^T~ .> 0, donc—< 0. En effet,
on

la fonction ^T-, régulière dins (D), vérifie les conditions aux limites

I
• |^=0 sur Z = q,^, fO<e<47) et sur X=0, Qi<Y<l

U = 0 sur <h<X<l, Y=0,
de?

D'autre part, l'expression de p (s; fc, b) nous montre facilement

qu'on a — - < 0 pour 0< s <-5-, ce qu'on pourrait aussi vérifier par un
du " """ "~ A

raisonnement direct. Il s'ensuit que le minimum négatif de"ôT~? dans

(D), ne peut pas se trouver sur Z= e^{0<s <—); il ne saurait non

plus se trouver sur Z « ^ ( O < e < — \ ou sur la portion de l'axe ima-
u

r)rY
ginaire appartenant a la froniière puisque —r- est prolongeble à tra-
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vers par symétrie. On a donc bien

On peut aussi donner une limitation supérieure de-^r- en re-

marquant qu'au point Z=e?% (0<e,<-5-), où il atteint son maximum

[dans (D)]. on doit avoir

d'où
dp

^ db J*à p(e,) I '
Or, on a

— s)
2£-_p(.;t,&)

et la fonction A(e) est décroissante dans l'intervalle 0< e <-«-> comme

on le constate sans peine en tenant compte des propriétés classiques
de la fonction dn u. On a donc l'inégalité

8T

Corollaires
1. La vitesse à l'infini en amont esté une fonction dècroissaMé

par rapport à b.
2. La largeur 2 L dn canal est une fonction croissante de b.
3. A est une fonction décroissante de b.
Il nous reste maintenant à étudier la variation de la solution

T par rapport au module k des fonctions elliptiques introduites,
TTK'

ou, ce qui revient au même, par rapport au rayon _j~ ^g de la clr-
Çl —B

conférence intérieure*
Nous allons faire auparavant cette étude pour la solution élétn^t^

taire coo(Z). Désignons par 8zw0 la variation que subit <oo(Z) pour Z
fixe, quand le domaine (D) varie par suite de l'accroissement S#j du
rayon de la circonférence intérieure ; soit cw0 la variation de o)O cores*
pondant aussi à une variation SZ du point Z. Nous assujettissons SZ
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aux conditions : SZ=O sur Z=e" (0 < e

<?i<X< 1 ; 5X=0 sur X=0, qx

:^-) ; 5Y = 0 sur Y = 0,

; §Z=§?4 e'€ sur Z — Çf ê^

On a manifestement, dans (D),

; v dz ; <

On en déduit, en tenant aussi compte des conditions aux limi-
tes que vérifie a>0 (Z),

I ~^=0 sur Z= ei€ , (0< s < ^) et sur X=0 , q\ < Y < 1
I
{ ^ = 0 sur qx<X<\, Y = 0

( . r 3 — _ ^ L ~ -f^X) sur Z=(
aw/ Q<j as

. T C .

II est d'ailleurs presque évident que est une fonction
régulière de Z dans (D), continue sur les frontières. Les conditions

limites précédentes nous montrent qu'on a:

min =0, donc | ^ ^ 0 dans (D) . Il en résuite

d V M d ^ ) ^ 0 sur z = e , ( 0 < e < « ) f

<-^), l'égalité ayant lieu pourdonc ^ - ° < 0 sur Z=efe

ôqi —

D'ailleurs, puisque

cette inégalité reste valable dans tout le domaine (D).
Ce qui précède nous permet d'énoncer le lemme suivant: La

fonction p (e ; h, b) est telle qu'on ait ^-(^;k,b)>0 pour 0 < s < ^-.

On sait qu'on a

dcp

n
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Le lemme en question sera démontré si on prouve que, sur Z =• eu ,

< 6 < T ) . 1 > o n a

d dy d

Considérons le potentiel complexe f*=4>4 if C'est une fonction
de Z définie par les conditions aux limites suivantes

(3')

^ = 0 sur Z = eu [o < e < £-), et sur X=0, g1<Y<l;y0<X<l, Y=0

Z=q]e
u fo < • < ! " ) , et sur g, < X < j Q , Y = 0.-ir, sur

i ^ est régulière dans (D), continue sur

les contours, sauf aux points Z = q\i, Z=y0 que ~— admet comme pô-

les simples de résidus -̂et -^- -~, comme on le voit facilement,
^ 7c n dq{

 ?

en tenant compte de la formule (4). On peut montrer sans difficulté

qu'on a - j ^ - > 0 en calculant^rp^ à partir de la formule (6) qui
définit J'Q. Dès lors, on constate aisément que jf^- est négative sur une

oqx

demi-circonférence de centre ; 0 °u sur un quart de circonférence de
centre q î, ces arcs appartenant à (D), pourvu que les rayons corres-
pondants soient choisis assez petits.

La fonction —- est continue sur la frontière de (D) dont on a

exclu les deux points Z=jQ, Z=q{i, et y vérifie les conditions

= 0 sur Z^e ( c < s < | - ) ; sur

et sur tfi<

0 sur Z=aie 0 < 6 < H ~
dq.\ Ci âfe ~~ V ~~ ™' 2

II en résulte -— < 0 dans (D), donc
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Théorème.
La solution fl(Z) du problème aux limites (19) est telle qu'on

att — ' < 0 dans (D).

II est en effet facile d'obtenir les conditions aux limites que

vérifie" -— = f- i-— à partir des relations

"z a ^ l z dz) ' z d z - p l ^ + î ^ J ' p - | Z | '
On trouve

T

<e<=-],
2 J '

sur

sur

^ - est une fonction régulière dans (D), continue sur la frontière. En

tenant compte des conditions précédentes et d'un théorème démontré

antérieurement(27°), on voit q a e ^ - =— — -=- > 0 sur Z = Çie |0<e<rg-|

On voit de plus, en tenant compte du même théorème, que sur cette
portion de frontière on a

JL A
<2i d s j dni \dqi) de2 -

l'égalité étant atteinte au point Z = Qi (s = 0). Il en résulte que le maxi-
7) T ic ( ic \

mum de r2— ne peut pas se trouver sur l'arc Z=ç te , 0 < e < ^- . Il

ne peut se trouver non plus sur l'arc Z = e e , 10 < e <—-I . En effet
O rp

le maximum de r̂ — dans (D) étant positif ou nul, on devrait avoir au

point Z = eei I 0 < e < «"), où il est atteint,

dm
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puisque ^ - > O ; d'autre part au même point on devrait avoir

7— U T V < 0 . On a donc ^~ < 0 dans (D), puisque ~ ne peut

atteindre son maximum sur la portion X = 0, Ci < Y < 1 de la fron-
tière. (C. Q. F. D.)
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