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INTRODUCTION

Le présent travail a pour but de rechercher ce que
deviennent les principaux résultats de la Géométrie pro-
jective complexe quand on remplace les quantités com-
plexes par des quaternions.

Il y a là un domaine de recherches d'autant plus vaste
qu'il est resté à peu près inexploré jusqu'à présent; seuls
CARTAN, dans son livre : Géométrie projective com-
plexe O, et Sri m, dans son mémoire paru en 1923 au
Mathematische Zeitschrift (2), s'occupent de la droite pro-
jective quatern ionien ne.

J'ai divisé ce mémoire en deux parties : la première, de
nature algébrique, est un exposé de la théorie des systèmes
d'équations linéaires unilatérales quaternioniennes avec
application aux formes d'Hermite; la seconde est une
modeste contribution à l'étude de la Géométrie de l'espace
projectif quaternionien.

Je dois à la mémoire de Study de réparer une erreur que
j'ai commise bien involontairement en publiant aux
Comptes rendus de VAcadémie des Sciences le résultat de
mes recherches sur la théorie dos systèmes d'équations
linéaires unilatérales quaternioniennes; la remarque du
bas de la pa^e 62 du mémoire précédemment cité, où cet
éminent géomètre signale son travail ('; sur ces questions,
m'avait échappé à ce moment.

(!) EUE CART\X, Leçons sur la Géométrie projective complexe. Paris,
1031 (Gauthier-Villars).

(2) STUDY, Ein Seitenstuck zur Theorie der linearen Transformationen
einer komplexen Veranderïichen, I {Math. Zeitschr.. 18. 1923, pp. 55-86);
II (Ibid., pp. 201-229); III [Ibid., 21. 1924, pp. 45-71); IV {Ibid., pp. 174-194).

'*) STUDY. Actn Mathematica, 1920. t. 42, fasc. 1.
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Cependant, j'ai cru devoir publier ici ces recherches,
qui, par une voie totalement différente, m'ont conduit
aux mêmes résultats que Study et, de plus, les complètent
en quelques points, dont le plus important est d'établir
l'égalité du nabla d'un système linéaire unilatéral quater-
nionien et du déterminant du système linéaire à éléments
complexes ordinaires, auquel est équivalent tout système
linéaire unilatéral quaternionien.

J'aurais voulu mettre en évidence dans cette première
partie le caractère de discipline autonome de l'Algèbre
quaternionienne, comme, dans la seconde partie, je m'ef-
force, autant que cela est possible, de faire apparaître ce
même caractère dans la Géométrie de l'espace projectif
quaternionien; j'ai dû cependant y renoncer pour éviter
les longueurs de certaines démonstrations, bien que toutes
les propriétés énoncées puissent s'établir directement.

Pour les lecteurs non familiarisés avec la Géométrie
projective complexe, j'ai résumé très brièvement les élé-
ments de cette Géométrie indispensables pour une bonne
compréhension de ce travail.

Qu'il me soit permis d'adresser ici à M. le Prof ELIE

CARTAN l'expression de ma profonde gratitude pour les
nombreux et très précieux conseils qu'il a bien voulu me
prodiguer au cours de tontes mes recherches.

Pour terminer, je veux exprimer toute ma recon-
naissance à l'Vcadémie royale, et tout spécialement à
MM. GODEAUX et DEMOULIÏN, pour l'honneur qu'Elle m'a
fait en acceptant d'insérer ce travail dans son Recueil des
Mémoires.



ESSAI

SUR LA GÉOMÉTRIE PROJECTIVE QUATERNIONIENNE

PREMIÈRE PARTIE

LES SYSTÈMES LINÉAIRES UNILATÉRAUX
QUATERNIONIENS

CHAPITRE PREMIER

Préliminaires géométriques (*).

§ 1. Notions et définitions fondamentales.
§ 2. L'homographie; sa forme réduite.
§ 3. Transformations involutives; antiinvolutions de seconde

espèce.

I

1. LE POINT; LE PLAN; PRINCIPE DE DUALITÉ. — Un point
de l'espace projectif complexe à n dimensions est défini
par l'ensemble de n + 1 quantités complexes non toutes
nulles qui sont appelées les coordonnées homogènes de
ce point.

Deux points dont les coordonnées ne different que par
un même facteur sont regardés comme identiques. S'ily

(!) Pour les paragraphes 1 et 3 on se rapportera, pour plus de détails,
au livre de M. CARTAN, déjà cité, p. 3; pour ce qui concerne le para-
graphe 2. où l'homographie est envisagée comme substitution linéaire,
on lira avec intérêt ce que dit M. VAN DEN WARDEN à ce sujet dans son
livre : Moderne Algebra; cependant, cela n'est pas indispensable, puisque
j'établis, dans le présein travail, toutes ces propriétés pour l'espace
projectif quaternionien: les démonstrations restent valables a fortiori
pour l'espace projectif complexe.
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a lieu de distinguer deux points de coordonnées propor-
tionnelles, novis dirons qu'ils définissent deux points ana-
lytiques distincts correspondant à un même point géomé-
trique.

On appelle plan le lieu des points dont les coordonnées
vérifient une relation linéaire à coefficients non tous nuls :

= 0 ;

les ui sont appelés les coordonnées homogènes du plan.
Comme les x et les u jouent dans cette équation un rôle

symétrique, à tout théorème sur les points correspondra
un théorème sur les plans; c'est ce que Ton a appelé le
principe de dualité.

2. L'HOMOGRAPHIE; L'ANTIHOMOGRAPHIE. — On appelle
homographie une transformation ponctuelle définie par
une substitution linéaire sur les coordonnées

rc-M

# I = £ «a <j, (i = 1,2,..., n + 1)

où les coefficients sont des nombres complexes; mais pour
que la transformation soit réversible il faut, que Ton ait

i aiâ 1-^0.

On appelle antihomographie une transformation ponc-
tuelle de la forme

n-H

où l'on a désigné par xt le nombre complexe conjugué
de xi et où l'on suppose aussi que le déterminant des coef-
ficients ati est différent de zéro.

Au point de vue géométrique, deux homographies ou
deux antihomographies dont les matrices se déduisent
l'une de l'autre en multipliant tous les éléments de Tune
d'elles par un même nombre sont identiques.
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3. SYSTÈME DE COORDONNÉES PROJECTIVES. — Considé-
rons n + 1 points A, de coordonnées respectives atr Suppo-
sons que les points géométriques correspondants ne soient
pas dans un même plan, c'est-à-dire que le déterminant

Soit alors un point analytique M; on peut toujours le met-
tre sous la forme symbolique

qui condense les n + 1 relations
n+i

Les coefficients y* sont alors parfaitement déterminés;
ils peuvent être regardés comme constituant un nouveau
système de coordonnées; d'ailleurs les divers points analy-
tiques provenant d'un même point géométrique ont des
coordonnées yk dont les rapports mutuels sont fixes. Ainsi,
une homographie peut s'interpréter comme un change-
ment de coordonnées. Ces nouvelles coordonnées portent
le nom de coordonnées projectives.

Les n + 1 points géométriques At ne suffisent cependant
pas à définir complètement le nouveau système de coor-
données; il faut en plus se donner un (n+2) lème point
géométrique, non situé dans un même plan avec n des
précédents, qui pourra être regardé, par un choix conve-
nable des points analytiques A,, comme ayant toutes ces
nouvelles coordonnées égales à 1; ce point porte, pour
cette raison, le nom de point unité; les points Af sont les
sommets d'un polyèdre appelé polyèdre de référence.

4. TRANSFORMATIONS DUVLTSTTQUES; LE GROUPE PROJEC-
TIF. — On appelle transformation dualistique une corres-
pondance biunivoque de point à plan et vice versa; on
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démontre que, si Ton désigne par G la correspondance
biunivoque définie par

ui = Xi x\ = ut,

les transformations dualistiques forment deux familles
distinctes : la première est celle des corrélations obtenues
en multipliant la correspondance C par une homographie;
la seconde est celle des anticorrélations obtenues en mul-
tipliant C par une antihomographie.

Les homographies et les corrélations forment les projec-
tivités; les antihomographies et les anticorrélations for-
ment les antiprojectivités; les projectivités et les antipro-
jectivités constituent un groupe appelé groupe projectif.

II

5. ÉQUATION CARACTÉRISTIQUE; ÉQUATION MINIMA. —

Toute homographie S vérifie une équation F(S) de degré
égal à Tordre de sa matrice, définie par

F(z)= |S —*.E|,

E étant la matrice unitaire. Cette équation F(z) est dite
équation caractéristique de l'homographie S.

L'homographie S peut aussi vérifier des équations algé-
briques de degré inférieur à celui de F(~) ; l'équation f(z)
de plus bas degré à laquelle satisfait S est dite Y équation
minima de S. Ces résultats sont dus à CAYLEY C1); FROBE-

MUS a établi (2) que l'équation /(z)=0 admettait toutes les
racines de l'équation F(c), chacune avec un ordre de mul-
tiplicité qui n était jamais supérieur à celui de cette même
racine relativement à F(z).

(1) CAYLEY, Philos. Trans. Lond., 148 (1858), p . 24.
(2) FROBENius, J. reine, angew. math. (1878), p . 11.
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6. POINTS ET VARIÉTÉS CARACTÉRISTIQUES. — Un point M
est dit point caractéristique d'une homographie S si Ton
peut trouver un nombre x et un entier h tels que l'on ait

(S— x-E)h -M = 0 et (S —a?-E)*-*.M-^O.

On démontre que x doit être une racine de l'équation
minima de S et que h ne peut être supérieur à l'ordre de
multiplicité de x regardée comme racine de l'équation
minima de S; on démontre alors que l'ensemble des points
caractéristiques relatifs à une racine x de l'équation carac-
téristique d'ordre de multiplicité p forme une variété
linéaire à p — 1 dimensions. On est conduit ainsi au théo-
rème suivant, qui est fondamental :

THÉORÈME. — La condition nécessaire et suffisante pour
qu'une quantité x soit racine d'ordre de multiplicité p de
Véquation caractéristique F(S) d'une homographie S est
quil existe une variété linéaire à p — 1 dimensions dont
chaque point soit point caractéristique de S relatif à x avec
un exposant inférieur ou au plus égal à p.

7. FORME RÉDUITE D'UNE HOMOGRAPHIE. — A l'aide de ce
que nous venons de dire au dernier numéro, on démontre
facilement que la matrice d'une homographie peut, par
un choix convenable du polyèdre de référence, se ramener
à une matrice de la forme suivante :

elle est décomposable en tableaux carrés; les tableaux non
situés sur la diagonale principale ne sont formés que de
zéros; un tableau de cette diagonale a tous ses éléments
nuls, sauf ceux de sa diagonale principale, qui sont tous
égaux à une racine de Véquation minima de cette homo-
graphie, les éléments de la diagonale consécutive, paral-
lèle à la diagonale principale, étant égaux à 1, les racines
de Véquation minima figurant dans deux tableaux carrés
de la diagonale principale pouvant être les mêmes.
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III

8. PROJECTTVITÉ ET ANTIPROJECTI VÎTES INVOLUTIVES. —
On dit qu'une projectivité ou une antiprojectivité est

involutive lorsque le carré de cette transformation est
l'opération identique. Une homographie involutive s'ap-
pelle involution; une antihomographie involutive s'ap-
pelle antlinvolution; une corrélation involutive s'appelle
polarité; une anticorrélation involutive s'appelle antipo-
larité.

L'étude des antihomographies involutives conduit à
distinguer les espaces projectifs complexes à un nombre
pair de dimensions des espaces projectifs complexes à un
nombre impair de dimensions. Dans les premiers, toute
antiinvolut.ion admet des points doubles; dans les seconds
il existe des antiinvolutions qui n'ont aucun point double;
ces antiinvolutions sont appelées antiinvolutions de
seconde espèce.

9. ANTIINVOLUTIONS DE SECONDE ESPÈCE. — On démontre
que ces antiinvolutions sont toutes homologues entre elles
dans le groupe des homographies et que par un choix
convenable du polyèdre de référence on peut toujours
ramener leurs équations à avoir la forme canonique sui-
vante :

^2t+i ~ 3?2£-K » 3?i*+2 = — &u+i, (i — 0 , 1 , . . . nf),

si Ton a posé auparavant n = 2n / + l .
Il est évident que les seules variétés linéaires qui peu-

vent être invariantes par une antlinvolution de seconde
espèce sont les variétés linéaires à un nombre impair de
dimensions, car si une variété est invariante par une anti-
involution de seconde espèce, il existe à l'intérieur de cette
variété une antiinvolution de seconde espèce; donc cette
variété est nécessairement à un nombre impair de dimen-
sions.

Tl sera commode pour la suite de ce travail de garder le
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nom d'anticongruence linéaire à l'ensemble des droites
invariantes par une antiinvolution de seconde espèce.
(Nous ne justifierons pas cette dénomination, dans
laquelle il ne faut voir ici qu'une commodité de langage
et une généralisation de la terminologie adoptée par
M. CARTAN dans son livre, où il la légitime grandement
pour l'espace à trois dimensions.)

CHAPITRE n

Étude algébrique.

§ 1. Notions et définitions fondamentales au sujet des quater-
nions.

§ 2. La résolution des systèmes d'équations linéaires unilaté-
rales quaternioniennes et la fonction « Nabla ».

§ 3. Quelques propriétés importantes de la fonction « Nabla ».
§ 4. Liaison avec les travaux de Study.
§ 5. Étude sommaire des formes d'Hermite quaternioniennes.

I

10. DÉFINITIONS. — Un quaternion est défini, pour
nous, comme un nombre hypercomplexe à trois unités
principales : el9 e2, e3, de la forme

(1) X =« a?0 + a?iCi + x2e2 + œ3e3,

les x. étant des nombres réels. Les unités e{ sont liées par
les relations bien connues

y>2 s,2 at \
t>± tJ2 Ĉ 3 — x ,

II est important de remarquer que ce système hyper-
complexe ne contient pas de diviseurs de zéro.

Nous appellerons quaternion réduit relatif à l'unité
principale et tout quaternion dont les coefficients des deux
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autres unités sont nuls. Au point de vue du calcul, les
quaternions réduits relatifs à la même unité principale
sont assimilables à des nombres complexes ordinaires. Il
est facile de voir que tout quaternion X peut être défini
sans ambiguïté par deux quaternions réduits relatifs à la
même unité; en effet, on a

(2) X = (x0 + e^x?) -h e3 (x3 — e^x^) = z0 + e3zi,

en posant
~0 = a?o + #i &i ; 2i = œ3 — e±x%.

Désormais nous désignerons la partie complexe r0 d'un
quaternion par la même lettre que ce quaternion, mais
accentuée une fois ('), tandis que pour la partie hypercom-
plexe nous emlpoierons aussi la même lettre, mais accen-
tuée deux fois (").

Comme nous l'avons fait au chapitre précédent, nous
désignerons la quantité conjuguée d'une quantité com-
plexe ordinaire z par la notation z. De même le quaternion
conjugué d'un quaternion X sera désigné par X et sera,
par définition, le quaternion

A = Xi) 6i Xi C% X% — C$ X3 .

La norme du quaternion X est par définition la somme
des carrés des j*. et est notée N(X) :

N(X)«N(X)==â?o + aÇ + ^ + ^===X-X==X. X.

Rappelons que le conjugué d'un produit de facteurs
s'obtient en faisant le produit des conjugués des facteurs,
sans oublier de renverser leur ordre. Indiquons mainte-
nant la proposition suivante, dont la vérification est
immédiate :

Si z est un quaternion réduit relatif à l'unité ei9 on a

Tout quaternion X satisfait à une équation algébrique
du second degré à coefficients réels, que l'on appelle
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équation au rang ou équation caractéristique du quater-
iiioii C)

X* — 2a?0X + N(X) =-0.

Pour le prouver, il suffit de remarquer que
2x0 -= X -h X.

On déduit de là que toute équation algébrique à coeffi-
cients réels qui admet au moins une racine imaginaire
admet aussi une infinité de racines quaternioniennes.

En effet, soit

l'équation donnée, de degré m, où les A sont réels et qui
admet au moins une racine imaginaire; on peut encore
l'écrire sous la forme

F (s) = Am I J (i —s,)*1 • (* - 2Pi z + qtfi,
i

où les zi9 pf, q( sont réels et où

Cela étant, pour que F(z) soit nulle, il faut et il suffit que
l'un des facteurs de décomposition soit nul; si z est un
quaternion, cela ne peut arriver que si 2 a un des facteurs
du second degré de la décomposition de F(z) comme équa-
tion au rang, car, nous l'avons déjà dit, les quaternions
tels que nous les avons définis forment un système hyper-
complexe dénué de diviseurs de zéro; d'autre part, il est
aisé de voir que tous les quaternions ayant pour équation
au rang un trinôme du second degré donné forment une
famille à deux paramètres réels; notre assertion est donc
établie. Nous dirons que deux quaternions sont équiva-
lents quand ils auront la même équation au rang.

11. SYSTÈMES LINÉAIRES UNILATÉRAUX. — On appelle
système linéaire unilatéral qnaternionien un système

(i) HAMILTON, Trans. Irish. Acaû., 21 (1848), p. 269.
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linéaire dans lequel les coefficients et les variables sont
des quaternions et où de plus les variables sont toutes d'un,
même côté par rapport aux coefficients. Un système à
droite sera de la forme

(I) Yt = Jj a) X'. (i = 1,2,..., n)

Un système à gauche sera de la forme

(II) Yj- f jx 'ô j , (* = 1,2, ...,*)

Un système à gauche peut toujours être ramené à un
système à droite en prenant les conjugués des deux mem-
bres de chaque équation du système à gauche; cette
remarque nous permet, tout au moins au point de vue de
la résolution, de nous borner aux systèmes à doite.

Si, conformément aux notations que nous avons adop-
tées au numéro précédent, nous posons

Y1 = YH + e3 Y'" ; X> = Xr^ + e3 X'f> ; a) = aH
ô + e3 a"J,

en portant ces valeurs dans le système I, après développe-
ment et identification des parties complexes et hypercom-
plexes, on obtient

Y" = 2) a1 J X'-' — a"j X'" ,
(III)

Ce système III, dit système résolvant du système I, a
tous ses coefficients et inconnues assimilables à des quan-
tités complexes ordinaires.

Si l'on considère les X' et X" avec le même indice supé-
rieur, comme les coordonnées homogènes consécutives
d'un point de l'espace projectif complexe à 2n — 1 dimen-
sions, le système III définit une homographie de cet
espace, qui jouit, comme le montre un calcul facile, d'une
propriété remarquable : elle laisse invariante Vantiinvo-
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tion de seconde espèce réduite à sa forme canonique. Cette
antiinvolution, qui jouera un rôle fondamental dans tout
ce travail, sera nommée antiinvolution absolue, et l'ensem-
ble des droites invariantes par cette antiinvolution absolue
prendra le nom d'anticongruence linéaire absolue.

II

Nous allons établir dans ce paragraphe l'existence d'une
fonction (fonction Nabla) des éléments du tableau des
coefficients d'un système à droite dont la connaissance
permet de résoudre ce système.

Notre moyen de recherches est basé uniquement sur le
principe de récurrence.

STUDY, dans son mémoire des Acta mathematica déjà
mentionné, s'occupe d'abord du cas n = 2 pour lequel il
établit l'existence de cette fonction d'une manière tout à
fait empirique et généralise au cas de n entier quelconque
d'une façon non moins empirique. Ici nous supposerons
que l'on sait résoudre le système a n — 1 inconnues et
nous montrerons comment on peut résoudre le système à
n inconnues. Mais il nous faut justifier auparavant que
nous savons résoudre l'équation

a X - Y.

Il suffit pour cela de multiplier les deux membres de
cette relation à gauche par â; il vient

a«X=âY---N(a)X;

d'où, comme N(a) est un scalaire,

X = â Y ^ N (a).

Nous appellerons forme d'Hermite quaternionienne à
droite l'expression scalaire
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OÙ

de là résulte que aH est un scalaire.
Admettons, enfin, que le nabla d'un système a n — 1

inconnues soit une forme d'Hermite à droite par rapport
aux éléments d'une colonne du tableau des coefficients du
système.

12. DÉFINITION DU NABLA. — Considérons le; tableau des
coefficients du système I :

a\ a\ ... a\ ... al
h ... a^

al al ... a\ ... a\ ...al

(T)
n i n i f,* ni ni:

\J/\ U>% . . . W>i . . . C-Vfi . . . tfrfi

til CI2 . . . dl . . . Ufi . . . Cln

af a% ... a? ... a% ... a%

Considérons alors la forme d'Hermite à droite, qui sera,
par définition, le nabla du système I :

h,H

Nous allons montrer que l'on peut déterminer les n2 para-
mètres A\k de façon que Ton puisse résoudre le système I.

Pour cela, il importe de préciser d'abord ce qu'il faut
entendre par dérivée partielle de nabla : la dérivée pa^
tielle de nabla par rapport à afe, sera alors, par définition,
la dérivée partielle ordinaire de la forme d'Hermite, oa
Ton regarde nk

{ et ak
i comme variables indépendantes :

Avec cette convention on a
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Cela étant, multiplions à droite la pième équation'du sys-

tème I par —- ; donnons à p toutes les valeurs entières

1, 2, 3, ..., n et ajoutons membre à membre toutes les
équations ainsi obtenues; on aura

Si nous tenons compte maintenant de la relation (3),
l'équation (4) devient

Si nous imposons aux k\k la condition de vérifier les
relations

nous pourrons alors tirer X tde la relation (5) et ainsi nous
aurons résolu le système I.

Remplaçons donc - ^ par sa valeur dans la relation (6) :

CO £
Si nous assujettissons les A'sp à être indépendants des ter-
mes de la colonne de rang i du tableau (ï) (ce qui est du
Teste le cas si nabla est effectivement une forme d'Hermite
par rapport aux éléments de cette colonne), la relation
précédente entraînera la suivante :

et ceci quels que soient s et r^i; ce qui peut encore
s'écrire

7 2\Sp Ur — Ass Clr ,

ou encore, en prenant les conjugués des deux membres
pour avoir un système à droite,
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Si s est donné et que Ton donne à r toutes les valeurs
entières 1, 2, 3, . . . , n, i excepté, on aura n — 1 équations
linéaires unilatérales entre les A',p que, par hypothèse,
nous savons résoudre. Nous désignerons le système (9)
par Ss pour rappeler que s est fixé.

13. LES SYSTÈMES S, DÉFINISSENT BIEN UNE FORME D'HER-

MITE. — En réalité le système Sg a n — 1 équations et
n inconnues; mais puisque nahla est une forme d'Hermite,
donc un scalaire, A'M doit être aussi un scalaire; nous le
prendrons égal au nabla du système S,.

11 nous faut prouver maintenant que le nabla défini
par (1) est bien une forme d'Hermite, c'est-à-dire que les
systèmes Sa. (s variant) sont compatibles avec la condition

Considérons à cet effet le tableau des coefficients du
système Ss : c'est le mineur du tableau transposé du
tableau (T) après conjugaison de tous les éléments obte-
nus en supprimant la ligne de rang i et la colonne de
rang s. Le nabla du système Sg sera alors de la forme

-•= 2] X
On tire de là

ou, en développant,

ou encore

(10) Aj* = -

Considérons maintenant le tableau des coefficients dur
système Sfc : il se déduit de (T), comme celui de Sg s'en
déduisait, c'est-à-dire en supprimant la ligne de rang k
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et la colonne de rang i; de sorte que si l'on supprime la
ligne de rang k dans le tableau de Sg et la ligne de rang s
dans celui de Sfc, les tableaux rectangulaires restants sont
identiques. Le nabla de Sfc est

(11) A*KK = Vn-i = 2 2 «J Uwo «t> • (OÙ S, D, W SOIlt T^ i%

II est clair que, puisque les tableaux rectangulaires dont
nous venons de parler sont identiques et que les B*fti et les
les C ^ sont une même fonction des éléments de ces
tableaux rectangulaires, on a

(12) B?M = C?tt.

Le système Sfc donne

ou, en tenant compte de la formule (12), qui peut encore
s'écrire, puisque par hypothèse le nabla d'un système à
n — 1 inconnues est effectivement une forme d'Hermite,

on a

Nabla, tel qu'il a été défini, est donc bien une forme
d'Hermite.

14. LA VALEUR DE NABLA RESTE LA MÊME QUEL QUE

SOIT i. — Nous allons montrer maintenant que la valeur
scalaire de nabla ne dépend pas du rang de la colonne par
rapport à laquelle on le développe.

Nous allons pour cela passer par l ' intermédiaire du sys-
tème résolvant III. Le déterminant de ce système est
d'ordre 2n; il est défini par

& i a ®ti — " i ^2*i — a i vïi — a i
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Développons-le par rapport aux éléments de la colonne de
rang 2i; on a

A étant ce déterminant et IV2l étant le mineur relatif à bU;
développons à son tour ce mineur par rapport aux élé-
ments de la colonne de rang 2i — 1; on a

(14) R&=£ô£-iTô.'&_1,

Tg'i^i-i étant le mineur de TXd relatif à b̂ î —i î c ^ s T sont
liés par les relations suivantes :

quel que soit v, différent de 2i et de 2i — 1. En tenant
compte de la formule (14) dans l'expression (13), on a

(16)

Revenons à nabla ; posons

a'f + e, a"î ;
et remplaçons dans la formule (1), définition de nabla;
on trouve sans peine

— Z d \ l A '** (l* ' a i A h h a h ~T & i A h h U i — (f i A i U i l '
ML J

V

Posons
A f i T32ll,2lfc—1. A f f l

l,2ft .
,2f-4 »

portons alors ces valeurs dans l'expression de nabla que
nous venons de trouver, en y remplaçant au préalable les
a, a', a" par leur valeur en fonction des b; on trouve
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Supposons, pour un instant, que les B soient égaux aux T
de mêmes indices; je dis qu'alors A = y .

En effet, les formules (16) et (17) contiennent le même
nombre de termes; la formule (16) contient 4n2— 2n
termes et la formule (17) en contient 4n2; mais sur ces
4n2 il y en a 2n de nuls, car le fait que A.lkh est un scalaire
entraîne que

A "i A "i A

hh = £^hh = U

La formule (17) s'écrit alors
2»

(18) £5>S-i*&B&S^ = v.
h=i h^h

La formule (18) est alors identique à la formule (16) ;

Il nous reste donc seulement à démontrer l'égalité des B
et des T. Pour cela, cherchons comment sont définis direc-
tement les B. Remplaçons, à cet effet, les a et les A par
leur valeur dans les relations de définition (8); on obtient

en remplaçant dans ces relations les a et les A par leur
valeur en fonction des b et des B, on a

n

k=l

n
(21) ^P Ô2?tB?^'2ft 4- l/2h~~ig2^,2*—i __ Q

A = l

Ces deux relations peuvent encore s'écrire sous forme plus
condensée :
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Ces relations, qui ont lieu quel que soit r^i, peuvent se
résumer en une seule :

2n

(22) £ l^B^i^ = 0 (quel que soit w ̂  2i — 1 et 2ï).
î

Les B dont le premier indice supérieur est pair vérifient
donc les mêmes relations que les T dont le premier indice
supérieur est pair. Nous allons montrer qu'il en est de
même pour les indices impairs.

Les relations (19) peuvent encore s'écrire

1 = 0;

ou, en remplaçant les a et les A par leur valeur en fonc-
tion des b et B,

£ } = 0;
n

Ces deux relations peuvent se résumer comme précédem-
ment en une seule :

2n

(23) Yé %Bi£î/-î = 0 (quel que soit w ̂  2i — 1 et 2i).

Les formules (22) et (23) peuvent à leur tour se condenser
en une seule :

quel que soit t pair ou impair et w différent de 2i — 1 et
de2£.

Les B et les T sont donc définis par les mêmes relations
linéaires et homogènes; c'est donc que

T>t,S
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m étant un facteur constant; il en résulte que -̂ et \ sont
égaux à un facteur constant près. Pour avoir la valeur de
ce facteur il suffit évidemment de donner aux a des
valeurs particulières; prenons

«j = 0,

pour i ̂  / et a\ quelconque non nul. Alors

Mu est un nabla qui jouit manifestement de la même pro-
priété que ^ , à savoir d'avoir tous ses éléments nuls, sauf
ceux de la diagonale principale; on voit aisément alors que

Le déterminant A est déeomposable en tableaux carrés de
deux éléments, tous les carrés non situés sur la diagonale
principale étant formés uniquement de zéros; il est de la
forme symbolique

La règle de Laplace donne immédiatement

A = n (d/â? + aï'^);

la parenthèse est manifestement égale à a1,. a\\ donc le
facteur numérique est égal à 1 et par conséquent

Nous voyons par là combien est étroit le lien entre les
substitutions linéaires unilatérales quaternioniennes et les
homographies de l'espace projectif complexe qui laissent
invariante Fantiinvolution de seconde espèce réduite à sa
forme canonique. Il est donc intéressant d'étudier de plus
près ces homographies.

15, RECHERCHE DES HOMOGRAPHIES DE L'ESPACE PROJEC-

TIF COMPLEXE A 2n 1 DIMENSIONS QUI LAISSENT INVARIANTE
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L'ANTIINVOLUTION ABSOLUE. — Nous désignerons par A la
matrice de 1'antiinvolution de seconde espèce réduite à sa
forme canonique; si l'on désigne par M. le point de l'es-
pace projectif complexe dont les coordonnées sont les
conjugués de celles de M, et par M' le point homologue
de M par l'antiinvolution absolue, on aura

M f • - A • M.

Cela étant, si 3C désigne une homographie de l'espace
projectif complexe, pour que cette homographie laisse
invariante l'antiinvolution considérée, il faut et il suffit
que
(1) H - A = m - A • H ,

H étant la matrice de l'homographie je, H la matrice
formée avec les éléments conjugués des éléments de la
matrice H et m un nombre convenablement choisi; c'est
ce que l'on voit facilement en écrivant que deux points
homologues par 1'antiinvolution sont transformés par
l'homographie en deux points qui sont encore homologues
par l'antiinvolution.

La condition (1) donne

ou, en remarquant que A=A,

(2) H* • A = m • A - H.

Multiplions à droite et à gauche les deux membres de
cette relation par A; il vient, en tenant compte de ce que
À» = — 1 ,

A • H = m • H • A.

En portant cette valeur de AH dans la relation (1), on
trouve facilement la condition

(3) ~~m -m = i ;

m doit donc être de module 1.
Si l'on multiplie tous les éléments de la matrice H par
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un même nombre non nul, on ne change pas l'homo-
graphie je; on peut donc toujours supposer, sans nuire
à la généralité, m = l . La condition cherchée est alors

(4) H • A = A • H.

L'homographie X est alors parfaitement définie à un
facteur réel près. Nous allons montrer maintenant que le
déterminant d'une telle homographie est réel et n'est
jamais négatif.

La condition (4) montre que l'on a aussi

(5) H« • A = A . H«.

Appliquons le théorème de la page 9 (cliap. I, § 2,
n° 6), et soit x une racine imaginaire d'ordre de multi-
plicité p de l'équation caractéristique de l'homographie X;
d'après ce théorème, il existe une variété linéaire V à p — 1
dimensions dont chaque point est point caractéristique
d'ordre au plus égal à p , c'est-à-dire que si M désigne un
point de cette variété, on a

(6) (H — xE)r • M =, 0, (/- < p)

E étant la matrice unitaire. Calculons (H — #E)r.M',

M' étant l'homologue de M par l'antlinvolution M' = A.M.
On a

(H x E)r • A • M -= A • (H - ,?E)r• M;

comme on le voit aisément en tenant compte de (5), la
relation (6) montre que le second membre est nul; donc
M' est point caractéristique de X d'ordre r inférieur ou
au plus égal à p relativement à x; donc, en vertu du même
théorème de la page 9, que nous avons déjà invoqué,

x est racine d'ordre de multiplicité p de l'équation carac-
téristique de X. H est clair que le lieu du point M' est la
variété Y' homologue de la variété V par l'antiinvolution;
si x' est une racine réelle de l'équation caractéristique
de X, eue coïncide avec sa conjuguée; doue les deux
variétés V et Y' doivent être confondues : V doit donc être
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in variant par l'anliinvolulioii absolue et par conséquent V
est à un nombre impair de dimensions; donc, enfin, x est
d'ordre pair de multiplicité.

Il résulte de là que le produit des racines de l'équation
caractéristique de H est réel et n'est jamais négatif, ce
produit étant égal au déterminant de l'homographie 2t ;
ce déterminant est donc réel et n'est jamais négatif. Nabla,
qui est égal à ce déterminant, jouit donc de la même pro-
priété.

16. RÉSUMÉ DES RÉSULTATS OBTENUS DANS CE PARA-
GRAPHE. — A tout système linéaire unilatéral à droite on
peut attacher une forme d'Hermite à droite définie posi-
tive par rapport aux éléments d'une colonne du tableau
de ses coefficients. Cette forme a une valeur scalaire indé-
pendante du rang de la colonne par rappor! à laquelle on
la développe. La connaissance de cette forme permet de
résoudre le système; si

X' est donné par

A un système linéaire unilatéral à gauche on peut atta-
cher une forme d'Hermite à gauche définie positive par
rapport aux éléments d'une coin ne du tableau de ses coef-
ficients. Cette forme a une valeur scalaire indépendante
du rang de la colonne par rapport à laquelle on la déve-
loppe. La connaissance de cette forme permet de résoudre
le système; si

X' est donné par
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II résulte immédiatement de là le théorème :

THÉORÈME FONDAMENTAL. — La condition nécessaire et
suffisante pour qu'un systerne linéaire quaternionien uni-
latéral et homogène ait des solutions non identiquement
nulles est que le nabla de ce système soit nul.

Cette proposition ne fait en somme que résumer sous
une nouvelle forme les résultats que nous venons d'ob-
tenir.

III

Le rôle joué par nabla dans la résolution des systèmes
linéaires unilatéraux quaternionien s nous incite à regar-
der cette fonction comme remplaçant les déterminants
dans l'Algèbre quaternionienne. Les propriétés que nous
allons établir dans ce paragraphe rendront l'analogie des
nabla et des déterminants encore plus étroite.

17. ÉTUDE SOMMAIRE DES MATRICES QIJATERNIONÏENNES. —

Pour nous une telle matrice sera essentiellement le tableau
des coefficients d'un système linéaire unilatéral quater-
nionien. La connaissance de ce tableau ne détermine pas
complètement la matrice; il faut encore se donner la
nature du système (à droite ou à gauche); cette nature sera
désignée désormais par l'indice d ou g; cependant, quand
aucune confusion ne sera possible nous supprimerons cet
indice.

Nous appelons matrice réciproque d'une matrice don-
née la matrice formée avec les dérivées partielles du nabla
de cette matrice, chacune étant divisée par ce nabla.

La matrice obtenue en changeant dans une matrice
donnée S les lignes en colonnes et les colonnes en lignes
sera nommée, suivant l'usage, la matrice transposée de S
et désignée par S'.

La matrice conjuguée d'une matrice donnée S sera la
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matrice obtenue en remlpaçant chaque terme de S par son

conjugué; nous la désignerons par S.
Dans toutes les définitions qui précèdent les matrices

sont supposées se rapporter à des systèmes de même
nature.

On appelle produit de deux matrices (attachées à des
systèmes de même nature) une matrice de même nature
définie de la façon suivante : si l'on pose

S, = (al) ; S, = (62) ; Sa = S4 - S2 = (c%
on a

cl = 2J a8
u b

xi pour le produit de deux matrices à droite;
u

<4 = 5] àf as
u pour le produit de deux matrices à gauche.

u

Avec ces définitions du produit de deux matrices il est
facile de voir que deux malrices réciproques sont inverses
l'une de l'autre, c'est-à-dire que leur produit est la matrice
unité.

THÉORÈME I. — Le nabla d'une matrice produit de deux
matrices est égal au produit des nabla de ces matrices.

Si l'on considère les déterminants auxquels sont respec-
tivement égales ces matrices et la loi de multiplication
précédemment indiquée, on voit aisément, en remplaçant
dans cette loi les qiiaternioiis par leur valeur en fonction
des quaternions réduits qui les définissent, que cette dite
loi est celle de multiplication des déterminants; notre
théorème est donc établi.

Remarque importante. — Alors qu'à toute règle de
calcul valable pour les quantités complexes on peut faire
correspondre une règle de calcul convenablement choisie
pour les quaternions, il n'en est plus de même avec les
matrices quaternioniennes; par exemple, le théorème sur
la transposition d'une matrice produit de deux matrices
à éléments complexes n'a pas d'équivalent avec les
matrices quatornioniennes; cela montre avec quelle pré-
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caution il convient de manier les matrices quaternio-
niennes.

Donnons encore une définition, celle d'une matrice
hermitique : On appelle matrice hermitique une matrice
dont les éléments (quaternions) vérifient tous la relation

ai - £ <i{9 (e = ± 1)

si £= +1 la matrice est dite du premier genre; si e = —1
la matrice est dite du second genre. Sans insister davan-
tage sur cette question, puisque nous y reviendrons en
détail à propos des formes d'Hermite quaternioniennes,
disons seulement que le nabla d'une matrice hermitique
est égal au nabla de la matrice conjuguée transposée.

18. PROPRIÉTÉS IMMÉDIATES DU NABLA. — Ce que nous
venons de voir nous conduit à attribuer au nabla les pro-
priétés suivantes :

I. Nabla n'est pas seulement une fonction des éléments
d'un tableau quaternionien, mais, comme une matrice, il
dépend de la nature du système attaché à ce tableau; nous
avons vu, en effet, que pour un système à droite, nabla
est une forme d'Hermite à droite, tandis que pour un sys-
tème à gauche, nabla est une forme d'Hermite à gauche.

II. Contrairement à ce que l'on pourrait croire du fait
que nabla est un scalaire, le nabla formé avec les éléments
conjugués d'un nabla donné n'est pas égal à ce dernier
nabla. Ceci tient à ce que pour avoir le conjugué d'un
produit de facteurs il ne suffit pas de faire le produit des
conjugués de ces facteurs, mais qu'il faut de plus renver-
ser leur ordre.

III. Le nabla formé avec les coefficients d'un système
à droite (nabla à droite) est égal au nabla formé avec les
conjugués des éléments du précédent, mais considéré
comme attaché à un système à gauche
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19. NABLA EST DÉVELOPPABLE SUIVANT LES ÉLÉMENTS

D'UNE LIGNE. — Nous irons même plus loin : nous allons
démontrer que les systèmes

(2) £ Uh ai = **

ont même nabla et mêmes multiplicateurs, c'est-à-dire
que si

(3) V^=f

est la formule de résolution du système (1), celle du sys-
tème (2J sera

et les p étant les mêmes dans les formules (3) et (4).
Puisque (3) est la formule de résolution du système (1),

les p satisfont aux relations

(K\ y . i h __ i ° s i J ¥*i

iéi li J ( v s i J = i -

Multiplions par ^ 1°- d<;ux membres de chaque équation
du système (2) et remplaçons dans chacune yuk par sa
valeur donnée par (4) ; on a

' rn i
Y, \ Y, Vhpi o? = v ®i>
/t=i [_h=i J

ou

Si l'on tient compte des relations (5), on voit que le pre-
mier membre est identique au second; les deux systèmes
ont donc bien les mêmes multiplicateurs. Pour voir que
le nabla de (2) est é#al au nabla de (1), il suffit de remar-
quer que les nabla de ces systèmes sont des fonctions du
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même degré et des mêmes variables; d'après ce que nous*
venons de voir il est clair que si le système (1) rendu
homogène a des solutions non identiquement nulles, le
système (2) rendu également homogène en aura aussi;
donc les nabla des systèmes (1) et (2) sont égaux à un
facteur constant près; ce facteur est égal à 1, comme on
le voit aisément en donnant aux a!j des valeurs particu-
lières, par exemple

cij = 0, pour i y^J et aï arbitraire.

Il résulte de là que le nabla d'un système à droite est
développable en forme d'Hermite à gauche par rapport
aux éléments d'une ligne et, réciproquement, que le nabla
d'un système à gauche est développable en forme d'Her
mite à droite par rapport aux éléments d'une ligne.

20. DIVERSES PROPRIÉTÉS DE NABLA. — THÉORÈME IL —

Si Von permute deux lignes ou deux colonnes d'un nabla,
ce nabla ne change pas.

C'est évident; il suffit de considérer le déterminant A,
auquel nabla est égal, pour voir que le fait de changer
deux lignes ou deux colonnes de nabla revient à changer
deux fois deux lignes ou deux fois deux colonnes de A, ce
qui ne change pas la valeur de ce déterminant.

THÉORÈME III. — Si Von multiplie à gauche une ligne
ou à droite une colonne d'un nabla par un facteur r non

nul, ce nabla est multiplié par la norme r.r du facteur (*).
En effet, développons ce nabla suivant la colonne à

multiplier; les termes obtenus sont alors de deux sortes r
d'abord des scalaires de la forme

(*) Il est question ici du nabla d'un système à droite; pour le nabla
d'un système à gauche il faut évidemment remplacer dans renoncé du
théorème le mot « droite » par le mot « gauche » et vice versa. Cette
remarque s'applique aussi aux deux théorèmes suivants.
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pour lesquels il est manifeste que si l'on remplace a!\ par
ah

rr, ces termes se reproduisent multipliés par r.r; puis
des ternies deux à deux conjugués, qui sont, après la mul-
tiplication, de la forme

on peut mettre dans ces termes r en facteur à gauche et r
en facteur à droite; la parenthèse du milieu sera un sca-
laire comme somnle de deux ternies conjuguées et par
conséquent on pourra amener r à côté de r; donc les
termes de cette sorte se reproduisent eux aussi multipliés
par r.r. Le théorème est établi.

Pour une ligne la démonstration est analogue.

THÉORÈME IV. — Un nabla qui a deux lignes propor-
tionnelles à gauche ou aux deux colonnes proportionnelles
à droite est nul.

En vertu du théorème précédent il suffit de faire voir
qu'un nabla qui a deux lignes ou deux colonnes iden-
tiques est nul; c'est évident si l'on considère le détermi-
nant A, qui a alors quatre lignes ou quatre colonnes iden-
tiques deux à deux.

THÉORÈME V. — La condition nécessaire et suffisante
pour qu'un nabla soit nul est quil existe une relation
linéaire unilatérale : à droite entre les éléments d'une
colonne; à gauche entre les éléments d'une ligne.

Cette proportion est tout aussi évidente si l'on consi-
dère encore le déterminant A, car à toute relation linéaire
unilatérale à gauche entre les éléments d'une ligne de
nabla correspond une relation linéaire entre les éléments
d'une ligne do A et réciproquement; de même, à toute
relation linéaire unilatérale à droite entre les éléments
d'une colonne correspond une relation linéaire entre les
éléments d'une colonne de A et réciproquement.
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COROLLAIRE. — Le nabla formé avec les coefficients A1^
du développement d'un nabla, i étant fixe, est nul.

Le fait que le nabla ainsi formé est celui d'une matrice
hermitique du premier genre nous évite de préciser
l'indice relatif aux colonnes et l'indice relatif aux lignes.
La proposition résulte immédiatement du théorème pré-
cédent et des relations qui définissent les A.

COROLLAIRE. — Le nabla formé avec les mineurs (déri-
vées partielles) d'un nabla donné est égal à la (2n — \yèm*
puissance de ce nabla.

En effet, en posant

on a

Uhj -
)d ' U ( S )d

si l'on tient compte des relations (6) (chap. II, S 1, p. 17),
-on voit que

,0 si i^h
h J - si i = h;

donc
I D* !f/ • ! ̂  |rf = | Bi u. v - f Ffjtf == v211;

le théorème est donc établi.

COROLLAIRE. — Si Von désigne le nabla formé avec les
mineurs d'un nabla donné par V* et que Von pose

—* __ v v fy~Q* D*
h h

-on a

et

On a, en effet, d'après le corollaire précédent,
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et aussi

d'où

en multipliant les deux membres par y2n—3
 e t en compa-

rant avec la formule qui demie v*> o n trouve aisément
la première des formules à établir. La seconde en résulte
immédiatement :

H*g «7
la quantité entre crochets n'est autre que nabla, car dans
la seconde formule de cette démonstration on peut inter-
vertir l'ordre des facteurs situés sous le signe S, puisque
nabla est un scalaire; notre seconde formule est ainsi bien
établie.

21. RELATIONS REMARQUABLES ENTRE LES A^. — THÉO-

RÈME VI. — II existe entre les A la relation

Cette relation est un cas particulier de relations beau-
coup plus générales que nous établirons dans le para-
graphe relatif aux formes d'Hermite. Bornons-nous seule-
ment à dire que l'on peut en donner une démonstration
directe par application du théorème fondamental de la
page 27 et en tenant compte des systèmes qui définissent
les A.

Dans le cas particulier où h=k9 la relation précédente
prend la forme

(A) Am^ . Ahj = Ahk . Antf.

Cette dernière relation devient elle-même

(B) N(A^) = N (AU) = MnK . AU = AU . A^ .

Il suffit de prendre j = m dans la relation (A).
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COROLLAIRE. — On a

On a, en effet,

V A ,*

_ 2 , A ^ _

d'où

ce qui établit notre proposition.

22. UNE IMPORTANTE PROPRIÉTÉ DE NABLA. — Considé-
rons un nabla où les éléments d'une colonne ou d'une
ligne sont la somme d'un certain nombre de termes; nous
allons chercher à exprimer ce nabla en fonction des nabla
obtenus en remplaçant successivement dans le nabla
donné la colonne ou la ligne envisagée par les termes dont
elle est la somme.

Supposons d'abord que le nabla que nous considérons
soit un nabla à droite et qu'une colonne soit la somme
d'un certain nombre de termes.

Soit i le rang de cette colonne; on a donc, par hypo-
thèse,

„h V n*
8

Si j est différent de i nous poserons

quel que soit s.



36 GEOMETRIE PROJECTIVE QUATERNIONIENNE

Développons alors v (c) P a r rapport aux éléments de
la iième colonne; on a

Remplaçons dans cette expression c\ par sa valeur; on
aura

ce qui peut encore s'écrire

les A étant indépendants des termes de la colonne de
rang i, il est clair que le premier terme du second membre
n'est autre que

désignant le nabla obtenu en remplaçant dans le
nabla donné les éléments de la colonne de rang i par
les a!\8; le second terme, que nous nommerons reste et
que nous désignerons désormais par R, peut s'écrire, en
remarquant que

sous la forme

nous remarquerons tout de suite que R est un scalaire
comme somme de termes deux à deux conjugués; nous
mettrons ce fait en évidence en écrivant désormais

ou encore

(7) R = V,
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Nous arrivons ainsi à la formule remarquable

(8) ?(c) =

la notation a, signifiant que le signe S ne porte que sur
une seule colonne.

Si, à la place d'une colonne, on avait considéré une
ligne, les calculs auraient subsisté à la différence près que
les éléments surlignés se seraient trouvés à droite dans les
différentes formules au lieu d'être à gauche comme dans
le cas présent. La formule (8) subsiste évidemment pour
les nabla à gauche ainsi que les formules (6) et (7).

THÉORÈME VII. — Si parmi les p v (a,) de la for-
mule (8), p — 1 sont nuls, \ (c) est toujours égal au
pjème tfg ces n a 5j t t ) qu'il soit nul ou non.

Il suffit évidemment de démontrer le théorème pour le
cas où p = 2, c'est-à-dire où l'on a

( i = ('i -r Oi ,

la démonstration générale se faisant de pioche en proche
en partant de ce cas particulier. Nous pouvons aussi sup-
poser, pour fixer les idées, qu'il est question ici de nabla
à droite.

Cela étant, supposons que
V (à) = 0,

notation qui désigne le nabla donné où la iième colonne
se réduirait aux ah

r Désignons par Si le système linéaire
unilatéral à droite et homogène formé avec les éléments
de v (a) "» s°it* de même, S2 le système analogue formé
avec \/(6), et enfin soit S3 le système analogue formé
avec x (c). Par hypothèse, le système Sj a des solutions
effectives (c'est-à-dire non identiquement nulles). Nous
allons montrer que dans ces conditions le système S3 se
ramène au système S2.

Soit ul9 u2, ..., ut-, ..., un une solution du système S, et
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supposons que quelle que soit cette solution, u{ ne puisse
s'annuler. Si le système S3

a des solutions effectives, X1 ne peut être nul, car le sys-
tème S! pourrait être satisfait par de valeurs u' non toutes
nulles, mais où u' serait nul, ce qui est contraire à notre
hypothèse. On pourra donc toujours considérer un sys-
tème de solutions effectives de S3 pour lequel on aura

puisque les X dépendent au moins d'un paramètre quater-
nionien. Cela étant, si Ton pose,

pour h ¥^ i, Xh = uh -f- Yh ; X* = %tu

on voit que le système S3 se ramène à un système en Y
qui n'est autre que le système S2 où l'on a donné à l'incon-
nue Y' la valeur u{, car, pour les mêmes raisons que S3 ne
pouvait admettre la solution X==0 dans un système de
solutions effectives, le système S2 ne peut admettre dans
un système de solutions effectives la solution Yf = 0. Si le
système Sx admet un système de solutions effectives pour
lequel ii. — Q, il est clair que ce système de solutions effec-
tives sera aussi système de solutions effectives de S2 et
de S.,. Il résulte de là que la condition

V (c) = 0

entraîne

et réciproquement.
En répétant un raisonnement que nous avons déjà fait,

il est clair que v (c) n e diffère de v (h) que par un facteur
constant. Ce facteur constant est manifestement égal à 1,
puisque pour

«î - 0
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on a

le théorème est donc établi.

COROLLAIRE. — On obtient encore le même nabla lors~
que dans un nabla donné on ajoute ou Von retranche aux
éléments d'une même ligne ou d'une même colonne les
éléments correspondants d'une ou plusieurs lignes (dis-
tinctes de celle envisagée) ou les éléments correspondants
d'une au plusieurs colonnes (distinctes aussi de celle envi-
sagée).

Cette proposition résulte immédiatement du théorème
précédent; il suffit, en effet, de remarquer que si p est le
nombre de lignes ou de colonnes considérées, la for-
mule (8) contient alors p + 1 nabla parmi lesquels p sont
nuls comme ayant deux lignes ou deux colonnes iden-
tiques, le (p-J-l)lème étant précisément le nabla initial.

Ces intéressantes propriétés vont nous permettre d'éten-
dre aux systèmes d'équations linéaires unilatérales, à un
nombre quelconque d'inconnues, le théorème de Rouché.

23. EXTENSION DU THÉORFME DE ROI GUÉ AUX SYSTÈMES

LINÉAIRES UNILATÉRAUX QU ATERNIONIENS. Cons idérons

un système linéaire à droite de n équations à m inconnues.
Soit

£ bj = O 0== 1.2,...,»)

ce système.
Du tableau rectangulaire
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formé avec les coefficients des inconnues, on peut déduire
divers nabla en prenant les éléments communs à un cer-
tain nombre de lignes et à un nombre égal de colonnes.

Nous supposerons d'abord que l'un au moins des élé-
ments du tableau (TJ soit différent de zéro. Dans cette
hypothèse, il existera toujours, parmi les nabla déduits
du tableau (Tj), au moins un nabla qui soit différent de
zéro et tel que si l'on désigne par p son degré (c'est-à-dire
le nombre de ces lignes et de ses colonnes), tout nabla
déduit de (Tj) et de degré p + 1 soit nul. S'il existe plu-
sieurs nabla jouissant de cette double propriété, on choi-
sira l'un d'eux à volonté.

Nous donnerons, par analogie avec la théorie classique,
au nabla ainsi choisi le nom de nabla principal du système
considéré. 11 convient de remarquer que le degré p de ce
nabla est au plus égal au plus petit des deux nombres m
et n. On peut d'ailleurs disposer les notations, c'est-à-dire
ranger les inconnues et les équations dans un ordre tel
que S soit le nabla :

a\a\ al
p

ai (4 • ap

a\a$ al

= 8,

formé avec les éléments communs aux p premières lignes
et aux p premières colonnes du tableau (Tj).

En ajoutant au nabla principal S une (p+l) i è m e ligne
formée par les éléments

af" a?+r •»• «F*
d'une ligne non employée du tableau (Tx), et une
(p+ l) i ème colonne formée par les termes tous connus cor-
respondants :
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ou, comme on dit, en bordant S avec ces éléments, nous
obtiendrons un nabla :

a\ «g

a\ câ2

a\

a\

bp
r bp+r

que nous nommerons nabla caractéristique du système
donné.

En donnant à r les \aleurs 1, 2, ..., n — p, on obtiendra
n~-p nabla caractéristiques du système proposé.

Il con\ient de remarquer que cette définition tombe en
défaut lorsque p=n, m étant alors supérieur ou égal à n;
nous conviendrons de dire que dans ce cas le système a
un nabla caractéristique nul.

THÉORÈME FONDAMENTAL (X). — Pour que n équations
linéaires unilatérales quaternioniennes à m inconnues
soient compatibles, il faut et il suffit que les nabla carac-
téristiques du système soient tous nuls.

Dans cette hypothèse le système a une solution unique
ou une solution dépendant de 1 ou plusieurs paramètres
arbitraires suivant que le nombre des inconnues est égal
an degré du nabla principal ou lui est supérieur.

Considérons le nabla :

a{

(4

a* E2

-Jp+r

(*) Théorème de Rouché; voir Journal de VÉcole polytechnique (1880),
XLVIII* cahier. Note sur les équations linéaires.
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Sa (p + l) l ème colonne a chacun de ses éléments qui sont
la somme d'un certain nombre de termes. Appliquons-lui
donc la formule (8) du numéro précédent: il est facile
de voir que tous les nabla y (as) sont nuls, sauf un; donc,
en vertu du théorème VII, le nabla considéré est égal à ce
nabla non nul. Chacun des y (a,) s'obtient en remplaçant
dans le nabla considéré les éléments de la (p+l) l è m e

colonne par aj
h xhJ j prenant successhement les valeurs

1, 2, ..., p, p + r; ces nabla sont égaux au produit de la
norme de xh par les nabla obtenus en di\isant à droite les
éléments de la (p + l) l ème colonne par x\; ces derniers nabla
sont nuls, car si h<^p, ils ont deux colonnes identiques,
et si h est supérieur à p, on tombe sur un nabla p + 1
lignes et p 4-1 colonnes extrait du tableau (T\), nabla
nul par h\potbèse. Le seul nabla non nul parmi les nabla
y (as) est donc celui obtenu en remplaçant les éléments
de la (p + l) ième colonne du nabla envisagé par les termes
tous connus b]y j prenant les valeurs 1, 2, ..., p, p + r. On
arrive ainsi à l'identité

Cela posé, considérons une solution quelconque du sys-
tème formé par les p premières équations du système
donné, soit

X\ — Xi X2 = Xz . • • Xm = Xm,

et remplaçons les inconnues par ces valeurs dans l'iden-
tité précédente. Les polynômes El9 E2, ..., Ep s'annule-
ront; quant à Ep+r il prendra une valeur déterminée E ^ ;
l'identité ayant lieu pour toutes les valeurs des inconnues
subsistera pour ces valeurs particulières; on obtient ainsi

o . N (E;+r) = o ^ .

Comme S est différent de zéro, la condition nécessaire et
suffisante pour que E'p+r = 0 est que sa norme soit nulle,
ce qui conduit à la condition nécessaire et suffisante :
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Le théorème est donc établi. Grâce à notre remarque
sur l'équivalence des systèmes à gauche et à la pro-
priété III du nabla (p. 29), il est inutile de répéter la
démonstration pour les systèmes à gauche.

24. FORMES LINÉAIRES UNILATÉRALES QUATERNIONIENNES.
— On nomme forme linéaire unilatérale à droite une
expression linéaire unilatérale quaternionienne dans
laquelle les variables, en nombre quelconque, sont toutes
à droite des coefficients :

F = aL x1 + a2 x
2 H h an af1.

Pour qu'une forme linéaire soit nulle, quelles que soient
les valeurs attribuées aux variables, il faut et il suffit que
tous ses coefficients soient nuls.

Nous dirons que p formes linéaires à droite données
sont linéairement dépendantes si, désignant ces formes
par Fx, F2, ..., Fp, il existe p quateinions non tous nuls
tels que l'on ait

ô4 F4 + h F2 + ••• + bp Fp = 0,

quelles que soient les valeurs attribuées aux variables dont
dépendent les formes F.

Ces formes seront dites linéairement indépendantes si
la relation précédente entraine obligatoirement l'annula-
tion des b.

De môme, on appelle forme linéaire unilatérale quater-
nionienne à (jauche une expression linéaire dans laquelle
les variables sont toutes à gauche des coefficients :

G = xl a{ + x- a2 -\ H xn an.

Pour qu'une forme linéaire à gauche soit nulle, quelles
que soient les valeurs attribuées aux variables qui y
figurent, il faut et il suffit encore que tous les coefficients
de la forme soient nuls.

Nous dirons que p formes linéaires à gauche sont linéai-
rement dépendantes quand on pourra trouver p quater-
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nions non tous nuls, tels que, si Gt, G2 ..., G,, sont ces
formes, on ait

Gibi + G2b2-{ h Gp bp = 0,

quelles que soient les valeurs attribuées aux variables qui
figurent dans les formes G. Lorsque la relation précédente
ne pourra avoir lieu que si tous les b sont nuls, nous
dirons que les p formes G sont linéairement distinctes.

Nous allons donner maintenant sans démonstration O
quelques théorèmes sur ces formes linéaires qui nous
seront utiles par la suite.

THÉORÈME VIII. — Pour que n formes linéaires unilaté-
rales à u 4- q variables soient distinctes il faut et il suffit
que Von puisse déduire du tableau des coefficients un
nabla de même nature (à droite ou à gauche) que ces
formes à n lignes et n colonnes non nul.

THÉORÈME IX. — Soient ¥l9 F2, ..., Fp p formes linéaires
unilatérales distinctes, fonctions de n variables xly x2, ...,
xn, p étant inférieur à n, et soient f1? f2, ..., fq un nombre
quelconque de formes linéaires unilatérales (de même
nature que les F) distinctes ou non. Si toutes les solutions
du système

vérifient les équations

les formes f sont des fonctions linéaires unilatérales de
même nature et homogènes des form.es F.

(!) Dans le cas des éléments réels ou complexes on sait que ces
démonstrations sont basées sur les théorèmes de Cramer et de Rouché;
ces théorèmes restant valables avec les quaternions, le lecteur n'aura
aucune peine à reconstituer ces démonstrations; il lui suffira de rem-
placer dans les démonstrations classiques le mot déterminant partout
où il figure par le mot « nabla »; pour ce dernier cas il les trouvera
notamment dans le Cours d'Algèbre de Mathématiques spéciales de
NIEWENGLOWSKI, t. I, p. 209 (Paris, 1897, Armand Colin).
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THÉORÈME \ . — Si Von donne un nombre quelconque q
de formes linéaires unilatérales distinctes : Fl9 F2, ..., Fa,
et un nombre moindre, p, de formes linéaires unilatérales
de même nature que les premières : flf f2, ..., fp, distinctes
ou non, on peut trouver des valeurs des variables xl9

x2, ..., xn, non toutes nulles, pour lesquelles toutes les
formes f soient nulles sans que toutes les formes F soient
également nulles.

IV

Nous allons donner dans ce paragraphe une loi de for-
mation directe du nabla d'un système à droite; nous n'éta-
blirons pas ici que l'expression trouvée par application de
cette règle est bien celle que nous avons définie au début
du présent chapitre, renvoyant le lecteur désireux de con-
naître cette démonstration au mémoire de Study des Acta
Mathematica, déjà cité dans l'Introduction. C'est à ce
même mémoire que nous renvoyons le lecteur pour la
démonstration du théorème de Schur, dont nous ne fai-
sons que donner l'énoncé.

25. Loi DE FORMYTIOIN DIRECTE DU NABLA. — Pour obte-
nir le développement du nabla du tableau (T) de la
pagre 16, on posera

et Ton développera le déterminant suivant, d'après la
règle ordinaire, comme si ces éléments étaient des nom-
bres réels ou complexes :

D^ DJ2 D|3..

D r T\S r\t
31 Uj& M *i . .

Dans le développement de ce déterminant on arrangera
dans chaque monôme qui le compose les termes de la
façon suivante : on écrira ces termes dans un ordre tel que
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les indices inférieurs de ces termes forment un ou plu-
sieurs cycles. Cela fait que pour avoir le nabla il suffira
de remplacer dans chaque monôme écrit comme nous
venons de le dire, successivement l'ensemble des indices
supérieurs par les n ! permutations des nombres 1 2 3 ... n,
puis dans les (n!)2 termes ainsi obtenus de remplacer lesD
par leur valeur, le signe à placer devant chaque terme de
ce développement étant celui qui figure au terme corres-
pondant du développement du déterminant précédent.

V

26. DÉFINITION DES FORMES D'HERMITE QUATERNIONIEN-

NES. — On appelle forme d'Hermite quaternionienne à
indéterminées conjuguées toute forme bilinéaire telle que

F = S £ Xj a) y,

où les variables x et y sont liées par la relation

CO &K=Vh

et où les coefficients satisfont tous à une même relation :

(2) (Ô0 = i^{ (e = ±l)

La forme sera dite à droite si les indéterminées non sur-
lignées sont à droite des coefficients a; elle sera dite à
gauche dans le cas contraire. Une forme à droite ou une
forme à gauche sera dite du premier genre si Yz de la
formule (2) est égal à +1 ; elle sera dite du second genre
si cet £ est égal à — 1.

La dérivée partielle de la forme par rapport à xh sera
désormais désignée par fh et sera par définition la forme
linéaire à droite :

fh = 2 ai iji ;

Qu'il nous soit permis d'emprunter encore au mémoire de Study
cette remarquable proposition due à Schur :

Pour n > 1 la fonction nabla ne peut jamais être représentée par une
somme de carrés de fonctions réelles entières et rationnelles (formée
homogènes) des composantes scalaires des quaternions a*j.
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les x et les y étant regardés comme des variables inde*
pendantes.

De même la dérivée partielle de F par rapport à y*
sera une forme linéaire à gauche désignée par gk :

les x et les y étant regardés comme des variables indépen-
dantes.

En tenant compte des relations (2) on voit aisément que

9K = e 7*.

Des mêmes relations (2) résulte aussi que le nabla à
droite formé avec les coefficients de toutes les formes fh

est égal au nabla à gauche formé avec les coefficients des
formes gh : la valeur commune de ces nabla sera, par défi-
nition, le nabla de la forme d'Hermite considérée.

Remarquons enfin que des définitions que nous venons
de poser résultent les relations suivantes :

Pour une forme d'Hermite à droite

(4)
Pour une forme d'Hermite à gauche

h dXh h dXh

£ étant égal à +1 pour une forme du premier genre et
égal à — 1 pour une forme du second genre.

27. PROPRIÉTÉS COMMUNES AUX DEUX GENRES DE FORMES

D'HERMITE. — Qu'il nous soit permis de donner tout
d'abord la propriété la plus immédiate de chacun des deux
genres de formes d'Hermite.

De l'égalité 0̂  = 0'. qui définit les formes du premier
genre résulte que les a*, sont tous des scalaires et que ces
formes ont une valeur scalaire quelles que soient les
valeurs attribuées aux variables. De l'égalité a\ = — ai

i qui
définit les formes du second genre résulte de même que
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les a', sont des quaterriions dépourvus de partie scalaire
(nous appellerons de tels quaternions des vecteurs) et que
ces formes sont aussi un vecteur quelles que soient les
valeurs attribuées aux variables.

Dans ce qui va suivie nous supposerons, sauf mention
contraire, que les formes envisagées sont des formes à
droite, les démonstrations que nous allons faire se trans-
posant sans aucune difficulté aux formes à gauche; les £
figurant dans les différentes relations devront être rem-
placés tous par -+~ 1 dans le cas où l'on suppose la forme
du premier genre, par — 1 dans le cas contraire.

THÉORÈME XI. — Toute forme d'H ermite est changée
par une substitution linéaire unilatérale de même nature
(c'est-à-dire à droite si la forme est à droite, à gauche si
la forme est à gauche) effectuée sur les variables en une
autre forme d'Hermite de même nature et de même genre.

Soient

F = £ £ œh

la forme considérée et

l 'équation générale de la substitution effectuée; F est
changée par cette dernière en

F' = £ t (£ y'
ce qui peut encore s'écrire

Si Ton pose

<6) A } -

il suffit de montrer , pour établir notre proposition, que
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A cet effet, remarquons que pour i = j la relation pré-
cédente est satisfaite, car dans ce cas les A sont évidem-
ment égaux à la valeur que prend F quand on donne aux
variables x les valeurs bo et d'après ce que nous avons dit
au début de ce numéro, on sait que l'on a précisément

Lorsque i ^ ƒ, on a

ce qui s'écrit, en tenant compte des relations (2),

car dans les relations (5) on peut évidemment intervertir
l'ordre des indices de sommations; la formule (6) est donc
•établie.

XII. — Avec les notations du théorème pré-
cédent on a

3 F _ y 9 ^ 3jF ? Z ' _ e Y ! £ -l^h (i)

Four l'établir il suffit de se reporter à la formule (4) du
numéro précédent et de remarquer que les ƒ sont indé-
pendants des x donc des y, de sorte que dans la dérivation
par rapport à ces dernières variables les ƒ devront être
traitées comme des constantes; la première relation est
donc établie. La seconde se démontre de la même façon.

THÉORÈME XIII. —Toute forme d'H ermite F peut tou~

Pour une forme à gauche on aurait évidemment

3Ff _ ^ 3F dœh 3F1
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jours, par une substitution linéaire unilatérale de même
nature, être ramenée à la forme

n
F = > UiCiUi

où les ut sont linéairement distinctes et en nombre au plus
égal à celui des variables supposées indépendantes qui
figurent dans F et où, de plus, les ci sont des scalaires de
valeurs absolues arbitraires non nulles dans le cas des
formes du premier genre; des vecteurs arbitraires dans le
cas des formes du second genre.

Nous distinguerons deux cas, suivant que tous les coef-
ficients a\ sont nuls ou non.

1. Un au moins des a\ est différent de zéro. Désignons
par a un tel coefficient; on a

F = xax + ybx -\-zxby + xP + zPx + R>

où P est une forme linéaire à droite ne dépendant pas de x
et de y (donc ne dépendant que de n — 2 variables) et R
une forme d'Hermite de même genre et de même nature
que F et qui ne contient pas non plus x et y.

De l'hypQthèse
a = ta

on tire

ce qui permet d'écrire
F = (x+ljbar* + ePar*) a (x + tar^by + a^P) + i^

avec
Râ = — tybar1 by — sybeF+P — «P"a-*"ôy — eFöT4P + R

Rj est, comme on le voit facilement, une forme d'Hermite
du même genre que F et de même nature qui contient au
moins une variable de moins que F. Admettons que R,
jouisse de la même propriété que F, à savoir d'avoir au
moins un terme de la forme x c x; dans ce cas nous pou-
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vons répéter sur Rj ce que nous venons de faire sur F; on
arrivera ainsi à une forme R2 de même genre et de même
nature que Rx et qui aura au moins une variable de moins
que Rx; avec la même hypothèse sur R2 que sur Rx on
pourra recommencer notre raisonnement; finalement,
après la p ième opération de ce genre on arrivera à une
forme Rp qui, ou bien ne contiendra plus qu'une seule
variable, ou bien qui sera nulle, et il est clair que cela
arrivera au plus tard à la (n — l)fcme opération, si n est le
nombre de variables dont dépend F. Pour arriver à la for-
mule de l'énoncé il suffit évidemment de poser

u± = x + ta^by + df^P, ...

Si alors on change ux en m ul9 a se change en mam;
de sorte que si la forme F est du premier genre, a est un
scalaire qui se trouve, après le changement de ux en m ul9

multiplié par le nombre positif m m; en choisissant con-
venablement m on pourra donc donner à a n'importe
quelle valeur absolue; si, au contraire, F est une forme
du second genre, a est un vecteur et il en est de même
de m a m; si alors on remplace dans l'équation m a m = v,
écrite sous la forme équivalente

— ,— .. f , 4 fti%\
ma — v[m = 0 \ v' =* v \ / —— I,

\_ yf Ct CL J

m, a, v' par leur valeur en fonction de leurs composantes
scalaires, un calcul facile prouve que le système homo-
gène de quatre équations à quatre inconnues a un déter-
minant nul et, par conséquent, admet toujours des solu-
tions non nulles; on obtient la relation précédente en
remarquant que la relation donnée, m am = v, fournit
immédiatement la norme de v :

N(t?) = (vv)il*. (aâ)~f|«.

Il ne reste plus qu'à prouver que les uf sont linéairement
distincts. Cela est du reste à peu près évident; en effet,



52 GÉOMÉTRIE PROJECTIVE QUATERNIONIENNE

d'après ce que nous venons de voir, le tableau des coeffi-
cients des u( est de la forme

0 1 ...

0 0 ... 1 .« bl

de sorte que le nabla formé par les coefficients des p pre-
mières variables est égal à 1; donc, en vertu du théo-
rème VIII (p. 44), ces formes sont bien linéairement
indépendantes.

Une objection s'élève si, parmi les R successifs, il y en
avait un qui fût dépourvu totalement de termes de la
forme xax; dans ce cas on lui appliquerait la méthode
que nous allons exposer maintenant.

2. Tous les a\ sont nuls. Dans ce cas la forme F peut
s'écrire

F = xay + zy'âx + xP + e^Q + eP# + Qy + R,

P et Q étant des formes linéaires unilatérales de même
nature que F, indépendantes de x et de y, et R une forme
d'Hermite du même #enre et de même nature que F, ne
contenant pas x et y.

Sous cette nouvelle expression on voit que F peut encore
s'écrire

F = (x + QV*) a {y + a^P) + e (y + P âF)â{x + â^Q) +

en posant
R£ = R — Q a - i P Q

Appliquons maintenant l'identité

2(YaX + eX«Y) « (X + Ya*-*)z(X +
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où z est un paramètre seulement tenu à satisfaire à la'con?
dition

"z = ez;
on a alors, en posant

U = x + ô^Q + tz^ay + ez^P
Y = x + (î^Q — tz~iay — î

pour expression de F,
F « */2 Ü*U — 4/2 VaV + R,.

R! est une forme d'Hermite de même genre et de même
nature que F et contient au moins deux variables de
moins. En appliquant à Rx la première méthode que notis
avons donnée, si elle contient au moins un terme de la
forme x b x, ou la méthode que nous venons d'indiquer,
si elle est dépourvue de pareils termes, nous arrivons à
une nouvelle forme R2 de même genre et de même nature
que Rj et qui contient au moins une variable de moins.
Finalement, au bout de la plème opération de ce genre nous
arriverons à une forme de même genre et de même nature
que la forme initiale et qui, ou bien n'aura plus qu'une
seule variable, ou bien qui sera nulle; il est manifeste que
cela arrivera au plus tard à la (n — i)ième opération, n
étant le nombre de variables de F.

Montrons que les formes U et V ainsi obtenues sont
linéairement distinctes. Admettons que les opérations
successives aient porté sur les variables xl9 x2, ..., xp;
dans le tableau des coefficients de ces variables il est clair
qu'il y aura au moins deux lignes consécutives formées de
la façon suivante :

0,0,...,!,

mais on peut, sans changer le nabla attaché aux p pre-
mières lignes et aux p premières colonnes de ce tableau,
remplacer la seconde de ces deux lignes par le résultat
obtenu en ret?*anchant de cette ligne les éléments corres-
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pondants de la précédente (corollaire du théorème VII,
p. 39); ce qui donne

0,0,...,!,

et par suite, en faisant autant de fois qu'il sera nécessaire
cette opération, le nabla obtenu se réduira à la norme de
son terme principal, qui est nécessairement différent de
zéro, z ne pouvant être ni nul ni infini, et a aussi.

Il ne nous reste plus, pour achever la démonstration de
notre théorème, qu'à prouver que les ct jouissent bien de
la propriété énoncée. Le raisonnement fait dans la pre-
mière méthode demeure valable ici; seulement, on pour-
rait croire à priori qu'en changeant le signe du z corres-
pondant au c{ envisagé (quantités qui sont manifestement
égales) on puisse changer le signe de ci9 sans, bien
entendu, changer u( en une forme linéairement distincte;
or il n'en est rien, car cette transformation de z en —z
change U en V et V en U, formes qui, nous l'avons vu,
sont linéairement distinctes.

THÉORÈME XIV. — Pour que la forme d'Herrnite F(xx,
x2, ..., x11) soit la somme de p termes de la forme UjCjiii,
Zes u étant des formes linéaires unilatérales de même
nature que F linéairement distinctes, il est nécessaire et
suffisant que Von puisse former avec p lignes du nabla
de cette forme et avec les p colonnes de mêmes rangs que
ces lignes respectivement un nabla mineur d'ordre n — p
différent de zéro, tous les nabla mineurs d'ordre n — p — 1
étant nuls.

Soit, en effet,

5
avec
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et, enfin, fh désignera comme précédemment la dérivée
partielle de F par rapport à xh.

Les polynômes ut étant supposés linéairement indépen-
dants, on peut former avec les coefficients des variables
un nabla d'ordre p différent de zéro. Nous pouvons tou-
jours suposser les notations disposées de telle façon que ce
nabla soit celui des coefficients des variables xl,.x2, ..., af9

c'est-à-dire que le nabla
b\ b\ b%
b\ b\ b%

D

b? b? é*
soit différent de zéro.

Gela posé, on a, en vertu du théorème XÏI,

fn %. e* w?

Les dérivées partielles fu f29 ..., f9 sont des fonctions
linéaires unilatérales homogènes de même nature que F
des polynômes ur

Or, si l'on considère les p premières équations, en regar-
dant les u, comme des inconnues, on voit que le nabla des
coefficients est égal à
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car

Ce nabla est donc différent de zéro; par conséquent, l€S
polynômes ut sont des fonctions linéaires unilatérales de
même nature que F et homogènes des dérivées partielles
J l J J 2 j • • • > Jp-

II en résulte que les deux systèmes at = 0 et ft = 0, ( î = l ,
2, ..., p) sont équivalents; donc les p premières dérivées
partielles fl9 f2, ..., fv sont linéairement distinctes et les
n—p autres sont des fonctions linéaires unilatérales de
même nature que F, homogènes des p premières. En vertu
du théorème de Rouché, le nabla principal du système
ft = 0 (i = l, 2, ..., n) est donc d'ordre p. Le théorème est
donc démontré.

C'est de ce théorème que résulte la proposition de la
page 34 (th. VI) et les généralisations dont nous avons
parlé. En effet,

THÉORÈME XV. — La forme d'Hermite

où les A sont ceux du développement du nabla {a^}, est
réductible à un seul terme de la forme u u.

En conservant les notations que nous avons adoptées,
l'indice inférieur est celui des colonnes. Cela étant, posons

Cette substitution transforme la forme F en une forme F' :

i m

OÙ

B^ = S S 5 AU ajj\
h h

On voit aisément sur cette formule, en tenant compte
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des relations auxquelles satisfont les A*ftk, qüe tous cèê
coefficients B sont nuls, sauf un :

= i a\ ! =
Donc la forme F se réduit par cette substitution au seul

terme

ce qui démontre la proposition.
Les nabla mineurs d'ordre 1 à n— 2 sont tous nuls.

C'est l'annulation des mineurs d'ordre n— 2 qu'exprimé
le théorème de la page 34.

THÉORÈME XVI. — Le nabla d'une torme d'Hermite F
transformée de la forme d'Hermite F par une substitution
linéaire unilatérale de même nature que F est égal au
nabla de la forme F multiplié par le carre du nabla de la
substitution.

Reprenons les notations du théorème XI de la page 48.
On avait pour coefficients de F' l'expression

A * V V hh r,h, / i*
h h

Posons
c h = — o% aK

h

on a, en vertu du théorème I de la page 28,

Aj ) d = j S c\ b f i d = j 4 î a • t *f \ *

Or on a

ou, en posant

Mais nous avons vu au début de ce chapitre
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et, d'autre part,

•I % U - J %.!«•-!•» IJ. :

D'où

ce qui démontre le théorème :

JAjU-f ajj !«•[{«!*?

THÉORÈME XVII. — La matrice réciproque d'une matrice
hermitique est encore une matrice hermitique du même
genre.

Soit (a\) la matrice hermitique donnée. Considérons
le système de n équations linéaires unilatérales formé avec
les n — 1 équations qui définissent les coefficients A*ifc (i
et ƒ étant fixes) du développement du nabla de la matrice
donnée par rapport aux éléments de la colonne de rang i
et par l'équation

g V Ki nK V*

da{ *

Si dans ce système nous regardons les k\k (i et j étant
fixes) comme des inconnues et que nous désignons ces
inconnues par Xfc, nous avons le système linéaire unilaté-
rale à gauche :

Multiplions chacune des équations de ce système par e
et tenons compte du fait que les a satisfont tous à la
relation

on obtiendra ainsi le système
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en posant, pour plus de symétrie dans les formules,
Zk=Xk. Prenons alors les conjugués des deux membres
de chacune des équations précédentes; on obtiendra le
système

h

S ar
K Z* = 0.

h

Le système ainsi obtenu a pour matrice la matrice her-
mitique considérée. Cela étant, calculons Zi au moyen de
ce système et rappelons-nous que

On a

d'où

Ou, en tenant compte du corollaire de la page 35, nous
aurons

e Y* «

Or A'̂  est le nabla d'ordre n — 1 obtenu en supprimant
la ligne de rang j et la colonne de rang i; de même A^
est le nabla d'ordre n — 1 obtenu en supprimant la ligne
de rang i et la colonne de rang j ; on voit aisément, en
tenant compte du fait que la matrice considérée est her-
mitique, que si S est la matrice du premier de ces nabla,
la matrice du second sera £ S' (S' désignant, comme
d'habitude, la matrice transposée de S); cela étant, on voit
facilement que

On a donc

.Y' = 5
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ou, en remplaçant 1f* par sa valeur qui'est égale &—<, on

a finalement la relation,»

ce qui établît évidemment la proposition.

28. ÉTUDE SPÉCIALE DES FORMES D'HERMITE DU PREMIER
GENRE. — Nous aïlons voir dans ce numéro deux proprié-
tés fondamentales des formes d^Hermite du premier
genre. Comme précédemment, nous supposerons qu'il
s'agit encore de formes à droite, hypothèse qui ne nuit en
rien à la généralité du raisonnement qui se transpose sans
aucune difficulté aux formes à gauche.

THÉORFML XVIII ou LOI D'INERIIK. — Dans la décom-
position d'une lorme d1 H ermite en somme de termes de
la forme ut ct u„ les iij étant des formes linéaires unilaté-
rales de même nature que la forme considérée distinctes,
le nombre des termes précédés du signe + et celui des
termes précédés du signe — sont invariables, quel que soit
le mode de décomposition.

Nous pouvons supposer que nous avons ramené tous les
c, à être de module 1; de sorte que

peut être regardé comme une première décomposition de
F, les u et les v étant linéairement distincts.

Supposons que l'on ait trouvé une autre décomposition
de F :

h' — *' -
1=1 i=l

les s et les t étant lineairemeot distincts ou non. Je dis
que
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En effet, supposons h'<Zh; dans ce cas, on a

h' + k <h + k

et, par suite,
h1 + k < n.

On pourra donc trouver une infinité de solutions
équations

Si = 0, s2 = 0,... sh. = 0, Vi = 0, v2 = 0,... vh = 0.

Or les polynômes ui9 vt étant en nombre supérieur à
h! + k, on sait, d'après le théorème X, que parmi les solu-
tions du système précédent il y en a qui n'annulent pas
tous ces polynômes et par suite qui n'annulent pas tous
les ur Remplaçons xly x2, . . . , xn par les quaternions appar-
tenant à une de ces solutions. En vertu de la première
décomposition, la forme F prendra une valeur positive,
tandis qu'en vertu de la seconde décomposition, pour ces
mêmes valeurs des variables, F prendrait une valeur néga-
tive ou nulle. Il y a donc impossibilité à supposer h'<Chl
donc on a

h'>:h.

On démontrera de même que l'on a k'^>k; il suffit d'ail-
leurs d'appliquer le raisonnement précédent à la forme
— F.

Supposons maintenant les termes correspondants à la
seconde décomposition également linéairement indépen-
dants; on aura aussi

h > h\ h> k\

de sorte que Ton doit avoir dans ce cas

h = h\ h = h\

Pour les formes du second genre une telle proposition
n'aurait aucun sens, puisque, comme nous l'avons vu au
théorème XIII, on peut prendre, dans ce cas, c. égal à
n'importe quel vecteur arbitraire non nul.
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THÉORÈME XIX. — Le nabla d'une forme d'Hermite du
premier genre est carré parfait.

Ceci est immédiat, si Ton procède par récurrence. Sup-
posons donc que le nabla d'une forme hermitique du
premier genre a n — 1 lignes et n — 1 colonnes soit carré
parfait (cela se vérifie sans aucune difficulté pour la
matrice hermitique du premier genre à deux lignes et
deux colonnes) et montrons que le nabla d'une matrice
hermitique du premier genre à n lignes et n colonnes est
carré parfait.

D'après le théorème XVII de la page 58 il résulte que

—, est un scalaire. De même, d'après le corollaire de la

page 35, on a
/avwavv
\da\J \da\J

Or A'if est encore un nabla hermitique a n — 1 lignes et
n — 1 colonnes, puisqu'il est obtenu par suppression de
la ligne de rang i et de la colonne de même rang d'un
nabla hermitique; c'est donc, par hypothèse, un carré
parfait. La relation précédente démontre par conséquent
notre théorème.

COROLLAIRE. — Si Von effectue sur les variables d'une
forme d'Hermite F du premier genre une substitution
linéaire unilatérale de même nature que F, la racine carrée
du nabla de la forme F' obtenue après la substitution est
égale à la racine carrée du nabla de la forme F multipliée
par le nabla de la substitution.

Cela résulte immédiatement du théorème qui précède et
de celui de la page 57.

DÉFINITION. — II est logique de donner le nom de dis-
criminant à la racine carrée du nabla d'une forme d'Her-
mite du premier genre, à cause des étroites analogies que
nous venons de relever avec les formes hermitiques ordi-
naires. On peut donner assez facilement la loi de forma-
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tion directe du discriminant d'une forme d'Hermite
quaternionienne du premier genre.

29. Loi DE FORMATION DIRECTE DU DISCRIMINANT. — On
développera le déterminant a1 comme si les éléments
étaient des quantités réelles; puis, dans chaque monôme
du développement ori groupera les termes de façon que
l'indice supérieur d'un terme soit le même que l'indice
inférieur du terme précédent, jusqu'à ce que l'on arrive
à un terme qui a pour indice inférieur l'indice supérieur
du premier terme du monôme; si cela arrive avant d'avoir
épuisé tous les ternies que contient le monôme, on recom-
mencera la même opération sur les termes restants; il reste
sous-entendu que l'opération que nous venons de faire
subir au monôme ne change pas le signe avec lequel il
doit figurer dans le développement du déterminant.

Pour établir que l'on obtient bien ainsi le discriminant,
il nous faut d'abord montrer que l'expression que l'on
vient de définir a une valeur scalaire et que son carré est
bien égal au nabla du système déterminé par les dérivées
partielles de F par rapport aux x.

1. L'expression que Von vient de définir a bien une
valeur scalaire. — Deux cas sont à envisager, suivant que
l'indice supérieur du premier terme est le même quq
l'indice inférieur du dernier ou non.

a) L'indice supérieur du premier est le même que
l'indice inférieur du dernier : le monôme considéré est
donc de la forme

il est évident, d'autre part, que notre expression contient
le monôme (en modifiant au besoin l'ordre des termes, ce
qui n'est pas contraire à notre définition, à condition
d'opérer par permutation circulaire)
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ces deux termes (monômes) ont évidemment ie même
signe, et comme par hypothèse on a

a* = ai

ces deux monômes sont conjugués et par suite leur somme
est un scalaire.

b) L'indice inférieur du premier terme n'est pas le
même que l'indice supérieur du dernier. S'il en est ainsi,
c'est que le monôme considéré contient entre ses extré-
mités un terme qui a pour indice inférieur l'indice super
rieur du premier; ce monôme est donc de la forme

A désignant l'ensemble des autre* termes du monôme.
Comme précédemment, il est évident que notre expres-
sion contient le terme

et ces deux monômes ont le même signe; mettons alors A
en facteur à droite et le coefficient de A sera, d'après
l'hypothèse, un scalaire. Désignons par 8 ce scalaire;
alors, ou bien A est un monôme normal (c'est-à-dire que
l'indice supérieur de son premier terme est le même que
l'indice inférieur de son dernier terme), ou bien A se com-
pose d'un certain nombre de monômes normaux. Dans le
premier cas il est évident que notre expression contient le
terme S A (symbole qui groupe du reste deux monômes
du développement) et il est clair que S A et S A ont le
même signe. Donc leur somme est encore un scalaire.
Dans le second cas A contient plusieurs binômes normaux;
on posera.

A = a% ap
r.- alaf, KL (ir =£ i).

Notre expression contient évidemment le terme
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ce monôme et celui désigné par S A ont le même signe;
en mettant alors A! en facteur à droite on aura pour
coefficient de S A2 un scalaire S^ II est important de
remarquer que le symbole S Si Ax groupe quatre termes
de notre développement. En raisonnant sur Ax comme
on vient de le faire sur A, on arrivera à montrer que notre
développement peut être décomposé en une somme de
2P monômes chacune qui ue sont autres que le produit
de p scalaires, ce qui établit le caractère scalaire de l'ex-
pression que nous avons adoptée comme définition du
discriminant.

2. Le carré du discriminant est le nabla de la forme F.
En effet, si Ton développait le déterminant |a',| suivant
la même règle, on aurait

Cela étant, multiplions ces deux déterminants après les
avoir développés suivant la règle indiquée et remplaçons
dans chacun des (n!)2 monômes qui composent le déve-
loppement du produit deux termes consécutifs qui sont
de la forme suivante : a\ a\ par a1. ah

p comme l'autorise
l'hypothèse; puis, ces deux ternies remplaçons-les à leur
tour par D'î7l. Notre développement du produit, qui n'est
autre que le carré du discriminant, était primitivement
formé de (n!)2 monômes de 2n termes chacun; après la
substitution dont nous venons de parier il est toujours
composé de (n!)2 monômes, mai» ces monômes ne sont
composés que de n termes D chacun. Ces (n!)2 monômes
peuvent alors s'écrire sous forme d'un 2 de n! d'entre
eux, la sommation étant faite par rapport aux indices
supérieurs des D, que l'on remplacera dans chacun des
monômes de toutes les manières possibles par les n\ per-
mutations des nombres 1 2 3 ... n. Les monômes placés
sous le signe S constituent le développement du déter-

5
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minant déjà écrit page 45 dans la loi de formation directe
du nabla, ce qui établit notre proposition. Nous n'insiste-
rons pas davantage sur cette démonstration, car elle n'est
qu'un cas particulier de celle donnée par Study à propos
de la loi de formation du nabla d'un tableau quaternio-
nien quelconque; aussi, renvoyons-nous le lecteur qui la
trouvera insuffisamment rigoureuse au mémoire de Study
des Acta Mathematica.



DEUXIÈME PARTIE

LA GÉOMÉTRIE PROJECTIVE QUATERNIONIENNE

CHAPITRE PREMIER

Notions et définitions préliminaires.

§ 1. L'espace projectif quaternionien et la Géométrie.
§ 2. L'espace projectif complexe associé.
§ 3. Variétés linéaires à p dimensions et repères.
§ 4. Définition des proj ectivités de la Géométrie : ces opéra-

tions forment un groupe.

I

30. DÉFINITIONS FONDAMENTALES. — Un point de l'espace
projectif quaternionien est essentiellement défini pour
nous par n + 1 quaternions non tous nuls, qui sont, par
définition, ses coordonnées homogènes

x\x% ...,x>\ xn+i

si l'espace considéré est à n dimensions.
Alors qu'en géométrie projective complexe, nous

l'avons dit, deux points qui ont leurs coordonnées propor-
tionnelles sont regardés comme identiques, la non-com-
mutativité de la multiplication nous empêche ici de faire
a priori une telle convention. Pour parvenir à une défi-
nition analogue, nous sommes conduit à définir d'abord
la nature de la géométrie que nous voulons étudier, ou,
plus exactement, la nature des substitutions linéaires que
comprendra cette géométrie.
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Nous ne considérerons ici que des substitutions linéaires
à droite que nous appelons homographies; ces transfor-
mations auront donc pour équations

(1) a" - £ «ja* {i =- 1, 2,..., n + 1). «

De cette définition résulte immédiatement que seuls les
points dont les coordonnées se déduisent de celles d'un
certain point par multiplication à droite par un même
facteur non nul peuvent être regardés comme identiques.
S'il y a lieu de distinguer deux points dont les coordonnées
sont proportionnelles à droite, nous dirons que ce sont
deux points analytiques distincts qui ont le même sup-
port géométrique.

Les coordonnées non homogènes d'un point de l'espace
projectif quaternionien seront les n quaternions

Il s'ensuit que les points de coordonnées homogènes res-
pectives (V) et (x* k) ont les mêmes coordonnées non
homogènes, car on sait que

(a - by-i = *-* • a"1.

Avec ces définitions, on voit aisément que les notions de
continuité de l'espace projectif complexe s'étendent sans
difficulté à l'espace projectif quaternionien; c'est ce que
nous résumerons en disant que l'espace projectif quater-
nionien est un espace compact au sens de la terminologie
adoptée par M. Fréchet (2).

II
31. INTERPRÉTATION DE LA GÉOMÉTRIE PROJECTIVE QUA-

TERNIONTENNE. — Nous avons vu, au premier paragraphe
du chapitre II de la première partie, comment on pouvait

(*) Nous supposons, bien entendu, jajl =4=0.
(2) MAURICE FRÉCHET, Les espaces abstraits. Paris, 1928 (Gauthier-

Villars).
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définir parfaitement un quaternion à l'aide de deux qua-
ternions réduits relatifs à la même unité principale qui
sont, au point de vue du calcul, assimilables à des quanti-
tés complexes ordinaires.

Cela étant, il paraît a priori que l'espace projectif, ou
plutôt la géométrie projective quaternionienne à n dimen-
sions, n'est autre que la géométrie projective complexe à
2n-hl dimensions; nous allons voir que ceci n'est pas
exact et que la géométrie projective quaternionienne à n
dimensions est la géométrie des droites de l'anticon-
gruence linéaire absolue.

Nous sommes ainsi conduit, par les définitions que nous
avons adoptées au paragraphe précédent, à nous poser la
question suivante : quelle est la nature de la correspon-
dance entre l'espace projectif quaternionien à n dimen-
sions et l'espace projectif complexe à 2 n + l dimensions ?

Il est clair que si nous nous bornons à ne considérer
que des points analytiques des deux espaces, la corres-
pondance est ponctuelle et biunivoque; aussi nous pose-
rons-nous la question pour les points géométriques.

Soit alors un point quelconque de l'espace projectif
quaternionien défini par ses n-f-1 coordonnées homogènes
(œ*). Tous les points analytiques qui ont ce point pour
support ont leurs coordonnées homogènes de la forme
(x'.b), b étant un quaternion arbitraire non nul; dans
l'espace projectif complexe ces points seront représentés
par les points de coordonnées homogènes (en conservant
les mêmes notations qu'à la page 12) :

II apparaît nettement sur ces formules que le point
(z" z'") de l'espace projectif complexe à 2n + l dimensions
appartient à la droite qui joint les points (x" x"*) et
(x'"— #"'), qui sont deux points conjugués par l'antiinvo-
ïution absolue : à un point géométrique de l'espace pro-
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jectif quaternionien correspond donc dans l'espace pro-
jectif complexe une droite de l'anticongruence linéaire
absolue. Réciproquement, il est clair qu'à toute droite de
l'anticongruence linéaire attachée à une antiinvolution de
seconde espèce correspond un point de l'espace projectif
quaternionien.

Pour compléter cette étude de la correspondance entre
l'espace projectif quaternionien à n dimensions et l'espace
projectif complexe à 2n-f 1 dimensions, cherchons com-
ment se correspondent les homographies de ces deux
espaces.

Nous avons déjà vu qu'à toute homographie du pre-
mier correspond une homographie du second qui laisse
invariante l'antiinvolution absolue. Les seules homogra-
phies de ce dernier espace qui pourront correspondre aux
homographies du premier sont celles qui laissent inva-
riante une antiinvolution de seconde espèce. Soit donc X
une telle homographie de l'espace projectif complexe à
2n+ 1 dimensions. Nous pouvons évidemment supposer,
sans nuire à la généralité, que le polyèdre de référence est
celui pour lequel l'antiinvolution de seconde espèce que
laisse invariante K est réduite à sa forme canonique.

Cela étant, l'homographie K{ de l'espace projectif com-
plexe à 2n-fl dimensions correspondant à l'homogra-
phie H de l'espace projectif quaternionien à n dimensions
a une matrice Hx qui satisfait à la relation

A .*H4 -= Ht. A

(A étant la matrice de F antiinvolution absolue).
Or nous avons vu précédemment que toute homogra-

phie de l'espace projectif complexe à 2n + 1 dimensions
qui laisse invariante l'antuiivolution absolue pouvait tou-
jours être supposée avoir une matrice vérifiant la relation
précédente (voir p. 24) et que dans ce cas sa matrice, donc
aussi celle de H, était parfaitement définie à un facteur
réel près. Il en résulte donc qu'à toute homographie de
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l'espace projectif complexe à 2 n + l dimensions qui laisse
invariante une antiinvolution de seconde espèce corres-
pond une homographie de l'espace projectif quaternio-
nien à n dimensions dont la matrice est parfaitement
définie à un facteur réel près. Si, de plus, on astreint K
à être de déterminant égal à 1 et H à être de naba égal
à 1, la matrice de K est alors parfaitement définie au signe
près; et il en est de même de la matrice de H.

III

3 2 . DÉFINITION DES VARIETES LINEAIRES A p DIMENSIONS;
— Revenons à l'espace projectif quaternionien à n dimen-
sions et définissons ce que nous entendons par variété
linéaire à p dimensions.

Le lieu des points dont les coordonnées homogènes
satisfont a n — p relations linéaires unilatérales à droite
et distinctes sera appelé variété linéaire à p dimensions.

La variété linéaire à n — 1 dimensions sera appelée
plan; la variété linéaire à 1 dimension sera nommée
droite.

Dans l'espace projectif complexe à 2 n + l dimensions,
une variété linéaire à p dimensions est représentée par une
variété linéaire à 2p — 1 dimensions, invariante par l'anti-
involution absolue.

Toutes ces définitions entraînent évidemment l'hypo-
thèse que p est inférieur à n; nous la supposerons donc
toujours réalisée.

Une variété linéaire à p dimensions est parfaitement
définie par p + 1 points linéairement distincts (c'est-à-dire
que l'on peut extraire du tableau à p + 1 lignes et n 4-1
colonnes formé avec les coordonnées homogènes de ces
points un nabla d'ordre p 4- 1 non nul) ; soient A. ces points
et soit M un point de la variété; on peut écrire

M - £ A, v'
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les v n'étant pas tous nuls. Cela résulte du fait que le sys-
tème de n + 1 équations à p + 1 inconnues symbolisé par
la relation précédente satisfait aux conditions du théorème
de Rouché en vertu des hypothèses faites sur les points A
et le point M.

Ce même théorème de Rouché nous montre que toutes
les propositions relatives à l'intersection des variétés
linéaires de l'espace projectif complexe ordinaire demeu-
rent valables pour les variétés linéaires de l'espace pro-
jectif quaternionien. En particulier, pour que deux
variétés linéaires, l'une à p dimensions, l'autre à q dimen-
sions, se coupent, il suffit que l'on ait

33. DÉFINITION DES COORDONNÉES PROJECTIVES. — Consi-
dérons n-f l points analytiques Af de coordonnées homo-
gènes :

non situés dans un même plan, c'est-à-dire que {a'J^O.
Soit alors M un point analytique quelconque; on peut

mettre ce point sous la forme symbolique

M = S A, y<

formule qui condense les n -h 1 égalités

les y{ sont bien déterminés, puisque, par hypothèse, le
nabla du système précédent n'est pas nul. Ces quantités
peuvent donc être regardées comme constituant un nou-
veau système de coordonnées. D'ailleurs, les divers points
analytiques provenant d'un même point géométrique ont
des coordonnées non homogènes qui sont les mêmes.
Ainsi, une homographie de l'espace projectif quaternio
nien peut s'interpréter comme un changement de coor-
données. Les équations d'une variété linéaire restent du
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premier degré dans ce nouveau système de coordonnées,
que nous appellerons coordonnées projectives.

Les n-j-1 points géométriques At ne suffisent pas à défi-
nir complètement le nouveau système de coordonnées;
mais si l'on se donne un (n + 2)ième point géométrique E :

E = S A, ̂  (c, =£O,q-q soit i),
i

il est clair qu'en substituant aux points analytiques A4 les
points analytiques At ct, le point E prend les coordonnées
yt=l. Par suite, les n + 2 points A et le point E déter-
minent un système de coordonnées dans lequel ces points
ont pour coordonnées

et atf'= 1

Dans ce système, tout point a ses coordonnées définies
à un facteur arbitraire près à droite. Il faut ajouter la res-
triction que parmi les n + 2 points \ t et E il n'y en a pas
n + 1 situés dans un même plan. Les n-i-1 points At. seront
appelés les points de base ou sommets du polyèdre de
référence ct Je point E sera le point unité.

IV

84. LE PRINCIPE DE DUALITÉ DANS LA GÉOMÉTRIE PROJEC-

TIVE QUATERNIONIENNE. — Un plan de l'espace projectif
quaternionien est, nous l'avons dit, le lieu des points dont
les coordonnées satisfont à une équation de la forme

(1)

les ut n'étant pas tous nuls. Ces quantités a définissent le
plan sans ambiguïté : ainsi le point et le plan jouent des
rôles symétriques, pour le point les coordonnées sont défi-
nies à un facteur à droite près tandis que pour le plan les
coordonnées u. sont définies à un facteur à gauche près.
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La relation (1) entraîne la suivante :

(2) 2 ô? ût = 0.

Ces deux relations équivalentes montrent le rôle symé-
trique joué, d'une part, par x* et ui9 d'autre part, par

ui et xi : à tout théorème sur les points on pourra donc
faire correspondre un théorème sur les plans et récipro-
quement; c'est ce qui, dans notre géométrie, équivaut au
principe de dualité de la géométrie projective complexe
ordinaire.

La correspondance biimivoque de point à plan définie
par

et la correspondance biunivoque de plan à point définie
par

a?" = 2 ^ ( 0

conservent l'incidence, c'est-à-dire que si un point (x) est
contenu dans un plan (u), le plan (u') transformé du point
(x) contient le point (x') transformé du plan (u); cela sup-
pose que les dernières relations ne font qu'exprimer la
résolution des premières, ou, en d'autres termes, qu'on
a la relation matricielle

(*J)a-fö)a-(»O,
(m) désignant, comme d'habitude, la matrice ayant tous
ses éléments nuls, sauf ceux de la diagonale principale,
égaux au scalaire m.

C'est à ces transformations que nous donnerons désor-
mais le nom de corrélation.

Sur la droite projective quaternionienne, espace pro-
jectif à une dimension, la notion de point et la notion de
plan se confondent; les corrélations sont alors des trans-
formations ponctuelles qui portent le nom d'antihomo-

(4) Nous supposons évidemment j b\ ]g + 0 et | c{ \d
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graphies. L'étude de ces transformations ayant été faite en
détails par Study dans ses mémoires des Math. Zeitschr.,
déjà cités, nous n'y reviendrons pas ici.

35. LE GROUPE PROJECTIF QUATERNIOMEN. — On voit
aisément que les homographies de l'espace projectif qua-
ternionien à ri dimensions forment un groupe; il suffit, en
effet, de remarquer que la transformation inverse d'une
homographie est une homographie et que le produit de
deux homographies est aussi une homographie. Mais,
grâce aux corrélations, il est facile d'étendre ce groupe.
En effet, la transformation inverse d'une corrélation est
une corrélation; le produit d'une corrélation par une
homographie ou d'une homographie par une corrélation
est une corrélation et enfin le produit de deux corrélations
est une homographie; l'ensemble des homographies et
des corrélations de l'espace projectif quaternionien à
n dimensions forme donc un groupe. C'est ce groupe que
nous appellerons le groupe projectif quaternionien.

Les relations qui définissent les transformations du
groupe projectif quaternionien font toutes intervenir les
coefficients d'une matrice quaternionienne (&). On pourra
donc écrire ces relations symboliquement sous la forme

La matrice (&), qu'on pourrait modifier en multipliant
tous ses éléments par un même scalaire non nul, sans chan-
ger l'opération géométrique, définit l'effet produit par
cette opération sur les points de l'espace. En vertu du
principe de dualité, tel que nous l'avons énoncé, il est tout
aussi légitime de chercher à définir analytiquement l'effet
produit sur les plans. Prenons, par exemple, le cas d'une
homographie
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le raisonnement et la conclusion seraient analogues pour
une corrélation. Soit (u') le plan transformé d'un plan (u).
L'équation

i

doit être une conséquence de la relation

i

Or on a

i

il suffira donc de poser

i

Désignons alors, comme nous l'avons déjà fait par (A').
la matrice transposée de la matrice (61), c'est-à-dire celle
que Ton obtient en changeant les lignes en colonnes et les
colonnes en lignes. Les dernières équations écrites pren-
nent la forme symbolique

ou encore

S""1 étant la matrice inverse de S. D'où
Toute projectivité, c'est-à-dire une transformation du

groupe projectif, est définie dualistiquement par deux
matrices quaternioniennes (&) et (&')—* relatives, Vune à
des systèmes à droite, Vautre à des systèmes à gauche, sui-
vant que Von considère Veffet produit par elle sur des
points ou sur des plans. Le tableau suivant donne les
divers cas possibles :

Homographie. . (œ') = (a)rf {x) ; (u') — (u) (a*)^
Corrélation . . (wr) =* (#)(&)* 5 (#') = ( a V (û).

Deux remarques importantes se présentent à nous main-
tenant :

I. La dualité, comme le prouve le tableau précédent,
montre que si, pour définir notre géométrie, nous avions
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choisi une substitution unilatérale à gauche au lieu d'une
substitution unilatérale à droite, nous n'aurions obtenu
que le changement de nomination de points et plans.

IL II n'existe pas dans notre géométrie d'opérations
analogues aux antihomographies et aux anticorrélations
de la géométrie projective complexe; ceci tient au fait
que la transformation biunivoque

ne fournit pas le même support géométrique pour deux
points analytiques ayant même support.

CHAPITRE II

Le rapport anharmonique.
§ 1. Comment introduire le rapport anharmonique?
§ 2. Le théorème du quadrilatère complet résout la question.
§ 3. Le rapport anharmonique : sa définition, ses principales

propriétés, son application à la géométrie.

I

36. POSITION DU PROBLÈME. — La plus grande difficulté
que l'on rencontre quand on veut étendre à la géométrie
projective quaternioniennc les résultats de la géométrie
projective complexe ordinaire tient à la non-commutati-
vité de la multiplication. C'est aussi elle qui nous empêche
d'adopter a priori la difhiilion classique du rapport anhar-
monique comme définition du rapport anharmonique de
quatre quaternions.

Nous pourrions cependant, pour y arriver, prendre en
bloc toutes les façons de définir le rapport anharmonique
et conserver celle qui, dans le cas des quaternions, englobe
toutes les propriétés, ou, tout au moins, la majeure partie
de ces propriétés du rapport anharmonique de quatre
quantités complexes ordinaires. 11 nous paraît préférable,
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sinon plus rationnel, de passer par l'intermédiaire de la
géométrie pour parvenir à la définition cherchée.

La forme la plus fréquente et la plus élémentaire du
rapport anharmonique en géométrie est certainement celle
de la division harmonique. Parmi les aspects aussi nom-
breux que variés sous lesquels se présente la division har-
monique, c'est le théorème du quadrilatère complet :
toute diagonale d'un quadrilatère complet est divisée har-
moniquement par les deux autres, et la réciproque de ce
théorème qui sont les plus importants pour la géométrie
project!ve. Aussi allons-nous essayer d'utiliser cette pro-
priété, si elle reste vraie dans notre géométrie, pour obte-
nir la définition du rapport anharmonique.

II

37. LE THÉORÈME DU QUADRILATÈRE COMPLET; LE PRO-
BLÈME QU'IL POSE. — Étant donnés dans le plan quaternio-
nien une droite et quatre points sur cette droite, on

3 su

FIG. 1.

demande la relation qui doit lier les coordonnées non-
homogènes de ces quatre points pour obtenir la condition
suivante : si par le point Ax on mène deux droites arbi-
traires Di et D2, puis, par le point A4, une droite arbitraire
qui coupe Dx en Q et D2 en R; on joint A2 aux points Q
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et R; la droite A2 R coupe D± en P et la droite A2 Q coupe
D2 en S; les points As, P et S doivent être en ligne droite.

Pour résoudre ce problème, prenons dans le plan qua-
ternionien un repère dont la droite portant les quatre
points A sera un des axes; de sorte que l'on peut attribuer
à ces quatre points les coordonnées non homogènes.

A4(«i,O); A2(^2,0); A3(u8,O); A4(a4,O);
on peut alors écrire les équations des droites Dl9 D2 et
A4 R Q ou D3 :

Équation A± PQ ou D4 : x — a± = my
Id. À{RSouD2: x— a^^ny
Id. A4RQouD3: x— a4=py.

On tire aisément de ces dernières relations les coordon-
nées des points Q et R :

Q (Y4 = (m —p)-"- (a4 — a,); Xl = ai + m Y, = a4 + p Y,)
R (Y2 = (n — p)-1 . (a4 — a,) ; X2 = a4 + p Y2 -= a± + nY2).

A Taide de ces dernières expressions on obtient aisé-
ment les équations des droites

A2QS et A2RP,
il suflit de remarquer que ces équations sont de la forme

x — a% — te y

et d'écrire, pour avoir les valeurs de u correspondantes,
que la première passe par Q et la seconde par R. Il vient,
après simplification :
Équation de A? Q S : x — at = m + («t — ô ) {aA — a^1 (m — })) y
Équation de A2 RP : x — eu = n + (a{ — a2) (a4 — (ii)~l {n — p) U'

On tire facilement de ces deux équations et des précé-
dentes les coordonnées de P et S :

S (Y3 = H-* (a, — at) ; X3 - a, + n H-^ {a, — a2))
P (Y4 -"= K"1 (at — a2) ; X4 = ai + mK"1 («4 —

en posant
H = m — n + (at — 0%) (a4 — a,)"1 (m —p)
K=*n — m + {a% — a2) (a4 — aj)~4 (m —p).



80 GÉOMÉTRIE PROJECTÏVE QUATERNIONIENNE

Pour que P, S et Aâ soient en ligne droite il faut et il
suffit que

x3 Y3-* — a, Yr1 = x4 Yr —

En remplaçant alors les X et les Y par leurs valeurs dans
cette équation, on obtient, après un calcul de simplifica-
tion qui ne présente aucune difficulté, la relation cher-
chée :
(1) (at — a,)-1 + (tf4 — a4)-* = 2 . (a4 — a2)~K

Cette relation est identique à la relation bien connue qui
lie les abscisses de quatre points formant une division har-
monique en géométrie ordinaire.

Nous n'aurons vraiment le droit de donner le nom de
division harmonique à quatre points dont les coordonnées
non homogènes vérifient la précédente relation que si nous
établissons la symétrie de cette relation par rapport aux
points A3 et A4 et par rapport aux couples Ax A2 et A3 A4.

La première symétrie est bien évidente. Pour établir la
seconde, nous allons montrer que la relation (1) entraîne

(2) (a3 - a,)- * + («3 — a*)-1 - 2 • (a* — a4)~*.

Pour cela posons

(3) X = di — a3; Y = #A — a4; Z = at — a2.

La relation (1) s'écrit alors, après un calcul facile,

(4) ZX(Y + X) = 2XXY.

Avec les notations (3), on a

03 — a t = — X; «3 — O2 = Z — X; «3 — a« = Y — X.

La relation (2) s'écrit alors

— X . (N(X))-* + (Z — X) • (N(Z — X))-* - 2 • (Y-X)(N(Y —X)),
ce qui peut encore s'écrire

(Z — X) ( - (Z — X) X + XX) (Y — X) (Y — X)

« 2 . (Z — "X) (Z — X) X X (Y — X)
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en divisant les deux membres à droite par Z — X el à

gauche par Y — X il reste la relation

(— (Z - X) X + XX) (Y — X) = 2 • (Z — X) XX

relation qui après développement et simplification est
identique à la relation (4), ce qui établit la symétrie par
rapport aux couples Â  A2.

Nous allons maintenant mettre la relation (1) sous une
forme remarquable. Mais avant d'abandonner notre for-
mule (1), faisons une remarque importante qui est évi-
dente sur cette formule, mais qui le serait beaucoup moins
sur celle que nous nous proposons de trouver : si quatre
points d'une droite quaternionienne forment une division
harmonique, il en est de môme des points qui ont pour
coordonnées (non homogènes) les conjugués des coordon-
nées (non homogènes) de ces points.

Multiplions la relation (1) à droite par ax — a3; il vient

— 1 --= (a, — cQ (a± — (i4)-
i — 2 • (a, — a3) ((h — a2)~

i

<;e que Ton peut encore écrire sous la forme équivalente

2 - (a4 — a2 + a2 — rh) {aJL — a2)-
i — (at — a3) (a± — a4)~

l = 1

ou, en développant,

2 + 2 . («g — a2) (a4 — a2)-' — {at — (h) {a, — a4)-
1 = 1

o u
2 . (a2 — ad) (at — a2)~

l — (at — a3) (a4 — a4)~
i + 1 = 0 ;

multiplions les deux membres à droite par ai — a2; il
Tient

2 • (a2 —• a3) — (a4 — a3) {a, — a,)-" (a, — a2) + aL — a2 = 0,

ce que Ton peut encore écrire

2 • (a2 — a3) — (cti — a3) (aL — aA)~i (a^ — a4 + a4 — at)
+ (ti — ̂ 3 + a3 — a2 »= 0,

ou, en développant et simplifiant,

2- (at— a3)—((h—a^+iai—a^ich—aj-^o,— a4) + at — a2^Qf

6
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ce qui peut encore s'écrire

(a± — a3) ((h — cié)'1 ((h — a^) = — (a2 — a3) ;

en divisant à gauche les deux membres par Oa — aa, il
reste

(a± — a3) (at — a4)-* («2—a4) (a2 — a3)-
4 = — 1.

Si, au lieu de quaternions, les quantités a{ étaient des
nombres réels ou complexes ordinaires, on reconnaîtrait
dans le premier membre le rapport enharmonique des
quatre nombres a^ si nous adoptons l'expression du pre-
mier membre comme définition du rapport anharmo-
nique des quatre quaternions at, nous voyons apparaître
l'étroite analogie existant, tout au moins dans la signi-
fication géométrique, entre le rapport anharmonique de
quatre quaternions et le rapport anharmonique de quatre
quantités complexes ordinaires.

III

38. DÉFINITION DU RAPPORT ANHARMONIQUE DE QUATRE

QUATERNIONS. — Nous prendrons donc, comme nous
venons de le dire, pour définition du rapport anharmo-
nique de quatre quaternions a, b, c, d, l'expression

(ce, b, c, d) = {a — c) (a — d)~l (b — d)(b — c)~K

Rappelons que dans le domaine réel ou complexe ordi-
naire le rapport anharmonique de quatre quantités ne
peut prendre que six valeurs, quel que soit l'ordre que
l'on donne à ces quantités; si r est l'une d'elles, les cinq
autres valeurs sont

r~\ 1 — r, (1 — r)"1, 1 — r~\ r : (r — 1).

La non-commûtativité de la multiplication des quater-
nions entraîne, comme on peut le voir facilement par un
calcul simple, que les 24 valeurs du rapport anharmo-
nique de quatre quaternions, valeurs qui correspondent
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aux 24 permutations de ces quatre quaternions, se dédui-
sent toutes de quatre d'entre elles convenablement choi-
sies par les mêmes formules que nous venons de rappeler
dans le domaine réel ou complexe. Ces quatre valeurs
sont

r\ = (a, b, c, d) ; r2 = (c, d, «, b) ; r3 = (b, a, d, c) ;
r4 = (d, c, b, a).

Il est important de remarquer que ces quatre quater-
nions r. ne sont pas complètement indépendants : ils ont
tous même norme et même partie scalaire, ou, avec la
terminologie que nous avons adoptée, ce sont des quater-
nions équivalents.

39. PROPRIÉTÉS DU RAPPORT AINHARMONIQUE QUATERNIO-

NIEN. — Disons tout de suite que le rapport anharmoniqué
quaternionien ne jouit pas de toutes les propriétés du rap-
port anharmoniqué ordinaire. Par exemple, et ceci est
très important, le conjugué du rapport anharmoniqué
n'est pas le rapport anharnionique des conjugués et, qui
plus est, ce n'est même pas un rapport anharmoniqué.

THÉORÈME I. — Le rapport anharmoniqué de quatre
quaternions est changé, par une transformation homogra-
phique effectuée sur ces quaternions, en un quaternion
équivalent. Il nest invariant par la transformation envi-
sagée que s'il a une valeur réelle.

Pour établir cette proposition, nous remarquons que
Ton a les relations suivantes qui sont évidentes :

, b-\- z, c + z, d + z) = {a, b, c, d)
(az, bz, cz, dz ) = {a, bf c,d)

(za, zb9 zc, zd) = z • (a,b,c,d)* z~l

ô-1, c~\ d-*) « c . (a, *, c, d) - c~*.

(mz + n) • (pz + g)-*

(I)
(II)
(III)

(IV)

Soit

( « •

(

(ci-

alors
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la transformation homographique considérée. On voit
aisément que cette transformation peut se mettre sous la
forme

Z = mp~l + [(n — mp'* q) - z + p~i q]'1 -p~l

il est clair de là que notre transformation est le produit
de transformations qui, ou bien laissent invariant le rap-
port an harmonique, ou bien le changent en quaternion
équivalent comme le montrent les formules (1), (II), (III),
(IV); notre théorème est donc établi.

THÉORÈME II. — Toute transformation antihomogra-
phique effectuée sur les quatre quaternions change le rap-
port anharmonique de ces quaternions en un quaternion
équivalent au rapport anharmonique des quatre quater-
nions donnés.

La démonstration se faisant de façon identique à la pré-
cédente, nous ne croyons pas devoir la recommencer.

40. APPLICATION A LA GÉOMÉTRIE. — Dans tout ce que
nous venons de dire depuis le début du présent para-
graphe, il n'a nullement été question de géométrie. Nous
allons donc voir maintenant si l'on peut définir le rapport
anharmonique d'êtres géométriques quelconques.

Le rapport anharmonique de quatre points de la droite
quaternioiiienne sera, par définition, le rapport anharmo-
nique des coordonnées non homogènes de ces quatre
points; au point de vue projectif, cette définition n'a pas
de signification intrinsèque, puisque le rapport anharmo-
nique quaternionien n'est pas en général invariant par
une homographie, c'est-à-dire par un changement de
coordonnées projectives.

Dans l'espace projectif quaternionien à n dimensions
le rapport anharmonique de quatre plans concourants sera
défini pour nous par le rapport anharmonique des quatre
points d'intersection de ces plans avec une arête du polyè-
dre de référence; la valeur de ce rapport dépend évidem-
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ment de l'arête choisie; mais il est clair que ce rapport
anharmonique est équivalent au rapport anharmonique
des points d'intersection des plans considérés et d'une
droite arbitraire.

De ces définitions résulte que le rapport anharmonique
de quatre êtres géométriques n'a d'intérêt, au point de
vue projectif, que s'il est réel, seul cas où notre définition
a un sens intrinsèque.

CHAPITRE i n

Forme réduite d'une homographie quaternionienne.

§ 3. Équation caractéristique et équation minima d'une homo-
graphie quaternionienne.

§ 2. Points caractéristiques.
§ 3. Variétés caractéristiques.
§ 4. Forme réduite de l'homographie quaternionienne.

I

41. THÉORÈME FONDAMENTAL. — Toute homographie
quaternionienne de Vespace projectif quaternionien à n
dimensions vérifie une équation algébrique à coefficients
scalaires de degré au plus égal à 2n + 2.

Nous avons vu qu'à toute homographie de l'espace pro-
jectif quaternionien à n dimensions correspond une
homographie de l'espace projectif complexe à 2n + l
dimensions qui laisse invariante l'antlinvolution absolue,
et que la correspondance entre ces deux homographies
était biunivoque. Nous désignerons désormais cette cor-
respondance par le signe CKJ; de sorte que si H désigne
une homographie quaternionienne et 2t l'homographie
complexe correspondante nous aurons

je ~ H.

Cela étant, il est facile de voir que Ton a aussi
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le calcul de vérification ne présentant aucune difficulté,
nous laissons au lecteur le soin de le faire.

Si Ap est un scalaire non nul, on a aussi

ét si p est fini, on en déduira

P

et il est clair que si
(1) SA^^O,

on aura aussi

Or on sait qu'il existe toujours des coefficients sca-
laires non tous nuls tels que la relation (1) soit satisfaite;
le théorème est donc établi.

42. DÉFINITIONS; CONSÉQUENCES. — Nous venons de voir
que l'homographie H satisfait à toutes les équations algé-
briques auxquelles satisfait l'homographie 3C.

Nous appellerons équation caractéristique de H l'équa-
tion caractéristique de l'homographie 3C. Nous désigne-
rons cette équation par y (H).

On voit aisément, en passant par l'intermédiaire de
l'espace projectif complexe, que

\(s) = |H — s.EJ

où s est regardé comme un scalaire, E étant la matrice
unitaire.

Nous appellerons équation minima de l'homographie
quaternionienne l'équation minima de l'homographie H
correspondante; l'équation .minima est donc l'équation
algébrique de plus bas degré à coefficients scalaires à
laquelle satisfait l'homographie H. Nous la désignerons
désormais par F (H). Avec ces définitions il est clair que
l'équation minima admet toutes les racines de l'équation
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caractéristique, avec des ordres de multiplicité qui peu-
vent être moindres mais qui ne sont jamais supérieurs.

Nous avons ainsi étendu aux matrices quaternioniennes
le théorème de Gayley-Frobenius.

II

43. DÉFINITION DES POINTS CARACTÉRISTIQUES. — Étant
donnée une homographie quaternionienne H, nous dirons
qu'un point M est point caractéristique de première espèce
d'ordre p relativement à H si l'on peut trouver un sca-
laire s et un entier positif p tels que

(H — M . .vf = 0 et (H — M . s)p~l =£ 0.

Nous dirons de même qu'un point P est point caractérisa
tique de seconde espèce relativement à H, s'il existe deux
scalaires r et t tels que r2— £ < 0 et un entier positif q,
tels que

(H2 — 2rH + if • P = 0 et (H2 — 2rH + tf)*"1

44. CONDITIONS QUE DOIVENT REMPLIR LES SCALAIRES S,

r ET t. — Nous allons chercher maintenant comment
doivent être pris s, d'une part, r et t, dautre part, pour
qu'il puisse y avoir des points caractéristiques des deux
espèces du premier ordre.

À cet effet, considérons l'équation minima de H :
N

(1) F(H) = £ ApH
p--=0 (N<2n + 2).

On peut encore l'écrire

F(~) = t A^> = n r*-^r.(*2-2r f* + «,)"f

r-i

avec mj + 2 n 1 - N, où s, est un scalaire et où p2* — g*<cO.
Cela étant, pour qu'un point M soit point caractéris-

tique de première espèce d'ordre 1 il faut qu'il existe uil
scalaire s tel que

H. M = M.£;
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on déduit de là
WLp.M = M. s*.

En remplaçant H* par sa valeur dans (1), il vient

= M WAPrf»l = 0;

donc s doit être racine de l'équation minima de H.
Passons aux points caractéristiques de seconde espèce

d'ordre 1; si M est un tel point, on a

(2) H2. M — 2r H . M + M . t = 0 (r2 — t < 0).

Soit x un quaternion dont l'équation au rang est

x2 — 2rx-\-t = Q;
on sait qu'alors

2r = x+~x et t = xx;

de sorte que (2) peut s'écrire

H2. M — H . M . (x + x) + M . xx ^ 0
ou encore

H . (H . M — M . x) — (H . M — M . x) . X = 0.

Si H.M — M.x==0 nous voyons apparaître une analogie
avec les points caractéristiques de première espèce; si
H.M — M.Xy^ 0, alors H.M — M.JC = M ' est point caractéris-
tique de seconde espèce du premier ordre; on a ainsi
H.M' — M'.x = 0 et l'analogie réapparaît. On conclut de
là que

H* . M -= M . œp ou H" . Mf = Mr. xp

et, comme précédemment, on en déduit que x doit être
pris parmi les racines quaternioniennes de l'équation
minima de H.

45. EXISTENCE DES POINTS CARACTÉRISTIQUES. — Main-
tenant que nous savons comment choisir les scalaires qui
définissent les points caractéristiques des deux espèces, il
est temps de montrer l'existence effective de tels points. A
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cet effet, désignons par G le binôme H — s ou le trinôme
H2 — 2 r H 4- t, suivant que Fou envisage les points carac-
téristiques de première ou de seconde espèce; soit p la plus
haute puissance de G qui divise F(H). Cela étant, on a

F(H) = G*.F4(H),

F! étant premier à G. Pour un point M quelconque, on a

F (H) • M = Gp . F, (H) • M = G • G*"1 • Fd (H) - M = 0;

il y a des points M tels que

M' — G*-1. F4 (H) • M ̂  0,

sinon F(H) ne serait pas l'équation minima. Cette dernière
relation exige évidemment que

donc le point M" = F,(II).M est tel que
Gp.Mfr — 0 et G ^ 1 - M " / - Ü ;

c'est donc un point caractéristique d'ordre p. La proposi-
tion est établie.

46. ÉTUDE SOMMAIRE DES POINTS CARACTÉRISTIQUES. —

THÉORÈME II. — Ternie combinaison linéaire de points
caractéristiques relatifs à G et d'ordre au plus égal à q,
linéairement indépendants, est un point caractéristique
relatif à G et d'ordre au plus égal à q.

Soient Al9 A2, ..., Âr les points caractéristiques consi-
dérés relatifs à G, linéairement indépendants, dont l'un
au moins est d'ordre q et aucun d'ordre supérieur à q.
On a donc

G«i. A, - 0 (qt < q)

le point M défini par

les a' étant des quaternions non tous nuls, est tel que

G* • M = G* • (E A,a*) — S (G* . A,) a* =~ 0,
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si h est le plus grand des ordres des points A figurant daas
M : h est donc au plus égal à q, et comme, d'autre part, il
est clair que, quels que soient les a, G'1""1. M est non nul,
par conséquent M est bien un point caractéristique
d'ordre h inférieur à q; le théorème est donc établi.

CORROLAIRE I. — Si Véquation F(H) admet au moins
deux diviseurs premiers entre eux, le nombre des points
caractéristiques linéairement indépendants relatifs à cha-
cun de ces diviseurs est toujours inférieur à n + 1.

Soit G un diviseur de F; si le nombre des points carac-
téristiques de G linéairement indépendants était égal à
n + 1, tout point M de l'espace serait point caractéristique
relatif à G et par conséquent F ne serait pas l'équation
minima.

COROLLAIRE II. — Tout point caractéristique relatif à G
est une combinaison linéaire des points caractéristiques
relatifs à G et linéairement indépendants.

C'est évidemment une conséquence des deux proposi-
tions précédentes.

THÉORÈME III. — De tout point caractéristique de
seconde espèce du premier ordre on peut toujours déduire
un point caractéristique de seconde espèce du premier
ordre M tel que

H M — i\l • a-Q = 0,

Mo étant un quaternion réduit racine de Véquation minima
F(H) = 0 dont le coefficient de la partie complexe êèt
positif.

Soient P le point donné,

G — H2 — 2rn-\~t

et x un quaternion ayant pour équation au rang

X2 — 2rX-+ / = 0.

Nous avons vu que si H.P — P.x n'est pas nul, le
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point P' représenté par cette expression satisfaisait à la
relation

H-P'—'P'-lc = O.

Désignons maintenant par'R.le point P si H.P—P.# = 0,
le point P' dans le cas contraire. On a donc

H • R — R • y --•= 0,

y étant un quaternion équivalent à x (ici x lui-même si

R —P, x si R=P'). Je dis qu'en choisissant convenable-
ment le point analytique R on peut prendre le quater-
nion y de la relation précédente égal à n'importe quel
quaternion z équivalent. En effet, posons

R' - R • u.
On a

H • R' = H • (R • a) =- (H • R) -u = R • yu;

d'où, si z est un quaternion réduit équivalent à y,

H R ' — Rr 'Z =- R-(t/u— uz).

L'hypothèse que z et y sont deux quaternions équiva^
lents entraîne que l'équation

yu — uz = 0

a des solutions en u non identiquement nulles, comme
on le voit en remplaçant y, z et u dans cette équation par
leur valeur en fonction de leurs composantes scalaires, le
système linéaire et homogène de quatre équations à quatre
inconnues auquel elle donne naissance ayant son déter-
minant nul en vertu de cette hypothèse même. Il suffit,
pour achever la démonstration de notre proposition, dé
prendre pour z le quaternion r0 de renoncé.

COROLLAIRE. — Tout point caractéristique de seconde
espèce du premier ordre est une combinaison linéaire des
points caractéristiques de seconde espèce du premier ordre
linéairement distincts pour lesquels on a

(1) H . A , - A , . * Ô .
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x0 étant le même quaternion réduit quau théorème pré-
cédent.

En vertu du théorème II de la page 89 et de ses deux
corollaires il est clair que tout point caractéristique de
seconde espèce du premier ordre relatif à un trinôme G
diviseur de F(H) est une combinaison linéaire des points
caractéristiques du premier ordre linéairement indépen-
dants relatifs à G.

Soient A1? A2, ..., Ap ces points. JNOUS allons montrer que
l'on peut remplacer un quelconque de ces points ne véri-
fiant pas la relation (1) par un point qui la vérifie. Soit
donc Ai un point tel que

(2) H • Â  — A,. x0 = M ̂  0.

Si le point M' défini par

(3) H . A, — A, • Xo = Mr

est nul, on a vu que l'on pouvait trouver un quaternion v
non nul tel que le point Ai.t) = A'i satisfasse à la rela-
tion (1). Ce point, qui forme avec les points

A d , A 2 , . . . , A^_4 , A < + 1 , Aj+2, "-•> Ap

un ensemble de points linéairement distincts en vertu de
l'hypothèse faite sur les points Ah, pourra donc remplacer
le point A r

Supposons donc que le point M' n'est pas nul. Ces points
satisfont, le premier à la relation

H • M — M • ~x0 --= 0,

le second à la relation

H • M' — M' • x0 =- 0.

M et M' sont donc des points caractéristiques du premier
ordre relatif à G; donc chacun est une combinaison
linéaire des points Ar La relation

M — M' -f Aj • (œ0 - ^0) = 0,

obtenue en retranchant membre à membre les équations
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(2) et (3), prouve que le coefficient de Â. d'une au moins
de ces combinaisons linéaires est différent de zéro. Dési-
gnons par A/ celui de ces points qui jouit de cette pro-
priété (s'ils en jouissent tous les deux, A/ désignera le
point M'). Dans ces conditions, il est clair que le point A,'
est linéairement distinct des points de la suite (4) et par
conséquent on pourra remplacer le point A; par ce point
A/ ou par n'importe quel point analytique ayant A/ pour
support, ce qui permet d'attribuer à ce point la propriété
de l'énoncé, puisqu'il vérifie une des relations (5) ou (6).

Cela étant, on pourra donc remplacer tous les points Ah

par les points A/ qui vérifient tous la relation

H . Ai — A; • x0 - o

et qui sont linéairement indépendants; de sorte que tout
point caractéristique de seconde espèce du premier ordre
relatif à G sera une combinaison linéaire de ces points en
vertu, comme nous l'avons dit, du théorème de la
page 89 et de ses deux corollaires.

III

47 . DÉFINITION DES VARIETES LINEAIRES CARACTERIS-
TIQUES. — Soit s,, une racine scalaire de l 'équat ion m i n i m a
de l'homagraphie H d'ordre dv multiplicité m{. Nous
appellerons désormais variété linéaire caractéristique de
première espèce attachée à s,, la variété linéaire définie
par tous les points caractéristiques de première espèce
d'ordre inférieur ou au plus égal à m, qui sont linéaire-
ment distincts et relatifs à sr

Nous appellerons variété caractéristique de seconde
espèce relative au trinôme ƒ. diviseur d'ordre ri. de l'équa-
tion minima F(H) = 0, la variété linéaire définie par les
points caractéristiques de seconde espèce d'ordre inférieur
ou au plus égal à n( qui sont relatifs au trinôme ƒ,. et linéai-
rement distincts.
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Nous dirons que deux variétés caractéristiques sont
distinctes si elles ne sont pas toutes deux relatives au
même diviseur de l'équation minima F.

48. ÉTUDE SOMMAIRE DES VARIÉTÉS CARACTÉRISTIQUES. —

THÉORÈME IV. — Deux variétés caractéristiques distinctes
n'ont pas de point commun.

Soient fx et f2 les diviseurs de F qui sont respectivement
relatifs aux deux variétés considérées. Ces polynômes fx

et f2 sont premiers entre eux, puisque, par hypothèse, les
variétés caractéristiques sont distinctes.

Cela étant, si ces variétés avaient un point commun M
on aurait simultanément

(1) /; • M =-. 0 et fl • M = 0.

Les polynômes ƒ étant premiers entre eux, on sait trou-
ver deux polynômes U et V tels que

U/Î + Vf 2 =l .

Si l'on applique maintenant la transformation représentée
par le premier membre au point M, on aura

U/i- M + V ƒ*• M = M;

mais en vertu des relations (1), le premier membre serait
nul et ne pourrait, par conséquent, égaler le second, le
point M ayant au moins une de ses coordonnées non nulle.
Le théorème est établi.

Il en résulte immédiatement que les points linéairement
distincts qui définissent chacune des variétés sont linéai-
rement distincts dans leur ensemble.

THÉORÈME V. — L'ensemble formé avec les différents
ensembles de points linéairement distincts qui définissent
chacun une variété caractéristique est un ensemble de
points linéairement indépendants, quels que soient le
nombre et la nature des variétés caractéristiques que pos-
sède Vhomographie.
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Représentons par A'ftfc le hième point caractéristique
d'ordre k de la iième variété caractéristique de H; suppo*-
sons de plus que les points qui ont un indice supérieur i
donné soient linéairement indépendants. Cela étant, s'il y
avait une relation

où tous les a ne sont pas nuls, on pourrait l'écrire en
posant

U i h h ; P2 = - ^ AUaihh,
h, h i#i h,h

i — ff% =. f 3

Pi appartient à la première variété caractéristique; on a
donc

P2 n'appartenant pas à la première variété caractéristique
vérifie

£ • P2 = f2 • P = 0 avec /Î(H) « F (H) : /Î(H);

/i et f2 étant premiers entre eux, ces relations jointes aux
précédentes entraînent, comme nous venons de le dire,
que P soit nul, ce qui est contraire à l'hypothèse que P!
ne peut être nul, ce dernier étant une combinaison
linéaire de points linéairement distincts.

THÉORÈME VI. — Un point quelconque M de Vespa.ee
peut toujours se mettre sous forme de combinaison
linéaire des points caractéristiques linéairement distincts.

Pour établir cette intéressante proposition, qui a comme
conséquence importante de prouver que le nombre total
des points caractéristiques linéairement distincts est égal
à n+ 1, nous aurons besoin du lemrne d'algèbre suivant :

LEMME. — Étant donnés m polynômes d'une variable
tels que deux quelconques d'entre eux soient premiers, on
peut toujours trouver m autres polynômes Qly Q2, ..., Qm,
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tels que, si Plf P2, ..., Pm sont les polynômes donnés, on
ait, en posant Rl = (üPj) : Pt,

i

(2) SR«Q f»l.

Le théorème est classique pour m = 2. Nous allons pro-
céder par récurrence et admettre qu'il est exact pour
m — 1 polynômes.

Posons

avec cette notation la relation (2) peut s'écrire

la parenthèse peut être égale à n'importe quel polynôme;
il suffit en effet de prendre

Qi = Q{N 0*^1)

si Q.' désigne les polynômes de la formule (2) relative
seulement aux m — 1 polynômes P2, P3, ..., Pm, que par
hypothèse nous savons trouver, et N étant un polynôme
arbitraire.

Si l'on remarque maintenant que R est premier à P t ,
nous savons alors trouver deux polynômes U et V tels que

P.U + RiV^l .

De sorte que si l'on prend pour polynôme N le polynôme U
et pour polynôme Qx le polynôme V, la relation (2) sera
satisfaite. Notre lemme est donc établi.

Passons maintenant à la démonstration du théorème de
géométrie.

Posons

les G* étant des polynômes qui ne diffèrent des G que par
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l'exposant qui est au moins égal à celui du G de même
indice.

Remarquons que F est le produit de Gh par Qft et que
A (H) est divisible par chaque Gh, donc aussi par F.

Soit maintenant M un point quelconque; on peut sup-
poser d'abord que M n'est pas un point caractéristique
(s'il en était ainsi, notre proposition serait évidente) et
ensuite que l'on peut choisir l'indice k de façon telle que

G,t.M ^ 0,

car s'il n'en était pas ainsi, deux variétés caractéristiques
distinctes auraient un point commun.

On a évidemment

Donc Mfc appartient à une certaine variété caractéristique.
Les G* sont tous distincts, et comme les G sont premiers
entre eux par hypothèse, il en est de même des G*; appli-
quons-leur notre lemme : il existe des polynômes U tels
que

£QJ(H).U*(H)-1.

Appliquons au point M la transformation représentée
par le premier membre de cette dernière relation; il est
évident que l'on aura

M =

- Ju/H).QÎ(H).M;

si maintenant on remarque que si Q*(H).M est non
nul, c'est un point caractéristique relatif à G.; notre théo-
rème est établi.

REMARQUE. — La définition adoptée pour une variété
caractéristique paraît a priori rejeter les points d'ordre

7
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supérieur à celui de multiplicité du diviseur de F(H)
auquel est relatif le point considéré; il est facile de voir
qu'il n'en est rien, de tels points caractéristiques n'exis-
tant pas.

Soit, en effet, G le diviseur de F(H) d'ordre de multi-
plicité p auquel serait relatif un point caractéristique M
d'ordre g>p . Il suffit évidemment de prouver qu'il n'y
a pas de points caractéristiques d'ordre égal à p + 1. Sup-
posons donc q = p-hl. On a alors, par hypothèse,

G^â.M = O et G"-M = M'^0;

le point M' est alors point caractéristique du premier
ordre; on a

G-M' =0 ;
d'autre part,

F (H) • M = F, (H) . G' • M = F4 (H) • M' = 0,

où F^H) est un polynôme premier à G; nous avons vu au
théorème IV que cela ne pouvait arriver que si M' était
nul, ce qui est contraire à l'hypothèse que M est caracté-
ristique d'ordre p + 1.

IV

49. PREMIÈRE FORME RÉDUITE D'UNE HOMOGRAPHIE QUA-

TERNIONIENNE. — Nous allons voir comment on peut, par
un changement de coordonnées convenable obtenu à
l'aide des n-fl points caractéristiques linéairement indé-
pendants, trouver une forme réduite à l'homographie H,

Supposons d'abord, ce qui est toujours permis en vertu
du corollaire de la page 91, que les points caractéristiques
de seconde espèce du premier ordre linéairement dis-
tincts sont pris tels que si M est l'un d'entre eux on ait

H • M — M • x = 0,

x étant un quaternion réduit racine de l'équation minima
F(H) = 0, dont le coefficient de la partie complexe est
positif.
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Pour les points de seconde espèce d'ordre supérieur au
premier, on a

(H* — (x + x) H + xx)p • M' = 0

Mf' « (H2 — (x + x)H + xxf^ • M'

M" est un point caractéristique de seconde espèce d'or-
dre 1. Plus généralement,

M<«+1> = (H2 — (x + x)U + xxf-1' • M' ̂  0

est un point caractéristique de seconde espèce d'ordre q;
donc une combinaison linéaire des points caractéristiques
de seconde espèce, linéairement indépendants, relatifs au
même trinôme, d'ordre 1 à q — 1. Le point M^HM'—U!.œ
qui est évidemment non nul, est point caractéristique de
seconde espèce d'ordre p et l'on a

H • M4 — M4 'X = comb. lin. des points caractéristiques de seconde
espèce d'ordre là/? — 1.

Nous noterons désormais À .̂ le point caractéristique
d'ordre j qui correspond à la racine réelle ou quatemio-
nienne xh, de sorte que l'on a la relation

(1) HAfc —A&-arft=£ £ A8m • ô*m
h m=i

où h prend successivement les valeurs entières 1,
2, ...,#<y si a" désigne le nombre de racines distinctes de
F(H) = 0; pour une valeur déterminée de h, i et j pren-
nent des valeurs entières telles que le nombre des points
Ah

u soit égal au nombre de dimensions de la variété carac-
téristique associée au diviseur de F(H) à coefficients sca-
laires correspondant à xh, augmenté d'une unité.

Cela étant, soit xh une racine réelle ou quaternionienne
de F(H) = 0; dans ce dernier cas rappelons que nous avons
vu que l'on pouvait toujours prendre les points caractéris-
tiques de façon que xh ait la forme xh = xh'+ei xh" avec la
condition supplémentaire : xh">0, et soit enfin o>! le nom-
bre des points Ax

ti linéairement distincts correspondant
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à xt. Écrivons ces points en les ordonnant par rapport
aux valeurs croissantes de j :

Donnons alors à A'n les coordonnées (1, 0, 0, ..., 0); à
Ax

2i les coordonnées (0, 1, 0, 0, ..., 0), et ainsi de suite;
A\. a des coordonnées tontes nulles, sauf la iième, égale
à 1.

Soit x2 une autre racine de F(H) ; ordonnons encore les
points caractéristiques linéairement distincts relatifs à
cette racine, comme nous l'avons fait pour ceux de xx> et
donnons au premier de ces points des coordonnées toutes
nulles, sauf la (coj + l) îème, égale à 1, etc. Continuons ainsi
jusqu'à ce que l'on ait épuisé toutes les racines distinctes
(et en même temps leurs points caractéristiques). On aura
alors formé un nouveau polyèdre de référence, puisqu'il
y a toujours n + 1 points caractéristiques linéairement
distincts et n-f-1 seulement.

Grâce à ce polyèdre, il est facile de voir que la matrice
de l'homographie se simplifie considérablement si l'on
tient compte de la formule (1) : elle se réduit à une
matrice dont les éléments de la diagonale principale sont
les racines de l'équation minima (une même racine pou-
vant être répétée plusieurs fois) ; les élément situés au-
dessous sont nuls; ceux situés au-dessus sont les b de la
formule (1) pris dans un certain ordre. Nous avons ainsi
obtenu une première forme réduite de l'homographie H.

Peut-on aller plus loin, comme dans le cas de l'espace
projectif complexe? La réponse est affirmative; seule-
ment, remarquons que la méthode que l'on emploie habi-
tuellement dans ce dernier espace et qui consiste à prendre
pour point caractéristique le point

(2) A*>,_1=£I>'.'A*

n'est acceptable que pour les racines réelles, car, on le
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voit facilement, c'est là le seul cas où le point ainsi défini
reste point caractéristique.

50. REMARQUE IMPORTANTE. — Toute racine île l'équa-
tion minima F(H)=0 réelle ou quaternionieime peut tou-
jours être regardée comme un quaternion réduit. Cela
étant rappelé, la remarque annoncée consiste en ceci : si
les bhk de la formule (2) étaient tous des quaternions
réduits, le point A^j-i pourrait être pris comme point
caractéristique.

Nous sommes donc conduit à nous demander si l'on
peut déduire d'un point caractéristique de seconde espèce
d'ordre p quelconque un point caractéristique de seconde
espèce et de même ordre tel que si M est ce dernier on ait

H M — M • x = comb. lin. des points caractéristiques de seconde
espèce d'ordre 1 à p — l à coefficients quaternioniens réduits.

Nous allons voir que cela est toujours possible. Nous
procéderons par récurrence.

51. CAS DES POINTS DU SECOND ORDRE. — Soit A12 un
point caractéristique de seconde espèce d'ordre 2 tel que

(3) ^ ^ + ^^
h

les blk étant des quaternions. Posons

(4) A*2 = A,2z + £ ^jiPji-

Nous allons faire voir que l'on peut déterminer z et les y
de telle façon que
(5)

les c étant des quaternions réduits. On a

(6) H A ^ - V ;

des formules (3), (4) et (6) on tire immédiatement

(7) H Ai = Anxz + S A* (buz
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cette dernière relation montre que, pour que (5) puisse
avoir lieu, il faut d'abord que z soit un quaternion réduit
de même nature que x; d'où il résulte que l'on peut per-
muter x et z dans le premier terme du second membre
de (7); si après cette permutation on remplace A12z par
sa valeur tirée de (4), on a

H AS = A*x + S A,, (byz + xyH — yHx).

Il faut donc prouver que l'on peut choisir z et les y d<e
façon que le coefficient de Afl soit un quaternion réduit.
Remarquons d'abord que z ne peut être nul, sinon À*2

ne serait pas du second ordre. Posons

On voit alors facilement que

byZ + xyH — yâix = b'iSz + e3

On doit donc avoir

d'où

car x — x^0y sinon x serait réel, ce que nous ne suppo-
sons pas.

Cette formule prouve que z n'a pas d'autre condition à
remplir que d'être un quaternion réduit de même nature
que x; aussi le prendrons-nous égal à 1; donc le point

S AjteMj (x - 5)-i

jouit bien de la propriété que nous voulions lui attribuer :

où les ulj sont des quaternions réduits de même nature
que x.

Nous pouvons alors prendre le point A*ll = S Â^.u^
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comme point caractéristique de seconde espèce du pre-
mier ordre à la place du point An ; on a alors

H-A*==A*x + A*.

Cette dernière formule prouve que les bhk du tableau des
coefficients de la première forme réduite de l'homogra-
phie correspondant aux points caractéristiques de seconde
espèce d'ordre 2 peuvent être pris égaux à zéro, sauf bk^lfk

égal à 1. Cependant, une objection s'élèverait si le nom-
bre des points caractéristiques d'ordre 2 était supérieur au
nombre de point caractéristiques du premier ordre, mais
il est facile de voir que cette éventualité ne peut arriver.

Soit p1 le nombre de points caractéristiques du premier
ordre; d'après ce que nous venons de voir on peut prendre
les Pi premiers points caractéristiques du second ordre
tels que

H • A$ = AjÊa + A£ (

soit alors Am2 un point caractéristique du second ordre
linéairement indépendant des précédents, tel que

H • A*l2 = Afn,x + £ AJÎ • u±J {m > pt),

les ulj étant des quaternions réduits de même espèce que x.
Multiplions l'avant-dernière relation par uXj à droite; ajou-
tons ces relations membre à membre en faisant successi-
vement y = l, 2, ..., pl9 et enfin retranchons la dernière;
il vient, en tenant compte que les a et x sont permutables,

H • (S A| uu — A*2) = (S A£ uu — A,*n2) • x.

de sorte qu'une combinaison linéaire de points caracté-
ristiques du second ordre serait un point caractéristique du
premier ordre, ce qui est impossible; donc le nombre de
points caractéristiques du second ordre n'est jamais supé-
rieur au nombre de points caractéristiques du premier
ordre.
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Plus généralement, on voit par la même méthode que
le nombre de points caractéristiques d'ordre 1, 2, 3, ...
ne va jamais en augmentant.

52. CAS DES POINTS DU TROISIÈME ORDRE. — Pour bien
faire comprendre la démonstration, nous allons établir la
proposition pour les points du troisième ordre, avant de
passer au cas général par récurrence.

Soit AA3 un de ces points pour lequel on a

(1) H-Aw = Aw.

où p2
<^Pi e^ où les b sont des quaternions quelconques

et x un quaternion réduit racine de F(H) =0, dont le coef-
ficient de la partie complexe est positif et où, enfin, les
points A*tl et A*i2 vérifient

(2) HAa = A£.j?; (3) H A£ = A£a? • + A/,

posons

(4) AÎ3 = AW-~

nous allons déterminer 2 et les y pour que A£n vérifie
une relation analogue à celle vérifiée par Ah3, mais où il
ne figure comme coefficients dans les combinaisons
linéaires que des quaternions réduits. De (4) on déduit
aisément, en tenant compte de (3) et de (2),

xyit + 8,
(5)

en remplaçant dans (5) AhS par sa valeur tirée de (4) et en
remarquant que notre condition entraîne que 2 soit un
quaternion réduit de même nature que x, on a

m
H • AL = AÏ* • x + Y Al • (bu z 4- xyti -
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où l'on pose

S, = 1 si i <p2 et S| = 0 si i > p2.

On doit avoir
2 • bu + xylt — yux + yH = quat. réduit ôj
z -by-)- xy2J — y^x =• quat. réduit b£.

Si Ton pose

~ = l ; bv = ^ + e3*^; *ii = % + e3bil
la première condition donne

y2j = ^3 • b'2j - (x — ^>"A

la seconde
y a = 3̂ {pn {oc — x)-1 + b'û (x — ^ ) - ^ .

Posons maintenant

les b* étant des quaternions réduits, nous pouvons pren-
dre ce point comme point caractéristique du second ordre
à la place de Aft2; de sorte que

H Aft3 = Ah3 • x -|- A^2

alors les bhk du tableau des coefficients de la première
forme réduite de l'homographie correspondants aux points
caractéristiques de seconde espèce d'ordre 3 peuvent être
pris égaux à zéro, sauf 6k+1 k égal à 1.

Remarquons enfin, avant de passer au cas général, que
l'on peut supposer

il suffit de remplacer A *x par £ A,* . b*{ =• A^* .

53. CAS GÉNÉRAL. — Pour passer à un point caractéris-
tique de seconde espèce d'ordre q, supposons que nous
ayons à appliquer la méthode que nous venons d'exposer
pour les points d'ordre 2 et 3 à tous les points d'ordre
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inférieur à q. Soit Ahq le hième point caractéristique d'or-
dre q. On a

WAhq = Ahq • x £

et Ton a, si pj est le nombre de points caractéristiques
d'ordre jf, p,<p,_i pour / = 2, 3, ..., q; et aussi

(1) H.A^ = Ktrœ + Ks-i-

Posons

(2) A^ = Afcg.^ + XZ A « ' î0 i -

Nous allons montrer que Ton peut prendre z et les y^
de façon que

(3) H.Àk-Afe.tf

les b* étant des quaternions réduits de mênne nature
que x. D'après (1) et (2), on voit facilement que

Pj Q-i

(4) H- A& - A?, . œz + £ D

où Si
i+l = l si i<^pj+1 et 2f

i+i = 0 si î>p i+i, et, enfin, â'g = 0,
quel que soit i; cette dernière relation prouve de plus que
z doit être un quaternion réduit de même nature que x.
Remplaçons alors dans (4) khq par sa valeur tirée (2); il
vient

pj </—i

(5) H. AJ„ = AÎ, • a? + £ £ Aw • (*„ ̂  + fy+iî/uj+i + ^yij — Va &)

de cette relation on déduit que Ton doit avoir

àtjz + 2 ^ yum + xyi3 — yux = quat. réduit b%

Si l'on pose

on voit aisément que les y s'obtiennent par la relation
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si Ton pose
pJ q-i

on voit.que
ta \ W . A • A • . /-v. i k*
\ u / * * ^hq — A /M? •*' "t~ An,q—i.

de sorte que si l'on prend ce point A^comme sommet
du polyèdre de référence à la place de Ahg, les bhk figurant
dans la première forme réduite de l'homographie peuvent
donc être supposés nuls, sauf bk+l k égal à 1. Il reste
d'abord à vérifier que \?t%(J-i est bien un point caractéris-
tique de seconde espèce d'ordre q — 1.

Cela ne présente aucune difficulté; il suffit de poser
JJJ q-i

pour voir que
H * ̂ h.q—i — Ah,q-t ' & I ^ft, q—2'

Le raisonnement s'étend ainsi de proche en proche; de
sorte que les (S p,) sommets du polyèdre de référence

À A À A À

si g est Tordre de multiplicité de la racine considérée, sont
respectivement remplacés par les suivants :

le point Aj* vérifiant, quels que soient i et j (i^Pj, ,/
la relation

0 si ƒ =

ce point est défini en fonction des A par
j

Donc les coefficients bhk de la matrice de la première
forme réduite de l'homographie considérée peuvent être
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supposés nuls, sauf les bk+1 k qui peuvent être pris égaux
à 1. D'où

THÉORÈME FONDAMENTAL. — Étant donnée une homo-
graphie à nabla non nul, il existe toujours un polyèdre
de référence tel que la matrice de Vhomographie donnée
prenne par rapport à ce nouveau système de référence la
forme suivante :

elle est décomposable en tableaux carrés;
les tableaux non situés sur la diagonale principale sont

tous formés de zéros;
un tableau situé sur la diagonale principale a lui-même

sa diagonale principale formée avec la même racine de
Véquation minima de Vhomographie, racine que Von peut
toujours supposer être un quaternion réduit à partie com-
plexe positive ou nulle, la, diagonale immédiatement infé-
rieure et parallèle à la diagonale principale étant formée
de 1, les autres éléments de ce tableau carré étant nuls.

Il est important de remarquer que, si x désigne la
racine de l'équation minima dont il vient d'être question,
les x figurant dans deux tableaux carrés de la diagonale
principale peuvent être les mêmes.

CHAPITRE IV

Deux théorèmes remarquables.
§ 1. Le théorème de von Staudt (1).
§ 2. Le théorème fondamental de la Géométrie projective

ternionienne.

1

54. THÉORÈME DE VON STAUDT. — Toute transformation
ponctuelle univoque et continue de la droite projective
quaternionienne, qui change deux points distincts en
deux points distincts et quatre points formant une divi-

Geometrie der Lage. Nuremberg, 1847, p. 50.
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sion harmonique en quatre points formant une division
harmonique, est une homographie ou une antihomogra-
phie.

Soit T la transformation envisagée; supposons qu'elle
change respectivement les points 0, 1, <x>, dans les points
Zi, ~2, 23. L'homographie H définie par

J = a . (z - ^) • (z -

a étant un quaternion arbitraire non nul, change zx, zt, z3

dans les points 0, 1 <x>.
La transformation T' = H.T jouit évidemment des

mêmes propriétés que T et laisse invariants les points
0, 1, oc. Les rapports anharmoniques (2, 0, 1, oc), (3, 1,
2, oc), ... étant égaux à — 1 , ainsi que les rapports (—1,
0, 1, oc), (—2, — 1 , 0, oc), ..., on voit de proche en
proche que T' laisse invariants tous les points de coor-
donnée z entière. Posons z'—l/z; la transformation T'
considérée comme opérant sur la coordonnée z' jouit
encore des propriétés de l'énoncé, et comme elle laisse
invariants les points z' = 0, z' = l, z' —oc, elle laisse inva-
riants les points de coordonnée z' entière, c'est-à-dire tous
les points de coordonnées z = 1/n (n entier). Si l'on pose de
même z" = pz', on voit, que Tr laisse invariants tous les
points de coordonnée z" entière, c'est-à-dire les points de
coordonnée z = p/ny ou, en d'autres termes, tous les points
de coordonnée réelle et rationnelle, et, puisque T est con-
tinue, T' l'est aussi; par conséquent, tous les points de
coordonnée réelle.

Pour continuer notre démonstration il sera commode
d'introduire la représentation géométrique d'un quater-
nion par un point de l'espace euclidien réel à quatre
dimensions. Dans cet espace le repère cartésien sera appelé
qiiatrièdre; ce quatrièdre sera dit rectangulaire s'il est
formé de quatre axes perpendiculaires concourants. L'axe
du quatrièdre rectangulaire sur lequel on porte la partie
réelle du quaternion sera dit l'axe réel ou axe des (x0), de
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même celui sur lequel on porte le coefficient de e{ sera dit
Taxe des (xt).

D'après ce que nous venons d'établir, T' laisse inva-
riant l'axe réel. Nous allons démontrer maintenant que T'
change un vecteur unitaire en un vecteur unitaire et deux
vecteurs unitaires orthogonaux en deux vecteurs unitaires
orthogonaux.

Pour simplifier l'écriture dans ce qui va suivre, nous
désignerons respectivement par les notations i, j , k, habi-
tuellement employées, les unités principales el9 e2, e3.
Cela étant, on peut toujours supposer que le vecteur uni-
taire considéré est le vecteur +i (en multipliant, s'il le
faut, T' par une homographie convenable, ce qui ne
change pas, nous l'avons vu, ses propriétés). On a

(0, oo, — i, + i) — — 1,

T', laissant invariant 0 et oc, change — i en ax et -h i en aa,
et Ton a encore par hypothèse

(0, oc , Ui, tu,) = - 1 ;

d'où Ton voit aisément, par un calcul qui ne présente
aucune difficulté, que

aL =" — a2-
Or on a aussi

(—l, + l, —*, + *) = - i ;
par hypothèse on aura encore

(— 1, + 1, — a2J + «2) = — 1,
les quantités figurant dans cette relation étant évidem-
ment toutes échangeables entre elles; on la met sans diffi-
culté sous la forme

al + i == 0,

ce qui établit que a2 est un vecteur unitaire.
Pour établir que Tr change deux vecteurs unitaires

orthogonaux en deux vecteurs unitaires orthogonaux,
nous pouvons encore supposer que les deux vecteurs con-
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sidérés sont les vecteurs -f i et + ƒ. Ces deux vecteurs son!
changés par T' en deux vecteurs unitaires a et 5.

Or on a encore

On aura, puisque — i est transformé en —a et —j en
— b,

(a, — a, b, — b) = — 1,

relation qui peut encore s'écrire
{a — b)-* -4- (a + b)'" = ar*

ou, en tenant compte du fait que a a = l ,
a • (N (a + b) + N (a — b)) — b • (N (a + 6) — N (a — b))

= â • (N (a + b) - N (a — £));

si Ton tient compte de plus maintenant que

au = bb = 1; a2 = b2 = — 1; â = — a; b=- — b,

cette dernière relation s'écrit, après développement et sim-
plification,

ôa# = ababu;
multiplions à droite les deux membres de cette dernière
équation par a; on aura ainsi la relation

baba=abab
ou encore

baba — abab == 0,
ou aussi

baba + baab — abab — abba ~= 0;

on reconnaît dans le premier membre le développement
du produit

(ba — ab) • (ab + ba);
de sorte que la relation (a, — a, b, — b)=— 1 est équi-
valente à

(bâ— ab) • {al + bâ) = 0.
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Le premier facteur n'est pas nul; en effet, s'il en était
ainsi, on aurait

ou
ab = ba,

ce qui signifierait que a et b sont deux vecteurs portés par
le même axe; ces vecteurs étant unitaires, on aurait a=b,
ce qui est contraire à l'hypothèse que T' est univoque.

On a donc
ab + ba = 0;

or le premier membre n'est autre que le produit scalaire
des vecteurs a et 6; la dernière relation signifie donc que
le produit scalaire des vecteurs a et 5 est nul, c'est-à-dire
que ces vecteurs sont orthogonaux.

Ainsi T' change un vecteur unitaire en un vecteur uni-
taire et deux vecteurs unitaires orthogonaux en deux vec-
teurs unitaires orthogonaux. Cela étant, T' laissant inva-
riant l'axe réel de l'espace à quatre dimensions que nous
avons déjà considéré, changera le trièdre trirectangle (t)
formé par les trois axes hypercomplexes en un antre triè-
dre trirectangle (t') perpendiculaire à l'axe réel: i, /, et k
seront donc changés par T' en trois vecteurs unitaires
portés chacun par un axe de (f).

Deux cas sont alors possibles: ou bien (t) et (t') sont de
même sens, ou bien ils sont de sens contraires. Dans le
premier cas on pourra disposer du quaternion arbitraire a
qui figure dans l'homographie H, pour que les vecteurs
'Vi, V2, V3 dans lesquels T' change i, y, k soient respecti-
vement ces mêmes vecteurs i, j , k; dans le deuxième cas
on pourra disposer de ce paramètre a pour que Vj et V2

soient respectivement — i et — / ; alors V3 sera —fe.
Désormais T" sera la transformation T' si (t) et (t') sont
de même sens et la transformation JT' dans le cas con-
traire, J étant FantiinvoluHon définie par z' = z.

T" jouit manifestement des mêmes propriétés que T;
cela est évident si Ton est dans le premier cas; dans le
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second il suffit de faire voir que T" conserve les divisions
harmoniques; c'est évidemment là la seule propriété de T
que T" pourrait ne pas avoir.

On a vu que si quatre points A1? A2, À3, À4 de coordon-
nées non homogène al7 a2, a3, a4 forment une division
harmonique, on a
(1) fa_<^ + fa - a4)~* = 2 • fa ~ a2)~*
On a

et

(2) (a[ - air* + (ai - aiT1 - 2. (ai — âQ~*
puis

Tf1 - cti ==^1; Tff.a2==â2~; T f f-a3=â^; T"-a4=*"a'4.

Si Ton prend les conjugués des deux membres de la
relation (2), on voit qu'elle signifie que T" change quatre
points formant une division harmonique en quatre points
formant une division harmonique: T" a donc bien dans
tous les cas les mêmes propriétés que T'.

Nous allons démontrer que T" est l'opération identique.
T" laisse invariants tous les points de coordonnée réelle;

T" laisse aussi invariants tous les points de coordonnée
zz= b e{ (en recommençant à désigner par el9 e2, e3 les trois
unités principales que nous avions nommées i, j , k dans
ce qui vient d'être dit); en effet, pour le voir, il suffit de
poser z=e tz' et de considérer T" comme opérant sur z':
T" laisse invariants les points / = 0, z' = l, z' = <x, donc
change z=b et en lui-même. Passons aux points de coor-
donnée z=a+bei; posons z = a+ bz'; T", regardée comme
opérant sur z\ laisse invariants z'— 0, z' = l, z' = oo, et
par conséquent change a+ 6 et en a+ b V, V étant un vec-
teur unitaire; si l'on pose maintenant z-- — a ef z" + b er

T' laisse invariants les points zr/ = 0, z / r =l , z'^cx), donc
change — a e ^ + b e ^ a + b ^ en — a e* V' + b et, V' étant
un vecteur unitaire; si l'on pose V/ = Sai et, on voit que la

8
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partie scalaire de — a e% V' + b e< est a^ ; or nous avons vu
tout à l'heure que cette partie scalaire était égale à a; donc
a,= 1, et puisque Y' est unitaire, a ^ O (h^ï) ; donc a+ b e,
est invariant.

Montrons maintenant que T" laisse invariants les points
de coordonnée 2 - a 6 , + 6e3.; cela est à peu près évident;
il suffit d'écrire z = ei(a + £ b e j , ( e = ± l suivant que
e. e ^ e , ou que e{ek = —e?), et de remarquer que si l'on
pose z = etz', T" laisse invariants les points z' = 0, z' = l ,
z' = oo et tous les points z'= a+ebek, par conséquent
laisse invariant z — a et + b er

Passons maintenant aux points de coordonnées z = a
+ b et + c er Posons à cet effet z = a+b ê  + c z'; T" envi-
sagée comme opérant sur z laisse invariants les points
z' = 0, z'=l, z'=--w, donc change a+ b e{ + c eÈ en a+bei
+ cV, V étant un vecteur unitaire; posons maintenant
z = — a e{ z" -i- b ei-h c e3; T/r laisse invariants les points
z" = 0, z" = l, z" = ov, et par conséquent change —a a2*
+ 5e i + c e i = a + 6 e i + ce i en — a ef V + b e< + c ci, \T/ étant
encore un vecteur unitaire; si l'on pose \7/ = Sa ke k , on
voit que la partie scalaire de la dernière expression écrite
est égale à a ^ ; or nous avions vu précédemment que cette
partie scalaire était a; donc 0^=1 et, puisque V' est uni-
taire, oih = 0, (h7^0; par conséquent, a+b et + c ej est inva-
riant par T'\

Montrons maintenant que tout quaternion qui se réduit
à un vecteur est invariant par T". Soit, en effet z = ae%

+ 662 + ce3 un tel quaternion; on peut encore l'écrire
z = e1.(a—6 e3 + c e2); si l'on pose z~exz', T/r laisse inva-
riants les points z — 0, z'=l, z' = 0C' et, en vertu de ce que
nous avons dit précédemment, tous les points a—b 63

+ ce2; par conséquent, T" laisse invariant le vecteur
ae1 + 6e2 + ce3. Arrivons enfin aux points de coordon-
née z = a + b e 1 + ce2 + de3; posons z = o + 6 e 1 + ce 2 +dz / ;
T" envisagée comme opérant sur z laisse invariants les
points z' = 0, z' = l , Z'~OQ, donc change
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-f de3 en a-f b et + c e2 + d V, V étant un vecteur unitaire;
posons z = — O612//-Hbe14-ce2 + de3 ; T" laisse invariants
les points £"--0, z" = l, 2'' = ex et, par conséquent, change
— a e2! + b eY + c e2 + d e3 = a 4- 6 ex + c e2 + d e3 en — a ex V'
+ b ex + c e2 4- de3, V7 étant un vecteur unitaire : V'
= Safteft; la partie scalaire de la dernière expression est
— aoii\ or nous avons déjà vu que cette partie scalaire
était égale à a; donc oci = l et aft = 0, (fr/=l); par consé-
quent T" laisse invariant a -f b ex + c e2 -h d e3.

T" laissant invariant tout point de la droite quaternio-
nienne est donc la transformation identique et par suite T
est donc ou l'homographie H"1 ou l'antihomographie
H~~13 ; notre proposition est établie.

II

55. LE THÉORÈME FONDAMENTAL DE LA GÉOMÉTRIE PRO-

JECTIVE QIJATERNfONIENINE. Dans l'espace pVOJecHf QUa-

ternionien à n dimensions (n5>2), toute transformation
jouissant des propriétés suivantes:

1° elle est univoque;
2° elle change deux points distincts en deux points

distincts;
3° elle change (n + 1) points coplanaires en (n + 1)

points coplanaires;
4° elle change (n + 1) points non coplanaires en (n + 1)

points non coplanaires;
5° elle est continue,

est une homographie.

Nous allons encore raisonner par récurrence. Démon-
trons donc la proposition d'abord pour le plan projectif
quaternionien à deux dimensions.

Par hypothèse, trois points non situés en ligne droite
sont changés en trois points non situés en ligne droite.
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La transformée d'une droite sera par définition la droite
passant par les transformés de deux points A et B de cette
droite. Nous allons maintenant nous ramener au théorème
précédent.

Soit Do une droite quelconque et D'o sa transformée;
prenons sur Do quatre points À, B, C, F formant une
division harmonique; je dis que les transformés de ces
points forment aussi une division harmonique. En effet,
faisons passer par A deux droites quelconques; menons
par B une droite arbitraire qui coupe en M et N les deux
droites issues de A; joignons CM qui coupe AN en Q et
joignons BQ qui coupe AM en P; les droites AMP, ANQ,

BMN, BPQ forment un quadrilatère complet dont PN est
une diagonale ainsi que MQC, qui par suite doit passer par
F. La transformation T considérée changera le quadrilatère
complet en un autre quadrilatère complet et par suite la
division A7, B', C', F', transformés des points A, B, C, F,
sera encore une division harmonique, ce que nous vou-
lions établir.

Cela étant, If transformation T change le triangle de
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Téférence a b c en un autre triangle a 6' e' et il existe une
homographie H qui ramène le triangle a' b' c' en a b c;
la transformation T' = H.T jouit des mêmes propriétés que
T et de plus laisse invariant le triangle abc. Nous allons
•établir notre proposition pour T'.

Considérons un point M quelconque et soit M' le trans-
formé de M par T'; soient enfin m^ et m\ les projections
de centre a de M et M' sur 6 c. La correspondance t\ entre
rnx et m\ est l'effet de T' sur les points de 6 c; t\ jouit
des propriétés exigées par le théorème de von Staudt et
laisse invariants les points b et c : c'est une homographie
ou une antihomographie qui se traduit en coordonnées
non homogènes par

ou
De même la correspondance t2 entre les points m2 et m'2,
projections de M et M' de centre b sur a c, est une homo-
graphie ou une antihomographie : elle se traduit en coor-
données non homogènes par

% t t ^ ou

Si Ton pose

•et de même

où (x, y, z) sont les coordonnées homogènes de M et (x\
y', z') celles de M'; on voit immédiatement que

Si l'on donne aux Z' des significations analogues, on aura
aussi

Il est évident que z\ est aussi une homographie par
rapport à z3 et que Z' est une antihomographie par rapport
à z3; pour que cela soit possible il faut que a2 = fe.6lt
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fe étant un scalaire, comme le montre un calcul facile. Au
contraire, Z'3 ne pourra jamais être une antihomographie
par raport à z3, car

Z3 = (Z;. ZQ-* = (a^br

et même si aY"1 b\ — k', fe' étant un scalaire, on aurait

IJ3 H, U2*>2 ^i tli — ri U^^'1^2) tCl

mais zx z2 n'est pas égal à z3, puisque

donc T', ne pouvant être une antihomographie, est une
homographie; le théorème est donc établi pour le ca&
n = 2.

Pour étendre le théorème à l'espace à n dimensions,
nous allons supposer qu'il est démontré pour l'espace à
(n — 1) dimensions. Cela étant, on peut toujours admettre
que T laisse invariant le polyèdre de référence; s'il n'en
était pas ainsi, la transformation T' = H.T, où H est une
homographie convenablement choisie, laisserait invariant
le polyèdre de référence et jouirait évidemment des
mêmes propriétés que T.

Soient alors M et M' un point et son transformé par T;
m et m' les projections de M et M/ faites de l'un des som-
mets du polyèdre de référence comme centre de projection
sur la face opposée qui constitue un espace à (n—1) dimen-
sions; la correspondance entre m et m/ est alors, par hypo-
thèse, une homographie. En recommençant le raisonne-
ment avec un autre sommet du polyèdre de référence,
distinct du sommet précédent, on voit que T est bien une
homographie, puisque son effet sur les points de deux
faces distinctes du polyèdre de référence est une homo-
graphie. Notre proposition est donc établie.
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CHAPITRE V

Les projectivités involutlves.

§ 1. Les involutions.
§ 2. Les polarités.

1

56. DÉFINITION DES INVOLUTIONS. — Une involution est
une homographie dont l'équation minima est

H2 + e = 0 (e = ± l )

(en divisant tous les éléments de la matrice de H par un
même scalaire, si cela est nécessaire).

Nous aurons à examiner successivement les deux cas
£= + 1 et £~— 1, car pour passer de l'un à l'autre il fau-
drait multiplier tous les éléments de la matrice de l'homo-
graphie correspondant à l'un de ces cas par un même fac-
teur non scalaire, et nous savons que cette multiplication
n'est pas permise en géométrie projective quaternio-
nienne.

Les involutions correspondant à £—4-1 seront dites de
première espèce ou axiales; les involutions correspondant
à e = —1 seront dites de seconde espèce.

57. ÉTUDE SOMMAIRE DES INVOLUTIONS AXIALES. — II
résulte de ce que nous avons dit au chapitre III sur la
forme réduite d'une homographie qu'il existe un polyèdre
de référence tel que si 2p est l'ordre de multiplicité de 4-1
considéré comme racine» dr ^ (H)=0, et par conséquent
2(n-hl—p) sera l'ordre de multiplicité de — 1 regardé
comme racine de cette même équation -̂ (H)=0, les équa-
tions de l'involution soient dans ce polyèdre

x\=*Xi {i = 1,2, . . . , # . )
X'J=*—XJ ( j = p + 1, p + 2...., n + 1. )

Les points doubles de cette involution sont donc tous
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les points des variétés linéaires représentées, la première
par

^ = 0 (<-l,2,...,j>.)

et la seconde par
&j = 0, (j =p + Up + 2,..., n + 1)

Tune de ces variétés pouvant du reste se réduire à un
point (p —1 ou p~ri); ces variétés seront appelées désor-
mais les axes de l'involution; la connaissance de ces axes
permet de trouver sans difficulté les éléments invariants
de l'involution.

Dans l'espace réel à 4n dimensions le premier axe est
représenté par une variété linéaire à 4(n— p) dimensions,
le second par une variété linéaire à 4(p—1) dimensions
et ces variétés sont sans variété linéaire à 4 dimensions
communes.

D'autre part, il est aisé de vérifier que si M et M' sont
deux points homologues par l'involution considérée, ces
points et ceux où la droite MM' coupe les axes de cette
involution forment une division harmonique.

58. INVOLUTIONS DE SECONDE ESPÈCE. — Par définition,
l'équation minima d'une telle involution est

H + 1 - 0.

Comme précédemment, en appliquant les résultats
obtenus sur la forme réduite d'une homographie, on voit
qu'il existe un polyèdre de référence par rapport auquel
cette involution a comme équations

x[ = eiXf. (i =-= 1,2,..., n + 1).

En passant aux coordonnées non homogènes on voit
que les points doubles d'une involution de seconde espèce
ne forment pas, comme ceux d'une involution de pre-
mière espèce, deux familles distinctes sans point com-
mun: ils forment une famille unique et continue. Cette
famille est représentée dans l'espace réel à 4n dimensions
par une variété linéaire à 2n dimensions.
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II

59. DÉFINITION DES POLARITÉS. — Une corrélation est
dite involutive lorsque, par deux applications successives
à un élément (point ou plan), on retrouve l'élément ini-
tial; une corrélation involutive se nomme polarité.

Soit, en conservant les notations adoptées au para-
graphe IV, n° 35,

(u') = (x). (a\ et (x') = (aT'é • (M)

une corrélation à nabla non nul; pour que cette corréla-
tion soit une polarité, il faut, d'après ce que nous venons
de dire, que l'on ait

m étant un scalaire; on en déduit

(â)d = m. (a%,

ce qui se traduit sur les éléments de la matrice (fil) par les
relations

par permutation de i et / , on a

(1) 7iri = maiâ

en comparant ces deux dernières égalités, on tire

m2 = 1.

Pour la même raison que nous avions de distinguer deux
espèces d'involution suivant que s= +1 ou que e = — 1 ,
nous devons distinguer ici deux genres de polarités sui-
vant que m= 4-1 ou que rn = — 1; nous avons mis le mot
genre pour rappeler que la matrice d'une polarité au pre-
mier genre est hermitique du premier genre, comme cela
se voit immédiatement sur la relation (1), et de même
que la matrice» d'une polarité du second genre est hermi-
tique du second genre.
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Pour plus de simplicité dans les calculs, nous nous pla-
cerons, pour tout ce qui va suivre, dans l'espace à trois
dimensions (n = 3), les raisonnements que nous allons
faire étant généraux et s'étendant d'eux-mêmes mutatis
mutandis aux espaces à un nombre supérieur de dimen-
sions.

60. HYPERQUAPRIQUE ASSOCIÉE A UNE POLARITÉ DU PRE-
MIER GENRE. — Les éléments de la matrice d'une telle
polarité sont liés par la relation

«i> = aâi

ce qui entraîne que au soit un scalaire. Au point M de
coordonnées homogènes (xt) correspond le plan P (u.) par
les relations

Le lieu des points qui sont contenus dans leur plan con-
jugué est représenté par
(1) E ^ a ^ i = 0.

Le premier membre de cette relation est une forme
d'Hermite du premier genre, en vertu des relations qui
lient les ati; nous dirons, pour continuer l'analogie clas-
sique introduite par Segre en géométrie projective com-
plexe, que l'équation (1) représente une hyperquadrique:
c'est cette variété que nous nommerons l'hyperquadrique
associée à la polarité.

Dans l'espace réel à douze dimensions correspond à
rhyperquadrique (1) une variété quadratique à onze
dimensions.

La connaissance de l'hyperquadrique associée à une
polarité, c'est-à-dire la connaissance de la forme d'Her-
mite F qui la définit, entraîne la connaissance de cette
polarité, qui est alors donnée symboliquement par
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Le plan conjugué d'un point M par une polarité $ sera
dit le plan polaire de M par rapport à l'hyperquadrique ô
associée à la polarité $. Le plan polaire d'un point M de &
sera dit le plan tangent à â au point M considéré, mais il
est bon de se rappeler qu'un plan quaternionien n'a que
huit dimensions réelles; ce n'est donc pas toute la variété
linéaire complète tangente à l'hyperquadrique â.

Pour trouver les différentes espèces de polarités du pre-
mier genre nous pourrions partir du fait établi dans la
première partie de ce travail, à savoir que toute forme
d'Hermite quatcrnionienne admet une forme réduite et
une seule (théorèmes XIII et XVII), mais nous préférons
donner une démonstration géométrique de cet important
théorème XIII.

61. LEMME FONDAMENTAL. — Le plan polaire d'un
point A non situé sur Vhyperquadrique & ne contient
aucune droite située sur ô.

Soient (0, 0, 0, 1) les coordonnées homogènes de A,
et xA = 0 l'équation de son plan polaire. On voit facile-
ment que l'équation de l'hyperquadrique ô se réduit à

3 3

j -h x4a44r4 --= 0.

Nous pouvons toujours supposer que la droite du plan
polaire de A située sur Ö, si elle existe, soit la droite

Pour que cette droite soit située sur â, il faudrait que
l'équation de cette dernière se réduise à

xtai3x3 + x3aZ2x2 + x2a23x3 + x3a3iXi + ^ 3 %J#3 + ^4««^4 = 0.

Or il est évident que le nabla de cette dernière forme est
nul, car le système

+ «3?#2 + «33̂ 3 « 0

« 0

0
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a certainement des solutions en xl9 x2, x3, x4, non toutes-
nulles, ce qui est contraire à l'hypothèse que le nabla de
la polarité (qui est le même que celui de F) est différent
de zéro.

62. CLASSIFICATION DES POLARITÉS D'APRÈS LEURS HYPER-

QUADRIQUES. — Soient Ax un point non situé sur l'hyper*
quadrique Ö, et Pj son plan polaire; soient A2 un point
de Px non situé sur Ö, et P2 son plan polaire; les deux
plans Pi et P2 se coupent suivant une droite D non située
sur ô, d'après le lemme précédent; soient A3 un point
de D non situé sur ô, et P3 son plan polaire; P3 coupe D
en un point A4. D'après les constructions que nous venons
de faire il est clair que le tétraèdre A1? A2, A3, A4 est auto-
polaire par rapport à ô. Prenons ce tétraèdre comme
tétraèdre de référence; il est alors visible que la matrice
de la forme d'Hermite associée à la polarité se réduit à sa
diagonale principale. La forme d'Hermite F est alors

F =

Par un choix convenable du point unité on peut amener
tous les coefficients à avoir le module 1, mais on ne peut
changer leurs signes; de sorte que l'on aura

avec £(= + 1 .
Plusieurs cas sont alors possibles :
Ou bien les quatre coefficients £ sont de même signe

et l'on peut supposer que ce signe est le signe 4- ; la pola-
rité est dite elliptique, la forme d'Hermite associée est

P rp ». I / * • / » * I /w v» I »» /%.

Thyperquadrique correspondante n'a pas de point, ou plu-
tôt il n'existe aucune hyperquadrique associée à la pola-
rité.

Ou bien trois £ sont d'un signe et l'autre de l'autre;
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entre les deux formes opposées nous choisissons celle pour
laquelle les trois s de même signe sont positifs : nous
aurons une polarité hyperbolique de première espèce avec
la forme canonique

r = XiX'i -J- J?2^*2 I ^ 3 ^ 3 X4X4

Ou bien, enfln, deux des s sont d'un signe et deux de
l'autre; il n'y a pas de raison de distinguer a priori l'une
des deux formes associées à la polarité $ plutôt que l'autre:
la polarité est orientable. Nous dirons dans ce cas que la
polarité P est une polarité hyperbolique de seconde espèce
représentée par les deux formes

r = XiX'i - p #2*^2 •̂ 3*^*3 «^4*^4

Nous avons épuisé toutes les éventualités et par consé-
quent classé les polarités du premier genre d'après l'hyper-
quadrique qui leur est associée.

63. POINTS COMMUNS A UNE DROITE ET A UNE HYPERQUA-

DRIQUE. — THÉORÈME Vil. — Si une droite est tout entière
sur une hyperquadrique ô, le plan tangent en chacun de
ses points la contient tout entière.

En effet, s'il n'en était pas ainsi, la polaire D' de la
droite D considérée serait distincte de D et alors trois cas
sont possibles :

a) D et D' se rencontrent en un point A;
b) D et D' ne se rencontrent pas et D' est située sur & ;
c) D et D' ne se rencontrent pas et D' n'est pas située

sur <â.

Le cas a) ne peut se produire, car le plan (AD, AD')
aurait une infinité de pôles : tous les points de D et de D'.

Le cas b) n'est pas possible non plus. En effet, soit M
un point quelconque de D; son plan polaire P passe par
D'; soit M' un point quelconque de D'; son plan polaire
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P' passe par D. Les plans P et P/ se coupent suivant une
droite qui n'est autre que MM', puisque P contient M et
P' contient M' (les points M et M' étant par hypothèse
sur &) ; il en résulte que MM' est sa propre polaire; donc
MM' est située sur l'hyperquadrique â. Comme M et M'
sont arbitraires, l'un sur D, l'autre sur D', un point quel-
conque de l'espace peut toujours être regardé comme
appartenant à une droite MM' convenablement choisie et
par conséquent ce point serait situé sur l'hyperquadrique,
ce qui est absurde.

Le cas c) n'est pas possible non plus, comme étant en
contradiction avec notre lemme fondamental. Notre pro-
position est donc établie.

THÉORÈME VIII. — Si par le point M de contact d'un
plan tangent P a l'hyperquadrique Q, on mène dans ce
plan une droite D non située sur ô, D ne rencontre ô
quen M. Nous dirons dans ce cas que D est tangente à
l'hyperquadrique ö en M.

En effet, soit M' un point de D distinct de M. Le plan
polaire P' de M' contiendrait M, puisque M' est situé dans
le plan polaire de M. Si M' était situé sur £, M' serait
aussi dans P' et D coïnciderait avec sa polaire, donc serait
située sur &, ce qui est contraire à l'hypothèse.

THÉORÈME IX. — Le plan polaire d'un point M' d'une
droite D coupe cette droûe en un point M et les points M
et M' se correspondent antiinvolutivement.

Dans ce théorème le caractère involutif de la corres-
pondance est évident géométriquement; aussi nous borne-
rons-nous à montrer que cette correspondance est antiho-
mographique.

Soient x1 = x2 = 0 les équations de D, et x3 = x4 = 0 les
équations de sa polaire D'. L'équation de l'hyperqua-
drique & sera alors

2 2
F ^ S Z *iavxJ + D £ xiatsxs ~ 0.
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Un point M de D aura pour coordonnées (0, 0, xB, xé);
son plan polaire sera alors

(x3(i& + x4a43) • X3 + (^«34 + ^4«44) • X4 -= 0.

Il coupe D au point de coordonnées (0, 0, X3, X4); en
passant aux coordonnées non homogènes

-A. — -A-3 * -A. ̂  l X •— XQ * X^

on a, comme le montre un calcul facile,

X = (xam + aeù-i • (—œu3i — ««),

ce qui établit la correspondance antihomographique entre
x et X que nous voulions démontrer.

Nous avons déjà dit que sur la droite projective quater-
nionienne les corrélations étaient des transformations
ponctuelles auxquelles nous avons donné le nom d'anti-
homographie. Une antiinvolution sera donc pour nous
une polarité de la droite projective quaternionienne. Le
raisonnement que nous avons fait au début de ce para-
graphe montrerait qu'il existe toujours deux genres
d'antiinvolutions dont les équations peuvent s'écrire en
coordonnées non homogènes

X = (xaa + au)-1 - (xan + an)
où

si £= + 1, Fantiinvolution est du premier genre; elle est
du second genre si e = — 1

On voit aisément qu'une antiinvolution du premier
genre n'a pas de points doubles si la forme d'Hermite du
premier genre associée est définie, et qu'au contraire une
telle transformation en a une infinité qui forment dans
l'espace réel à quatre dimensions une variété quadratique
h trois dimensions, si la forme d'Hermite du premier
genre associée n'est pas une forme définie. L'ensemble de
ces points doubles sera désormais nommé par nous chaîne
linéaire, mais où il ne faut pas attacher au moi chaîne le
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sens qu'il a en géométrie projective complexe, à savoir
celui de lieu de points dont le rapport anharmonique est
réel.

Il résulte de même de l'étude que nous avons faite des
formes d'Hermite du second genre qu'une antiinvolution
du second genre a toujours une infinité de points doubles
formant dans l'espace réel à quatre dimensions une
variété quadratique à une dimension; l'ensemble des
points doubles d'une antiinvolution du second genre sera
appelée chaîne linéaire, sans attacher à ce mot, comme
précédemment, le sens de lieu de points dont le rapport
anharmonique est réel. Nous attribuerons un genre à une
chaîne linéaire, qui sera celui de l'ant iin vol ut ion à
laquelle elle appartient, lorsque cela sera nécessaire pour
éviter toute ambiguïté.

Revenons maintenant à l'étude des hyperquadriques.

THÉORÈME X. — Une droite qui n'est pas située sur
Vhyperquadrique €t et qui ne lui est pas tangente, ou
bien ne rencontre pas a, ou bien a en commun avec elle
une infinité de points formant une chaîne linéaire du
premier genre.

En effet, le plan polaire d'un point M quelconque de
la droite donnée D coupe D en un point M', et d'après le
théorème précédent, les points M et M' se correspondent
par une antiinvolution du premier genre. Si cette anti-
involution est de seconde espèce (c'est-à-dire n'a pas de
points doubles), la droite D ne peut évidemment pas ren-
contrer l'hyperquadrique; si, au contraire, cette antiinvo-
lution est de première espèce (c'est-à-dire admet une
chaîne linéaire de points doubles), la droite D rencontre
l'hyperquadrique en chacun de ces points; notre propo-
sition est donc établie.

64. GÉNÉRATRICES RECTILIGNES D'UNE HYPERQUADRIQUE.

— Étant donné un point À d'une hyperquadrique €t,
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passe-t-il par ce point des droites situées tout entières sur
l'hyperquadrique ?

Pour répondre à cette question nous aurons besoin du
théorème suivant, que nous allons établir maintenant :

THÉORÈME XL — Si, dans le plan tangent P d'un point A
de Vhyperqiiadrique Q, on considère une droite D passant
par À et sa polaire D', ces deux droites se correspondent
antiinvolutivement.

Ici aussi le caractère in\olutif de la correspondance est
évident géométriquement; aussi allons-nous montrer seu-
lement que cette correspondance est antihomographique.

Soient (0, 0, 0, 1) les coordonnées du point donné, et
x1 = 0 F équation du plan polaire de ce point. L'hyperqua-
drique a alors pour équation

3 3

F = £ £ ôbi (hj ̂ j + #i «uœ* + ~ôo* «a oci = 0.

La droite D passant par A et située dans le plan polaire de
ce point aura pour équation

v2 X2 + v3 X3 = 0 ; XA == 0.

Soit M un point quelconque de D; il aura pour coor-
données

(0,1, — v^1 - v2, X4) ; posons v = —1?3 * • v2;

le plan polaire de M sera alors.

(X4a41 + a2l + va3i) Ç4 + (a& + vam) ;2 + (an + vam)Ç3 = 0.

Donc la polaire Dr de D aura pour équation

(«22 + Va^) S2 + («23 + ^«33) 53 == 0 J 5i == 0,

si Ton pose

V'2 == «22 + ^«32Î ^3 = «23 + ^ ' ^ 1

On en déduit
V' = — (On +

ce qui établit le théorème.
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Arrivons maintenant à la question que nous avons posée
au début de ce numéro.

Soit P le plan tangent en A à l'hyperquadrique; soit D
une droite de ce plan passant par A. La polaire D' de D
passe aussi par A et l'on a vu au théorème précédent qu'il y
avait une correspondance antiinvolutive entre ces droites.
Deux cas sont alors possibles: ou bien cette antiinvolution
du premier genre est de seconde espèce; alors aucune droite
passant par A n'est située sur Q : le plan tangent ne coupe
l'hyperquadrique qu'en A; ou bien l'antiinvolution est de
première espèce et alors il passe par A une infinité de
génératrices rectilignes qui forment une chaîne linéaire
du premier genre de droites.

Nous allons montrer que si ce dernier cas est réalisé en
un point A de l'hyperquadrique, il est aussi réalisé en tout
autre point B. Soit D' la polaire de AB. Les génératrices
issue de A dans le plan tangent P découpent sur D' une
chaîne linéaire du premier genre de points qui n'est autre
que la chaîne d'intersection de D' et de Q. Soit M un point
de cette chaîne : la droite MB tangente à Q en B ayant un
second point sur O est une génératrice : il passe donc par
B une infinité de droites situées sur Q et formant une
chaîne linéaire de droites. D'où le théorème:

THÉORÈME XII. — Etant donnée une hyperquadrique Q,
ou bien elle ne contient aucune droite et le plan tangent
en un point ne la coupe quen ce point, ou bien en chaque
point le plan tangent coupe Vhyperquadrique suivant une
chaîne linéaire de génératrices.

65. APPLICATION A LA CLASSIFICATION DES HYPERQUA-
DRIQUES ASSOCIÉES AUX POLARITES DU PREMIER GENRE.
Dans le cas d'une hyperquadrique attachée à une polarité
du premier genre hyperbolique de première espèce, on
trouve facilement que le plant tangent au point (0, 0, 1, 1)
est



GEOMETRIE PROJECTIVE QUATERNIONIENNE 131

s'il coupe l'hyperquadrique au point (xl9 x2, #3, x*)> on
aura

UL j uu £ ~j~ *&2 QL/% — \J j

ce qui est impossible si Ton n'a pas x1 = x2 = Q; par suite
lliyperquadrique ne contient aucune génératrice recti-
ligne; nous la nommerons hyper ellipsoïde.

Prenons au contraire l'hyperquadrique associée à une
polarité du premier genre hyperbolique de seconde espèce
et considérons le point (0, 1, 0, 1). Le plan tangent en
ce point est

œt — x4 = 0 ;
l'équation d'intersection avec l'hyperquadrique est alors

0C± &i üC$ OC3 = U \

on obtient une infinité de droites d'intersection en prenant
xs = axl9 a étant un quatemion de norme égale à 1. Nous
avons donc cette fois une hyperquadrique réglée que nous
nommerons hyperhyperboloïde.

66. POLARITÉ DU SECOND GENRE. — Nous avons vu
qu'une telle polarité était définie par une matrice (ait) dont
les éléments vérifiaient la relation

de sorte que au est un vecteur.
Le lieu des points qui sont contenus dans leur plan
polaire est toujours donné par
(2) F = S xt ciij Xj = 0.

Nous dirons que cette équation représente une hyper-
quadrique du second genre, puisque la forme d'Her mite
qui la définit est une forme du second genre, et aussi par
opposition aux hyperquadriques dont nous nous sommes
occupé aux numéros précédents et qui seront dites du
premier genre quand cela sera nécessaire pour éviter toute
ambiguïté. Cette hyperquadrique est représentée dans
l'espace réel à 12 dimensions par une variété quadratique
à 9 dimensions.
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Le lemme fondamental de la page 123 reste valable
avec sa démonstration pour les hyperquadriques du
second genre; la construction du tétraèdre autopolaire
subsistera sans modification, et par rapport à ce tétraèdre
l'équation de l'hyperquadrique attachée à la polarité du
second genre sera

2mt JL'i Un JCi :r==- 0 ,
%

ati étant un vecteur; par un choix convenable du point
unité on peut toujours supposer que ces au sont un même
vecteur arbitraire, elf par exemple. La connaissance de F,
donc de l'hyperquadrique, entraîne celle de la polarité; on
peut donc dire que toutes les polarités du second genre
ont la môme forme réduite.

On voit aisément que les théorèmes VII et VIII demeu-
rent valables pour les hyperquadriques du second genre
ainsi que leurs démonstrations. Le théorème IX est tou-
jours vrai; seulement, la correspondance ant.iinvolutive
est du second genre et par conséquent admet une chaîne
linéaire du second genre. On déduit de là le théorème :

THÉORÈME XIII. — Toute droite D qui nest pas située
sur une hyperquadrique Q du second genre et qui ne lui
est pas tangente rencontre cette hyperquadrique en une
infinité de points qui forment une chaîne linéaire du
second genre.

Le théorème XI subsiste lui aussi ainsi que sa démon-
stration; seulement, la correspondance antiinvolutive est
encore du second genre. D'où le théorème :

THÉORÈME XIV. — Par chaque point A d'une hyperqua-
drique Q du second genre passent une infinité de généra-
trices rectilignes qui forment une chaîne linéaire du
second genre de droites.

Les démonstrations de ces propositions étant les mêmes
que dans le cas précédent, nous n'avons pas cru devoir
les répéter.
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