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Introduction

Depuis quelques années, la recherche de critéres de type de surfaces
de Riemann simplement connexes a été I’objet de nombreux travaux.
Ces critéres concernent en général des surfaces assez simples, notamment
ceux d’entre eux qui donnent des conditions suffisantes pour le type
parabolique; le principe de Bloch (§ 11) permet d’indiquer dans quelle
direction on peut trouver des généralisations de ces critéres. M. Ahlfors a
complété dans ce sens des conditions suffisantes pour le type hyper-
bolique (généralisation du théoréme de Picard par exemple).

Dans le chapitre premier (§ 1 & 3), nous rappelons les résultats acquis
concernant la définition des surfaces de Riemann, et leur représentation
par des arbres ou des réseaux.

La classification, due & M. Iversen, des singularités des surfaces de
Riemann simplement connexes, fait I'objet du § 4; nous donnons ensuite
(§ 5) des exemples de singularités plus- compliquées que celles qui ren-
trent dans cette classification.

Le chapitre 3 expose I’extension aux surfaces les plus générales de la
représentation par les réseaux de M. Speiser; nous montrons qu’a tout
réseau (avec quelques restrictions nécessaires) correspond une surface de
Riemann. En passant, nous étudions les relations qui doivent exister
entre deux réseaux d’une méme surface.

Le chapitre 4 traite du type des surfaces de Riemann. Au § 11, nous
exposons I'idée de M. Bloch et proposons une forme précise pour ce que
nous appelons le principe de Bloch, & la place du terme de continuité
topologique qu’il a donné lui-méme et qui préte & confusion.

Le § 12 donne un critére de type qui constitue une démonstration par-
tielle du principe de Bloch. Aux §§ 13 et 14, nous indiquons des générali-
sations (dans le sens indiqué par M. Bloch) d’un théoréme de M. R. Nevan-
linna. Le critére donné au § 15 est également inspiré par le principe de
Bloch; celui du § 16 montre qu’on peut obtenir le type parabolique non
seulement en raréfiant les singularités, mais aussi en les disposant de
fagon assez réguliére.

Enfin, aux §§ 174 19, nous introduisons, pour 1’étude du type des sur-
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faces, une méthode nouvelle; elle peut étre utile lorsqu’on s’occupe de
surfaces dont la symétrie, ou la dissymétrie, joue un role prépondérant.
Nous donnons quelques critéres obtenus grice a cette méthode, et indi-
quons, au § 19, comment une étude plus compléte pourrait donner la
démonstration du principe de Bloch dans sa forme la plus simple, celle
ol la transformation de la surface ne concerne qu’une singularité isolée.

En terminant, il m’est agréable de remercier tous ceux & qui je dois
d’avoir pu préparer et faire imprimer ce travail; ma gratitude va en
particulier & M. Valiron, dont les remarques et les bienveillants conseils
m’ont été d’un si grand prix.

CHAPITRE I

Définitions. Rappel de résultats

§ 1. Définition de la surface de Riemann

La définition que nous donnons est due & Radd'); voir aussi Bochner?)
et de Possel?).

Espace topologique: C’est un ensemble d’éléments, les ,,points‘‘; &
chaque ,,point“ P correspond un sous-ensemble, contenant P, appelé
voisinage de P : V(P). Un voisinage est tel qu’il peut étre représenté topo-
logiquement sur 'intérieur d’un cercle, I'image de P étant le centre du
cercle. De plus, cet ensemble est tel que:

Axiome 1: Si V, et V, sont deux voisinages de P, P posséde un voisinage
contenu dans V, et V,.

Axiome 2: Si @ est contenu dans V(P), on peut trouver un V(Q) tel que

V@) < V(P)
Axiome 3: Si P # @, on peut choisir V(P) et V(Q) avec
V(P)- V(@) =0

Surface : Espace topologique topologiquement équivalent & un domaine
plan (,,schlichtartig).

1) Acta Széged, 2, 1925, p. 101.
?) Math. Annalen, 98, 1928, p. 26.
3) Thése, J. Ecole Polytechnique, 2me série, 30, 1932, p. 9.



Surface de Riemann : Soit F une surface, {V} le systéme des voisinages.
Chaque voisinage est représenté topologiquement sur un cercle par une
représentation 7'(V). Soient V, et V, deux voisinages avec

Vi Vy=0@Q
et soient G, et G les images de G par T(V,) et T(V,). Si la transformation
TV ). T(Vy)

qui représente G, sur G, est conforme et directe, alors on dit que F' est une
surface de Riemann.

On peut définir une surface de Riemann & partir d’une fonction ana-
lytique z{w). Un ,,point* est un élément de la fonction (régulier ou algé-
brique); le voisinage est formé des éléments d’un cercle concentrique et
intérieur au cercle de convergence; 7'(V) est donné par

{=w
si I’élément est régulier, par
1

L= (w—af
si I’élément est algébrique.

Un élément algébrique sera considéré comme un ,,point‘‘ distingué de
F, ,,point‘‘ que nous appellerons ,,point*‘ critique algébrique ou singularité
algébrique.

La fonction z(w) peut avoir des points singuliers transcendants. 11 ne
leur correspond aucun ,,point‘ de F'; en effet, il ne serait pas possible de
représenter le voisinage correspondant, l'image du point venant au
milieu du cercle.

Soit @ un point singulier transcendant de z(w). Il est isolé si dans un
domaine assez petit D de la sphére de Riemann, contenant a, la branche
congidérée de z(w) est prolongeable rationnellement?!) sur tout chemin
sauf en a. L’exemple du point zéro pour log w démontre I'existence de
tels points singuliers.

Soit une suite de domaines emboités D,, D,, ..., D,, ... tendant vers a.
11 lui correspond une suite de domaines emboités D{,D,, ..., D,',, ...deF;
nous dirons que cette suite définit une singularité logarithmique (ou
singularité isolée) de F. Cette singularité fait partie de la frontiére de .
Par définition, elle ne peut étre limite d’une suite infinie de points critiques
algébriques.

4) C’est-a-dire qu’en chaque point w, elle y admet un développement en série de
puissances entiéres de (w — w) .



a est la trace de la singularité, de méme que la trace d’un point de F
est le point du plan ou de la sphére simple ol on a I’élément correspon-
dant de z(w).

On sait que z(w) peut posséder des points singuliers de nature plus
complexe?®). Ils forment les singularités non isolées de F.

Chemin sur F: C’est un ensemble de points de F, topologiquement
équivalent & un intervalle rectiligne ouvert. La trace d'un chemin est
I’ensemble des traces de ses points, oll on compte n fois un point de la
sphére de Riemann ou du plan qui est trace de n points du chemin sur la
surface. C’est une courbe, que nous supposerons toujours rectifiable.

Distance de deux points de F : C’est la borne inférieure de la longueur
de la trace des chemins ayant les deux points pour extrémités.

Distance d’un point & une singularité : C’est la borne inférieure de la
longueur de la trace des chemins dont les extrémités sont le point et la
singularité.

Distance de deux singularités: C’est la borne inférieure de la longueur
de la trace des chemins dont les extrémités sont les deux singularités.

On définit de la méme facon les distances sphériques, en mesurant les
longueurs sur la sphére de Riemann.

Type d’une surface de Riemann simplement connexe: Un surface de
Riemann simplement connexe peut étre représentée conformément sur
un cercle |z] << 1 ou sur le plan ouvert. Dans le premier cas, on dit que
la surface est du type hyperbolique, dans le second, qu’elle est du type
parabolique.

§ 2. Quelques définitions sur les surfaces de Riemann

Pavage & de la sphére de Riemann. Soit § > 0. On dit qu’on a un
pavage 6 de la sphére de Riemann lorsque on I’a entiérement recouverte
d’un nombre fini de domaines simplement connexes, sans points communs
sinon les points frontiéres, et tels que deux points quelconques d’un
méme domaine ou de sa frontiére peuvent toujours étre joints par un
chemin intérieur au domaine, et de longueur sphérique inférieure & 4.

On supposera que la frontiére de chaque pavé est formée d’un nombre
fini d’arcs analytiques. De plus, un point sera sur la frontiére de trois
pavés au plus.

Portion d’une surface de Riemann F : Soit P un point de F, dont la
trace est intérieure & un pavé. On appelle portion de F I’ensemble 4 des

5) voir Iversen, Thése, Helsingfors 1914.



points de F' qu’on peut atteindre par des chemins issus de P et dont la
trace reste dans le pavé.

Une portion peut ne pas étre simplement connexe, méme si F lest
(par exemple si le pavé contient les points zéro et infini, et si F est la sur-
face de z = log w).

Supposons maintenant F simplement connexe; on appellera portion
étendue A’ la portion 4 & laquelle on a adjoint tout ce qu’il fallait pour la
rendre simplement connexe; cela est possible, et d’une seule maniére. On
constate que 4’ — A ne contient que des singularités algébriques.

Base singuliére d’une surface de Riemann : C’est I’ensemble des traces
des singularités algébriques et transcendantes de la surface. On dira
qu'une surface a une base singuliére finie si I’ensemble des traces des
singularités est fini.

Portion circulasre : C’est une portion dont le pavé est un cercle.

§ 3. Réseau topologique d’une surface de Riemann

M. Speiser®) a considéré les surfaces de Riemann simplement connexes
dont toutes les singularités sont logarithmiques et ont pour traces trois
points w,, w,, w; de la sphére de Riemann. 11 donne une méthode pour
construire ce qu’il appelle 'arbre topologique d’une telle surface. Voici
comment on procéde: on fait passer une courbe fermée L, sans points
doubles, par les trois points w,, w,, w;, et on fait la représentation de la
surface sur le cercle |z| < R(R < o0). La courbe L se transforme en
courbes A du cercle |z| < R, et ces courbes A définissent des domaines
fondamentauz. On choisit sur la sphére deux points I et £, ’'un intérieur
a L, autre extérieur. Pour finir, on joint par des courbes ne se coupant
pas, les points du plan z qui correspondent & I et £ et dont les domaines
sont contigus. On forme ainsi un arbre, au sens topologique du mot, et
c’est ce que M. Speiser appelle I’arbre topologique de la surface de Riemann.

Cette représentation peut s’étendre sans autre aux cas ol lon a
p(p = 2) points au lieu de trois. On peut aussi le faire si la surface,
simplement connexe ou non, comporte des points critiques algébriques.
Mais alors on n’obtient plus un arbre (au sens topologique du mot), mais
un réseau. On trouve un exposé sur ce sujet dans le texte de la conférence
de M. R. Nevanlinna, au Congrés International de Zurich?) et une étude
trés compléte dans la récente thése de M. Elfving®).

%) Comm. Math. Helv. 1, 1929 et 2, 1930.
?) Verh. des Int. Math. Kongresses. Zurich 1932, 1, p. 221.
%) Thése. Acta Fennicae. Nov. Ser. A, 2, no. 3.



Le réseau topologique d’une surface découpe le plan en domaines; &
chacun de ces domaines correspond une singularité de la surface. Ce sont
les domaines élémentaires. Si la singularité d’un domaine est transcen-
dante, le domaine a une infinité de cOtés, et réciproquement. Si la singu-
larité d’un domaine est algébrique de degré A, le domaine a 24 cotés, et
réciproquement®).

M. Elfving considére des réseaux un peu plus précis: ils sont constitués
par I'image de p courbes I £ passant chacune entre deux points w;, w,,, .
Le réseau qu’on obtient est le méme que le précédent si on considére
comme confondues deux arétes ayant les mémes extrémités.

On peut parler alors de 1’'ordre dun réseau; c’est le nombre p d’arétes
issues de chaque sommet (on voit que ce nombre est partout le méme).
Le nombre p est égal au nombre de traces de points singuliers.

M. Elfving donne le théoréme suivant:

Soient p points ay, as, ..., a,, une courbe L passant par ces points et
un réseau R d’ordre p. Il existe une surface de Riemann dont les singularités
ont pour traces les points a, et qui a le réseau R.

Disons qu’on simplifie un réseau R, donné comme le fait M. Elfving,
lorsqu’on considére comme identiques les arétes qui ont mémes extré-
mités, et qu’on le compléte lorsqu’on opére en sens inverse.

On peut se demander si, un réseau R étant donné (au sens ordinaire
du mot, sahs que le nombre d’arétes issues d’un sommet soit toujours le
méme), il est possible de le compléter en sorte qu’il devienne un réseau
au sens de M. Elfving, avec un ordre fini p.

—_— Fig. 1
9) Ouvrage cité & la note 8), p. 14 et 15.
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Une premiére condition, nécessaire, est que le nombre d’arétes issues
d’un sommet soit toujours inférieur ou égal & p. Cette condition n’est pas
suffisante; pour le montrer, considérons le réseau de la fig. 1.

Soit p le plus petit ordre possible. Nous disons que p = co. Prenons
les trois arétes issues de 0. Pour compléter le réseau, il faut adjoindre a
chaque aréte un certain nombre d’arétes complémentaires. Il en faut au
moins une pour chaque aréte. En effet, si une aréte restait inchangée, la
suivante devrait se compléter de (p—2) arétes, d’ou il résulte que le
sommet suivant aurait (p 4 1) arétes. Donc il y a une aréte adjointe au
moins. Mais alors, supposons qu’il y en ait une exactement pour I'aréte
considérée plus haut; le sommet suivant aurait (p + 2) arétes au moins;
supposons enfin qu’il y ait ¢ arétes, alors le sommet suivant aurait au
moins (p + ¢q) arétes. On voit que p ne saurait étre borné, d’ou il résulte
qu’il est impossible de faire de R un réseau au sens de M. Elfving, R ne
peut pas correspondre & une surface ayant une base singuliére finie. Nous
verrons plus loin quelles surfaces on peut faire correspondre & ces réseaux.

Les réseaux nous renseignent sur l'ordre de connexion d’une surface
de Riemann:

St une surface de Riemann est multiplement connexe, il existe un polygone
fermé du réseaw qui sépare deux suites infinies de sommets, et réciprogque-
ment1?).

Faisons encore une remarque: les théorémes que 'on énonce sur les
réseaux utilisent uniquement les propriétés topologiques de ces réseaux);
mais il est clair que dans bien des démonstrations, on fera intervenir des
propriétés métriques du réseau: on supposera fixées les courbes I E.

Division d’un réseau. en générations : Prenons d’abord le cas d’un arbre.
On choisit arbitrairement un sommet A4 de ’arbre, que 1’on prend pour
origine du systéme des générations. Il constitue la génération G,. La
7™ génération G, sera composée des sommets de ’arbre qu’on atteint
de 4 par un polygone formé de n arétes de I’arbre!2).

Dans le cas d’un réseau proprement dit, on choisit encore une origine A4,
qui forme G,. Puis on dit que le sommet B appartient & la n*™ génération

10) Quvrage cité & la note 8), p. 16.
11) Voir p. ex. R. Nevanlinna, Comm. Math. Helv., 5, 1932, p. 95.

1?) 1 n’y a pas ambiguité, puisque deux sommets ne peuvent étre reliés que par un
seul polygone, sans quoi on n’aurait pas un arbre.
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¢, §’il existe un polygone de n cotés du réseau, reliant 4 & B, et aucun de
moins de n cOtés.

Si A correspond & un point I, tous les sommets du réseau qui cor-
respond & I appartiennent & des générations paires. Il en résulte que deux
sommets consécutifs ne peuvent étre de la méme génération; de plus, ils
appartiennent & deux générations consécutives. Soient en effet B et C
deux sommets consécutifs, de générations m et n. Sim > n + 3 il existe
un chemin qui relie 4 & B et qui est formé de n + 1 arétes, donc de moins
de m arétes, ce qui est impossible. Donc ona m = n + 1.

CHAPITRE II

Les singularités des surfaces de Riemann simplement connexes

§ 4. Les résultats de M. Iversen

Apreés Boutrouz, M. Iversen!®) a donné une classification des singularités
des surfaces de Riemann simplement connexes. Nous allons la reprendre
briévement.

Dés le début, M. Iversen écarte le cas de 'accumulation de singularités
transcendantes. Il considére des surfaces de Riemann correspondant & une
fonction méromorphe w = f(z), pour toute valeur finie de z. 11 entoure
d’un cercle C le point singulier w de la fonction inverse z = ¢ (w). Soit
D le domaine correspondant de plan z. Voici la classification qu’il donne:

A. Point directement critigue w: C’est un point tel que f(z) — w n’a
aucune racine dans D, pour C assez petit;

1° de premiére espéce si f’(z) 5= 0 dans D;

2° de seconde espéce si f'(z) a une infinité de zéros dans D.

B. Point indirectement critique w : ¢’est un point tel que C ne contient
aucun rayon sur lequel ¢ (w) — oo lorsque w — w.

C. Point directement et imdirectement critiqgue: tout point singulier
n’appartenant pas & une des catégories précédentes.

Dans chaque cas, M. Iversen étudie l’allure de f(z) dans D et le pro-
longement de ¢ (w) dans C; il en donne des exemples trés simples.

13) Quvrage cité & la note 8).
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§ 5. Singularités plus générales

M. Iversen a écarté de son étude les singularité dont le voisinage con-
tient une infinité de singularités transcendantes. On pourrait alors
distinguer, en dehors de sa classification:

1° les singularités dans le voisinage desquelles la surface posséde une
infinité de singularités transcendantes, mais aucune singularité algé-
brique;

2° les singularités dont le voisinage contient une infinité de singularités,
tant transcendantes qu’algébriques.

Nous donnerons un exemple de singularité dans les deux cas. Il s’agit
de singularités directement critiques. Nous allons démontrer d’abord un
lemme préliminaire.

Soit 2
f(2) =_£2)'o(z) dz

ol y, est une fonction entiére, périodique de période 2¢x . De plus
on suppose que l'intégrale

Iy = [ tyo(t)de  réel

existe et est finie. '
Posons

b, = f(2kim)

et
h;=hk+?(t+2kin) yolt + 2kim)dt t réel
puis '
7 = ro@de

et

Ty= ,g o(t)dt

On suppose encore que

27

Jro@de=u+#0
[}

13



On a, en intégrant par parties

2kim

by = 2imuk? — ‘f 7 (z)dz
0

2im —
= 2tnuk®—Fk j‘ yl(z)dz—%nuw =ak?-} bk

0

avec @340 .
Puis by =h, + I'y+ 2kin T,
=ak?+b'k+c;

il en résulte que l’on a

hy—>oco et hy—> oo (1)
si k —oo, et de plus, I'inégalité

| f(2kim + o) | > K, (2)

est vérifiée, quel que soit K,, pour tout x positif, et & > ky(K,). Si on a
d’autre part |y,(2)] < K, pour Rz <0, Iz = 2kin, il en résulte que,
quel que soit # > 0, on aura
[f2kim — x) — f(2kim)| < E2n(n 4+ 2im)K, , O<zx<nk
donc pour % assez petit
[f(2kin — )| > a’k?, O<z<nk (3)
Cela établi, passons aux exemples annoncés. Soit

w=f(z) = _zfze*ezdz

Si on pose y,(z) = ¢, on reconnait que toutes les conditions du
lemme sont vérifiées. Donc si w, = k; , on voit que f(z) a des valeurs
asymptotiques w, avec

|wg] >00  pour k— oo
D’autre part, lorsque Rz — 4 oo sur une droite
Sz = (2k + 1)n  k entier
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on a |f(z)| = oo, ce qui donne les singularités w; = oo de la fonction
inverse z(w).
Evaluons la fonction f(z) dans I’angle

| arg z——yz|<%—n .

Pour Rz<—k, ona |e€¥—1| <}

et

fz2) = f(—k) + :sze“ezdz

22k :
= f(—k) +—§‘—“?+!lz(e ¢ —1)dz
f0)—F=1—B— 5+ Jaer— 1
donc
2 2 2
to—%|<ir=n1+ 5+ 51

Ainsi, sur tout chemin de l’angle ci-dessus, tendant vers I'infini, on a

|f(2)] = oo.

Soit W un chemin de détermination finie. Il coupe toute droite Iz =
(2% + 1)z en un nombre fini de points. D’autre part, pour |z| assez

grand, il est extérieur & 'angle |argz — x| < 7—;— 7. 1l ne peut donec

couper la droite Iz = 2kzn qu’en un point tel que Rz > —kx’; or le
minimum de |f(2)| sur ces droites tend vers 'infini, lorsque k— oo, cela
en vertu de (2) et (3). Donc W ne peut pas couper toutes les droites
Sz = 2km, il finit par rester dans une bande (2k — 1) < 2 < (2k 4+ 1)n.
S’il coupe indéfiniment la droite Iz = 2k, la valeur limite est w,.

Supposons qu’a la valeur limite de f(z) sur W corresponde une singu-
larité de z(w) autre que les w,. Alors W est compris, d’aprés ce que nous
venons de voir, dans une bande

2k < Jz< 2k 4+ )=
ou dans une bande

2k— 1)< Iz < 2kn

(ou du moins peut étre déformé de fagon que cela soit le cas, sans modifier
la valeur limite).
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Nous allons montrer qu’il ne peut exister un tel chemin W. Pour cela,
on supposera W dans une bande

2kn < J2< 2k + Nz .

Si W est dans une bande (2k — 1) < Sz < 2kx, la démonstration est
la méme.

Représentons la bande 2ikn <2< (2k + l)m, Rz> 0, sur le do-
maine | {| > 1, 3¢ > 0, au moyen de la fonction

{=¢
et soit

g(&) = f(log {)

Pour Rz assez grand
|f@) | <e™*+e

lg(8) | <eltlre

done

D’autre part, sur toute demi-droite

4
arg { = ¢ O<¢p<—2—
on a
lim g(f) = wz
18] >0

Soit W* I’image de W dans le plan {: W* ne peut couper aucune
demi-droite

arg { =g (p=%———6, 0<6<%

il est donc compris dans I’angle —g——é < arg {<m. Sur W* et sur
la demi-droite arg C=%—6 , g(¢) est borné; les deux chemins
sont compris dans un angle d’ouverture oc<—n9— -+ 26, et on a dans

cet angle
90| < elel+e.

Il en résulte que |g({) | est borné dans I’angle formé par W* et la

demi-droite arg { = —Z——-—é 14) . Donc la limite de g({) sur W* est

R 7
la méme que sur arg ¢ = —2———6: c’est wy .

Ainsi, il ne peut exister aucune autre singularité transcendante que

) Voir Julia, Principes géométriques d’Analyse II, p.9 et suiv.
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celles que nous avons étudiées. D’autre part, il n’y a qu’une singularité
algébrique, qui correspond & z = 0.

Donc dans le demi-plan 3z > K,, tout chemin de détermination
donne une valeur asymptotique de module supérieur & 4. Soit 4 la
partie de la surface de Riemann qui correspond au demi-plan Iz > K,;
4 ne contient que des singularités extérieures au cercle |w| = 4. Soit y
un chemin de 4 dont les extrémités sont sur le cercle |w| = A, et sur
lequel on a constamment |w| < 4. 11 peut, par une déformation continue
sur 4 et intérieure & |w| < A4 étre amené & coincider avec un arc du cercle
|w| = 4, puisque |w| < .4 ne contient aucune singularité. Donc tout
chemin reliant deux singularités de 4 peut étre déformé sur la surface
en un chemin pour lequel |w| > 4; la portion définie par |w| > 4
et qui contient A contient ainsi toutes les singularités de 4; elle en
contient donc une infinité. Le point & l'infini est le seul point d’accu-
mulation des traces de ces singularités, il est done une singularité non
isolée de z(w), et le voisinage de l'infini ne contient aucune singularité
algébrique, puisque f’(2) n’a quun zéro (pour z = 0).

I1 est aisé de donner un exemple ot 'on a dans le voisinage de la singu-
larité étudiée des singularités transcendantes et algébriques.

Soit w = f(2) =jz'z(ez— e dz.
o

La encore, les résultats du lemme peuvent s’appliquer, avec y,=(e*~1)e=¢,
Mais la fonction inverse z(w) possede des singularités algébriques qui
correspondent aux valeurs de z qui annulent e?— 1, c¢’est-a-dire pour
z = 2kin; les singularités algébriques sont donc justement les quantités
h, étudiées dans le lemme, et on a h,— oo . Pour le reste, tous les résultats
concernant l’exemple précédent restent vrais. Comme plus haut, on
montre que f(z) ne posséde pas d’autres valeurs asymptotiques finies
que celles qui ont été étudiées. Cette fonction nous fournit donc
Pexemple cherché.

CHAPITRE II1
Lesréseauxtopologiques des surfaces de Riemann les plus générales

Dans ce chapitre, nous nous proposons d’étendre la représentation des
surfaces par les réseaux aux surfaces les plus générales et en particulier
aux surfaces dont les singularités sont isolées mais la base singuliére
infinie. Nous verrons ensuite les relations qui existent entre deux réseaux
d’une méme surface, puis nous résoudrons le probléme de l’existence
d’une surface de réseau donné.
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§ 6. Premiére généralisation des réseaux

Soit F' une surface de Riemann dont les singularités sont isolées, la
distance sphérique de deux singularités (mesurée sur la surface) étant
toujours supérieure & 6 (> 0).

Effectuons un pa,vageg de la sphére de Riemann. Soient D,, D,, ...,

D, les pavés. Supposons pour commencer qu’aucune trace de singularité
ne se trouve sur la frontiére d’un pavé. Soit 4 une portion de F, définie
par le pavé D,. 4 contient au plus une singularité; supposons en effet
qu’il en contienne deux au moins; on pourrait les relier par un chemin de

longueur inférieure & g, ce qui est impossible en vertu de la définition

de F'. Il y a donc une singularité au plus dans 4.

Considérons un point @, dans chaque D, ; on a ainsi p points, nous les
relions par une courbe fermée sans points doubles C, et nous construisons
le réseau de F' comme celui d’une surface F'* dont les singularités seraient
les points a,; la surface F'* résulte d'une déformation de F', déformation
qu’on peut considérer comme légére en regard de la distance de deux
singularités.

Considérons maintenant le cas ou des singularités ont pour trace des
points frontiéres d’un D,. Soit par exemple a une singularité dont la
trace se trouve sur la frontiére de D;, D; et D, (en vertu des hypothéses
faites plus haut sur le pavage, un point ne peut pas étre sur la frontiére de
quatre pavés). Je dis que toute portion de ¥ définie par D =D, D;+ D,
ne contient qu'une singularité au plus. En effet, §’il y avait deux singu-
larités, on pourrait les relier au moyen d’'un chemin de longueur infé-
rieure & 8. On retombe sur la démonstration donnée plus haut. Pour
construire le réseau, on considére la singularité ¢ comme appartenant &
une des portions définies par D,, D;, D,.

§ 7. Comparaison des différents réseaux topologiques d’'une méme sur-
face de Riemann

Supposons pour commencer que nous avons une surface de Riemann F
de base singuliére finie; la méthode de M. Speiser s’applique sans autre.

Soient a,, a,, ..., @, les points constituant la base singuliére, et soient
L et L* deux courbes de Jordan passant chacune par tous les points a,.
On obtient & partir de L et de L* deux réseaux R et R*,

Disons que L* se déduit de L par une déformation continue si cette
déformation est possible sans passer sur un point a, .
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Théoréme 1: St L* se déduit de L par une déformation continue,
R* = R.

La démonstration est immédiate, de méme que celle du théoréme
réciproque:

Théoréme 2 : St R* = R, L* se déduit de L par une déformation continue.

Cela revient & dire que le réseau ne dépend pas de la courbe elle-méme,
mais de 'ordre des points a; sur la courbe et des lacets qu’elle fait pour
les relier.

Théoréme 3 : p étant fixé, le nombre de contours essentiellement différents
(c’est-a-dire donnant des réseaux différents) est tllimité, dés que p = 4.

On voit que si p = 3 il n’y a que deux contours différents, I'un résulte
de l’autre par I’échange de I'intérieur avec I’extérieur.

Pour p = 4, il y a plusieurs arrangements possibles, et différents, des a,;
prenons les a; dans Vordre a,, @,, a,, a, et construisons L de la fagon
suivante: on part de a,, on fait une boucle B, autour de a, avant d’aller
tourner autour de @, et a,, puis on vient faire une seconde boucle B,
autour de a,, et ainsi de suite; on peut faire un nombre de boucles
arbitrairement grand avant de passer en a,. Pour p = 4 le nombre des
contours est donc illimité. Il I’est & plus forte raison pour p > 4.

Le théoréme est démontré.

Comparons deux réseaux différents R et R* d’une méme surface de
Riemann, donnés par deux contours L et L*; on peut choisir les deux
points I et £ communs aux deux contours. Or chaque point de F, de
trace I ou E, donne un sommet du réseau; nous avons donc une corres-
pondance biunivoque entre les sommets des deux réseaux: deux sommets
se correspondent s’ils sont donnés par le méme point de F. De méme, &
chaque singularité de F' correspond un domaine polygonal D de R et un
domaine D* de R*. Il y a donc correspondance biunivoque entre les
domaines de R et de R*; de plus, deux domaines correspondants ont le
méme nombre de cotés.

Théoréme 4: Soient a et b deux sommets d’un réseau R, extrémités d’une
méme aréte. Sotent a* et b* les sommets correspondants de R*. On peut relier
a* et b* par un polygone de R*, de g cotés avec

e < R(L, L¥) +1

R(L, L*) étant un nombre qui ne dépend que de la surface et du choix de
L et L*, et non pas dea et b.
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Remarquons en passant que g est certainement impair, puisque le
polygone en question relie un point 7 & un point Z.

Considérons le chemin W sur F correspondant au segment ab de R;
W coupe L une fois (puisque a et b sont extrémités d’une méme aréte).
Par contre W coupe L* peut-étre plusieurs fois, mais le nombre de points
d’intersection est le méme pour chaque rayon I E. Il y a un nombre fini
P = {p(p — 1) de rayons I E, donc le nombre des points d’intersection
est borné pour L et L* donnés. Soit R(L, L*) 4 1 la borne supérieure.
On a bien
o < R(L,L*) + 1.

(4

On a un théoréme analogue pour les domaines élémentaires:

Théoréme 6 : Soit a un sommet de R, D un domaine élémentaire de R,
dont le contour comprend a; a* et D* sont le sommet et le domaine correspon-
dants de R*. Il existe un polygone reliant a* & D*, dont le nombre de cdtés est
inférieur ou égal & R (L, L*).

Soit, pour fixer les idées, I le point auquel correspond a, a, la singularité
contenue dans D. Le rayon la, coupe L* au plus R(L, L*) fois (R a la
méme définition que dans le théoréme précédent). Il en résulte que dans
R*, le rayon Ia, se décompose en ¢ < R(L, L*) arétes, ce qui démontre
le théoréme.

On déduit encore du théoréme 4 le

Théoréme 6 : Soient R et R* deux réseaux d’une méme surface, D, et D,
deux domaines élémentaires de R, dont les frontiéres ont v > 2 R(L, L*)
sommets communs consécutifs. Alors les domaines D; et D, de R*, correspon-
dant & D, et D,, ont au moins v — 2 R (L, L*) sommels communs.

Considérons, dans la suite des sommets communs & D, et Dy, ceux qui
sont & une distance supérieure ou égale & R (L, L*) des extrémités (ily en a
au moins un, par ’hypothése sur »). Soit @ un de ces sommets, a* son cor-
respondant. a* est un sommet de D] et de D;. Reprenons, pour le montrer,
le raisonnement fait dans la démonstration du théoréme précédent.
Soient a; et a; les singularités correspondant aux domaines D, et D,
(donc aussi D] et D3). Le rayon Ia; (on suppose, pour fixer les idées, que a
est un point I) coupe L* au plus R(L, L*) fois; cela correspond donc &
R(L, L*) lacets autour des points singuliers e, et a;. Mais, aprés ces
R(L, L*) lacets, on a encore des sommets de D] et D;. Donc a* est un
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sommet de D; et D;. Cela se produit pour tout sommet choisi comme il a
été dit, donc pour v — 2 R(L, L*) sommets.

Le théoréme est démontré. On en déduit immédiatement

Théoréme 7 : Soient D, et D, deux domaines élémentaires infinis ayant
un sommet commun pour toutes les générations G,, n>n,. Alors les
domaines Dj et Dj, correspondants ont un sommet commun powr toute
génération Q,, n > ng.

Le théoréme 6 affirme simplement que, dans ce cas, & chaque sommet
commun d’une génération G,, avec n > ny, + R(L, L*) correspond un
sommet commun & Dj et D, appartenant & la génération G, , avec
v = »(n). Posons

ng = min (v(n) + R(L, L*))
pour
n > ny, + R(L, L*)

11 faut montrer que, pour » > 7n,, il y a toujours un sommet commun
a D] et D}. Supposons que ce ne soit pas le cas. Il y aurait, entre D] et D}
un domaine élémentaire Dj, dont le correspondant serait D,. Soit b un
sommet frontiére de Dj, D;, D;, a, la singularité de D, (ou D;) Nous
considérons encore le chemin Ia, relatif & L*; il coupe L en R(L, L¥*)
points au plus, d’olr il résulte que D, aurait un sommet commun avec D,
et D,, & la génération G,, u > v,, ce qui est contraire & ’hypothése du
théoréme.

On peut dire encore quelque chose de la correspondance entre R et R*.
Soient D, D,, ..., D,, des domaines élémentaires de R, D}, D, ..., D

> Dy,
les domaines correspondants de R*. Choisissons une origine 0 dans R, et
relions 0 & D,, ..., D, par » polygones du réseau. On peut choisir ces
polygones sans cotés communs, si ce n’est un certain nombre d’entre
eux formant un polygone aboutissant & I’origine. De plus ces polygones
n’ont pas de sommets communs isolés, si ce n’est 1’origine. On peut
numéroter ces chemins, et nous supposons que les indices ont été choisis

en sorte que les indices des chemins sont ceux des D,. Alors

Théoréme 8 : Les D;, peuvent étre reliés a Vorigine 0% de R* par des poly-
gones me se coupant pas, et placés dans Vordre naturel des indices du Dj,
correspondant.

La démonstration est immédiate; il suffit de se reporter aux chemins
correspondants sur la surface de Riemann elle-méme.
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On pourrait encore préciser les énoncés des théorémes 4 & 7 en faisant
intervenir pour chaque chemin I Z le nombre de points d’intersection
avec L*. On aurait ainsi p valeurs R,(L, L*), R,(L, L*),..., R,(L, L*),
avec

R, (L, L*) < R(L, L*)

R, (L, L*) étant le nombre de points d’intersection, moins un, de L* et
d’un chemin I £ coupant L en un point de I’arc a;, ;..

Pour un choix convenable de I et E, on a, pour un indice £ au moins
R.(L,L*)=0
Il est clair, d’autre part, que
R,(L,L*) =0 (mod 2)

puisque L* est une courbe de Jordan, et que R,(L, L*) est le nombre de
points d’intersection, moins un, de L* et d’un contour qui va de l'intérieur
a Pextérieur.

Théoréme 9: Soit Ay, Ay, ..., 4,, une suite de mnombres positifs ouw nuls,
tous pairs; L un contour simple passant par les points a,, a,, ..., a, dans
Vordre naturel des indices; de plus 4, = 0. Il y a une courbe L* pour
laquelle

R, (L, L*) = A,.
On démontre ce théoréme en construisant L*.
Posons pour commencer

=2 si A,>2
=0 s 4,=0

. N N ’
et construisons le contour L’ qui correspond & ce systéme 4;, 45, ..., 4,.
Considérons le cercle [w]| == 1 et les points a, sur ce cercle avec

27

arg ap=k—

p
Le cercle |[w| = 1 constitue L; on trace deux arcs de cercle concentriques,
I'un & Vintérieur, 'autre & Pextérieur de |w| = 1, le long de tout arc
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(@, Qyyy) aVEC Ay = 2. Soit a, le point qui correspond & I'extrémité d’un
de ces arcs. On distingue deux cas:

1° Mia=0 =2 ;
alors on relie 'arc (a,-,, @;) de |w| = 1 & P'arc intérieur de (a,, a,,,), et,
par a,, 'arc extérieur et I’arc de |w| = 1 restant.

2° Ay = 2, A, = 0. On relie 'arc extérieur de (a,,, a;) & Parc [w| = 1

de (a;, a;,,), puis les deux arcs restants par a,.

La courbe obtenue est simple et passe par chaque point a,. En effet,
elle ne peut pas se fermer le long d’un arc (a;, a,,,); elle ne revient en
arriére que sur un arc du cercle |w| = 1, et ensuite se raccorde & un arc
extérieur, ce qui exclut une fermeture de L’ autrement que par un tour
complet. D’autre part, on a bien

R(L, L") = 2.
On construit ensuite une courbe L’ pour laquelle
M=2 si 1,<4
l,:;l =4 si li >4

On construit de nouveaux arcs concentriques 14 o 4; > 4, et on les
relie comme précédemment, c’est-a-dire:

I° si A, <4 , on relie I'arc de jw| =1 entre a, et a,,, au
premier arc extérieur de (a,, a,,,), puis les autres arcs de fagon & ne
laisser aucune impasse;

2° si A,>1 , onreliel’arc (a;,a;) de |w| = 1 au premier
arc intérieur de (a,—,, @,), et ainsi de suite.

On passe ensuite & L”, etec., jusqu’a ce qu’on ait atteint le maximum
de A, (qui est fini). La courbe obtenue est L*. En effet:

1° elle est d’un seul tenant (pour la méme raison que L’);

2° on a bien 4, = R(L, L*).

Donnons un exemple: soit p =12, 4, =0, 1, =4, 4, =4, 4, = 6,
2-5=2, 2’6=0’ ;»7=2,3.3=2, 29=2, 2.10=4, 111=2, 112=2o

Dans la construction, on pourrait remplacer intérieur par extérieur, et

vice-versa, partout ou en partie seulement. On voit par 14 qu’a un
systéme de A, peuvent correspondre plusieurs courbes L*.
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Fig. 2

Remarquons encore que ce théoréme montre bien qu’il y a une infinité
de courbes L passant par p(p > 3) points, donc une infinité de réseaux
pour une méme surface; ces quelques résultats révélent la complexité du
probléme suivant: deux réseaux R et R* étant donnés, reconnaitre s’ils
peuvent provenir de la méme surface de Riemann. Nous avons donné quel-
ques conditions nécessaires sans parvenir & fournir un critére général.

§ 8. Comparaison des différents réseaux topologiques d’une méme sur-
face de Riemann (suite)

Considérons une surface de Riemann F pour laquelle on peut construire
un réseau topologique au sens du § 6, c’est-a-dire une surface de Rie-
mann dont toutes les singularités peuvent étre isolées au moyen d’un
pavage 6(d > 0).

Le pavage 0 choisi était arbitraire; un pavage tout a fait différent
changerait considérablement I'allure du réseau, aussi nous bornerons-
nous & une modification particuliére: celle qui consiste & remplacer le
pavage d par un pavage plus fin, ¢’est-a-dire tel que chaque nouveau pavé
soit intérieur & un ancien pavé; de plus, la nouvelle courbe L passe
successivement en tous les points correspondant & un pavé du pavage
primitif. Nous dirons alors qu’on a divisé le pavage primitif.

Théoréme 10 : La division du pavage 8 ne modifie pas le réseau de F.
I1 s’agit du réseau au sens large, et non pas du réseau plus précis de

M. Elfving.
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La surface F' a une singularité au plus dans une portion définie par un
pavé du pavage J; tout circuit dans ce pavé est équivalent & un lacet
autour du point de ce pavé; donc les domaines fondamentaux des deux
réseaux sont les mémes, ils s’ajustent de la méme maniére, donc les deux
réseaux sont identiques.

En terminant, énongons un théoréme qui se déduit immédiatement
de celui qu’a énoncé & ce sujet M. Elfving, dans le cas d’une surface & base
singuliére finie.

Théoréme 11: Soit F une surface de Riemann multiplement connexe, R
son réseau au sens du § 6: Il existe un polygone fermé de R qui sépare deux
suites infinies de sommets de R.

La méthode du § 6 revient & faire une transformation topologique de F,
pour I’amener & avoir une base singuliére finie. Cette transformation
conserve l’ordre de connexion, d’ou notre théoréme.

§ 9. Réseau topologique d’une surface de Riemann quelconque

Soit F une surface de Riemann. On appellera F; I’ensemble des points
de F qu’on peut atteindre d’un point a, de F par un chemin tel que la
somme des distances d’un point quelconque de ce chemin & deux singu-
larités quelconques de F' (algébriques ou transcendantes) soit toujours
supérieur & (4 > 0). Un tel chemin sera appelé chemin de largeur 6.

On choisit ¢ assez petit pour que la distance de a, & deux singularités
de F soit supérieure & 4.

Théoréme 12 : On a F=1lim F,
s=0

Cela revient & dire que:

1° tout point a de F peut étre relié & a, au moyen d’un chemin de
largeur d, pour 0 assez petit;

2° si w est une singularité de F', L un chemin tendant vers w, L; la
partie de L intérieure & F';, tout point de L finit par étre intérieur a
Ly, lorsque 6 — 0.

Sous cette forme, le théoréme est évident.

On dira qu’une singularité o de F est intérieure & F; lorsqu’il existe
un chemin aboutissant & o et intérieur a F;. I1 en résulte que les singu-
larités de F; sont & des distances mutuelles supérieures a §. On peut done
représenter F; au moyen d’un réseau topologique au sens du § 6; on
passe ensuite & F's ; pour construire le réseau de F's, on reprend le pavage

2 2
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de F; et on le divise pour avoir un pavage assez fin. D’aprés le théoréme 10,
le réseau R, de F; se trouve conservé & l'intérieur du réseau R, de Fs ,
2

De méme le réseau R, de Fs est conservé a lintérieur du réseau de

F s 2”
on+1

Ces réseaux ne se modifient donc que par ’adjenction de nouvelles
arétes.

En général, les réseaux R, n’ont pas de limite, c’est-a-dire qu’il n’existe
pas un réseau R dont les » premiéres générations sont identiques aux »
premiéres générations de R, , pour n > ny(v).

On peut cependant énoncer ce résultat:

Théoréme 13 : Si toutes les singularités de F sont isolées, les R, ont une
limite dans ce sens que pour n > ny(v) les v premiéres générations des R,
sont identiques.

Supposons en effet que ce ne soit pas le cas: il existe alors une géné-
ration, la viéme par exemple, qui s’enrichit indéfiniment; le nombre des
sommets de cette génération est illimité; en d’autres termes, il existe un
sommet S d'une des générations G, ..., G, auquel se rattachent des
arétes en nombre indéfiniment croissant; il y a donc une infinité de
domaines D qui ont ce point pour sommet. Soit une suite de pavés
Py, ..., P,, ... emboités les uns dans les autres, et 4,,...,4,, ... une
suite de portions définies respectivement par P, ..., P,, ..., emboitées
les unes dans les autres et contenant des singularités des domaines D.
Soit w le point limite des P,. w est une singularité non isolée. En effet,
chaque 4, contient une infinité de singularités; de plus, un cercle de
centre w et de rayon g, contient P, tout entier pour » assez grand; une
portion circulaire de centre w et de rayon arbitrairement petit contient
une infinité de singularités. Le théoréme est ainsi démontré.

§ 10. Existence d’une surface de réseau donné

Pour que le probléme de I’existence d’une surface correspondant & un
réseau donné ait une solution, il faut évidemment supposer que le réseau
n’a pas d’impasses et que tous les circuits ont un nombre pair de cotés.

Si I’on fait ’hypothése qu’a chaque sommet se rattachent p arétes, la
question est résolue par un théoréme de M. Elfving!s).

18) Voir I'ouvrage cité & la note ).

26



Dans le cas général, on a le

Théoréme 14 : Soit R un réseau sans tmpasses, dont tous les circuits ont
un nombre pair de cotés. Il existe une surface de Riemann qui admet, au
sens du § 9, le réseau R.

Supposons pour commencer que R soit un arbre. Choisissons une ori-
gine 4,. On décompose ainsi R en générations G, G,, ... Soit p, le
nombre d’arétes issues de 4,; le domaine fondamental de 4, correspond

3 l'intérieur du cercle |w| < 1; les singularités a, ..., a,, contenues dans
les domaines élémentaires qui ont A4, pour sommet sont des points du
2k

cercle |w| =1, avec arg a;, = »
0

Prenons un sommet 4, de @,, celui par exemple qui se trouve entre les
domaines de a, et de a,, et soit p, le nombre d’arétes issues de 4,. On
prend pour domaine fondamental de A, l'extérieur du cercle, soit
Jw| > 1; les singularités sont a,, a, et p, — 2 autres singularités choisies
sur celui des deux arcs (a,, @,) du cercle |w| = 1 qui contient les singu-
larités de A4,. On prend les p;, — 2 points qui divisent cet arc en p, — 1
arcs égaux.

On procéde ainsi pour chaque sommet de G,, puis de G,, etc., en
prenant toujours les nouvelles singularités sur l’arc qui contient les
singularités du sommet précédent.

La surface qu’on obtient ainsi peut avoir des singularités non isolées:
on voit par exemple que c’est le cas de la surface qui correspond & l’arbre
de la fig. 1.

Cas d’un réseau en général. On peut, en laissant de c6té certaines arétes
d’un réseau, le transformer en un arbre. Soit donc un réseau R, et R*
P’arbre obtenu en supprimant certaines arétes, mais tel que deux domaines
logarithmiques quelconques de R soient dans deux domaines différents
de R*. On construit comme plus haut une surface dont le réseau est R*.
Soit 4 un domaine élémentaire de R*, dont la singularité est a, et soit D,
un domaine élémentaire algébrique de R, contenu dans 4 et ayant sur la
frontiére de 4 les arétes S,, S;, ..., S,. La frontiére de 4 se compose de
segments S, 8;, 8-, S,, ete., qui correspondent & des demi-droites

arg w = @y
On pose
4 = min |@, — arg a | pour 0<k<p .

On reporte sur |w| = 1, & partir de a, sur Parc qui relie a & e'%°, et qui
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ne contient pas €'¥-* un arc de longueur y, d’extrémité P, et on divise cet
arc aP en trois parties aM, MN, NP. On prend a, = N pour singularité
de D, et aux segments de la frontiére de D, qui ne sont pas des S, on fait
correspondre alternativement les demi-droites arg w = arg M et
arg w =@, , sauf pour le dernier, qu’on choisit dans l’angle déterminé
par les demi-droites arg w=arga et arg w=arg a, qui ne contient
pas la demi-droite argw=arg M.

On a ainsi divisé le domaine 4 en deux parties: un domaine D, de R et
un nouveau domaine 4,, indéfini. On recommence pour 4, ce qu’on a fait
pour 4 ; puis on procéde de la méme maniére pour tous les domaines de R*.
On obtient ainsi une surface F' qui remplit bien les conditions requises.

CHAPITRE 1V

Le type d'une surface de Riemann et son réseau

§ 11. Les transformations de Bloch

Dans une conférence & la Sorbonne, M. Ahlfors a dit que le probléeme
de la recherche de critéres de type de surfaces de Riemann était le plus
important de la théorie des fonctions!®). On connait un certain nombre de
tels critéres; la plupart d’entre eux sont des conditions suffisantes pour le
cas hyperbolique. On peut se demander jusqu’a quel point le réseau d’une
surface nous renseigne sur son type, le mot réseau étant pris dans son
sens primitif ou suivant une de nos généralisations.

Certains critéres connus sont basés sur 1’étude du réseaun (par exemple
le critére relatif aux surfaces dont la base singuliére est formée de trois
points?!?); d’autre part, M. Ahlfors a donné des critéres ol les valeurs sont
remplacées par des cercles'®); c’est 1& une généralisation analogue & celle
qu’on obtiendrait en passant d’un critére sur les réseaux au sens primitif,
& un critére sur les réseaux au sens du § 6. Nous aurons 'occasion, au
cours de ce chapitre, de donner de telles généralisations.

Cette idée du passage de critéres sur des valeurs & des critéres sur des
cercles est due & M. Bloch??).

Appelons transformation de Bloch une transformation d'une surface
qui soit

16) Bull. Soc. Math. de France, 60, 1932, p. 197.

17) R. Nevanlinna, Comm. Math. Helv., 5, 1932, p. 95.

18) Comptes Rendus, 194, 1932, p. 245 et 1145.
1%) 4. Bloch, Enseignement Mathématique, 25, 1926, p. 83.
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1° topologique,

2° telle que si d est la distance de deux points, d* la distance des points
correspondants, on ait

T < <
quels que soient les deux points envisagés.

Le principe de continuité topologique de M. Bloch affirme en somme
qu’une transformation telle que celle que nous venons de définir conserve
le type d’une surface. Il ne s’agit pas, évidemment, de donner une dé-
monstration de ce principe trés général.

On voit que deux surfaces qui ont le méme réseau, au sens du § 6, se
déduisent I'une de I'autre par une transformation de Bloch. En eftet, soit p
Pordre du réseau, F et F'* les deux surfaces; & F et F'* correspondent deux
pavages formés de p pavés. Une premiére transformation de Bloch trans-
formera F* en une surface F, pour laquelle le pavage est le méme que
pour F. Puis on modifie F, & I'intérieur de chaque pavé, pour 'amener &
coincider avec F.

Soit @ une singularité isolée d’une surface de Riemann F. On dira qu’on
déplace a lorsqu’on remplace a par une autre singularité b, de méme
nature, située dans une portion 4 de F' qui ne contient que la singu-
larité a de F.

Théoréme 15: Soient F et F* deux surfaces de Riemann simplement
connexes qui se déduisent l'une de Uautre par le déplacement d'un nombre
fini de singularités algébriques. Alors F* est du méme type que F'.

Démonstration: Soient a,,a,, ..., a, les singularités de F qui sont
déplacées en by, b,, ..., b,. Soit 4, la portion qui contient a,.

Supposons F parabolique; w = f(2) est la fonction qui représente le
plan ouvert sur F. Supposons F* hyperbolique; w = ¢({) la fonction qui
représente le cercle [{| < R sur F*. Otons du plan z les domaines qui
correspondent aux 4, par la fonction inverse de w = f(z); la frontiére de
4, est fermée, donc ces domaines sont intérieurs & un cercle de rayon fini.
Soit D le reste du plan z, et 4 la partie correspondante du cercle | (| < R
par la fonction

E=g/®)] .

Dans la représentation de D sur 4, au point & I'infini de D correspond
tout le cercle | {| = R; on sait que cela est impossible. Donc F* est para-
bolique, et le théoréme est démontré.
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Nous verrons au paragraphe suivant un exemple de conservation du
type dans une transformation qui déplace une infinité de singularités
algébriques.

§ 12. Surfaces de Riemann dont le réseau est le méme que celui de
fonetions inverses de fonctions périodiques

Soit w = f(2) une fonction entiére, réelle pour z réel, et périodique de
période réelle. Nous nous proposons de reconnaitre quel sera, dans cer-
tains cas, le type d’une surface de Riemann qui aurait le méme réseau
que la surface de z(w).

La fonction f/(z) a des racines pour z réel; on peut supposer f'(0) s 0.
Soient un la période de f(z), et ay, a,, ..., a, les racines de f’(z) pour
0<2<1; w,. ., o, les valeurs f(a,), ..., f(a,). Les points w, ..., o,
sont des singularités algébriques de la surface de Riemann F de l'inverse
de w = f(z).

Soient oy, ..., &, des segments intérieurs au segment (0, 1) tels que:

1° a, est intérieur & oy, ;

2° les segments «, n’empiétent pas;

3° les segments (0, ) et (1 — ¢, 1) sont extérieurs aux o, (e > 0).

La fonction w = f(2) fait correspondre aux points d’affixes z = k+ ¢
(k entier, et { dans un segment «,), les segments I', de trace y, de F';
toutes les singularités w, se trouvent dans les segments I';,.

Soit F* une surface de Riemann que ’on peut obtenir & partir de F en
déplacant toutes les singularités w, & I'intérieur du segment I', correspon-
dant (deux singularités de F' qui avaient méme trace ont maintenant des
traces qui peuvent étre différentes, mais sont intérieures & ;).

Théoréme 16 : F* est du type paraboligue.

Démonstration: Soit ¢({) la fonction qui représente le cercle |{| < ¢
sur F'*. On supposera ¢ < oo. La surface F, coupée le long des segments I,
est identique & la surface F*, coupée le long de ces mémes segments. On
peut donc représenter conformément le plan, pourvu des coupures «;
et de celles qu’on obtient par la translation Z = z + k (k entier) sur le
cercle |{| < ¢, pourvu des coupures correspondantes; la représentation
se fait au moyen de la fonction

E=g'{f@)]=h() .

Passons du cercle |¢| < ¢ & une bande de largeur 2 au moyen de la
transformation t=log ¢ =H() .
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Soit un cercle C, |z|=7r, r=k+7n, k entier, || <<e. Il ne coupe
aucun «; la fonction H(z) transforme ce cercle en une courbe L, du
plan ¢, courbe de longueur égale ou supérieure & 2x. On a donc

27

<[

LY,

0

dH rdg z=re?

ou, suivant 'inégalité de Schwarz

27

27
dm? < fr f dH | rdp = 2x r’ H rde
0 ()
Donc
k+4£ k+e 27
27 ﬂ\ _fI rdrde k=12, .
r dz
k—e k—

L’expression de droite représente ’aire balayée par L, lorsque r
varie de k—e¢ & k+¢e. On a encore

N B gy H |2
”%[7\1 ld

&

rdrde

quel que soit N, entier positif. Le second membre est borné, si on
suppose ¢ fini. Donc

o ke d?'

>f—<4

162 7
ce qui est une contradiction. Donc ¢= oo, et le théoréme est de-
montré.

§ 13. Généralisation d’un théoréme de M. R. Nevanlinna

Il s’agit d’un théoréme démontré par M. R. Nevanlinna dans son
mémoire: Ein Satz iiber die konforme Abbildung Riemann’scher Flichen.
Comm. Math. Helv. 5 (1932), p. 95—107.

L’auteur considére les surfaces de Riemann dont toutes les singularités
sont logarithmiques et ont pour traces trois points du plan. On construit
larbre topologique de cette surface, on y choisit une origine G,, d’ot
on déduit les générations G,, Gy, ... . Soit o(n)+42 le nombre de sommets

de G,; M. Nevanlinna démontre que si X diverge, la surface est

1
no(n)
du type parabolique.
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Nous généralisons ce théoréme, en remplagant trois points par trois
cercles du plan.

Supposons donc quela surface de Riemann F, simplement connexe, n’a
que des singularités logarithmiques, que leurs traces sont toutes con-
tenues dans trois cercles C,, C,, C,, sans points communs, ni points
frontiéres communs, de rayons r,,7,, 7;; de plus, on ne passe d'une
singularité d’un cercle & une autre singularité de ce cercle que par un
détour autour d’une singularité d’un autre cercle.

Nous pouvons construire un arbre topologique de cette surface. Soient
01, 0s, 05 trois nombres supérieurs & un, tels que I'un des cercles €5, C;, C;
de mémes centres que C,, C,, C, et de rayons r, g,, 7,02, 75 05 S0it tangent
aux deux autres, ces derniers ne se coupant pas. Soit I le point d’inter-
section de deux tangentes: il est clair que les tangentes menées de I &
C,, C,, C; ne coupent aucun de ces cercles, et sont toutes distinctes.

Soit z = @ (w) la fonction qui représente F sur le cercle | 2| < R (< o0).
Nous appelons arbre de F 'image, par ¢ (w), des demi-droites o, &y, 0ty 04y
étant une demi-droite issue de I et comprise entre C, et C,,,, et I'image
de demi-droites de F, issues de I et passant par les singularités de F'; si,
pour une branche de ¢ (w), un cercle C;, ne contient aucune singularité, on
prend une demi-droite quelconque, issue de I, et coupant ce cercle.

Pour simplifier ies calculs, on supposera I & I’origine.

Puisque nous avons construit un arbre, nous pouvons introduire,
comme M. Nevanlinna, les générations, puis les quantités o(n). Alors
on a le

Théoréme 17 : Si 3 #(n) diverge, F' est du type parabolique.
La démonstration que nous donnons suit de trées prés celle de
M. Nevanlinna.

On dira qu'un domaine élémentaire H appartient & la n-iéme génération
si n est le plus petit indice des générations auxquelles appartiennent les
sommets de H. On appelle origine de la frontiére I" de H le sommet de I’
appartenant & G,,.

Soit done H un domaine de @,,. Il lui correspond une singularité a de F,
intérieure & C,; w(z), fonction inverse de ¢ (w), représente H sur une partie
F, de F, qui contient la seule singularité a. La frontiére de ¥, se compose
de demi-droites (0, oo); elle contient la surface de recouvrement du
domaine doublement connexe obtenu en 6tant @ de 1’angle des tangentes
menées de I & C,.
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Soient 4,, 4,, 4, trois points du plan; 4, est situé dans ’angle formé
par les tangentes menées de I & C,,, et C},,, 'angle ne contenant aucun
des trois cercles. Il est clair que F, ne contient aucun point du secteur
qui contient 4,.

Faisons la transformation

(z) = -717 log w———————ufz)_:-_ ‘i"

+ tc
ol on prend une détermination quelconque du logarithme et ol ¢, cons-
tante réelle, est telle que w(z) = 0 si 2z est & 1’origine de H ; w (z) représente
H sur un domaine H,, et pour tout point de la frontiére I', de H, on a
— K, < Rw < K,, quel que soit H.

D’autre part, la droite J w = constante coupe I',, en un seul point.

Soit # > »; on construit la courbe L, de la fagon suivante:

1° le demi-cercle |w — K,| =r—mn Ro > K,;
2° les deux segments Sw = + (r —n), o dans H,;
L, coupe I', en deux points 4, et B,.

Faisons encore la transformation ¢{=logz en coupant le cercle
j2| < Rlelong d’un polygone de ’arbre. A H correspond un domaine H,,
et & L, une section de H, dont la longueur sera s(r). On a

s2<r>=<£]j7f,l o] )< ldwlglggrldwl

dA (r)
dr

<[m(r—mn) + 2K, + 2K,]

A (r) étant I’aire de H comprise entre R¢ = log R, et la courbe qui corres-
pond & L,. R, est un nombre fixe inférieur & R, et on prend 7 > 7,,
7 étant choisi assez grand pour que A4 (r) ait un sens. On a alors

8 (r) < Kymr dfly) r>1,
puis
~s2(r) < Kynr d“zf") (1)

la somme étant étendue & tous les domaines H des générations
Gy, Gy, ..., G, (m<7)et F = 4. Soit A(r) le nombre des sections s(r) et

o(r) = Zs(r).



On a
(Zs(r))® _ o*(r)

282 (7') 2 ﬂ(?‘) - 2.(1') (2)
Soit
B(r)= max [0, 2z—o(r)] (3)
Alors
472 4nf(r) asg
m _—l('r) < .K37ﬂ'71-r—
done, si 7 > 17,
todr LB(r)dr
47!;{ 7‘2.(7')<K3[3(1‘)_3(7'0)]+4,‘,: 1(7‘) 3 (4)
or, pour »—1 <r <y, A(r)=o0(v) + 2 ; donc si Eﬁmdiverge, il
en est de méme pour
f _ar (5)
ri(r)
d’ol1 il résulte que si ¥ ;[a_l(?) diverge et si R est fini, f B ,278;17- diverge.

I1 faut montrer que cela est impossible.

Supposons donc R fini; on peut admettre que R > 1. Soit a.b, la
courbe du plan 2z qui correspond & L,. Si r est entier, tous les arcs a,b,
forment un contour simple M,. Soit » non entier: n — 1 <r < n. Les
extrémités des a,b, peuvent ne pas coincider. Nous les relions par un
segment y, de l’aréte correspondante de l’arbre topologique, et soit
encore M, le contour fermé obtenu. On passe au plan ¢ = log z; M, donne
une courbe de longueur au moins égale & 27 ; soit ¢ (r) la longueur, dans le
plan ¢, d’un are ajouté. On a

x(r) + Xy(r) = 2xn
done, d’aprés (3)

Blr) < Xy(r) (6)

Nous nous proposons d’évaluer les y(r).

Soit P, P, un polygone de l’arbre, sans autres points de ramification
que P, et P,. P, appartient & G,,, Py & G,,,5,,,. Lorsque r varie de m a
m -+ 2p + 1, les points a, et b, se déplacent, d’une fagon continue, de P,
a P,, en coincidant aux sommets. Soit K le domaine constitué par les
domaines élémentaires des sommets de P, P,. A P, P, correspond, dans
le plan w, une courbe qui a pour trace deux demi-droites, issues de
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Porigine. Soient a et b les singularités qui correspondent aux domaines
limités par P, P,; on supposera que P, correspond & w = 0. Posons

w—a
w—0b

y= log + (—1)?im .

On choisit la détermination convenable du logarithme, en sorte qu’a
P, P, corresponde une certaine courbe @, passant par les points
—p2im, —(p—1)2¢m, ..., 0, ..., p2¢xn. A y(r) correspond un arc de @,
dont la longueur est bornée; soit K, cette borne, et y (r) la longueur de y,.

Soit ¥, le point de y, qui correspond & a,. En appliquant, au besoin
plusieurs fois, I'inégalité de Koebe (mais un nombre fini et borné de fois),
on voit que

| _ gl
dy >l dy |v=v,
z étant un point de y,.
L’inégalité de Bieberbach donne
dz|  _Va
ay lv=v, ()

wq étant laire (finie) de K , et po(r) le rayon d'un cercle de centre
Y., et contenu dans l'image de K.

Or, pour m+p+|v| <r<m-+p+|v|+1

e(r) >p—J»j s jr|=0,1, ..., p—1 ™
e(r) > K si |v]=p
on en conclut que
K
y(r) < 0 (r)
donc
. Va
- < K, lvl<p
(7) p—Il
< K V q [»|=p
et si on suppose r assez grand pour que P, P, soit extérieur & |[z| =1

x, VI
y(r) < p—|v|
Ky Vag
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Alors

m+2p+1 4 1\ S— —
| ynar<2(K,+ K 2)VT < KV log Kup . (9

Cette relation peut s’écrire aussi entre des limites non entiéres
72 S
J y(r)dr <K,V q log Kyr, . (9)
71

Soit maintenant », (entier) assez grand pour que toute la partie
correspondante de I’arbre soit extérieure & |z| = 1. Soit un intervalle
(ny, r) et B(n,, r) la partie correspondante de 1’arbre. On divise B(n,, 7)
en segments S (P, P,). Le nombre de ces segments est au plus de 24(r)
Pour P'un de ces segments S, avec r, <7, on a

I?(")d7’<K9V7 log K107<K11]/—q— log 7 ; (10)
posons * ’
b(r) = { B(u)du .
On a "

b < (Syw)du

la somme étant étendue & tous les 8 qui correspondent & r = %. On a
encore b(r) < Ky logr- Vg

la somme étant étendue aux segments S de B(n,, r). Mais
Ve <)y2i(r)-yZq
Sq<3R (11)
b(r) < Ky T - log 7

et

done

d’ol1 on tire

13() db r) b(r) b(r)dr b(r)dA(r)
ar=J f f

M(r) M(r) ri(r) r2A(r) rA%(r)
1 ~log rd ~1 di
< Ky ogr+K12f ogr r+K1zJ‘ oir T

To
<K12(l0g 7'0+ + J‘logr dl)

d’olt la convergence de l'intégrale. Le théoréme est démontré.
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§ 14. Généralisation du théoréme précédent

Il y aurait peu & modifier dans la démonstration si, au lieu de trois
cercles on avait p cercles C, ..., C,. En général, dans ce cas, on ne pourra
pas trouver un point I et un point & répondant aux conditions requises;
ces conditions servent uniquement & nous assurer que le cercle |w|=7r—n
coupe I', en deux points seulement, ce qui permet d’affirmer ensuite que
les arcs 7, sont situés entierement dans un intervalle entre deux sommets
de l’arbre.

Si on a p cercles (4, ..., C,, soit I un point quelconque, extérieur aux
cercles, et B le point & 'infini. Nous relions I & E par des chemins en-
tourant les C;. On peut choisir ces chemins tels que le nombre de points
sur chaque chemin pour lesquels

(@ est un point intérieur quelconque de C,) soit au plus égal & p. Alors un
arc y, sera compris dans p intervalles au plus du réseau. La relation (9)

devient
72

[r@yar <E, X (Vq log Kiygr) (@)

71

la somme étant étendue & p intervalles consécutifs, c’est-a-dire a p
valeurs de g consécutives. On a done

T?(r)dr<K9p V¢ log Ki(r,+ p)
2
la somme étant étendue & p domaines du plan. Posons
Q@=2Zq
EVe<vyr V@

on a

done
72

[ ydr<E;pYp V@ log Kyolry+ )

1

ce qui donne, & la place de (10)
fyrdr<K,Y@Q log r r>7r, . (10%)
&
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De plus

X Q< p*R? (117)
donc
b(r) <Ky, Ya(r) - log »
et le

Théoréme 18 : Soit F une surface de Riemann dont toutes les singularités
sont logarithmiques et groupées dans p cercles, extérieurs les uns aux autres,
et soit o(n) + 2 le nombre de sommets de la génération G, du réseaw corres-

. 1 . .
pondant; st X no ) diverge, F est parabolique.

§ 15. Un ecritére de type

Théoréme 19 : Toutes les surfaces de Riemann qui ont, au sens du § 6,
un méme réseau que la surface de U'inverse de w = e, sont du type para-
bolique.

Démonstration: Pour plus de commodité, remplagons e® par

ae® +b

w=1E) = ce” +d

en choisissant les constantes a, b, ¢, d en sorte que 1, co, 0 deviennent
1,—Ys 4 & __¥Vs__% On choisit, pour construire le réseau de la
surface de Riemann F* de f~!(w)=¢@(w) le cercle [w|=1 pour courbe L,
et les points I et B tels que

S I )

Le réseau est alors constitué par la droite Rz = 0 et par les demi-droites
Sz=(k+ Hn,Re>0,k=0,+1, +2,.... On a, sur les droites
Sz=((k+ Hn
Sw(z) = 0.
Soit H, la bande
b+ Hr<Sz<(+1+ P .

Considérons maintenant la surface de Riemann simplement connexe F,
qui a méme réseau que F*; on suppose que la singularité qui correspond &
un pour F* a pour trace un, que celles qui correspondent & — Y3 4 %

ont des traces intérieures & un cercle C,, celles qui correspondent &
— 123——-% des traces intérieures & un cercle C,, les cercles C, et C, con-
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tenant respectivement — 3 4 % et — Y3 £ et étant assez petits pour
ne pas étre coupés par les courbes I ' qui donnent les arétes du réseau.

On peut découper F le long des courbes ayant pour trace les courbes
IE qui ont divisé F* en domaines élémentaires; soit ', la partie de F qui
correspond ainsi & la bande H,. On peut représenter F, conformément
sur H, de maniére qu’aux points I de F,, correspondent les points M de la
frontiére de H,, pour lesquels on a

fe)=1

En effet, 7, est une surface de recouvrement d’un demi-plan pourvu
d’une singularité logarithmique w,. On peut représenter conformément
le demi-plan Jw Z 0 sur lui-méme en sorte que w, aille en — Y3+ 7,
et que I reste fixe. Soit w; = y, (w) la fonction qui effectue cette représen-
tation. La fonction

z = @(w;) = p[y,(w)] = Dy (w)

représente F', sur H,; d’autre part on a

D, (I) = plye()] = @) = M

ce qui montre que la représentation envisagée est bien possible. On
procede ainsi pour chaque domaine H,.

Soit w = F({) la fonction qui représente le cercle |¢| < c(c << o0)
sur . On supposera ¢ < co. La fonction

{=F [P} (2)]

donne une représentation de H, sur une partie du cercle || <<¢. On

coupe le cercle | {| < ¢ le long de la frontiére d’un domaine correspondant

aun F, et on pose
¥ P t=log ¢

en fixant une détermination du logarithme; I’image du cercle |{| < ¢
est une bande B.

En vertu de I’hypothése faite sur les cercles C; et C,, les points du
plan z, sur les droites Sz = (k + 1)z, pour lesquels on a

D) =1
sont situés dans le demi-plan Rz < K,, et ceux pour lesquels
D;l(z) =0 ou oo
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dans le demi-plan Rz > K., K, > K,, K, et K, étant des constantes qui
ne dépendent pas de k. Soit H, la partie de H, située dans le demi-plan
Rz > K,. La fonction

Z = Ty {/(2)}]

représente H}, sur une partie H, de H,. H, est limité par une courbe L,
reliant les droites Jz = (k + 4) = et Iz = (k + §)n. Les courbes L,
sont contenues dans une bande

— K, <Rz < K,

A H, correspond un domaine 7", de B au moyen de la fonction

t=log [F(®;'(2))]= 1:(2)

Soit C'y une courbe fermée du plan z composée de la facon suivante:

1° un demi-cercle C’': |z— K,| = R Rz > K,;

2° un demi-cercle C’': |z + K,| = R Rz < — K,;

3° deux segments situés respectivement sur les droites Jz = + R,
reliant les extrémités des deux demi-cercles.

Lalongueur de Cpest égale a4 K, + 2n R.

Soit §; la partie de F' qui correspond & l’ensemble des domaines
T.(k=0,+1, +2,...), et soit F, = F — F,. On peut représenter le
demi-plan Rz < 0 sur §, par la fonction

w=f(z+ K,) .
On posera

t = log [F(/(z + K)] = 7(2)

en choisissant la méme détermination du logarithme que plus haut;
t = y(z) représente le demi-plan Rz < 0 sur la partie 7 de B située
hors des T';.

Soit: 6 la partie de Cp contenue dans le demi-plan Rz < 0, 0, la partie
de C contenue dans H,; 6 (R) et 0, (R) les longueurs de 6 et de 6,. Il faut
remarquer que, pour certaines valeurs de k et de R, 0, et 6 peuvent
avoir un segment commun, mais la longueur de ce segment est bornée,
et on a toujours

6(R)+ 260,(R)<8K,+ 2nR.
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Soit s, I’are qui correspond & 0, dans la représentation

t = y3(2)

et s ’arc qui correspond & 6 par ¢ = x(z). Les arcs s, et s ne forment pas
une courbe connexe, mais on peut réunir les arcs s, et s de maniére &
former une courbe d’un seul tenant, les arcs ajoutés correspondant & des
segments des droites Jz = (k -+ §)n et Rz = 0, la longueur de ces
segments étant toujours inférieure & celle d’un intervalle compris entre
deux points pour lesquels on a w(z) = I.

Soit y, Parc ajouté qui correspond & un segment de Jz = (k 4 3)=,
v (R) sa longueur. Soient d’autre part u, et u, les arcs qui correspondent
a des segments de RNz =0, et peut-8tre aussi & des segments de
Sz = (k + %)=, dans le cas oit C coupe L, en un point qui correspond
3 un point de Yz = (k + 1)= par la transformation

Z = fp(fEN ]

ces segments de 3z = (kK + })» sont alors certainement contenus dans
une bande |Rz| < K,. Soient u, (R) et u,(R) les longueurs de u, et de u,.
On a

S(R) + X8 (RB) + X yu(RB) + 1 (B) + us(R) =27

les sommes étant étendues & tous les indices k pour lesquels, R étant
donné, s, et y, ont un sens. On écrira Z/y,(R) la somme des y,(R)
étendue & tous ces indices k, moins les deux extrémes, k' et
E'(k">0, k' <0).

On a, d’aprés I'inégalité de Schwarz

sp(R) = (efl nl ldz])? < Ok(R)ef | 2:1* Rdgp 2= Re'”
k k
d’out

sx(R) ’ ,
dR < 2RdARd
R[;ok(R) \’Jo b{;lxk] v

et la méme inégalité pour s(R). En additionnant, on obtient, si on
suppose C fini

’; ( s2(R)  &*(R)
0,

J\=omT 0<R))dR<K
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Mais on a
5 5B | 2 (B) (Zoy(R) +s(R))?
0.(R) " O0(R)~ Z0.(R) +0(R)

(Z's.(R) + s(R))*
2aR -+ 8K,

\Y%

done

T,(Zsk(R)R-i- S(R))adR< K, pour R,> R,. (1)

Ry
Evaluons y,(R) et u,(R). Pour cela, nous nous appuyons sur les

théorémes de Koebe et de Bieberbach, comme I’a fait M. R. Nevanlinna
dans la démonstration du théoréme cité au § 13.

Soit g, la somme des aires de T, et T',; soit d’autre part g; ’aire du
domaine de B qui correspond & la bande

k+3Hra—K <Sz<(k+1+Ha+ K , Re<K
par la représentation ¢ = x(z). On trouve, comme plus haut

Var
‘}lk(R) < KEQ—(—I_B)T]. .

o(R) étant le nombre de points M situés sur la droite Iz = (k 4 %)=,
a Lintérieur de Cg; pour tous les k, & I’exception de &’ et k’/, on a

o(RB) > Kge'?
done

‘}’zc(R)<K5I—{-—e7]/g;—l<K7]/E-e"’E pour R>R, ;
SeVE—

pour k' et k" on a simplement
7iu(R) < K, Vq—k .
t(RB) < KoYgir
pa(R) < Ky Vﬁ: .

(Z'yi(R))*< n(R) - X' y*(R)

D’autre part on a

Or

n(R) étant le nombre de domaines H, traversés par Cpg .
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On a

n(R) <K10'.R
donc
(2 7R < K, X' Loz Ko R
=K, R 23X qp < Kyy R-e ?/F
et

R ’ 9 R
fﬁVRﬂ%—)dR< me e—VEQR < Ky, (2)
R1 Rl

quel que soit R, > R,.
Evaluons maintenant

R 9
J(R) =lf”"’(R) dR .
Ry

R
On a
R Kz 4
J(R)< | Z2%gp
R,
R , 0
<_f K:de‘R<nK§EQk=K14 .
Ry ~ 0
De méme
R 2
‘(R
f”‘é)dR<K15 i=1,2
Ry
d’ou
R 2’ ,2, 2+ 2
j‘ Vi T Var + p1 'uzdR<2K14+2K15
R R
et
R ! " 2
j‘ [71: +yla ‘gﬂl““/‘z] dR<K16 . (3)
R,

Les inégalités (1), (2), (3), ajoutées membre & membre, donnent

Ij’ (X, 4 8)2 + (2" vi)? + (yar + var -+ po + p2)
Ry

2
= dR < K.,

d’ol1, par la relation
2+ s+ 2y 4 ver + ver A+ pe =20

& dR
‘£1'§< KlS .

Il y a contradiction, donc le théoréme est démontré.
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§ 16. Un nouveau critére de type

Arbre dérivé dun arbre donné: Soit R un arbre topologique; joignons
tous ses sommets multiples & un sommet quelconque par des polygones
de P'arbre. Soit R’ 'arbre ainsi obtenu; on l'appellera le dérivé de R.
On définit ensuite le second dérivé, etc. Si l’arbre R est fini (c’est-a-dire
8’il limite un nombre fini de domaines du plan), son dérivé n’a qu’un
nombre fini de sommets. Si ’arbre R est celui de la surface universelle
de recouvrement de la sphére dont on a 6té p(p > 3) points, R’ = R.

Remarquons que, méme pour des surfaces du type parabolique, on
peut avoir R/ = R 20) .

Théoréme 20 : Soit F une surface de Riemann dont toutes les singularités
sont logarithmiques et ont pour traces trots points w,, w,, w, et dont le
réseau dérivé est identique & celus de Uinverse de w = e®*. Numérotons, &
partir d’une origine quelconque, et dans chaque sens, les points de rami-
fication du réseau de F (c’est un arbre); soit n le nombre de sommets de ce
réseau situés sur le polygone qui relie deux points de ramification d’indices
vet—v.Siona

n < Kgv (1)
F est du type paraboligue.

Démonstration: On supposera que les singularités de F' sont les mémes
que celles de la surface F'* de I'inverse de f(z) = ¢, c’est-a-dire que ces
singularités sont un (une singularité), zéro et infins.

Tragons dans le plan 2z les droites
Re=0;, Sz=kn, k=011,...

Soient L les courbes correspondantes de la surface F'* par la transforma-
tion w = f(z); les courbes L découpent F*. Appelons F; la partie de F*
qui correspond & la bande H,

krn <J2<<(k+ V)= Rz>0

On peut découper F au moyen des mémes courbes que celles qui ont
décomposé F*. On choisit 1’origine du réseau telle que la partie de F qui
contient cette origine corresponde & la bande 0 < Jz< & On fera
correspondre & Fy la partie F, de F qui correspond au premier point de

20) voir F. Ullrich, Comm. Math. Helv., 7, 1934, p. 63.
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ramification du réseau de F, & partir de l'origine choisie, dans le sens
positif; F,, correspondant & F;, sera la partie de F qui correspond au
point de ramification suivant, F_, la partie correspondant au premier
point de ramification rencontré en parcourant le dérivé du réseau de F
dans le sens négatif. F, est identique & F}, .

Les parties F, ne sont pas seules & former F. Il reste:

1° une partie § identique & celle que donne la fonction f(z) dans le
demi-plan Rz < 0;

2° des domaines simples §;, correspondant aux sommets non ramifiés
du réseau de F, situés sur son dérivé.

Soit w = ¢({) la fonction qui représente le cercle |{| < ¢ sur F; on
supposera ¢ < co. On coupe le cercle |{| < ¢ le long d’un des arcs de la
frontiére du domaine qui correspond & §, puis on pose £ =log {, en
choisissant une détermination du logarithme; le cercle est représenté
ainsi sur une bande %B. Soit % (f) la fonction qui représente B sur F'; et
H,, 9, §; les domaines qui correspondent & F,, §, §;, par la représen-
tation

t=h1(w) .

Par suite de I'identité de F', et de F;, on peut représenter conformément
H, sur H, par la fonction

t=1[f&)] = pa) -

Soit C, le demi-cercle |z] = 7, Rz > 0. Par 'intermédiaire des fonctions
px(2), C, est représenté sur le plan ¢ suivant des arcs s,, situés respec-
tivement dans les domaines F,. Ces arcs ne forment par une courbe d’un
seul tenant, coupant %. Evaluons la longueur s,(r) de s,. Soit 6,(r) la
longueur de l'arc 6, de C, situé dans H;. On a, d’aprés I'inégalité de
Schwarz et suivant un calcul déja fait

) < 0,(n 20

A, (r) étant l'aire du domaine balayé par s,. Or on a

Esk(f) (28,(r))*  (2s(r))?
0.(r) = Z0(r) o r

la somme étant étendue & tous les %, en posant s,(r) = 0 si C, ne coupe
pas le domaine Hj,. On posera ZA4,(r) = J(r), et Zs,(r) = S(r), d’otr
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81 () _ds
nr dr

et

r S2
{200 <30 —300 < K, @
5, @
puisque ¢<oo.

Considérons les arcs s, et s;.,,; une extrémité A de s, et une extrémité B

de s;,, correspondent & un méme point du plan 2, donc en ces points on a
h(4) = h(B).

Le domaine qui sépare H, de H,,, correspond & u, domaines §;:
ir1> Dives -+ Hippy, - On représente le domaine §;, +- -+ + H;4p, sur
un domaine de la bande

0< Sy <2un
par la fonction
y = log h(t) = u(t)

On peut relier A & B par un arc y, qui, par 'intermédiaire de «(t), donne
un segment du plan y, paralléle & Ry = 0, et de longueur 2u, 7. Soit
v, (r) la longueur de y,, et soit y = y, + iy,. L’inégalité de Schwarz

donne encore
2 25,7 2 uk 7T

2Uy T
7 = (' ]dyz <"V | || e
0 0
donc
ya(r) T dat 2, |dBy(r)
2,ukn\~£ dy dy, (r)

si B, (r) est Paire du domaine balayé par y,. On a y = €. Soit g ’abscisse
du point ou C, coupe la droite Iz = kn. On a y, = 4 €, suivant que k
est pair ou non. On a donc

dy.| o
do | T ¢
et
‘}’k (r) dBk(”)
Zum S de ’
or, pour toutes les valeurs de %, sauf les deux extrémes, on a
>V2ar—a > Vr pour r >r7,
d’our
yk (7.) eVr
f ap ¥ S B — By(ro) -
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Faisons la somme pour toutes les valeurs de k, sauf les deux extrémes.
On Pécrira Z’. On a

P, Vi) e
fz y;i)-2nrdr<2’3k(r)<1{1
To

or

2 ’
CVe (E)? (1)
— = 7 = 7
= tr~ 2w 2

mais, d’aprés l'inégalité (1), on a

2r 2r
s = -
2 e+ - < K, =
ou encore
, 2r
X< Ky =
donc
2
’ ‘yk 77"‘1-'2(7‘)
= e = 2K,r
et
?r -
al™(r)er
W d’r < K]_
qui entraine 1'inégalité
T
o F2 (r)
‘J —7;— dr < K3 . (3)

To

Considérons maintenant les y, correspondant aux valeurs extrémes
de & . L’inégalité

yi(r) ldBk(r)
27T dy (r)
est encore valable. On a

yir) =r*—lem?

d’olr
dy, _
A] ar r
dy . ___ "
I Ve
Donc
dB;(r) | _ dB(r) . V”'2— k*m?
dy,(r) | dr 7
et
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To+ 7T

75(7) "STAB(r) Y — R _
-I; 2I;¢k7zdr S ‘[o ;7‘ ) V r = dr < K, [By(ro + 7w) — By(ro) ] -

Intégrons maintenant de 7, & 7(r >17,). On obtient 'inégalité

7 2
" 'ylc(lr)
!., p> g < KuZBy(r)

en remarquant que la somme située dans le premier membre est étendue
aux deux valeurs extrémes de %, pour chaque valeur de r; par contre, la
somme du deuxiéme membre est étendue & tous les indices k. On a done

7 2
,r )’k(”)
!‘)2 2Mﬂdr<K5 . (4)

Pour compléter la courbe, il faut relier les deux points C et D qui
correspondent aux points ¢r et — i de C,, par un arc situé dans §. On
représentera § sur le demi-plan Ry <0 au moyen d’une fonction
y = q(t), que ’on peut choisir telle que:

1° g[h-3(f(0)] = 0;
2° hlg*(2kn)] = h[g~1(0)].

Aux points C et D correspondent deux points £ et F de la droite
Ry = 0. Considérons un intervalle r = kxz, r = (k 4 1)=; lorsque r
varie de kxw & (k 4 1)n, E parcourt le segment ip, ¢(p + =) et F le seg-
ment —ip’, —i(p’ + ). Tragons dans le demi-plan Ry < 0 un demi-
cercle € de diameétre EF. Soit ¢* le rayon de €; & € correspond une
courbe ¢ du plan ¢, de longueur (7). On a encore

dt [2
2 < * d
o) <me* §| 5[ 1aw)

et, quel que soit 7,

done

G(r) étant l'aire du domaine balayé par ¢. Il en résulte que

(k+1)7

‘;:é? dr < [G((k+ 1) @) — Gkn)] -

kn
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En vertu de I'inégalité (1), on a

o' < Kyr
done
B+l (k+1)7
f g (T) dr > ———02(7) dr
Ve T . Kgnr
et
D7 oo
) 7dr< K, {Q[(k+1)n]—G(kn)}
d’otr .
7
a?(r)
j; Tl < K, . (5)
On a

v—1

S(Hr+pp-1) + 27+ 1=mn

0
done, en vertu de (1),

v—1
%(:uk—*_lu’—k—l) <(Ky—2)v+1.
Soit » pair. Pour »/2 valeurs au moins de %, on a
e S2Ko ety <2K,.

Soit R, I’ensemble des valeurs de r comprises dans les p premiers
intervalles ka <r<<(k+ l)mn, avec u, <2K, et u_,— <2K,. Sur
R,, r vérifie Pinégalité » < (2p+ 1)n

dr dr PR 1
done |5 [ 7rmim>s

Soit R=1lim B,. On a

p=oo

dr
£ —=oo. (6)
D’autre part, les inégalités (2), (3), (4) et (5) donnent

82 (r) () Z"y2(r) a*(r)
f ; dr+£ dr—{—j;————n: dr—l—f pve dr

R T nr R

<K,+ K+ K;+K;=K, .
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Or
8(r) 4+ I'(r) + 2", (r) + o(r) > 2

$20) -+ I20) + Z7 y3(0) + 0°r) >

donc
dr
Tr <Ko
Jp 2
et
dr 2K,
— <<
e T 7

ce qui est contradictoire avec (6). Donc c=oo, et le théoréme est
démontré.

§ 17. La fonetion H(r,, r,)

Soient F une surface de Riemann simplement connexe, 7' une section
divisant F' en deux parties F', et F,, simplement connexes. Représentons
F, et F, sur les demi-plans ¢ > 0 et I¢ < 0. A T correspond la droite
S ¢ = 0 ou une partie de celle-ci. Dans le dernier cas, F est du type hyper-
bolique ; dans le premier, elle peut étre d’un type ou de I'autre. On voit en
effet qu’elle peut étre du type hyperbolique en prenant pour F I'intérieur
d’un cercle et pour 7" une spirale indéfinie, intérieure & ce cercle.

Nous ne nous occuperons que du cas ol toute la droite I¢ = 0 (moins
le point & l'infini) correspond & 7.

A un point de 7 correspondent deux points de ¢ = 0 (celui qui
provient de la représentation de F, sur I >0 et celui qui provient de la
représentation de F, sur I < 0). On établit ainsi une correspondance
biunivoque entre deux ponctuelles de support ¢ = 0. Soient 7, et r, deux
valeurs correspondantes de R {. Elles vérifient une relation

H(ry,ry) =0
avec
9—> + 00 81 7, —> 4 oo

(H)

g >—o00 81 71 —>— 00

Si 7' est une courbe analytique, H(r;,7,) = 0 est une relation ana-
lytique, ce que nous supposerons désormais.
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Théoréme 21 : Soit H (r,y, r,) = 0 une relation analytique satisfaisant aux
conditions (H). On peut définir, au moyen des deux demi-plans F¢ > 0 et
¢ < 0 liés suivant la relation H = 0, une surface de Riemann simplement
connezxe.

Supposons pour commencer que pour aucune valeur de r, on n’a
ry(r) =0 ou oo ;

nous allons montrer que les deux demi-plans ¢ > 0 et ¢ < 0 soudés de
maniére que pour deux points correspondants on ait H({,, {,) = 0,
forment une surface de Riemann.

On appellera point de F tout point des deux demi-plans, en considérant
comme identiques deux points qui coincident dans la soudure.

Soit ¢ un point tel que F¢ 5% 0. On prend pour voisinage de ¢ un cercle
de centre { et dont le rayon est inférieur & |J¢|.

Soit £ tel que F¢ = 0 (¢ est donc constitué par deux points £, et £,,
de I.>0 et ¢ <0). Résolvons H (L, £,) = 0 autour du point
£y: &,(L,); cette fonction est réguliére et univalente dans un cercle de
rayon g,, de centre {;. On prend pour voisinage de ¢ le domaine constitué
par:

1° le demi-disque [ — ;| < 9, I = 0 avec o < go;

2° I'image du demi-disque |{ — &;| < o, §¢ < 0 par la transformation
Co = {p(Ly)-

Le voisinage ainsi obtenu est bien représentable topologiquement sur
un cercle, le point £ allant 4 P'intérieur du cercle.

Ce systéme de voisinages vérifie les axiomes du § 1:

Auxiome 1: Soient V, et V, deux voisinages de {. Si I ¢ # 0, on prend
pour voisinage ¥ un cercle dont le rayon est le plus petit des deux rayons
de V,et V,. Si I¢ = 0, on prend pour g le minimum des valeurs corres-
pondantes de V, et V,.

Awziome 2: Supposons que (* soit intérieur & un voisinage V(). Si
¢y # 0, 0n a J&* # 0 et il suffit de prendre pour rayon du voisinage de
{* une longueur assez petite. Si ¥, = 0, deux cas peuvent se présenter:

1° §¢* # 0; alors, suivant que J{* > 0 ou I ¢* < 0, on prend V ({*)
3 Dintérieur du demi-disque |{ — | < 9, ¢ >0 ou a lintérieur de
Pimage de & — | < 0, L < 0;

2° Y¢* = 0; on prend un rayon p’ assez petit pour que le disque
| & — ¢*| < o’ soit intérieur au disque | ¢ — &o| < o.
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Axiome 3: Soient ¢* et {** deux points différents Il est clair qu’on
peut choisir des voisinages V ({*) et V ({**) avee V (¢*). V({**) = 0.

Done H = 0 définit une surface topologique simplement connexe. Or,
on peut définir pour chaque voisinage une représentation sur un cercle
qui fait de F une surface de Riemann.

Supposons d’abord { avec ¢ £ 0; on prend, pour effectuer la repré-
sentation, la fonction w = . Passons maintenant & ¢ avec §¢ = 0.
Pour les points du voisinage pour lesquels ¥¢ < 0, on effectue d’abord
la transformation inverse de ¢, = {,({,), puis on fait w = ¢, ce qui donne
une représentation sur un cercle.

On a donc bien une surface de Riemann.

Envisageons le cas ol r,(r,) a des zéros. Soit #{ un zéro d’ordre n de
74(r,); n est pair en vertu de la monotonie de 7,(r,). On fait, pour com-
mencer, la transformation suivante:

Py
Z; = ({y—r}) n+?
2
Zy = (La—ro)n+?

en choisissant une détermination quelconque. La relation H(Z,, {,) = 0
devient $(Z,, Z,) = 0; elle est réguliére autour de Z, = 0. On procéde
alors comme on I’a fait plus haut. On considére le rayon g, d’un cercle de
centre Z, = 0 dans lequel Z,(Z,) est réguliére et univalente. On définit
le voisinage de Z, = 0:

1° la partie du disque |Z,| < p < g, intérieure & la partie du plan qui
correspond & ¢, > 0;

2° Pimage dans le plan Z, du reste de ce disque, au moyen de la trans-
formation Z,(Z,).

Le voisinage de { est 'image de ce voisinage par les fonctions ¢,(Z,)
respectivement (,(Z,).

Pour faire la représentation conforme de ce voisinage, on passe par les
fonctions inverses au cercle | Z,| < g, d’ou il résulte que dans ce cas encore
H = 0 permet de définir une surface de Riemann.

Si on a r,(r,) = oo, on se contente d’intervertir les variables 7, et r,,
d’out 7, (r,) = 0, et le raisonnement est le méme.

On montre sans peine que cette surface est simplement connexe. Si on
prend pour H = 0 non pas une, mais plusieurs relations analytiques,
dont la succession satisfait aux conditions (H ),‘on définit encore une
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surface de Riemann, mais les valeurs (r,,r,) qui correspondent au
passage d’une relation H & 'autre ne donnent pas, en général, des points
de la surface; il en résulte que celle-1d n’est plus toujours simplement
connexe.

On appellera surface correspondant & la fonction H la surface qui est
définie par la démonstration du théoréme 21.

La définition de la fonction H et le théoréme 21 nous montrent un
nouvel aspect du probléme de la détermination du type: H étant donnée,
quel est le type de la surface de Riemann F correspondante? Nous
donnons quelques solutions partielles de ce probléme.

Théoréme 22 : St pour un ensemble E de valeurs de v, on a

LN m
7 11
d@ drl
= K,— 2
2> Ko (2)
7'2'|‘7'2 N * o \ L)
avec @ =-——5-—, 0l 1, est la racine de H (r,, 7)) =0 et od —7r, est
la racine de H(—ry, 13) = 0;
dr,
K1<‘—f. <K, K,>0 (3)
dr,

alors F est du type parabolique.

Décrivons un demi-cercle I', de rayon r dans le demi-plan J¢ > 0,
ayant son centre & 'origine. Aux extrémités de ce demi-cercle corres-
pondent deux points 4, et B, de 3¢ = 0, d’affixes r; et —r},". Décrivons
un demi-cercle I',, dans le demi-plan I < 0, de diametre 4, B,. Soit C,
I'image de I', + I', dans le plan s = log 2, si on suppose qu’on a représenté
F sur le cercle (2| < R.

Soient ¢, () et ¢,(L) les fonctions qui effectuent la représentation de
S >0 et I¢ <0 sur les domaines correspondants du plan s, g,(r) et
0,(r) les longueurs des arcs correspondant & I', et I',. On a

0,(r) + o5(r) = 27

+
w0y

et

oi(r) <zr | | ¢ |2 rdo t=rei®

Sy

of 3

et, si on suppose R fini
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2
d
. E
puis
o3 (r) <n91{ l s |2 [ dC]

Q
ou

o3 (r) < mo K,;d‘:lég) pour » dans E, (5)

en vertu de (3), 4 (o) étant 'aire du domaine limité par I'image de I,
Donc

o3 (r) 03(r) do ()

< K
rCE 0(”) ?

et

2(r)d
f”z(:.) r

E

< K, (6)

d’aprés (2). Il résulte de (4) et de (6)
& - &,
) T

en contradiction avec (1). Donc B = oo, et le théoréme est démontré.

Supposons que H = 0 est une relation algébrique. Si on prend pour £
les valeurs de r supérieures & 7,, les hypothéses du théoréme précédent
sont vérifiées On a donc le

Théoréme 23: St H = 0 est algébrique, F est du type parabolique.

On peut encore énoncer le théoréme suivant:

Théoréme 24 : Supposons la relation H = 0 symétrique (c’est-a-dire que
H(—ry, —r,) = H(ry, r,)) avec de plus, pour r, assez grand

dry dr,
72— > Ko —7'_1- . (1)

Alors F est du type parabolique.

C’est un cas particulier du théoréme 22. En effet, I'hypothése de la
symétrie équivaut & poser
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* e
To=17y =0

done, pour toute valeur de r, supérieure a r,, on a

dry
y /A
et
@> Ko_%
e "1

ce qui démontre le théoréme.

La condition (1) du dernier théoréme ne peut pas étre complétement
supprimée: il existe des fonctions H, vérifiant les conditions (H), symé-
triques au sens du théoréme précédent, et qui sont hyperboliques.

Voici quelques exemples simples de fonctions H auxquelles s’appliquent
les théorémes précédents. Soit

Hry, r) =r,—r;=0 ;

I'image de T dans le plan est formée de deux demi-droites faisant un
angle droit (au sommet de I’angle correspond 7, = r, = 0, qui est une
singularité de la relation H = 0). Sion a

H(r,, r)) =r,—(€1—e ") =0

le type est encore parabolique, en vertu du théoréme 24; & 7' correspond
alors une parabole.

§ 18. Exemple de cas hyperbolique

Dans le cas oul une fonction H donne une surface hyperbolique, les
domaines du cercle |z| < 1 auxquels correspondent les deux demi-plans
YL >0 et I¢ < 0 dans la représentation de la surface sur un cercle
peuvent étre limités par des courbes en spirale (domaines spiralés).
L’exemple que nous allons donner est de cette nature.

Considérons la bande B

0<%z Rz >0

nous établissons une correspondance biunivoque entre les points des deux
demi-droites Sz =0 et Jz =a, Rz > 0. Soient P et ¢ deux points
correspondants, on posera RP = u et RQ = v.
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Supposons pour commencer que v = ku. Nous allons construire dans
B une fonction analytique univalente f(z) = f(x + 7y), telle que
| /()] = constante sur chaque segment PQ, et telle que

arg f(@) —arg {(P) == .

Posons f(z) = re*, et r(P) = @ (u); P(u) est une fonction croissante
de u; r(x, y) est une constante sur la droite

—az+ylk—Nu+rnu=0.

On a
or®,y) g 0u or(x,y) - 0u
ox *¢“ax ’ oy _Q)“@
et
op_ _lor 0p_lor
ox~  roy ’ oy rox
done
dp__®0u  dp_ 0
dx D oy oy @ ox
et sur un segment PQ
ou 2+ ou\2
oo @ G,
oz
d’or
T ou\2 Ou\2
D (a—x>+(ay)
0 dx
A 2 (L — 1)2
=%fn+u(k 1) dy
o T lylk—1)+x]
D' 7w ut(k —1)?
T o ak—1) log k
donc
D’ 72 (k—1)

D [t wr(k—1)2] log k

ce qui permet de calculer . On voit que 'on a

2 |
(wjua_w) log & —0
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donc que log 7(z, y) est une fonction harmonique; f(z) = r€¥ est donc
une fonction analytique. Elle est univalente; f(z) représente B sur un
domaine spiralé intérieur & un cercle de rayon fini.

Considérons maintenant une relation plus générale
v =0(u);
on pose % ==logr,, v =logr, et on fait I’hypothése que la fonction
H(ry,r) =logr, —v(logr,) =0
vérifie les conditions (H), que

H(—ry,—r) =0 si H(ry,7r,) =0
et que de plus
v(u)>K,>2 et v’(u) >0 pourwu >u,. (1)

Il s’agit de représenter la bande B sur un domaine spiralé D, au moyen
d’une fonction ¢ = A(z), de maniére que 1’on ait

h@)] = b +im)|  w>a
arg h(v + in) —arg h(u) = n;

cette représentation est possible. En effet, on représente la bande
0 < 3% < n sur le demi-plan S > 0 en posant { = log z et on considére
la relation

H(ry, 7)) =logry,—wv(logr,) =0;

on représente la surface correspondante sur le cercle |#| < ¢(<L o0), de
sorte que ¢ = 0 si { = 0. Le point { = 0 est un centre de symétrie de la
surface, en ce sens qu’il existe une transformation biunivoque et con-
forme (* = §({), de la surface sur elle méme, qui congerve = 0 et

telle que S[S({)] = {. On pose en effet, si & £0, {* =—7, et si
=0, {i=—1¢ et = —7{,; le point {*(L], £3) est bien sur la
surface.

Dans le cercle |¢] < ¢, la transformation § donne une transformation
t* = T'(t), biunivoque et conforme, qui conserve le point ¢ = 0; donc

' =t-e®
et de plus
t =t- e
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donc 6 = &, et t* = —¢. Il en résulte que les domaines D et D* qui
correspondent & ¢ > 0 et & I ¢ < 0 se déduisent I’'un de 'autre par une
rotation de =z autour de ¢t = 0. Soit z = g(t) la fonction qui représente D
sur B. Considérons le cercle

[t =r<c

et les arcs de ce cercle intérieurs & D. 11 leur correspond des arcs intérieurs
4 B: P'un, MN, relie les deux droites y = 0 et y = n, les autres,
P.,Q,, P,Q,, ... relient chacun deux points situés sur la méme droite,
alternativement y = 0 et y = =.

Soit f(z) la fonction qui a été construite au début de ce paragraphe,

pour la valeur &k = K, , et soit

2
E=F() =logflg®)];

F (¢) représente la partie de D extérieure au cercle || = 7, sur un domaine
I, dont Paire est finie. Aux arcs du cercle |¢] = 7 correspondent des arcs
intérieurs & I". Soit S(r) la longueur totale de ces arcs.

Evaluons la variation de ¢, argument de f(z) sur /N et sur P,Q,.

On a dp__ D' ou dp _ @' ou
oz D oy 9y @ ox
Or
ou nx(k—1) 2nx (K, — 2)
—_—— e = >Kyx , K;>0
3 [a+tyk—DF 2atyE—op = 5
donc
2 —
Z_(B> 2m2 K,(K, — 2)x - >_1_I§ K, >0
T [4m 42 (K,—2)2] logt *
six>x,.
D’autre part
ou____® 2
ox an-t+yk—1)7 K,
et
op
5‘:’;>0 .

Sur MN, la variation d¢ de ¢ vérifie donc I'inégalité
Ap > K, log kel
Uy
ol on a posé u, =RM et v,=RN .
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Soit un arc P,Q, dont les extrémités sont sur y = 0. Pour cet arc,

@

do> K, log P -
1

Soit enfin un arc P,Q, dont les extrémités sont sur y ==; on a
encore
RO,
RP,
Mais RP,=v(Q) et RQ=v(P;); et

Ao > K, log

RQ: _ P,
P~ Q
=0.

puisque v’ (u) >1, et v"(w)

On en tire que

v & Py .
S(r)>2A<p>K3[log u1+ logP1+ long-{— ]
- 2, 9w
= K; log w. P,
Mais
v, =v(Py) > K, P,
et
Qn =v(uy) > Ky u,
done

S(r)> K, log - K3=K,>0
puisque K;>1 .

Soft T (t) F’'() si ¢ est dans D
o 0 si ¢ est hors de D,
alors o
JIF )| rdo> K, t = ret®
[}
d’olr

27

27
[ rds | |F ()2 rdo > K
0

0

2

- K
’ 2 4
[T ) 2rdo> 5%

ot Y

T

LI K27 d
;j;j'oilf’(t)lzrdrd6> ﬁf% .
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L’intégrale du premier membre est bornée, puisqu’elle représente 1’aire
d’un domaine intérieur & I'; donc

rd

j‘ had < Ks;

7o r
il en résulte que r est borné, donc H(r,, r,) correspond & une surface du
type hyperbolique.

Prenons pour H = 0 la relation
H=e¢¢ " 4 e 1=0

pour laquelle on a H(—r7r,, —r,) = H(r,,r;). On pose u = logr,,
v = log r,, et de H = 0 on tire
e =1
on voit que pour % >u,, on a v>0, »'>K, >2 et '/ > 0. Donc la
relation H = 0 est du type hyperbolique.
Prenons dans le demi-plan ¢ > 0 la fonction

w () =e*"
et dans le demi-plan §¢ <0,
wy(l) = 1—e" .

Les surfaces F'y et F', qu’elles définissent peuvent se souder le long du
segment (0, 1) qui correspond & 'axe I = 0. Soit F la surface que 1’on
obtient en soudant F', et F,; F est hyperbolique, car si &, et &, sont les
affixes de deux points de J¢ == 0 qui donnent le méme point de F, ils
vérifient la relation

6_3-51___ l_e_eiz

done la relation H = 0 que nous venons d’étudier.

On voit par 14 que Pensemble des singularités d’une surface du type
hyperbolique peut étre dénombrable, de méme que l’ensemble des
singularités d'une surface du type parabolique peut ne pas l’étre2!).
Dans ce dernier cas, on arrive aurésultat, en raréfiant suffisamment les
singularités; dans notre exemple, c’est la dissymétrie qui donne & la sur-
face son type hyperbolique.

21) M. Valiron a déja donné, par une tout autre méthode, des exemples de surfaces
du type hyperbolique, dont I’ensemble des singularités est dénombrable ; voir Comptes
Rendus, 7198, 1934, p. 2065-2067, et J. de Math. pures et appl. 15, 1936, p. 423-435.

Pour les surfaces du type parabolique, dont ’ensemble des singularités a la puissance
du continu, voir le mémoire cité & la note 20).
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§ 19. Conclusions: quelques remarques sur la fonction H(r,, r,)

Il y a un cas particulier ou I’étude de la relation H (r,, 7,) = 0 présente
un certain intérét.

Considérons une fonction méromorphe w = f(z) dans le cercle
|z2] < R(<o0); soit w = w une singularité logarithmique de la fonction
inverse, 4 une portion circulaire dont le centre est la trace de w, et qui
contient la singularité w. On coupe la surface F' de z(w) le long de la
frontiére de 4, et on représente 4 et F — A sur les demi-plans ¢ >0
et IS¢ < 0; on suppose que pour les deux demi-plans la droite I = 0
(moins le point & l'infini) correspond & la frontiére de 4. On définit ainsi
une fonction H.

Supposons que nous connaissions le type d’une surface F, ainsi qu’une
relation H = 0 obtenue & partir de F suivant le procédé donné ci-dessus.
Posons

H*(ry,r) = H(r, + ksinry, r,)

avec 0 < k < 1. Quel est le type de la surface F* qui fournit A*? Si on
peut montrer que dans tous les cas le type de F* est le méme que celui
de F, on aura montré que la surface obtenue a partir de F' en déplagant
seulement une singularité logarithmique & I’intérieur d’une portion qui ne
contient que cette singularité, est du méme type que F. Il convient de
remarquer que si I'un des théorémes 22 ou 24 s’applique & H, il en résulte
que H* est aussi parabolique.

La démonstration de l'identité des types de H et de H* établirait de
fagon rigoureuse le principe de Bloch dans sa forme la plus simple,
relativement & une seule singularité transcendante.
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