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INTRODUCTION.

Le but de notre travail est de donner un aperçu systématique
des conditions auxquelles doit satisfaire une fonction donnée, pour
pouvoir être considérée comme la fonction caractéristique d'une
loi de probabilité.

Dans un premier chapitre nous examinons l'évolution histo-
rique de la notion de fonction caractéristique. Nous faisons remon-
ter ses origines à Laplace et nous suivons son développement à
travers les œuvres de Laplace, Poisson, Cauchy, Poincaré, et
M. P. Lévy.

Dans les deux chapitres suivants nous envisageons successi-
vement les deux cas qui se présentent suivant que l'on définit la
fonction caractéristique, comme la valeur probable de e x t

(définition A), ou, comme celle de eixt (définition B). Les deux
cas ont été étudiés respectivement par MM. Widder et Bochner en
particulier, qui ont donné, les premiers, des conditions générales,
nécessaires et suffisantes. Nous exposons d'abord brièvement leurs
résultats et nous en donnons une interprétation très simple et
conforme à l'esprit du calcul des probabilités. Nous recherchons
ensuite des conditions, peut-être moins générales, mais plus sim-
ples et d'une application plus commode. Pour cela nous commen-
çons par étudier les conditions que Ton peut déduire des résultats
généraux. Ainsi, dans le Chapitre II, <p (t) étant la valeur probable

de e~xt définie par l'intégrale de Stieltjes <p (t) =f e~xt d F (x)

nous avons trouvé le système de conditions :
— oo

H" (0 =

q> (0 <p' (0

•P' (0 <P" (0

(0

q> 0 0 ( 0 q> (n + 1) (f) . . . q> (2n) (f)

>
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D a n s le Chap i t r e III , où <p (t) est la va leur p robab le de ei& t}

oo

donnée par <p (0 = / e x z ' d F (x) nous sommes conduits pour

— oc

<p (0 pair, aux conditions :

avec p < n ; q < n ; p + q = pair ; Hn
o = Hn (o) Hn

pîQ =r
•== mineur de Hn

o relatif au terme de la p + lieme ligne et de la
q _j_ lîeme colonne.

Nous établissons également d'autres conditions, obtenues d'une
manière indépendante de celles qui précèdent.

Dans le chapitre suivant, nous donnons des applications des
résultats acquis. Nous précisons d'abord les liaisons qui existent
entre ceux des deux chapitres précédents, en établissant avec
rigueur dans quels cas on peut adjoindre aux conditions du Cha-

pitre II, relatives à la fonction ^ (0 = exit d F (x) celles du

— oo

du Chapitre III, relatives à la fonction <p (— i t), et inversement.
Nous en profitons pour étudier dans quels cas les fonctions :

1 1 + k
e P (0 [P (0 = polynôme] ; ; -

|_ at2 + bt* 1 + kchnt

et d'autres, peuvent être des fonctions caractéristiques. Nous ter-
minons en donnant quelques systèmes de conditions suffisantes.

Enfin, dans un dernier Chapitre, nous appliquons nos résul-
tats à la résolution d'un problème statistique, dont nous établis-
sons d'ailleurs une démonstration directe.

Avant de terminer, nous tenons à exprimer toute notre recon-
naissance à M. le Professeur Georges Darmois pour son aide cons-
tante, ses encouragements et ses conseils qu'il nous a prodigués
au cours de notre travail.
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CHAPITRE PREMIER.

HISTORIQUE.

1° La notion de fonction caractéristique semble avoir ses ori-
gines dans le premier ouvrage qui se soit occupé systématiquement
du Calcul des Probabilités, et qui en a d'ailleurs jeté les fonde-
ments, dans la Théorie Analytique des Probabilités de Laplace,
Cette notion s'y présente sous deux formes assez distinctes.

D'une part, de par sa définition, c'est la « fonction généra-
trice », introduite dès le début de l'ouvrage, qui s'en rapproche le
plus. Voici en effet comment Laplace la définit [l,a] :

« Soit yx une fonction quelconque de x ; si l'on forme la suite
infinie

Uo + Ui * + y* t2 + • • • y* tK + • • • y* *°°

on peut toujours concevoir une fonction de t qui, développée sui-
vant les puissances de t, donne cette suite : cette fonction est ce
que je nomme fonction génératrice de yx»-

On voit que x étant une variable ne pouvant prendre que des
valeurs entières, yx désignant la probabilité de la valeur x, si l'on
fait le changement de variable t = e lco la fonction génératrice
sera la valeur probable de e lU)> c'est-à-dire précisément ce qu'on
appelle aujourd'hui la fonction caractéristique de la loi yx [2,a],
II est cependant à remarquer que c'est Laplace lui-même qui effec-
tue cette transformation [l,b], pour en déduire le couple de for-
mules ;

00 ir
U (©) = £ P. e l"Z ; »x = / U (co)

o * n J
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qui est l'analogue, pour des variables entières, des formules de
réciprocité de Fourier. Cependant dans les applications de la fonc-
tion génératrice ainsi définie, Laplace s'éloigne de l'usage que Ton
fait actuellement de la fonction caractéristique.

Plus loin au contraire, sans parler cette fois-ci de fonctions
génératrices, Laplace se sert systématiquement, dans l'étude des
épreuves répétées, d'une méthode qui est, au fond, celle de la
fonction caractéristique.

Il considère en effet [l,c] une variable x pouvant prendre toutes
les valeurs entières de — n à -\- n avec la même probabilité, cette
probabilité restant d'ailleurs invariable au cours des épreuves.
« Si l'on nomme s le nombre des observations, le coefficient de
eilta dans le développement du polynôme (e~ l ' n w + e"l' (n—1) w-f
+ . . . + e z n w ) a sera le nombre des combinaisons dans lesquelles
la somme des erreurs, (2x), est Z. Ce coefficient est le terme indé-
pendant de e l w et de ses puissances dans le développement du
même polynôme multiplié par e l w ». Il en déduit pour la pro-
babilité que Ton ait 2 x = Z,

1 1 /*
z = — — / dm COS (O Z . ( 1 + 2 COS co+2 COS 2co- |- . . .

( 2 r t + l ) a JT J
o + 2 COS

et il montre que pour s très grand cette probabilité tend vers la
loi limite de Laplace-Gauss.

Dans un cas un peu plus général, la probabilité de la valeur x
/ x \étant cp ( ), avec <p pair, on trouve pour la même probabilité :
\ n /

p _ ƒ d co COS Z oo op ( — 1 + 2 cp ( ] COS co +

— n

( 2 \ / n \ ~ls

— j cos 2 o> + . . . + 2 cp f — j cos n co
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Voici comment Laplace transforme cette expression. On a :

n / x \ / x \ x2 / x \
2 9 — ] COS X » = 2 cp — ] — 9 ( — ] n2

 CÛ3 + . . .

Posons x' = ( — | dx? = ( — j et supposons n très grand.

La quantité qui est entre crochets dans l'expression de Pj devient :
1 1

2 n ƒ cp ( x O d x? — n3 co2 Ç x'2 9 ( x ' ) d x' + . . .

o

et avec
1

k = ! 9 (xO dx' k" = Ç x'2 9 (xO dx'
o o

elle se transforme en n k [ 1 n2 co2 + . . .
\ k

Si on l'élève à la puissance s, tenant compte de ce que n k = 1 on

aura 1 /z2o>2 + . . .

V *
Lorsque s est grand, ceci « diffère peu » de e — *2, avec t2 —
sk"

n3 a»2. Dès lors on aura
k

ƒ 1 /—
2 ^ n > k" _ cos -J-r— e~ dt =

s n \ k"s

9 n

On est donc à nouveau conduit à la loi limite de Laplace-Gauss.
Laplace généralise encore ce qui précède au cas où les pro-

babilités varient à chaque épreuve, mais ces deux exemples suffi-
sent pour montrer le chemin qu'il suit : 1° Etablissement de ce que
nous appelons aujourd'hui la fonction caractéristique de la varia-



/ X \

ble x résultant d'une épreuve : 2 (pi — )e lwX. 2° Fonction carac-
\n /

téristique de la variable 2 x} résultant de l'ensemble des épreuves :

2 <p (— ) eio)X 3° Calcul de la limite de cette fonction
carac-

téristique lorsque le nombre des épreuves augmente indéfiniment :
e — *2. 4° Détermination, par une formule analogue à la formule
de réciprocité de Fourier, de la loi limite

l2

1 "-o-r 1 1 *= e * o , avec ——
2 n2 k" s

II applique dans tout ceci, implicitement, la propriété fonda-
mentale des fonctions caractéristiques d'après laquelle la fonction
caractéristique d'une somme de variables indépendantes est le pro-
duit des fonctions caractéristiques des variables composantes, et
il admet, sans le démontrer, que la limite de la fonction caracté-
ristique est la fonction caractéristique de la loi limite.

On voit que la voie ainsi suivie par Laplace est identique,
dans ses grandes lignes, à celle que l'on suit aujourd'hui pour la
détermination des lois limites à l'aide des fonctions caractéris-
tiques. Ses procédés ne sauront évidemment pas satisfaire les
exigences actuelles de rigueur, mais il n'en est pas moins que
l'idée fondamentale et l'emploi systématique des fonctions carac-
téristiques se trouvent déjà développés dans l'œuvre de Laplace.

2° La contribution de Poisson à la question des fonctions
caractéristiques n'est pas essentielle : elle consiste surtout en quel-
ques généralisations et simplifications des résultats de Laplace [3].
Il est cependant à remarquer que certains de ses résultats con-
tiennent implicitement les formules de réciprocité de Fourier [4],
valables cette fois-ci, dans le cas général, et non seulement pour
les valeurs entières de la variable, comme chez Laplace.

3° Cauchy, au contraire, introduit la fonction caractéristique
par des considérations entièrement différentes de celles de Laplace.
Voici comment il y est conduit [5,a] :
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Soient qpx ( e^ , <p3 (E3 . . . qpB (en) les lois de p robabi l i t é de
Ej, E2 . . . en avec at < ^ < Z?t, et soit

R = cpx (e2) . cp2 (ea) . . . cpn (en)

Soit de p lus co u n e fonction des gx . . . en, et soit P la p robab i l i t é
p o u r que la va l eu r de a> soit compr i se en t re œ1 et œ2. On a u r a

fri b2 bn

= ƒ ƒ ... f I ( B l ... s n ) R rf6l d e 3 ... d e ,

à condition de choisir pour I une fonction (appelée par Cauchy
« restricteur »), telle qu'elle soit nulle pour les valeurs des sf qui
donnent une valeur de a> extérieur à (œ^ co2), et égale à l'unité
pour les autres valeurs. On vérifie que l'on peut prendre

Si on a, en particulier, co = l1 ex + l2 e2 + * • • + K
si Ton pose

b4

A, =
c

on aura

P - - ^ — / / A, A2 . . . AnT ƒ ƒ A,

On voit que A3 n'est autre que la fonction caractéristique, et
que la formule précédente exprime la propriété fondamentale des
fonctions caractéristiques, celle relative à leur produit.



Cauchy donne des applications concernant la loi de Gauss,
dont il démontre, par cette méthode, la stabilité, et concernant

la loi / (e) = — e /c'£' dont il détermine la fonction caractéris-
À

tique, qui est évidemment la loi de Cauchy

Il établit d'ailleurs d'autre part plus explicitement la défini-
tion et les propriétés des fonctions caractéristiques, qu'il appelle
[5,b] fonctions auxiliaires. Ainsi il pose, pour celle de e

b

a

et il remarque que celle de œ = lx e1 -f- . . . + ln sn sera

$(<&)= <p (lx fr) . cp (l2 d) . . . <p (Xn ft)

II donne également la formule de réciprocité et s'en sert pour dé-
montrer, sous certaines conditions, la loi limite de Laplace-Gauss.

4° C'est à Poincaré [6] que l'on doit la dénomination et 1M
définition actuelle de la fonction caractéristique : valeur proba
ble de e a x- II signale la relation qui existe entre le développemenl
de cette fonction et les moments de la loi des probabilités (c'est-
à-dire les valeurs probables des diverses puissances de x) ainsi
que les formules de réciprocité de Fourier. La propriété fonda-
mentale des fonctions caractéristiques est également, pour la pre-
mière fois, énoncée et démontrée explicitement : « Si deux quan-
tités x eï g sont indépendantes, et si /(a) et /^(a) sont les fonc-
tions caractéristiques correspondantes, alors la fonction relative
à x + y s e r a Ie produit f (a) , /x(a) ». Il retrouve d'ailleurs à
l'aide des fonctions caractéristiques la propriété de stabilité de la
loi de Gauss, sans se douter que Cauchy l'a déjà trouvée par la
même méthode.

Poincaré applique la fonction caractéristique pour montrer
que la somme d'un grand nombre d'erreurs partielles, très petites
et indépendantes, suit à la limite une loi de Laplace-Gauss. Cepen-
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dant, bien que sa manière de procéder soit sensiblement la même
que celle que l'on emploie actuellement, la démonstration qu'il
donne n'a aucune prétention de rigueur.

5° L'introduction de la méthode des fonctions caractéristiques
dans la littérature moderne, et son développement actuel, sont
entièrement dûs aux travaux de M. P. Lévy. C'est en lui donnant
une base solide et l'appliquant d'une manière systématique à pres-
que tous les problèmes de probabilité que P. Lévy en a fait un des
instruments les plus précieux de la recherche moderne. Nous
devons nous borner ici à énoncer quelques points essentiels de ses
résultats, en renvoyant pour le reste à son Calcul des Probabilités.

Ayant modifié la définition de Poincaré [2,SL], et adopté celle
de la valeur probable de e l x t , modification dont nous verrons les
avantages au cours de notre travail, P. Lévy démontre deux théo-
rèmes fondamentaux qui rendrons légitime l'emploi de la méthode
des fonctions caractéristiques.

L'introduction des intégrales de Stieltjes lui permet d'abord
de définir cette fonction, dans tous les cas, par la formule [2,a]

(,0 = / eitx d F (x)= Ç

où F (x) désigne la probabilité pour que Ton ait — oo < | < x. 11
démontre alors (2,b), en établissant la formule d'inversion, vala-
ble quelle que soit la loi — continue ou discontinue — :

1 i _ e i x t
F (x) — F (o) = — lim ƒ <p (0 d t

2

ƒ <p

que cette fonction <p (t) détermine complètement la loi.
Le second théorème important s'énonce comme suit : [2,c]
Si une loi de probabilité, dépendant d'un paramètre, tend vers

une limite, la fonction caractéristique de cette loi tend, elle aussi,
et cela uniformément dans tout intervalle fini, vers une limite,
celle-ci étant la fonction caractéristique de la loi limite.

Réciproquement, si une fonction caractéristique tend, unifor-
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mément dans tout intervalle fini, vers une limite, alors la loi cor-
respondante tend, elle aussi, vers une limite, et celle-ci correspond
à la fonction caractéristique limite.

En s'appuyant sur les résultats qui précèdent, il démontre
alors en toute rigueur que, sous certaines conditions précises, la
loi de probabilité de la quantité

2 m %
X = l ^

2 m*
x

où mt
2 est la valeur probable de xt

2, et où H = ——, tend, pour
m

1 _ - ^
H —>• oo, vers une loi de Gauss réduite — e 2

s/ 2^
Nous sommes obligé, pour la brièveté, d'arrêter ici notre

résumé historique et de laisser de côté les autres résultats très
importants tant de M. P. Lévy lui-même que de ceux qui, comme
MM. Darmois, de Finetti, Kolmogoroff, Feldheim, se sont occupé
à sa suite de la question des fonctions caractéristiques et en ont
fait un puissant instrument de recherche et d'exposition.
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CHAPITRE II.

1° Dans ce qui suit, nous adopterons pour la fonction carac-
téristique la définition (A). Dans ces conditions, pour que la fonc-
tion (réelle, d'une variable réelle) ^ (t), puisse être fonction carac-
téristique, il est clair qu'il faut et il suffît que l'on puisse la
mettre sous la forme :

= C e-(O = « - i l d F (x) (A)

où F (x) est une fonction non-décroissante et bornée. Si Ton a aTors
F (oo) — F (— oo) = M, on pourra considérer la fonction

Fx (x) = F (x) ce qui conduira à • <p (0. Par l'addition d'une
M M

constante, ce qui ne change rien à <p(0» on pourra s'arranger pour
que Ton ait F, (— oo) = 0, ce qui entraîne Fx O) = 1. On sait
que dès lors F1 (x) aura toutes les propriétés d'une fonction des
probabilités totales [2,d], et sa fonction caractéristique sera

Or, M. D.-V. Widder a démontré récemment [7,a] que la con-
dition nécessaire et suffisante pour que <p (0 admette la représen-
tation (A) avec F (x) non-décroissant, l'intégrale convergeant pour
a < t < b, est que q> (0 soit continu et que Ton ait :

2 S <p (5, + *,) % % > o
i = o j = o

pour toute valeur de n, % et a < s < b.
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Pour que cp (O puisse être fonction caractéristique, nous devons
encore avoir, d'après ce qui a été dit au début, F (rr) borné. Or,
on a :

<p(O) = f d F ( x ) = F(oo) — F (-<*>);

nous devons donc avoir cp (o) <; M < oo, et cela suffit.

3° La démonstration de M. Widder repose sur deux lemmes
importants. Le premier ayant un caractère très général, nous
renverrons pour sa démonstration à l'ouvrage de son auteur, et
nous ne démontrerons que le second. Le premier de ces lemmes
qui est dû à M. S. Bernstein [8], est le suivant :

Si la fonction cp (t) est continue pour a < t < b est si :

A2*<p(c) = 2 ( — l ) f c C,2n 9 (c + /cô) > O n = o , l , 2 . .
k = o

pour tout choix de c et ô tel que

a < c < c + ô < . . < c + 2 n ô < &

alors <p(0 est analytique pour a < t < b.
Le second est de Hamburger [9,a] et s'énonce ainsi :

Soit cp (2) une fonction analytique, régulière pour les valeurs réelles
a < z < b. Soit a un point de cet intervalle et soit

(z — a) (2)
v = o

le développement de q> (z) autour de a. Posons de plus

CL =-

Si les déterminants Cm sont tous positifs, alors la fonction
(z) existe dans la bande a + ô < z < b — ô, et elle peut y être
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représentée par l'intégrale de Stieltjes, absolument et uniformé-
ment convergente

oo

= ƒ e zu d <& (u)

-oo

En effet, dans ces conditions, d'après la théorie des moments,
[9,b] on peut déterminer une fonction non-décroissante ^ (u), telle
que Ton ait

oo

— C

De plus, en s'appuyant sur le fait que Ton a, d'après un
théorème de Cauchy, Q étant le rayon de convergence de (2)

v ! k

(Q —ô) v

on peut montrer très aisément, que Ton a, quel que soit

O

! 7cx

(Q —ô> v ^ (e — Ô )
• OO

Dès lors, formons la somme :

ƒ•
oo

V

oo

cp2 \Z) = ^ : (z — a)

D'après (3) elle est absolument et uniformément convergente
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z — a[ << Q — 2 ô. On peut alors intervertir l'ordre des somma-
tions et on obtient

(z)
O

oo

= f e {z —a)u dW(u)

On aura de même
o

'l — a)il dW(u)<Pi W - |

— oo

Mais on voit que l'on a

oc oo

9 O) = <Pi U) + <p2 (z) = ƒ e U — a) u dW(u) I e zu d*¥ (u)

avec
u

-ƒ(u) = ƒ e

- OO

C.Q.F.D.

3° Ces deux lemmes étant acquis, nous passons à la démons-
tration du théorème de M.Widder. La nécessité de ses conditions
est immédiate et nous le démontrerons dans le n° suivant. Mon-
trons qu'elles sont suffisantes. On vérifie d'abord facilement, et
nous le verrons d'ailleurs au n° 5, que la condition K ;> o en-
traîne la condition A2n <p (c) > o du premier lemme. Comme d'autre
part, çp (t) est, par hypothèse, continu, il résulte de ce lemme
qu'il est analytique. Dès lors, on se trouve dans les conditions
d'application du lemme de Hamburger. Or, la positivité de K en-
traîne, on le sait, celle des déterminants Cm qui figurent dans ce
lemme, et qui ne sont d'ailleurs autres que les déterminants (6)
du n° 5. Il résulte alors du lemme de Hamburger que «p (0 admet
la représentation requise, C.Q.F.D.

4° Nous allons donner maintenant une interprétation simple
des conditions (1), interprétation qui expliquera le rôle qu'elles
jouent en Calcul des Probabilités.
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D'abord les conditions (1) sont nécessaires. En effet, suppo-
sons que qp (t) soit une fonction caractéristique. Alors K repré-
sente l'espérance mathématique (ou la valeur probable) de la
quantité non-négative [t0 e — s

0 ̂  + . . + \n e ~~ sn x\ 2> et par suite
ne peut pas être négatif non plus.

Pour ce qui est de la suffisance des conditions (1), nous ne
la démontrerons pas ici d'une façon rigoureuse, et nous nous bor-
nerons à des cas particuliers. Nous admettrons que cp (0 peut être
mis sous la forme (A) et nous montrerons que si, de plus, il satis-
fait à (1), F (x) ne pourra pas être décroissant.

Supposons d'abord que F {x) soit constitué uniquement par
un nombre fini de sauts. Autrement dit, la probabilité ou la masse
sera concentrée en un nombre fini de points, tous les autres ayant
une probabilité nulle.

Soient x0, xx xn ces points, et soient po, p± . . pn les
probabilités correspondantes. Nous avons à montrer que tous les
pt doivent être > o. Supposons, en effet, que Ton ait, par exemple,
po < o. Déterminons les n + 1 nombres Ho . . . tn de façon à ce
qu'ils satisfassent aux n équations :

A, = l0 e — so xx - f + ^n e — sn xx = o

K EE *0 e — s, *tt + + ln e — sn xn = o

où on pourra donner aux st des valeurs arbitraires avec la seule
restriction que l'on ait :

Ao = i0 e-soxo + tl e-slxo + . . . + tn e-snxo =(= 0

Dès lors on aura :

K = po Ao» + P l At» + . .. + Pn An* = p0 A / < o

ce qui est contraire à l'hypothèse K > o. On est donc conduit à
une contradiction en supposant un quelconque des px < o. Tous
les pt doivent donc être > o. C.Q.F.D.
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Dans un cas plus général nous aurons, étant donné notre
hypothèse,

K = f (Ü h* ~s<x Y

Posons L = l ( — i A
n J n

et supposons que x soit borné, au moins d'un côté, par exemple à
gauche : x > — B. Nous aurons, en faisant tendre n vers l'infini :

2

K = ƒ | I %(u) e-xu du \ dF(x)
— B

et, à la limite, pour A —>• oo

G

— B

Supposons alors que F (x) soit décroissant sur un segment
a± a2. Posons

T] (x) = ƒ
oo

| (u) e — ac u d u (4)

o

Or il existe des formules d'inversion pour cette intégrale [7,b],
formules valables pour toutes les valeurs de x pour lesquelles
l'intégrale (4) converge. Déterminons alors une fonction ri (x) de
façon qu'elle satisfasse aux conditions suivantes : 1° on a
|r] (x)|2 < e en dehors du segment (04 <x2). 2° soit a\ a2 un segment

a'2

fini, intérieur au segment at a2 et soit / dF(x) — — a, a étant
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> o et fini. On prendra alors à l'intérieur du segment a^ a'2
|TI(X)|2 > m, avec m — a e. 3° La «transformé» de TI (x) donnée
par une des formules d'inversion mentionnées, soit \ (M), rend
convergente l'intégrale (4) pour — B < x < <». On a alors

l

K-fh(x)]2

— B

0 0

f

«1

+ƒ h(z)]2

«2

•ƒ < e — m a = o

Donc on aura, K < o, ce qui est absurde, donc F (x) ne peut
nulle part décroître, C.Q.F.D.

5° Nous pouvons transformer les conditions (1) de manière
à les rendre plus facilement applicables. Elles équivalent d'abord à
ce que les déterminants

<P ( 2 s0) ,

etc. . . . (5)

<p

<p

<p

<p

<p

(2

(s

(2

(2«,

, +
*»)

,)

(
p (2 *,:

(s

(2

f-i

)

o +

? l ) CP

cp

cp

<*•

(2

+ s2)

+ *2)

soient tous > o. On peut mettre ces déterminants en particulier
sous la forme de déterminants de Hankel, en posant s{ = s0 -\- i a
et 2 s0 = t. On aura, pour le troisième, par exemple*:

V (0 cp (t + a) cp (f + 2 a)

cp (* + a) <p (t + 2 a) q> (f + 3 a)

ip (f + 2 o) cp (f + 3 a) <p (t + 4 a)
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Si l'on fait subir à ces déterminants les transformations clas-
siques que l'on applique aux déterminants de Hankel [10], on
obtient

cp (0 > O
<p ( 0

A cp ( 0

A cp ( 0

A3 cp ( 0
>

cp ( O A q, ( O A2 cp (O

A <p (t) A2 <j> (t) A1 <p (O

A2 cp (O AJ cp (t) A4 9 (O

> o etc.

Or puisque de cela il résulte, en particulier, que les éléments de
la diagonale principale seront > o, on aura A2n <p (0 > o, fait dont
nous nous sommes servi dans la démonstration du théorème de
Widder au n° 3.

Dès lors, puisque cp (0 est analytique, donc indéfiniment déri-
vable, ceci équivaut à

cp ( 0 cp' (t) cp (#0 (/)

cp'CO cp"(O <pCn + l ) ( f

cpOO(O q>(n + « ( 0 . cp (2/0 ( 0

> o . . . . (6)

Les conditions (6) sont évidemment nécessaires, et comme nous
l'avons vu avec Hamburger [9], si on leur adjoint la condition
d'analycité, elles sont également suffisantes.

Remarquons d'ailleurs, qu'elles donnent, pour t = o, toutes
les relations qui doivent exister entre les moments d'une loi de
probabilité.

Nous pouvons donner une interprétation analogue à celle du
n° précédent pour les conditions (6), du moins pour leur nécessité.
En effet elles expriment que si cp (0 est fonction caractéristique,
et si E 00 désigne l'espérance mathématique de n, on aura :

6° Pour les valeurs successives de n les inégalités (6) donnent



des conditions nécessaires, qui se présentent, pour les petites
valeurs de n, sous une forme assez simple. Ainsi on a :

n = o <p > o

n = 1 cp cp" — q/2 > o

n = 2 cp <p" <pw -f 2 q>' (p" <p'" — (<p (p"'2 + <p'2 cpIV + <p"3) > O

Les inégalités précédentes se réduisent encore davantage si
l'on introduit la fonction y (t) = log tp (f). On a alors successi-
ment :

n = o ii> réel

n = 1 v" > o

n = 2 2 ipA/3 + ^/7 ^ ' — V"2 > o

et pour n — 3 on obtient, toute réduction faite, le déterminant :

>

On aura d'ailleurs d'autres conditions, moins restrictives
mais plus simples, en écrivant que les éléments de la diagonale
principale ou encore les mineurs principaux du second ordre doi-
vent être positifs.

Remarquons en passant que la condition y" > o qui exprime
que la courbe y = ip (t) tourne sa concavité vers les y positifs, est
une généralisation d'une propriété bien connue des moments de
divers ordres d'une loi de probabilité. On sait en effet [2,e], que
la courbe y (p) = log E (xp) tourne sa concavité vers les y > o.
D'ailleurs on obtient cette propriété en écrivant que E (a xp -f p xq)2

est nécessairement positif, tandis que la condition y" > o s'obtient,
d'après notre interprétation, en écrivant que l'on a

7° En dehors des inégalités (6) les conditions (5) peuvent
nous fournir, pour un choix convenable des slt d'autres conditions

O " 2À 'Xj)

/» / /
D lp 1

+ Vv

/" + y
6 "\p

> 6 V" +

1 V

9 ^ " !̂ IV + i} 11/"2 + ap V I
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simples, qui sont évidemment dans leur ensemble équivalentes
à l'ensemble des inégalités (6), mais qui sont indépendantes des
quelques relations simples que nous avons déduites de (6) dans
le n° précédent, et qui peuvent être pour certaines fonctions cp (0
plus utiles.

Remarquons d'abord, que si cp (f) est fonction caractéristique,
<p' (o) ayant une valeur finie, on pourra toujours lui substituer une
autre fonction caractéristique dont la dérivée à l'origine sera nulle.
En effet on pourra prendre la fonction $ = <p e <P' (°) ', qui est
la fonction caractéristique de la loi centrée, et on aura <£' (o) = o.
Nous supposerons dans ce qui suit que cette transformation a
déjà été effectuée sur les fonctions cp (t) que nous considérerons.

Les deux premières fonctions (5) ne peuvent rien donner de
plus que ce qui en a été tiré sous la forme (6). La troisième
condition, au contraire, peut nous fournir une relation nouvelle,

assez simple. Posons en effet : s0 = o, s1 = -~, s2 = a.

On aura

cp (o )

(x)

(a)

qp (a)

« P i f

cp (2 a)

On calcule la valeur de ce déterminant, puis, en considérant a
comme infiniment petit, on développe les cp suivant les puissances
successives de a. Le terme indépendant de a et le coefficient de
a disparaissent et dès lors c'est le coefficient de a2 qui donnera
le signe de l'expression. En écrivant que ce coefficient est ;> o et
en tenant compte de ce que cp' (o) = o et cp (o) = 1 , on aura

«p <*> - «P2 ( 4 -
2



— 21 —

On peut d'ailleurs montrer que cette condition n'est pas équi-
valente aux trois premières conditions (6) que nous avons déduites
au n° précédent, ou plutôt que celles-ci ne l'entraînent pas comme
conséquence. On vérifiera par exemple que la fonction cp (0 =

— , qui ne satisfait pas la condition que nous venons d'ob-
cos2 t

tenir, satisfait au contraire les trois conditions (6) mentionnées.

8° Considérons maintenant des fonctions cp (t) paires. On peut
donner dans ce cas un autre système de conditions nécessaires.
En effet nous pouvons écrire, si <p (0 est fonction caractéristique,

(O = 2 ƒ ƒ (x) ch xt dx= 2 Ç f (x

Nous savons, d'après ce qui a été dit dans le cas général, qu'il
est nécessaire que cp (0 soit analytique ; dès lors nous pouvons
le dériver un nombre quelconque de fois. Nous aurons :

k pair <p (*) (f) = 2 / x * ƒ (x) ch x t d x > o

o

oo > O si * > O

7c impair cp (*) (0 — 2 / xk f (x) sh xt dx = o si f = o

o < o si f < o

On peut résumer ces conditions en écrivant qu'il faut avoir

cp (*ï > o si /c pair

f cp (*) (0 > o si k impair (7).

Ces conditions ne sont cependant pas toujours suffisantes.

9° Dans les cas où cp (t) est pair, nous pouvons obtenir éga-
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lement par d'autres méthodes de nouvelles conditions nécessaires.
Ainsi la méthode qui nous a servi au n° 7 peut nous donner ici,
pour un autre choix des s,, un résultat assez simple. Prenons en

sx = - ~
X

Teffet s0 = — + a

Nous aurons, compte tenu de ce que cp (0 est pair,

cp (x — 2 a) cp (a) cp (x)

cp (a) cp (x) cp (a)

cp (x) q> (a) cp (x + 2 a)

En opérant comme plus haut on est conduit à l'inégalité

cp cp — cp2 >

et comme est toujours > o, on voit qu'elle est plus restric-
cp

tive que la seconde inégalité (6).

Mais on peut aussi obtenir, d'une manière plus directe, sans
se servir des déterminants (5), des conditions qui sont parfois plus
restrictives que celles que nous avons données jusqu'ici.

Remarquons d'abord que la condition q> cp" — cp/2 > o équi-
vaut à l'inégalité de Schwarz :

/
f (x) e~~xt dx . I x2 f (x) e ~~x l dx >

xf(x) e — ** dx

Or cette inégalité peut être renforcée en écrivant que Ton a aussi
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/ f (x) e~xt dx . / x2 f (x) e~xt dx >

x\ f (x) e xi dx

Si cp (0 est quelconque, cette inégalité ne peut rien donner, car le
côté droit ne s'exprime pas uniquement en fonction de cp(O. Au
contraire si cp (0 est pair, ce qui entraîne la parité de / (x), des
transformations convenables nous conduisent à la condition

cP cp" — cp'2 > Max [cp' (it)]2

t

Ceci nous suggère que l'emploi direct de l'inégalité de Schwarz
pourra nous donner d'autres formules intéressantes. Effectivement,
pour cp (0 pair, on peut écrire

/ ƒ (x) [ch xt — l ] d x . x2 f (x) [ch xt + 1] dx >

et

f(x) [ch xt + 1] dx . ƒ x2 / (x) [ch xt — 1] dx

x f (x) sh xt dx
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ce qui équivaut à

et
[<p"(0 — <P"(O)] M O + cp(0)] > [c

Cela montre en particulier que Ton doit avoir cp (f > cp (o)
et cp" (0 > cp" (o) et on en tire d'autre part, par addition et
multiplication, et en posant cp (o) = 1

<p <p" _ cp'2 > ^ ( o ) et [cp"3 — 9"0
2) ^ 2 •• 1) > P̂'IV

D'une façon analogue les inégalités de Schwarz

f (x) [ch x t — 1] d x . f(x)dx >/ x2 f (x) [ch x t — 1] d x .

\ / 2 x sh ~ f(x) dx

et

/ f(x)[chtx—l]dx . / x2 f(x) dx

— oo

OO

s/ 2 x sh f(x) dx

donnent les conditions

(cp" — <p"0) > 2 y'* f-~\ et (cp — q,tf) cp"0 > 2 cp'2 / Y "

Par des procédés semblables on peut obtenir d'autres condi-
tions du même genre.
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Les inégalités précédentes sont d'ailleurs valables dans le
cas général pour la partie paire de la fonction caractéristique.

10° On peut se demander dans quels cas les formes quadra-
tiques K qui figurent dans les conditions (1) sont définies-posi-
tives et dans quels cas elles ne sont que semi-définies. Nous allons
montrer que si 1° TI est fini, 2° la transformé f (x) de <p (0 est
positive et non nulle sur un intervalle de longueur finie, soit
(a1? a2) et 3° «, t *, pour i 4= j , alors les formes K seront définies-
positives. On a en effet

K = E % e-sox
o

Or comme f (x) est > o pour ax < x < a2, et qu'il n'est jamais
négatif, il faudra avoir, pour que l'on ait K = o,

A (x) = % e— SQX + . . . -j- ^n e— snx = 0 si ttl < x < a2.

Posons pour un instant s{ = — t{ et développons e *ix en série
entière. Nous aurons

A ( x ) = A ,

Or la fonction analytique A (x) devant être identiquement nulle
sur un segment fini, on sait qu'il faudra avoir, en particulier,

Ao — Ax = A2 = . . . = Aft = o
ou

= O

In h = O
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Pour que ceci soit possible on devra avoir

1 1 1

D = = O

Or on vérifie facilement que Ton a D = J J (tt —t) donc si

tous les tt sont différents, D ne peut pas être nul [11,a], C.Q.F.D.
On a des résultats analogues en ce qui concerne les détermi-

nants (6). En effet Widder a démontré [7,c] que si ces détermi-
nants sont > o pour n = 0, 1 . . . k — 1 et si le déterminant
pour n = k est nul, alors les déterminants pour n = k + 1,
k -\- 2 . . . seront également = 0, et la fonction F (x) sera consti-
tuée uniquement par un nombre fini de sauts positifs. On voit
immédiatement que ce dernier résultat est identique à celui que
nous venons d'établir pour les formes (5).

11° Considérons en particulier les dérivées d'ordre pair de
v. On a

+ oo

(2 n) = i x2n e ~ x l d F (x)

et l'on voit que l'on ne peut avoir, pour une valeur finie de t,
cp (2 n) (t) = o, que si d F (x) est partout nul, sauf peut-être à
l'origine, cas qui correspond à une distribution réduite à une
seule masse placée au point o. Ce cas banal écarté nous pourrons
donc affirmer qu'il faudra avoir cp (2 n) (t) > o.

Ceci peu d'ailleurs être facilement déduit des conditions (6).
A cet effet rappelons d'abord, ce qui se vérifie d'ailleurs immé-

n n
xi x

3
diatement que si les formes quadratiques ^ 2

i = o j = o

sont positives (définies ou semi-définies), et si an = o alors on
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a aussi an = o. Or, les conditions (6) expriment que les formes
quadratiques 2 <pO'+j) (0 x% x} sont positives. Donc d'après ce
qui précède cp (2 0 = o entraîne cp (0 — . . . = cpfc'+n) = o, et on
vérifie sans peine que ceci permet d'annuler toutes les dérivées
de <p au point t jusqu'à l'ordre 2n — 1 inclusivement, sauf peut-
être la fonction tp elle-même. Or comme n peut être rendu arbi-
trairement grand et que cp est analytique, ceci entraîne qu'elle
doit se réduire à une constante — cas que nous avons écarté
plus haut.
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CHAPITRE III.

1° Nous allons considérer maintenant la fonction caractéristi-
que définie de la manière habituelle, c'est-à-dire sons la forme (B).
Nous avons mentionné dans l'introduction les avantages de cette
définition : elle fait correspondre à chaque loi de probabilité une
fonction caractéristique, et on démontre [2,b] qu'inversement la
fonction caractéristique détermine complètement la loi, c'est-à-
dire F (x), que Ton obtient d'ailleurs par la formule d'inversion
de M. P. Lévy [2,b].

T

9 / ^
_ F (o) == lim ƒ cp (0 dt . . (1)

— it
— T

En particulier si F (x) est dérivable on a les formules de réci-
procité de Fourier, si Ton pose ƒ (x) = F' (x)

q,(0 = feitx f(x) dx

et ~°°

f ( x ) = —— f e - i f x q, ( 0 d t . . . . ( 2 )
2 7t J

Dès lors, comme dans le cas précédent, pour que la fonction
Çen général complexe, d'une variable réelles), q> (t) puisse être fonc-
tion caractéristique il faut et il suffît qu'elle admette une repré-
sentation de la forme

oo

«p(0 = f c i t x d F Or)= C c i t
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où F(x) est non-décroissant et borné, ou encore que la formule (1)
fournisse une telle fonction. Si F (x) est dérivable, cette condition
sera que ƒ (x) = F' (x) soit > o et intégrable pour — ^ < x < °o.

Ce deuxième cas était étudié et résolu par Mathias [ l l ,b] , et
ses résultats ont été complétés et étendus au cas général par
S. Bechner [12,a].

En effet ce dernier a démontré que, pour que q>(0 satisfasse
aux conditions précédentes, il faut et il suffit qu'il possède les
propriétés suivantes : 1° il est continu et borné ; 2° il est hermi-
tien, c'est-à-dire on a 9 (— t) = q> (0 ; 3° on a

n n

i = 0 j = o

quels que soient les nombres réels st et les quantités complexes lr

2° Comme dans le chapitre précédent la nécessité des condi-
tions (3) découle de ce que, si q> (0 est fonction caractéristique,
on aura

Pour démontrer leur suffisance nous supposerons d'abord que
(p(0 est absolument intégrale dans l'intervalle (— °°, o c). L'inté-

1 /*
grale f (x) = / cp (f) e ~ l t x dt existe alors, et on a

2 71 J

<p(0 = I f(x) e l t x dx [f (x) pouvant avoir a priori un signe

quelconque]. Nous montrerons que, si de plus les trois conditions
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du n° 1 sont vérifiées, ƒ (x) sera positif. Pour cela on montre
d'abord, comme au Chapitre II, que (3) entraîne

oo

K = I f%(d) eixu du . jjÂJi)e~ixudu \f(x)dx > o
^/ L— oo — oo J
— oo

Posons f l (u) e l x u du = r\ (x) ; on aura / % (u) e l x u = v\ (x)

— oo — oo

oo

et K == f \n(x)\2 f (x) dx > o.
— OO

Supposons alors ƒ (x) négatif dans l'intervalle fini (alSa2). Nous
pourrons choisir une fonction rj (x) telle qu'elle soit nulle à l'exté-
rieur de l'intervalle (04, <x2) et différente de zéro à l'intérieur. Sous
des conditions très larges (il suffit par exemple [12,a] de prendre
pour t|(x) une fonction deux fois denvable), on aura alors

2 n J

OO

— i u x
»,(«) = ^ — J e ~lux r,(x) dx

— OO

et en prenant pour i (u) la fonction ainsi obtenue on aura A: < o,
ce qui est absurde. Donc ƒ (x) ne peut être négatif, C.Q.F.D.

Supposons maintenant que <p (0, satisfaisant toujours aux
trois conditions du n° 1, ne soit plus absolument intégrale. Consi-
dérons alors la fonction

00

— cptt) ƒ* e ixt g(x) dx

g (x) étant > o et absolument intégrable $ (t) satisfaira également
aux trois conditions du n° 1. En effet les deux premières se véri-
fient immédiatement, et quant à la troisième, on a
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oo

ƒ!>*-
et comme la quantité entre crochets est, à cause de (3), > o
l'expression entière le sera. <& (0 satisfait donc également à la
troisième condition.

En particulier, on peut prendre pour $ (0 la fonction cprt (f) :

a:2

<Pn(0 = <P(0 e

Ces fonctions étant absolument intégrables et satisfaisant aux trois
conditions du n° 1 sont par conséquent des fonctions caractéris-
tiques. Mais si n —>-oo ces fonctions tendent vers cp (0> qui est
par suite, d'après un théorème de M. P. Lévy [2,c], lui-même
fonction caractéristique. La proposition se trouve ainsi démontrée
dans le cas général.

3° On peut encore exprimer les conditions (3) en écrivant
que les déterminants, dont la valeur est réelle puisque 9 (0 est
hermitien,

cp (o)
<P (so —

«p (5 , So) <p (o )

qp ( 5 2 So) qp ( 5 2

<p (So — S2)

<p (5 , 53)

qp ( o )

; etc. . . . (4)
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sont tous > o. Si l'on pose comme au Chapitre II, st = s0
on aura

q> cp (— a) ... cp (— n a)

(p (a) cp (o) . . . cp (— « — 1 a)

cp («a)

- (—1)

n (n + 1)
2

<p (-« a) ... cp (o)

cp ( « — 1 a) ... cp (—• a)

cp (o) ... cp (— n a)

Ceci étant un déterminant de Hânkel on aura, si cp (0 est
dérivable à l'origine, en faisant tendre a vers o

(—1)

n (n + 1)
2

cp (o) cp («) (o)

cp (n) (o) cp (2 n) (o)

> o . . (5)

Les conditions (5) sont analogues aux conditions (6) du Cha-
pitre II, mais on voit qu'elles ne sont valables qu'à l'origine. On
arrive d'ailleurs au même résultat en essayant de généraliser
l'interprétation que nous avons donnée de ces conditions au chapitre
précédent. En effet on vérifie facilement qu'en écrivant que l'on a

i x t

loe-ixt+ I, (—ix) e~ixt + . + In (—

on tombe précisément sur les conditions (5).

" ' * ' •)] >



4° Comme les transformations que nous avons effectuées aü
n° précédent sur les conditions (4) ne nous ont pas donné des
relations liant la valeur de <p (0 et celle de ses dérivées en un
point quelconque, nous pouvons essayer un autre choix des sr

Les deux premières conditions (4) sont bien connues et s'in-
terprètent immédiatement. Ce sont en effet les inégalités

cp(o) > o et |g>(z)| < <p(o)

Dans la troisième posons par exemple so = x, s± = a, s2 = — a.
Opérant comme dans les exemples du Chapitre II, et en supposant
que cp (t a été mis sous une forme telle que q/ (o) = o et cp (o) = 1,
on aura

(M3 - i) <Po" - k ? > o

II est à remarquer que q/'o est négatif [d'après (5)] ; posons alors,
comme il est d'usage, <p"0 = — o2. La condition précédente devient
o2 > o2 |cp|2 + |<p'|2, ou» si la loi est normée, c'est-à-dire si l'on a
o2 = 1 : M2 + |cp'|2 < 1.

On pourrait déduire d'autres conditions pour les valeurs suc-
cessives de n, mais elles se compliquent rapidement.

Au contraire, l'inégalité de Schwarz peut nous donner encore
quelques conditions assez simples, si l'on met en évidence la partie
réelle et la partie imaginaire de cp(O» soit q> = P + iQ. Ainsi les
inégalités

ff(x) [1 — sin xt] dxix2 ƒ (x) [1 + sin xt] dx >

— oo — oo

oo

x f (x) cos xt dx

— oo

et
oo oc

0 [ 1 + s i n x t ] d x f x2 f (x) [ 1 — s i n x t ] d x >ff(x) [1 + sin xt] dx i;

oo

(ƒ•x f (x) cos xt dx
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donnent

(1 — Q) (— P"o — Q") _ Q'3 > o
et

(1 + Q) (— P"o + Q") — Q'3 > o

On obtient d'une manière analogue les quatre inégalités

[~ p" (o) + Q" (o j > r Q' (V) + p' M T

[-p-«-Q-»].>[or(i)-,(^J

— P" (o)|~l — Q œ l > T Q' ( ^ + P' (A~Y
et

— P" (o) |~1 + Q «)"] > F Q' (-i\ — P' (±)\
L J L \ / \ / J

5° Nous allons résumer dans ce qui suit quelques propriétés
importantes des fonctions caractéristiques, qui peuvent être utiles
lorsqu'il s'agit de décider si une fonction donnée appartient ou
non à cette catégorie.

Ainsi M. P. Lévy a montré [2,fJ que si cp (t) est la fonction
caractéristique de la loi F (x), on aura

I (x) = lim ± f<p(t)e~itx dx — F (x + o) — F (x —o)

— T

c'est-à-dire égale à la masse située au point x. En particulier, si
F (x) est continu I = o.

M. Bochner a, dans son ouvrage cité [12,b] retrouvé ce résultat
et l'a complété de la manière suivante. Soit a (%) une fonction
continue et bornée et telle que la valeur limite
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T

cp (O = lim -^ fa ft) a ft—O
T = 00 J

— T

existe. Dans ce cas cp (0 est fonction caractéristique. On montre
en effet aisément qu'il satisfait aux trois conditions du n° 1. Si
Ton considère alors la quantité

T

(x) ±
T = <x) 2 J

— T
on trouve la relation I (as) = [ J (x) J2.

T

= lim ± f a 00 e — ̂ x d\
T

Ce résultat est à rapprocher de ceux de Mathias [ll ,c]9 con-
cernant le cas où F (x) est dérivable. En effet, ayant montré que
si l'intégrale

0 0

«p (0 = fa ft) a (F=7) d

existe q> (0 est fonction caractéristique, l'auteur affirme qu'inver-
sement, sous certaines conditions d'intégrabilité, on aura, en
posant

00 oc

f (x) = Tcp (0 e —f tx d t et a (1) = - J _ / V / Oc) e «' * * d x

cp (0 = fa ft) a a — 0

On voit que a ft), qui est analogue à a ft), est la fonction caracté-
ristique, à une constante près, de V f (x) ; il n'est donc pas éton-
nant que la quantité J (x) de Bochner représente la racine carrée
de la masse située en x.



II est a remarquer que le résultat précédent de Mathias est
en somme la réciproque, au sens des formules de réciprocité de
Fourier, d'un cas particulier de cette proposition bien connue que
la loi de la somme de deux variables indépendantes a pour fonc-
tions caractéristique le produit des fonctions caractéristiques des
lois composantes.

6° Si la fonction q> (t) est réelle, pour qu'elle puisse être fonc-
tion caractéristique elle doit être paire, puisque, d'après la deuxiè-
me condition du n° 1, il est nécessaire qu'elle soit hermitienne.
Pour ces fonctions réelles, paires et continues, nous pouvons
donner, d'après Mathias [ l l ,d] , un autre système de conditions
nécessaires et suffisantes. Posons en effet

oo

C2O (/>) = (— l ) n f cp (p x) e ~ *2 H2n (x) d x

OÙ

H. W = « - - £ - e"*2

dxn

Mathias démontre alors que, pour que <p (t) soit fonction
caractéristique, il faut et il suffît que l'on ait C3n (p) > o pour tout
p > o et 7i = 1, 2, . . . A vrai dire, il faudrait encore ajouter l'a
condition que <p (o) soit borné. Pour montrer la nécessité de la
condition, remarquons d'abord, ce qui se vérifie immédiatement,
que si <p (t) est une fonction caractéristique différente d'une cons-
tante, alors (—l)n q;2n (t) est également fonction caractéristique,
du moins si <p2n (o) est borné. Dès lors, on voit sans peine que, si
cp (0 est fonction caractéristique, on aura, quels que soient n et
p > o

-ƒ' dt

où $ (0 est fonction caractéristique. Mais alors si F (x) est déri-
vable au point x = o on aura G = F' (o) et C devra par conséquent
être > o, et si F (x) est discontinu, l'intégrale donnant C n'aura
pas de sens, mais d'après les résultats du n° précédent
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C, = lim -L ƒ * (O d t= lim À f
sera égale à la masse située au point o et devra par conséquent
être encore > o. Pour la suffisance nous renvoyons à la démons-
tration de l'article cité de Mathias.

7° Dans le cas où cp (0 est pair, la méthode des inégalités
de Schwarz nous donne des conditions analogues à celles obtenues
au Chapitre IL Ainsi on démontre immédiatement que Ton a encore

(1 +q>) Gp" — <P"O) — q>'2 > O et (1 —cp) (—q," —<p"o) — cp'3 > O.

et, en les additionnant et multipliant :

cp cp" — cp'2 > cp"0 et (1 — cp2) (cp'V — <p"*) > cp'\

Il est cependant à remarquer qu'ici <p"0 est < o.

On aura aussi, par la même méthode :

— <P"O + <P" > 2 <p'2 ( " ^ et — <p"o (1 — Cp) > 2 q , ' ^

Le calcul des déterminants (4) du n° 3 devient également
plus simple lorsque cp (t) est pair. Ainsi pour n = 2 (déterminant
à trois rangées) si l'on pose so = t sx = o s2 = — tf on aura
la condition

1 + ep(O > 2 9
2 ( ^

condition que l'on peut d'ailleurs vérifier directement par une
inégalité de Schwarz.

8° La relation précédente lie les valeurs de cp (O en trois

points différents, à savoir aux points o, — et t. Si l'on veut au

contraire obtenir toutes les relations que l'on peut tirer de (4)
et liant la valeur de cp (0 en deux points seulement, par exemple
à l'origine et en un point quelconque t, on peut procéder de la
manière suivante. On prendra dans (4) s0 = t et si = — (i — 1) a,
On obtient ainsi la condition



— 38 —

Dn =

<p (O

qp (t + a)

<p(0

1

cp (a)

cp (a)

1

. .»cp(7a)

. . . cp ( / — l a )

.cp(na)

. cp (n — 1 a)

— 7l| a) . . .

>

II faudra ensuite faire tendre a vers zéro et écrire que la
partie principale de Dn est > o. Ce calcul devient cependant, pour
n tant soit peu grand, très compliqué. Par une transformation
convenable de Dn on peut cependant obtenir directement Texpres-
sions finale. Posons

Hn =

1

cp (a)

cp (o)

1 cp (n — l a )

cp (n a)

On sait que ce déterminant, qui est hankélien» a pour partie prin-
cipale, si a —>- o

n {n + 1) « fn a. -n

pn (o)

cpi (o) cp (2n) (o)
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Soit H lk le mineur de Hn
? pris avec son signe, relatif à l'élé-

ment de la 7 + lieme colonne et de la k -j- lieme ligne. On aura

= o l — o

(0 ,« (0 le» p H'* == H" — V V

r ap+q ~i
= H" — L ~ ^ T " «pW (0 <P(Q) (0 S ftp f H t t

avec la convention o° = 1 et Apîq = — 2d &p *Q H

On vérifie facilement que l'on a, si p q 4= o,

1 0 cp (2a) . . . <p (n a)

<p (a) — l p <p (a)

q, (2a) — 2p

(p (na) — np 1

1 <p(a) 0

cp {a) i — l y &*

<p(2a) q>(a) — 2p2(1 . . + -•- =

(p (na) tp (n—la) — cp (na) . . . — \
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1 cp (a) cp (l a)

<p(a) 1 — P l g . . .

cp (n a)

(p (n a)

Pour p = o, q = 0, on a

1 — 1 cp (a) — 1

cp (a) — 1 1 — 1

Aco = — (— 1) 2

nQ

cp (n a) — 1

, , . . cp (n — 1 a) — 1

cp (n a) -— 1 cp (n — 1 a) — 1 , . . . 1 — 1

ce qui donne facilement

cp" (O) . . . cp (n) (0)

(o)

. . . cp (2 n) (o )

E n f i n s i p ^



A„,„ = — 2 Z" H'* =

1 <p (o) — 1 . . . <p(la)—la

œ ( a ) 1 — 1

qp (k a) cp(k — l a ) — 1 . . . <p (\l — AI a — Za . . . q> ( n — k a ) — Jîq

D'ailleurs si /> + q =(= o, ap+* Hn est de degré supérieur en a que
Hn et par conséquent n'interviendra pas dans la partie principale
de Dn.

Soit alors ||aIfc|| le déterminant dont le terme de la l +
colonne et de la k + lieme ligne est aIfc. On aura

A ^ . = l l 'P( | ' — * | a ) — f * » | | — H »

valable si p q 4= o et avec la convention o° = 1.

Nous allons montrer que la partie principale de Ap,q est exac-
tement de degré n (n + 1) — (p + q) en a, si p < n et q < n,
et de degré supérieur si p ou q dépassent n. D'après la remarque
précédente, il nous suffit de considérer le déterminant

Appliquons lui les transformations classiques que Ton fait
subir à un déterminant de Hankel [10], et posons en général

Afe (an) = ]£ (— iy Cj* a„_*. D'ailleurs on aura Afc (p (n a) =

e a* ©W (o) + . . . (e = + 1). Notre déterminant deviendra ;
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1 Ai 9 . . A?9

Ai 9 A2 9 — 1 . . A ? + i 9 — L

A2 9 A3 9 — A2 (2P)

. . A5 h i ?o — A? (3*) A

. . A ^+«9

Les termes constants disparaissent donc à partir de la q -f- 2ienie

colonne et de la p -f- 2ÏGme ligne, et ils sont proportionnels dans
deux rangées quelconques. Multiplions alors la q + lieme colonne
par des constantes convenables et retranchons-la des colonnes
n° 2, 3. . . q} puis opérons de même avec la ligne n° p -|- 1. Nous
aurons fait disparaître ainsi tous les ternies constants à l'excep-
tion de celui de la q -f- lieme colonne et p + lieme ligne, cette
constante étant d'ailleurs égale à —Aq (g

q) Ap (p
p) = — qr ! p !. Dès

lors, étant donné la forme de A cp, nous pourrons mettre en facteur
dans chaque rangée d'ordre k, a^~l, exception faite de la q + lieme

colonne et de la p + lieme ligne. Nous aurons donc, en facteur du
déterminant, a 2 (1+2+.... +n) — (p + g) = a n(« + l) — (p + g) et le
coefficient de cette puissance de a sera, compte tenu du fait que q>
est pair

1 o y"(o) o cp I V (o) . . . o

O cp"(o) O (pIV(o) O . . . O

çp"(o) O O

—pi q\
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c*est-à-dîre, au signe près, le mineur relatif au terme de la q + liem#

colonne et p + lieme ligne du déterminant Ho
n, multiplié par

— plql. On vérifie facilement que l'on tombe finalement sur la
condition

(— 1) ^ V 1 f Hn
o + 2 (— 1)* H\^ q,W (0 <pW (0 1 > o

avec p < n, q < n, p + q — pair, Hn
p,q étant le mineur de H^

défini plus haut.
Il nous faut encore montrer que le degré de Apfq dépasse

n (n + 1) — (p + q) si p ou q dépassent n. Supposons en effet
q > n et effectuons les mêmes transformations que plus haut. Il
est clair que l'on ne pourra aller que jusqu'à la colonne d'ordre n
et en conséquence on pourra mettre en facteur de Ap,q

a n (n + 1) — (p-f n).

Or puisque q > n} on a n (n+1) — (jo+n) > n (n+1) — (ƒ>+#),
C.Q.F.D.

La formule précédente est valable tant que les dérivées qui
y figurent existent. Elle donne d'ailleurs pour les valeurs succes-

n

sives de n, si Ton pose encore (— 1) !T cp (") (o) = q>n
lf

n = 1 [ç>ï] — ç?2 [ci'] — <p'2 > o
n = 2 [?'/(?iv _ ç;'*)] — ?a [y; ?jv] _ 2 ? f [?;'

2] —

?'2 [?ÏV — ?i2] — o"2 [?i] > O

n = 3 [(9jv _ ? p) (?'; ?yi - ?jv2)] _ ? 2 |-?ïv (?i- ç î ï _ ?TV2)J _

2 ? ?" w; ( ?Ï ? r — ?r2)] — ?2 [?iVi W — ?ï2)] —

2 y ?'" [ ?r ( ?r — ?;'
2)] — ?"

2 [ ? Ï ? r — ?i
v2] —

où les quantités entre crochets sont toutes des constantes positives.
Il est d'ailleurs intéressant à remarquer que les premiers mem-

bres des inégalités précédentes sont, pour t —> o des infiniment
petits du même ordre que t 2 M-1),
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9° En ce qui concerne le caractère défini ou semi-défini des
formes hermitiennes (3) et des déterminants (4) les résultats du
n° 10 du Chapitre II sont encore valables et se démontrent de la
même façon. Pour ce qui est des déterminants (5) les résultats
du Chapitre II sont encore applicables, mais ne le sont, bien entendu,
qu'à l'origine. Il s'en suit, comme on le vérifie d'ailleurs direc-
tement, que l'on devra avoir (— l)n cp(2n) (o) > o et non nul (à
moins que <p (0 soit constant), mais on ne pourra a priori rien
affirmer quant au signe de cp(2n) (0.
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CHAPITRE IV.

1° Avant de passer aux applications nous allons préciser les
liaisons qui existent entre les résultats des deux chapitres qui
précèdent.

Soit d'abord à trouver si une fonction (réelle et analytique,
de la variable réelle t), <p (0 peut être représentée sous la forme

c
~ J e ~tx dF(x)

avec F (x) borné et non-décroissant. Aux conditions du Chapitre II
nous pouvons adjoindre celles du Chapitre III relatives à la fonc-
tion (p (— î f), ou plus exactement les conditions nécessaires de ce
chapitre.

Supposons en effet que tp (0 admette la représentation indiquée,

oo

quel que soit t. Alors l'intégrale je zx d F (x) converge et repré-

— oo

sente une fonction analytique quel que soit la variable complexe
z [12,c], II en sera donc ainsi, en particulier, de l'intégrale

ƒ•e
i t x d¥ (x).

Or puisque la fonction qu'elle représente est analytique elle est
nécessairement identique à cp (—if). Donc cette dernière admet
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la représentation <p (— i f) = f e l l x d F (x) et doit par consé-

quent satisfaire aux conditions du Chapitre III, C.Q.F.D.

En résumé nous voyons que si <p (t) admet A alors cp (— i t)
admet B, ou, ce qui revient au même, si cp (— i1) n'admet pas B
alors cp (0 n'admet pas A.

2° Soit maintenant à trouver si une fonction (hennitienne, de
la variable réelle t)9 cp (t), admet la représentation

i t x d¥(x)

Aux conditions du Chapitre III, on ne pourra pas en général adjoin-
dre celles du Chapitre II relatives à la fonction cp (i t). Ceci sera
cependant légitime si cp (0 est analytique et dans tout domaine
connexe, comprenant l'origine, où <p (0 n'admet aucun point sin-
gulier. Il en résuite en particulier que si cp (0 est une fonction
entière le passage à cp (i t) est légitime quel que soit t.

Pour le prover nous allons démontrer la proposition suivante :
Supposons que pour une certaine valeur z0 de la variable com-

oo

plexe z = % -f i n l'intégrale / e z° x dF (x) converge, et soit sa

valeur <pOo). Soit de plus cp (z) une fonction analytique admettant
le point z = zo comme point ordinaire. On sait qu'il existe alors
une cercle de centre zo tel que, à l'intérieur de ce cercle, cp (z) n'ad-
mette aucun point singulier. Nous allons montrer que pour une

00

valeur z quelconque, intérieur à ce cercle, l'intégrale le z x d F (x)

— 00

converge et, de plus, sa valeur est cp(z).
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Remarquons d'abord que si l'intégrale converge en tout point
d'un segment contenant le point z0, sa valeur sur ce segment ne
peut être que cpU). En effet, comme au n° précédent, cette valeur
est une fonction analytique dont on connaît l'expression en un
point ordinaire, donc de rayon de convergence non nul, elle con-
serve donc la même expression au moins jusqu'au premier point
singulier de ce segment.

On pourrait également dire, que deux fonctions admettant la
même intégrale de Laplace sur des segments ayant des points
communs sont identiques [12,d].

Il ne nous reste donc qu'à montrer que cp (z) étant analytique
et l'intégrale convergeant pour z = z0, elle converge sur tout seg-
ment contenant z, et intérieur au domaine de régularité de cp (z)
autour de z0.

Pour cela il suffît de démontrer la proposition suivante.
Le point limite des points de divergence de l'intégrale consi-

dérée, sur un segment quelconque, est un point singulier de <p(z).
Pour le montrer nous allons transcrire la démonstration d'une

proposition identique de Landau [13], relative aux séries de Di-
richlet à coefficients positifs.

Soit en effet z = t \e point limite en question (c'est ou bien
le premier point où l'intégrale diverge, ou bien le dernier où elle
converge), et supposons que ce point soit un point ordinaire de
cp(z). <p (z) étant analytique en z0 nous pouvons écrire

1
cp(z) = Y çOO Uo) {z — z0Y =

e o (z — znY d¥ (z)

Mais le point z = t étant supposé ordinaire, la série entière
précédente admet un rayon de convergence Q > \t — zo\. Soit alors
p une valeur telle que

t + p
t <\t + p\<z0 + e | - .—I ,—

La formule précédente est alors valable pour z = t -|- p et donne
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00

cn e \* (t — zo + />)" dF(x)

— oo

Or, l'intégrale étant absolument convergente, on a le droit
d'intervertir le signe de sommation et celui d'intégration, ce qui
donne

Ce z"x
 etx — zox+px rfF(x) =C

CX

L'intégrale convergerait donc pour z = t -\- p quel que soit
t -h p\ < z0 -\- Q ce qui est contraire à l'hypothèse, z = f ne peut

donc pas être un point ordinaire de cp (z), C.Q.F.D,

3° Une des applications les plus intéressantes de ce qui pré-
cède est relative à des fonctions caractéristiques de la forme

cp (t) — e P vf) , où P (0 est un polynôme. (Dans tout ce qui suit

nous désignerons par cp (0 la valeur probable de e lxt et par

{p1 Q) = <p (i f) celle de e x ). D'abord, comme q> (0 doit être her-
mitien, on devra avoir P (0 = A (0 + it B (0, A (t) et B (f) étant
des polynômes pairs à coefficients réels. Il y a plusieurs cas à
considérer.

Supposons d'abord que le terme du plus haut degré de P (0

soit une puissance impaire de t, soit i b t + . Nous aurons

<px(0 = çp(ff) = e Q W + M 2 n + 1 , Q(0 étant un polynôme de
de degré inférieur à 2 n + 1. Comme (px (0 est une fonction entière,
nous avons le droit, d'après les résultats du n° précédent, d'appli-
quer les conditions du Chapitre II pour toute valeur de t. Consi-
dérons alors la condition y" > o (Chapitre II, n° 6). On a ici, si
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n > 1, y" = Q" (f) + fc2 t 2 n ~ 1 e t on voit que, quel que soit ie
signe de b2, y" finit par devenir négatif, soit lorsque t —>-oo, soit
lorsque t —>- — <». Ce cas est donc à écarter. (Le cas n = o est
banal : c'est celui de la fonction etat, fonction caractéristique
de la distribution dont la seule masse est concentrée au point
x = a).

Supposons en second lieu que le terme du plus haut degré de

P (0 soit de la forme a *4n. Nous aurons cp (0 = e Q ( 0 + a t*n ̂  S i

l'on a a > o, c'est la condition |<p(0| < <p (o) (Chapitre III, n° 4),
qui se trouvera en défaut pour t —>• <x> . Si l'on a a < o, soit

a = — av nous aurons <px(0 = q? (1 f) = eQi (^ ai ^ et c'est
la condition q̂  (0 > <px (o) (Chapitre III, n° 9), qui ne sera pas
vérifiée, quand t —^ 00. Ce cas est donc également à écarter.

Supposons enfin que le ternie du plus haut degré de p (t) soit

de la forme a t / î + 2 . Le cas a > o est, comme ci-dessus, à écarter,
et pour les mêmes raisons. Cependant si l'on a a < o les méthodes
précédentes ne permettent pas de trancher la question. Toutefois,
comme nous allons le voir plus loin, on pourra limiter supérieure-
ment la grandeur de |a|.

4° Complétons ce qui précède par une remarque qui a déjà
été faite par Mathias [ l l ,e] . Rappelons d'abord que, comme on a
<p (o) = 1, P (0 n'aura pas de terme constant, et que, de plus, comme
on peut toujours supposer <p'(0) = o (Chapitre II, n° 7), il n'aura
pas non plus de terme du premier degré. Au contraire il est
nécessaire que le coefficient du terme du second degré soit diffé-
rent de zéro. En effet s'il n'en était pas ainsi, on aurait

cp» (o) = [P" (O) + P'2 (O)] q) (O) = O,

ce qui est inadmissible (Chapitre II, n° 11).

5° Les numéros qui précèdent excluent en particulier les

fonctions cp (0 = e~^ ai et cp (0 = e~~ 2 a , quel que soit a
mais ils ne permettent aucune affirmation précise en ce qui con-

cerne par exemple la fonction cp (f) — e 2 & . Cependant,
comme nous l'avons dit plus haut, nous pouvons limiter la gran-
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deur de a. Voici comment on peut procéder. Partons de la condi-
tion <p" cp — <p'2 > cp" (o) (Chapitre III, n° 7). Elle nous donne
ici

Cette condition devant être vérifiée pour toute valeur de t doit
l'être en particulier pour une valeur telle que até = 1. Or pour
cette valeur la condition devient

6 < e 3 ^ a ou </ a <
3 logc 6

ce qui donne a < 0,56. Les valeurs supérieures de a sont donc à
écarter.

On peut au moyen d'autres conditions restreindre davantage
la valeur de a, mais on ne peut guère espérer de l'annuler par des
procédés analogues à ceux que nous venons d'employer. Soit en
effet F (df, 0 > o, une condition qu'il faudrait mettre en défaut.
Les conditions dont nous disposons sont telles que, pour la fonction
considérée, F (a, t) est continu au voisinage de a = o} pour toute
valeur finie de i. On peut donc écrire

F (a, 0 = F(o, t) + ö F ( ^ , t).
t*_

Or, e 2 étant fonction caractéristique, F (o, t) > o et on ne
pourra avoir F (a, t) < o quelque petit soit a que, soit pour une
valeur tx telle que F (o, fx) = o, soit pour F' O a, t) —>-oe ce qui
n'est possible que pour i —>• oo. Or il se trouve que l'on n'a
F (o, O = o que pour t = o, mais alors on a également F (a, t) = o,
et, d'autre part pour t —^ oc nos conditions ne donnent non plus

- T ~ * Trien. Il en résulte que, si, comme il semble probable, e
ne peut être fonction caractéristique pour aucune valeur de a, ceci
ne pourra être montré que par une infinité de conditions de notre
type, ou bien alors par des considérations d'un genre différent.

6° Dans les exemples que nous avons vus jusqu'ici le passage
de cp (0 à cp (i t) était toujours légitime. Il n'en est pas ainsi dans
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tous les cas. Considérons par exemple la fonction q> (t) = .
ch t

On pourrait vérifier qu'elle satisfait à toutes nos conditions, mais
il est plus simple de montrer directement qu'elle est fonction
caractéristique, en déterminant la loi correspondante. On a en
effet :

oo oo
1 (* p — i t x 1 r P '— (1 + * a) f

/ (x) = — — / - = - = — — dt= — — 5 7 - d t =
2n J cht i t j 1 - f e - 2 '

OO OO

1 r e - u s

2 * J i _ c - «

i i1 + i i
avec u ~ 2 ^ et s = . Or on sait que la dernière intégrale

2i

a pour valeur-— .Si Ton substitue la valeur de s on trouve
2 sin rc s

/(x) =-
2 ch

2
On voit que f (x) est toujours > o et on vérifie que son intégrale
de — °° à oo est bien égale à l'unité, f (x) est donc une loi de
probabilité et par conséquent cp (0 une fonction caractéristique.

Considérons cependant la fonction cpx (0 = <p (i 0 = •
cost

Nous savons (Chapitre II, n° 6), que l'on doit avoir q?1 (0 > o ;
or cette condition n'est vérifiée, dans le cas présent, que pour

% 31 1
-— —• < t < . Donc n'admet pas pour tout t la repré-

m *J COSX

sentation
os

ƒ e - x t f {x) dx

Ceci provient du fait que admet les points t — + —
r H cost ^ - 2
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tomme pôles et dès lors (Chapitre IV, n* 2), le passage, en dehors

du segment ( — , -^- J n'est plus légitime. On vérifie d'ail-

leurs directement que, si Ton a bien

Oü . <X>

1 r e f r chtx

™Â ~ J 2 c/i — J Ch —
dx

pour — —- < f < , l'intégrale n'a plus de sens pour |f| > —

7° Un autre exemple où l'importance de la légitimité du pas-
sage de cp (O à (p (iï) apparaît, est celui de la fonction

«P(0 = —
+ a t2 + b l'-

on vérifie d'abord facilement que. pour que m (0 puisse être
fonction caractéristique il faut que l'on ait a > o et b > o. Je dis
qu'il faut avoir, de plus, a2 — 4 & > o, Supposons en effet qu'il
n'en soit pas ainsi, et considérons la fonction

cPl y ) = <p (i o =
1 _ a

Puisque, par hypothèse, a2 — 4 5 < o, le dénominateur n'a pas de
racine réelle et <px (0 est régulier quel que soit t. Il doit donc
satisfaire aux conditions du Chapitre IL Or on voit que la condi-
tion çp1 (t) > q>x (o) n'est pas satisfaite quand t —^ °o. Notre affir-
mation se trouve ainsi démontrée. Il n'en est pas de même si
a2 — 4 b > o. Dans ce cas en effet le dénominateur a deux racines
réelles et positives en t2, donc quatre racines réelles en t, soient
+ 11 et + t2. Dès lors le passage de cp (0 à <p(i 0 n'est légitime que
tant que |f| < tx si Ton suppose tt < t2. Or pour ces valeurs de i
la condition précédente n'est plus en défaut.

On peut d'ailleurs montrer directement que si a2 — 4 b > o,
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est effectivement fonction caractéristique et véri-
1 + a t2 + b t* H

fier que dans le cas contraire il ne Test pas. En effet considérons

d'abord le premier cas, et appelons — a2 = ' a

À U

et — p2 = a V Q j e s ̂ eux racines, réelles et néga-

tives, de 1 + a u + b u2. La méthode des résidus donne alors

facilement, comme pour une loi de Cauchy,
1 f* —ixt — a X

' (a° = 2njl + aP + bt* ~ 2 ( 2 - a a 2 ) +
P — 6 x

2 (2 — a p2)

Montrons que f (x) est toujours > o. Comme a < p an a

e ' ' > e ' ' et comme d*autre part

— a a3 = (a — y a2 — 4 b ) ;> o,
2 6

on aura

Va2 —

— P x r -i
^ e a (a + V a2 — 4 6) — p (a — \f a2 — 4 6M

4 y/ a2 — 4 6 L J
II suffit donc de montrer que

a (a + V a2 — 4 b) > p (a — V a*—4~6)

ou, en élevant au carré

(a -L Vaa — 4 6) (2 a2 — 4 6 + 2 «Ï \/ a2 — 4 6)

(a + V a2 — 4 6) (2 a2 — 4 6 — 2 a \/ a2 — 4
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ou 4 b \J a2 — 4 fc > — 4 b \J a2 — 46 ce qui est évident. Donc,
dans ce cas, cp (t) est bien fonction caractéristique.

Au contraire si a2 — 4 b < o, les racines en t, de 1+a t2-\-b tx

ne sont plus imaginaires pures, mais des quantités de la forme
p -f- i q. Dès lors ƒ (x) sera de la forme

f (x) = 2 eQX (A cos p x + B sin p x)

et il ne pourra pas conserver un signe constant.

8° Voilà enfin un autre exemple analogue au précédent. C'est
1 + k

celui de la fonction <p (t) = . Il est évidemment néces-
1 + k en t

saire que k soit > o pour que cp (0 soit fonction caractéristique.
Je dis que, de plus, il faut que l'on ait k > 1 et que d'ailleurs cela

k -4- 1
suffit. On a en effet ©. (0 = <p (î t) = I E . Si k est < 1

1 + k cos t
le dénominateur ne s'annule jamais, çp1 (t) est régulier pour toute
valeur de t, et doit, par conséquent, satisfaire aux conditions du
Chapitre IL Or on doit avoir (Chapitre II, n° 8), pour t > o,

U + *> * sin t
•cp , (0 > o, et ici nous avons 9 \ \i) = — ,qui ne

(1 -j- k cos t)2

reste évidemment pas > 0. La première partie de notre affirma-
tion se trouve ainsi démontrée. Pour démontrer la seconde partie,
et pour vérifier en même temps la première, nous pouvons avoir
recours à la recherche de la loi de probabilité /(x). Nous ne don-
nerons que les résultats. Pour k < 1 on trouve

s i n/ (,) = 2 y]±^4- sin <1*1 lQg «> avec a = I (1 + \ / T ^ y
* 1 — k C / Z J T X k

qui ne conserve manifestement pas un signe constant, tandis que
pour k > 1 on a

f (x) = J k + * s h q lxl avec a — arctg
^7c — 1 sh n x

qui reste toujours > o.
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Les mêmes résultats sont d'ailleurs valables, du moins pour
k < 1 , pour la fonction

m

De plus, pour n pair, cp (t) ne sera fonction caractéristique pour
aucune valeur de k, comme on Je voit facilement par passage à

9° Mentionnons encore quelques fonctions que Ton peut écar-
ter d'une manière analogue à celle du n° 4 de ce Ghapitre. Ce sont
entre autres les fonctions

1

' Te "~' ' Wm' S1 n

On vérifie en effet que pour ces fonctions on a cp" (o) = o,
ce qui est impossible.

10° Nous nous sommes occupé jusqu'ici principalement des
conditions nécessaires pour qu'une fonction puisse être fonction
caractéristique. Considérons maintenant, pour terminer, quelques
conditions suffisantes. Commençons par celles données par B. de
Finetti [14]. ïl démontre que si cp (O est fonction caractéristique
alors la fonction

(p = constante réelle et > o), l'est également. En effet on a

La quantité entre crochets est, pour n > p, une combinaison
linéaire, à coefficients > o et de somme égale à l'unité, de deux
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fonctions caractéristiques cp (t) et 1. Elle est donc elle-même fonc-
tion caractéristique ainsi que sa puissance nieme. Il en résulte que
$ (t), limite d'une suite de fonctions caractéristiques, est elle- même
une fonction caractéristique, C.Q.F.D.

Ce résultat permet en particulier de construire de nouvelles
fonctions caractéristiques à partir de celles déjà connues. Si l'on
prend par exemple cp (0 = e l t on aura

qui est la fonction caractéristique de la loi des « petits nombres »

— p Vx

ou loi de Poisson : ƒ (x) = e
x !

11 ° Passons à un autre système de conditions suffisantes
donné par G. Pólya [15,a], II démontre que si cp (0 est pair et si
l'on a pour t > o, cp' (0 < o et cp" (0 > o, alors cp (t) est fonction
caractéristique. On a en effet

OO «X)

f (x) = ƒ cp (O cos x t d t = — — - — / cp' ( 0 s in xt d t

n J nx J

si l'on intègre par parties. Sous cette dernière forme on voit que,
si les conditions ci-dessus sont vérifiées, / (x) sera la somme d'une
série à termes alternés et décroissants, et aura par conséquent le
signe du premier terme. Celui-ci étant > o il en sera de même de
f(x). C.Q.F.D. Remarquons que les conditions précédentes entrai
nent la non-analyticité de cp (0. Nous avons vu en effet (Chapitre III,
n° 9) que, si cp (0 était analytique, il fallait avoir cp" (o) < o.

Les conditions de Pólya permettent de montrer en particulier
\f\a

que cp (0 = e ' ' est fonction caractéristique pour o < a < 1

12° Signalons enfin, avec Mathias [11,f], que cp (0 sera fonc-
tion caractéristique, si, étant continu et borné, on peut mettre
cp (x — y) sous la forme :
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(x) avec Xv > o
v—o

ceci étant d'ailleurs à rapprocher des résultats du même auteur
que nous avons signalés au n° 5 du Chapitre III. On a en effet
dans ce cas :

- 2 > O

Il en résulte (Chapitre III, n° 1), que <p (t) est fonction caractéris-
tique.

On peut ainsi montrer, par exemple, qu'il en est ainsi de
. On a en effet :

( (2

y (2/?2)V

v = o "v !

qui est bien de la forme demandée.
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CHAPITRE V.

1° Nous exposerons dans ce Chapitre un problème de la Statis-
tique mathématique, qui se résout au moyen des fonctions caracté-
ristiques, et dont le résultat final peut être trouvé immédiatement;
en possession de nos critères donnés dans les Chapitres précédents.

La question se rattache aux travaux de Spearman sur l'étude
des aptitudes mentales [16]. La définition mathématique du pro-
blème est la suivante :

« De nombreuses aptitudes mentales peuvent être considérées
comme résultant d'une combinaison (linéaire) de deux facteurs
(indépendants). L'un de ces facteurs est commun à toutes les apti-
tudes du groupe, l'autre facteur, dit spécifique, est particulier à
chaque aptitude. Les facteurs spécifiques sont indépendants.

Si, dans un groupe de n aptitudes, on fait correspondre à cha-
cune la grandeur xif on doit avoir

xi = atg + st (i = 1, 2, ..., n)

les ai étant des constantes, g le facteur commun et s. le facteur
spécifique » [17].

Nous avons démontré [18] qu'une substitution linéaire, à
déterminant non nul, effectuée sur les variables aléatoires x{ ne
peut conduire, exception faite de certains cas très particuliers que
nous allons préciser, à un facteur commun que si les variables
g et si suivent des lois de Gauss.

2° Reproduisons d'abord cette démonstration directe. Suppo-
sons que les g et s. sont réduits, c'est-à-dire que leurs espérences
mathématiques sont nulles et leurs écarts types égaux à 1. Soit la
nouvelle variable

y< = 2 aik xk = A. h + t{

La conservation du facteur commun se traduit par l'identité



— 59 —

entre les fonctions caractéristiques ées lois {anciennes et nouvelles)
à n variables: :

<Po ( a i" l + a2U2 + • • • + a»"n) <Pi (Mj) <p2 («a) . . • <pn («n) =

M A . U , + • • • ) * ! ( U , ) . . . * n

o ù T o n a

Introduisons la fonction

^ = log q) :

(1) ip0 ( a ^ + . . . + aBuB) + ^ (ux) + . . . -f yn (uB) =

^o (AxU, + . . . + AnUJ + ^ (Ux) + . . . + ¥n (Un)

Effectuons, sur les u, la substitution :

1 = »x, " 2 = y2' • • Ui = — (»i — «i^i — «2^2 • • <*nVn), . o «n =

et
Œi"i + «2̂ 2 + . . - + «»«n = Vi

Dérivons maintenant l'identité (1) quatre fois de suite, successive-
ment par rapport à Ut, U., vp, ptf. Nous obtenons :

opo' 2 a, a,, + V oa + W ai2 + • • • + W aift = A{ Yo' + ^ /

^o" 2 a, att 2 a, a^ + y f aa *„+...+ V ' <V a.n = A. A. Vq"

%"' «* «» — HT «ji «« ™ = A,A, 2 A, l u ¥ / "
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C'est cette dernière équation qui nous servira comme point de
départ. On vérifie facilement que Ton a

àvn
a,

avec

a,, a,

« 1 »

• A,

En particulier, si l'on n'avait pas fait la substitution sur les
u} on aurait

Considérons donc l'identité

(2) = ^oIV A.A,

et essayons d'abord de la satisfaire sans que les deux membres
soient nuls. Il faut pour cela que

=i constante.
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Si les deux Wv ne se réduisent pas à des constantes, pour que la
condition précédente puisse être vérifiée, il faudra qu'ils soient des
fonctions du même argument. On devra donc avoir

2,kut = AJJ, + A2U2 +.+AftUn = U l2 x + «223 -f . +

(on vérifie, en effet sans peine, la dernière égalité).

Il en résulte

On peut alors montrer que ces dernières égalités entraînent

A, = k aa

Si maintenant, ayant fait un changement de variables différent
sur les u, nous écrivons l'identité (2) avec un indice m =t= Z, le
second membre sera nul, comme

2p = 2g = 2W = 0,

et il devra en être de même du premier. Ceci nécessite ou bien
tym** = 0, ou bien aim ajm = 0. Supposons alors que nous n'astrei-
gnions pas les variables g et si à suivre des lois particulières : nous
devons alors écarter l'hypothèse V™IV — >̂ e^ ^ faudra avoir
aim ajm = 0, ce qui signifie que tous les aim sont nuls, sauf peut-
être un pour chaque valeur de m, c'est-à-dire que sm ne peut faire
partie que d'une seule des variables nouvelles. On montre d'ail-
leurs facilement qu'il doit en être de même de g. Une seule des
anciennes variables, slf fera partie de toutes les nouvelles, et sa
loi sera d'ailleurs, du moins à une translation près, celle du nou-
veau facteur commun. Il n'en résulte pas forcément que ce sera
précisément slt le nouveau facteur commun, mais ce cas, qui est
celui de l'exemple donné par M. G. Darmois, rentre en tous cas
dans la catégorie précédente.

Supposons donc ^m
IV = 0 et posons tym'" = cn. Nous aurons,

comme :
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et par suite,

k* V' :

il en résulte AA = 1, et

C Ct. Cfc • iz^z I j CL., CL • •
îîi un jm tl jl

am (

le second membre ne dépend pas de m, donc

et de même

m n

donc

valable si m et n 4= h

Les colonnes des a seraient donc proportionnelles entres elles,
ce qui est en contradiction avec l'hypothèse que là transformation
est à déterminant non nul, et conduirait d'ailleurs à des y{ tous
proportionnels entre eux. Nous devons donc supposer Wm'" = 0,
et toutes les variables, à l'exception de sv et de celles qui ne font
partie que de Tune des variables nouvelles» auront leur ij>" cons-
tants, et suivront par conséquent une loi de Gauss. Le B de plus
haut sera d'ailleurs nul ; on aura donc

et

< = B' + Y/'-

Le nouveau facteur commun aura donc, à une loi de Gauss près
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(ce qui veut dire que l'on pourra décomposer le nouveau facteur
commun en une variable de Gauss et une autre suivant exactement
la loi de s) la même loi que sv On aura d'ailleurs la condition,
les g et st étant réduits :

Un cas particulier est celui étudié par M. Darmois, où c'est
l'ancien facteur commun qui se conserve, cas que l'on obtient en
prenant pour st précisément g, c'est-à-dire en effectuant les déri-
vations sans faire d'abord une substitution sur les u.

Supposons maintenant que tous les ^IV soient constants, et
posons opjIV = dv et ^O

IV — Do. Nous aurons

et de même

' ; - - r ï.) «.--?-2,)-

En divisant, il vient

le second membre est indépendant de Z, donc

ce qui est inadmissible, comme nous l'avons montré plus haut.

Il nous reste à considérer le cas où les deux membres de
l'identité (2) sont nuls. Le cas où atI a?î - - O a déjà été considéré.
Nous devons donc supposer tous les \pjIV nuls. Posons

Nous aurons

-t = CA*, U - -f
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ou
C ci n / "V V

-— z= C
ap A. A. ax A. A, ° \ ap at

Le second membre est indépendant de î et j .

En posant

et

a. / c,, ,
A* V a,

nous pouvons écrire

A A A
et

bibj — cfi = biK
ou

è ( (bj — 6fc) = C; (c,
et

On a donc ou bien &3 = bk et c3- = cft, ou bien

d'ailleurs /c doit être égale à + 1. La première de nos équations
(en b et c) devient en effet

c.c. (k2 — 1) = ctcfc (A:2 — 1),

donc on a ou bien /c = + 1, ou bien c. = cH> cas que nous avons
déjà rencontré. Or bi = b^ signifie

A,
donc

ce qui est inadmissible. b{ = ci signifie
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donc

également inadmissible.

Nous devons donc supposer tous les ip/" nuls, et les variables
doivent suivre des lois de Gauss. La condition à laquelle doit satis-
faire la transformation pour conduire alors à un facteur commun,
est la relation entre les V, qui est anaogue à une condition d'or-
thogonalité des a.

3° Nous allons montrer maintenant que la partie essentielle
de la démonstration qui précède peut être obtenue plus rapide-
ment à l'aide de nos résultats actuels.

Nous voyons en effet que si l'on ne suppose pas tous les ipIV

constants ou nuls on est conduit à des cas très particuliers. D'autre
part, l'inadmissibilité de la relation

xpiv __ constante (différente de zéro)

suit immédiatement d'un de nos résultats antérieurs. En effet nous
avons montré (Chapitre IV, n° 3) que la fonction

ne peut être fonction caractéristique pour aucune valeur des cons-
tantes a et a', (a' =|= o). Notre proposition en résulte.

Il en est de même dans le cas où Ton suppose o|>IV = o donc
<p'" =i constante (non nulle), puisque nous avons démontré au même
endroit que la fonction

... a t2 + i a' tâ

ne peut non plus être fonction caractéristique.
Nous devons donc supposer tous les V" nuls, ce qui est iden-

tique à la conclusion de la démonstration directe.
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