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PREMIÈRE THÈSE

CONTRIBUTION

L'ÉTUDE DES SYSTÈMES DEFORMABLES

PAR

M. H. PAILLOUX
Professeur au Lycée de Toulouse.

I. - ÉTUDE DES PERCUSSIONS DANS LES FILS

Notations. — Soit i£ un arc de courbe AB d'extrémités A et B, et de longueur /.
A .l'instant 6, un point M de la courbe est défini par son abscisse curviligne s
comptée à partir de l'extrémité A. Nous désignerons par t, n, b les vecteurs uni-
taires du trièdre principal en M; par R et T les rayons de courbure et de torsion ;
par T, V, F, la tension, la vitesse et l'accélération au point M; par Fds et pds la
résultante des forces agissant sur l'élément ds, et sa masse.

Condition nécessaire à laquelle doivent satisfaire les vitesses à un instant donné.
Rappelons les équations vectorielles du mouvement des fils :

m—
Dérivons la dernière par rapport au temps :

™ o

9ac. des Se, ^ série, t. I.



2 H. PAILLOUX.

ou avec d'autres notations :

(3) '-iJ^0-

Cette équation est donnée par Routh dans sa dynamique ($ 574) et il la trans-
forme seulement dans le cas où le fil est plan ($ 675). Nous allons écrire la relation
obtenue en faisant intervenir les composantes de la vitesse sur les axes de Frenet :

d'où

(3') ¥r R

On obtient encore cette condition, sous la forme (3) en écrivant qu'un élément
MM' du fil se déplace comme un corps solide, c'est-à-dire que les projections des
vitesses de M et M' sur la droite MM' sont égales, le calcul étant fait en négligeant
les infiniment petits du second ordre :

t.Y ou t.dV=o.

La formule (3') montre que la composante suivant la binormale peut être choisie
arbitrairement, ainsi que V,, quand on connaît la forme du fil; il en résulte la
connaissance de VB. On peut ainsi, au moyen de deux fonctions arbitraires avoir
toutes les vitesses possibles pour un arc de courbe donné.

La condition trouvée est nécessaire, mais nous ne savons pas si elle est suffisante,
car il faut faire intervenir les liaisons du fil. Voici différents cas qui peuvent se
produire : fil complètement libre; fil libre sauf en une ou deux extrémités qui peu-
vent être fixes, ou de mouvement connu, ou se déplacer sur une courbe ou une
surface fixe ou de mouvement connu ; fil se déplaçant sur une surface; fil s'appuyant
en partie sur une surface; fil s'appuyant sur une courbe ou passant par un point
fixe. Nous pouvons aussi avoir le cas d'un fil formant une courbe fermée.

Recherche de la tension à l'instant initial. — Nous supposerons données la
forme du fil et la distribution des vitesses. Nous supposerons qu'elles sont toujours
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compatibles avec la forme du fil. Dérivons (i) par rapport à s, et (2) deux fois par
rapport à ö :

et en faisant le produit scalaire de la dernière relation par t

ÙSM t)p t)*M t)F D*T

or

et

est connu à l'instant initial; par suite, on a l'équation différentielle suivante pour
déterminer la tension à l'instant initial :

Comme tout sejpasse à l'instant initial, nous écrirons de la manière suivante, où
les accents désignent les dérivées prises par rapport à Tare :

(4') ^ _ i l v - ^ + l . ( F - - i l F ) + PV' = o.
? R \ p J

Si la densité est constante, on obtient l'équation plus simple :

Si le fil a ses deux extrémités libres, on prendra la solution qui s'annule aux
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deux extrémités; si le fil est une courbe fermée, on prend la solution périodique de
cette équation; comme elle est à coefficients périodiques, il existe une telle solution
et une seule. Dans les autres cas, la détermination est beaucoup plus délicate et
nous y reviendrons.

Comme application de l'équation (4), remarquons que si un fil se déplace en
l'absence de forces extérieures, pour que la tension soit identiquement nulle, donc
en particulier nulle en deux points quelconques qui vont nous servir à déterminer
la solution, il faut et il suffit que V'3 = o, c'est-à-dire que le fil ait un mouvement
instantané de translation.

Percussions dans les fils. — Nous supposons que pendant un très petit inter-
valle de temps agit une force très grande 4>c?s sur chaque élément du fil; toutes ces
forces agissant dans le même intervalle de temps suffisamment court pour qu'on
puisse négliger tout déplacement du fil. Nous supposerons que l'intégrale

F = / <3>ûf6 est finie, et nous appellerons percussion subie par Félémeut le

vecteur Fds. La forme du fil sera conservée pendant toute la durée des percussions
et nous supposerons que le fil reste parfaitement souple et inextensible. Nous ne
considérerons pas de percussions finies subies par un point du fil, nous verrons
pourquoi dans un instant.

Dans un article paru en 1926 (Nouvelles Annales de Mathématiques)f G. Bouligand
traite le problème suivant : On considère un fil flexible, inextensible et sans masse,
suspendu par une extrémité O, et le long duquel on dispose invariablement des
masses ponctuelles en des points M4, M9, . . . f MM. Le système est en équilibre dans
la position verticale, et l'on suppose que :

Soient m4, m,, .. ., mtl, les masses placées aux points en question. On fait agir
simultanément sur elles des percussions horizontales et parallèles» d'intensités res-
pectives P4, Pt Pw -

En désignant par / la longueur totale, déterminer l'état des vitesses du système
à l'instant immédiatement postérieur à la production de ces impulsions.

G. Bouligand étudie ce problème en se servant des équations de Lagrange pour
les percussions, alors que nous nous servons des théorèmes généraux. Cette étude
faite, il passe au cas d'un fil pourvu de masse soumis à une distribution rectiligne
de percussions et montre que le passage à la limite du premier problème conduit à
la solution du second. Enfin G. Bouligand signale que dans le cas d'un fil de forme
quelconque le pioblème se ramène à la résolution d'équations intégrales. La mé-
thode indiquée, application des équations de Lagrange à un système à une infinité
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de paramètres, conduit à une analyse délicate, tandis que les théorèmes généraux
conduisent à une équation différentielle du second ordre. Il serait sans doute inté-
ressant de comparer les deux méthodes pour obtenir des résultats relatifs à ces
équations intégrales. Signalons enfin que G. Bouligand suppose son fil attaché par
une extrémité, ce qui est une source de difficultés pour la distribution de vitesses.

E. J. Routh (S 585 et suivants) s'occupe du problème suivant : en donnant une
percussion au fil en une de ses extrémités, trouver les variations de vitesses du fil.
Dans cet exemple et dans d'autres, il ne suppose jamais une distribution continue
de percussions le long du fil.

Isolons un élément ds du fil; il subit une variation de quantité de mouvement
pYWs, une résultante des percussions extérieures ¥ds et nous devons adjoindre des
vecteurs percussions de tension T et x + dx aux deux extrémités. Écrivons les deux
théorèmes généraux sur la quantité de mouvement et son moment :

p ¥ds 4- d^ = o,

OM A (— pWc/s 4- ¥ds) -t- d(OM A:) = o

ou encore :

(5) PW=F + i i ,

(6) / A T = O.

La dernière équation montre que le vecteur percussion de tension est tangent au
fil, c'est pourquoi nous écrirons désormais ce vecteur tx, T désignant maintenant
un scalaire.

On peut obtenir ces deux équations en intégrant les équations du mouvement
des fils pendant la durée du choc, puisque pendant ce temps le fil reste immobile.
On aurait aussi pu écrire les théorèmes des percussions à un élément fini du fil,
puis en dérivant par rapport à Tune des limites de l'intégrale :

f (F — pW) ds + T — xA = o, f OM A (F — pW) ds + OM A T — OA A TA = o.

Nous avons implicitement fait intervenir l'hypothèse que le fil était parfaitement
souple, puisqu'aucun couple n'est intervenu dans l'équation des moments. C'est
pour cette raison que la percussion de tension est tangente au fil. Il nous reste à
faire intervenir l'hypothèse de Finextensibilité; pour cela nous écrirons la condition
(3) avant et après le choc. En retranchant la variation de vitesse W s'introduit :

(7) «.~.=o ou (7') -âr = -t-
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Si nous projetons Téquation (5) sur le trièdre de Frenet, on a pour déterminer
W et T le système :

„ . dx

(8) R

d\\t _ W,,
ds R

Si nous supposons données les percussions extérieures et la forme du fil, nous
avons immédiatement W6, pour avoir les quantités analogues, nous pouvons soit
éliminer, soit rechercher en premier lieu T .

Recherche de la percussion de tension. — En éliminant Wf et WB, on trouve :

F + \ +

. . cP-c i do rfx T i è r F,, dF.
v y ; ds* o ds ds R£ c ds l R ^ ds

équation que l'on peut encore obtenir en intégrant pendant la durée du choc l'équa-
tion (4) qui fournit la tensioa pendant le mouvement. Si nous avons un fil dont les
deux extrémités sont libres ou un fil fermé, nous rechercherons, soit la solution qui
s'annule aux deux extrémités, soit la solution périodique.

Une fois la tension connue, (8) ou (5) donne immédiatement la variation de
vitesse.

Élimination de la tension. — Nous prendrons cette fois <p = W( comme incon-
nue principale et nous éliminerons T entre les deux premières équations :

Il nous reste à intégrer cette équation différentielle. Si le fil est fermé, nous
recherchons l'intégrale périodique. Si les deux extrémités sont libres, en ces points
T = o, donc nous connaissons WB, ou encore <p'. Nous montrerons plus loin que
la solution est bien déterminée. Wn s'obtient ensuite en dérivant ç>.



CONTRIBUTION A L ETUDE DES SYSTEMES DEFORMABLES. 7

Percussions appliquées en un point du fil. — Considérons un élément du fil
dont les extrémités sont de part et d'autre du point considéré. Il subit : une varia-
tion de quantité de mouvement, infiniment petite; une percussion de tension à
chaque extrémité; la percussion donnée qui n'est pas infiniment petite par hypo-
thèse. Si au point P la tangente est continue, la somme géométrique des deux ten-
sions est infiniment petite, et nous sommes conduits à une variation de vitesse
infinie, c'est-à-dire que pratiquement le fil casserait, puisque les "éléments voisins
auraient une vitesse non infinie; ou encore on aurait une percussion de tension
infinie et le fil casserait. Le seul cas d'exception est celui où la percussion donnée
est dirigée suivant la tangente au fil, et dans ce cas, il y a en P une discontinuité de
percussion de tension, précisément égale à la percussion donnée. En se reportant à
(8) on voit que Wrt est discontinue, ainsi que W, en général. Pour mieux com-
prendre ce qui se passe, imaginons notre fil coupé en P, nous avons deux morceaux
distincts qui subissent à chaque extrémité une percussion dirigée suivant la tan-
gente, ce qui est tout à fait possible, car c'est au fond ainsi que nous avons introduit
la percussion de tension. Nous pourrons supposer que ces percussions en P sont
celles que nous donnerait le calcul précédent. Dans ces conditions, il n'y a aucune
raison de supposer que les vitesses obtenues en P soient les mêmes pour les deux
arcs, il suffit en effet de faire varier l'une des percussions l'autre restant hxe9 la
vitesse de Tune des extrémités restera fixe et l'autre variera. Il apparaît donc une
discontinuité pour les trois composantes de la vitesse suivant les axes du trièdre
principal.

Exemples de systèmes où il n'y a pas percussion. — Un fil a une extrémité fixe;
à l'autre est attachée une masse m. En supposant qu'à un
instant donné le fil se tende, y a-Ml percussion ? ////////////À///////,

Nous savons que toutes les vitesses que peut avoir le fil sa-
tisfont à la condition :

(70
ds R

Or le fil se tendant, sa courbure est nulle, la projection de la vitesse sur le fil est
donc constante, et par suite nulle puisque c'est la valeur en 0 . Il en sera de même
en tout point du fil, et en particulier en À dont la vitesse sera perpendiculaire au
fil. Il n'y a donc aucune raison pour qu'il y ait percussion.

Autre exemple. — Un fil muni d'une masse à chaque extrémité a un mouvement
tel qu'à un instant déterminé il se tend en ligne droite, y a-t-il percussion?
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Appliquons les équations (8) :

oW — —

On en déduit :

T* = o, T = as H- h,

où a et 6 sont des constantes.
Appliquons les théorèmes des percussions à A et B de masses m et m'. Les

seules percussions qu'ils reçoivent sont dues au fil, donc :

mWA = TA , m'WB = — TB.

Or nous admettrons (point sur lequel nous reviendrons) que les vitesses du fil et
des masses sont les mêmes. Il en résulte :

m — = 6,
o

m' — = — (al -h b),
0

équations déterminant a et b. En ajoutant membre à membre :

( I + l)a = o,

a = 6 = o,

car mWA -h m'W'B = o puisqu'il n'y a pas de percussions extérieures.
Il n'y a donc pas de percussion.

Cas général. — Le raisonnement que nous allons faire repose sur le fait que les
équations des percussions, aussi bien pour les solides que pour les fils, sont linéaires
et homogènes par rapport aux variations de vitesses aux tensions et à leurs dérivées
aux percussions. Nous allons considérer un système matériel dans lequel un fil AB
se tend, et nous nous proposons de rechercher s'il y a percussion. Supposons écrites
toutes les équations qui forment la mise en équation du problème. Elles sont toutes
linéaires et homogènes, elles admettent donc la solution identiquement nulle;
comme d'autre part nous supposerons le problème déterminé, il admet une solution
et une seule, la solution zéro. Il n'y a donc aucune variation de vitesse. Ce résultat
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paraît en contradiction avec certains problèmes, mais cela tient à ce que nous ne
négligeons pas la masse du fil. Dans le premier exemple, où le point A reste cons-
tamment intérieur à une sphère s'il arrive qu'au cours du mouvement, il vienne sur
la sphère, la vitesse de A, à ce moment est tangente à la sphère; le problème étudié
est distinct de celui d'un point A attaché par un fil de masse nulle réalisant la liai-
son du point intérieur à une sphère, car si le fil se tendait, il semblerait qu'on puisse
avoir des percussions, tout se passerait comme si le point rebondissait sur la sphère
suivant une loi convenable de choc. Mais à notre point de vue, il est absurde de
supposer la liaison réalisée par le fil de masse nulle, car la limite d'un fil de masse
négligeable ne conduit pas à un choc sur la sphère.

On peut remarquer que lorsqu'un fil se tend, circonstance exceptionnelle, il peut
arriver que le fil casse, cela provient de ce que la tension a pris une valeur trop forte,
le calcul peut même conduire à une tension infinie, mais cela ne nous fournit pas
une percussion au sens actuel.

Nombre de solutions des équations (4) ou (9). — Nous aurons à rechercher le
nombre de solutions de ces équations connaissant i° T aux deux extrémités,

20 —— aux deux extrémités, 3° T à une extrémité et —— à l'autre. Nous allons rap-
ds ds

peler les résultats.
Dans les trois cas, nous allons supposer que nous avons deux solutions répondant

aux conditions indiquées. Leur différence satisfait à l'équation sans second membre

dt
dont il suffît de rechercher le nombre de solutions pour lesquelles T OU —- est nul

aux deux extrémités. La différence entre les deux solutions possibles sera faite de
manière qu'elle soit croissante pour s = o :

i° x est nul aux deux extrémités. Je dis d'abord que — 4=0 pour s = o, sinon
(XS

d'après les théorèmes généraux, la solution serait identiquement nulle, et les solu-
tions de (4) ou (9) non distinctes. La fonction croissant à partir de s — o atteint
un maximum positif, pour lequel

c'est-à-dire que nous avons un minimum, d'où contradiction. 11 y a donc une solu-
tion et une seule avec les conditions précisées. Nous avons implicitement utilisé le
fait que la solution ne devenait pas infinie, ce qui revient à supposer que ni p ni R
ne peuvent s'annuler.

Fac. des Se, '4
e série, t. 1. 2
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2° Nous ferons la différence de manière que pour 5 = 0, elle soit positive. En
ce point on ne peut avoir de maximum, sinon l'équation différentielle montre
comme précédemment que c'est un minimum, la différence est donc croissante.
Elle croit jusqu'à un maximum positif qui pour la même raison devrait être un
minimum; ou augmente indéfiniment, ce qui est impossible, la différence est
encore identiquement nulle.

3° Nous supposerons que la valeur commune a été prise pour 5 = 0, la diffé-
rence étant croissante en ce point. Si la fonction atteint un maximum, il est positif,
et on a la même contradiction que précédemment; sinon, la fonction croît constam-
ment, et ne peut avoir une dérivée nulle pour s — l.

Dans les trois cas la solution est unique.

Premier exemple de percussions. — Un fil se .déplace librement dans l'espace, à
un instant donné, on fixe une extrémité, quelle est la nouvelle distribution de vitesses?

Comme cas particulier très simple, nous considérerons celui où le fil est recti-
ligne à l'instant considéré, les vitesses en chacun de ses points étant équipollentes
et perpendiculaires au fil. Cette distribution de vitesses est bien compatible avec la
forme du fil. En nous reportant au système (8) nous avons à intégrer l'équation
différentielle (9) moyennant les quatre conditions suivantes : T = o à l'extrémité
libre; les trois composantes de la vitesse finale sont nulles au point fixe; telles
paraissent être les conditions indispensables. Quatre conditions pour déterminer les
deux constantes de l'équation différentielle conduisent en général à des impossibi-
lités, T = o à l'extrémité libre, est indispensable. Que faut-il penser des conditions
relatives à la vitesse pour le point fixe? Nous allons donner un exemple de mouve-
ment d'un fil, où à l'instant initial, la vitesse au point fixe ne sera pas nulle. Cette
expression signifie que la limite de la vitesse quand 5 tend vers zéro, 0 restant fixe,
est différente de zéro.

Un fil se déplace dans un plan suivant une loi de force telle que son mouvement
est régi par les équations :

X =

G

y = ks arc tg —,

où k est une constante suffisamment petite pour que tout le long du fil — soit

inférieur à i en valeur absolue. Cherchons la forme du fil à l'instant initial Ô = o :

y - f) T Ç

c'est donc la portion de Taxe des x comprise entre o et /.
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Vérifions que pour s = o le point du fil reste immobile :

r
x = ! = o, y = k , o . —- = o .

Cherchons les composantes de la vitesse :

ùy s ks'

A l'instant initial :

même si on fait ensuite tendre s vers zéro. Mais pour tout autre instant, pour

5 = o, - ~ - = o. Il faut donc distinguer nettement : i° la vitesse d'une extrémité

soumise à une liaison; a* la limite, à un instant donné, de la vitesse d'un point qui
tend vers cette extrémité. On peut vérifier que dans cet exemple la discontinuité de
vitesse se traduit sur le fil par une discontinuité de la tangente au point fixe. Si
0 = o nous connaissons la tangente, nous éliminons ce cas. Prenons pour 6 quel-
conque les parties principales de ce et y en fonction de s :

ku / ¥M*
2 V 4

La tangente est fixe, et nous imaginons très bien la singularité du mouvement.
Nous allons, avant de poursuivre l'étude du problème posé, montrer qu'il ne

faut pas faire de passages à la limite aux points soumis à des liaisons.

Discontinuité de l'accélération. — Soit un fil qui a une extrémité fixe, nous
nous proposons de rechercher à un instant donné que nous considérerons comme
instant initial, la limite de l'accélération, en nous servant des équations du mouve-
ment projetées sur les axes de Frenet. Nous supposerons connue la forme du fil et la
distribution des vitesses initiales compatibles avec la fixité de l'extrémité À :
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Nous savons que le vecteur ^-(*T) se trouve dans le plan oscillateur. V ce vec-
teur nous devons ajouter F qui a en général une composante hors du plan oscilla-
teur. La somme géométrique de ces deux vecteurs ne pourra donc tendre vers zéro,
accélération du point fixe. On peut présenter à ce raisonnement diverses objections :
à un instant quelconque, il peut ne pas y avoir de plan osculateur limite; ou encore
ce n'est qu'en des circonstances exceptionnelles que le plan osculateur en A ne
contient pas le vecteur F de À.

Cette dernière objection est levée dans l'exemple suivant : Un fil homogène de
de densité i a son extrémité A fixe; à l'instant initial, il est rectiligne et horizontal.
Il se déplace dans un plan vertical où il est soumis à la pesanteur; les vitesses
initiales sont perpendiculaires au fil et proportionnelles à AM. Elles sont compa-
tibles avec la forme du fil et avec la fixité de A, puisqu'une barre pourrait com-
mencer à se déplacer avec ces vitesses. Voici la marche que nous allons suivre : nous
allons effectuer les calculs sur l'exemple indiqué mais nous exposerons le principe
de la méthode sur un exemple plus générai. Considérons un fil de forme quelconque
ayant une extrémité fixe. J'admets la continuité de V, P, de la tangente, du plan
osculateur et de la tension le long du fil. iVu point A j'admets provisoirement que
l'accélération est continue, et tend donc vers zéro. Je vais montrer qu'il y a contra-
diction. Projetons l'équation vectorielle du mouvement sur les axes de Frenet en A.

Comme — (£T) est dans le plan osculateur, pour que le mouvement ait lieu avec

les hypothèses précédentes, il est nécessaire que F soit dans le plan osculateur.
Dans ce plan nous aurons de plus :

(si r =

— — — b cos x ,

-r- = — F sin a .
H

On en déduit que la connaissance de la tangente en A détermine le plan oscu-

lateur et par suite ( -— j . Si les deux extrémités du fil sont atta-

S chées, en ces points on connaît — et la tension est déterminée

en principe à l'instant initial. Si l'autre extrémité est libre, la so-
lution est encore bien déterminée. En supposant cette tension
calculée, à titre de vérification on en déduit la courbure à l'extré-
mité attachée.

Dans l'exemple initial on peut faire tous les calculs et la vérification ne se fait pas.
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L'équation différentielle de la tension à l'instant initial s'écrit, si V = kOM :

donc :

T = s * + as + ( al
2 V

puisque x = o pour s = l (a Cle d'intégration).
A l'instant initial :

En A, on détermine a par :

cos a = a,

xA = 1- gl cos a .
2

Le calcul de la courbure en A donne — =4= o, en contradiction avec l'hypothèse

d'un fil rectiligne.

Cas où une extrémité est guidée, ou possède un mouvement connu à l'avance.
Nous connaissons alors soit un plan contenant l'accélération de l'extrémité (le
plan osculateur de la courbe guide), soit l'accélération de l'extrémité. Dans ce der-
nier cas il n'y a aucune raison pour que la composante de cette accélération suivant
la binormale au fil soit égale à la composante de la force F. Dans le premier cas,
nous supposons, comme toujours, données les vitesses initiales, donc celle du point
sur la courbe guide. Il en résulte la connaissance de l'accélération suivant la binor-

V*

maie et la normale principale au guide, à savoir zéro et —, en introduisant la cour-

bure du guide. Ceci, en se reportant à l'équation du mouvement projetée sur les

axes de Frenet du fil, nous fournit deux relations entre r et — , relations qui per-
ÔS

mettent de les calculer (car on voit qu'elles sont indépendantes), et comme dans le
cas où une extrémité est fixe, on aboutit à une vérification sur la courbure qui ne
se fait pas.
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Application des considérations précédentes. — Mouvement d'un fil à partir
d'une certaine position d'équilibre. Un fil homogène pesant, parfaitement souple
est en équilibre de façon que ses deux extrémités soient sur une même horizontale.
A Tinstant initial, on abandonne le fil, en laissant glisser sans frottement ses deux
extrémités sur l'horizontale, quelles sont les circonstances du début du mou-
vement?

Les conditions initiales sont les suivantes : fil de forme connue : chaînette,
vitesses initiales connues : nulles et compatibles avec les liaisons et la forme du fil.
Nous avons un problème de dynamique, et nous savons que les tangentes initiales
aux trajectoires des difFérents points sont les accélérations initiales que nous allons
chercher à préciser. Désignons par t' et T les tensions en un même point, pendant
l'équilibre et au début du mouvement. Le premier vecteur est défini par la relation :

->- tW

ou par Téquation différentielle (A) :

Or pour le mouvement nous avons la même relation puisque les vitesses initiales
sont nulles; de plus, comme les tensions aux extrémités sont égales par suite de la
symétrie de la figure, x' et T sont donc proportionnels, comme cela résulte de la
forme des solutions de l'équation différentielle :

par suite :

ce qui prouve que toutes les accélérations sont égales et verticales; en particulier
pour les extrémités dont les accélérations ne sont pas portées par Fhoizontale; ni
nulles, sinon il en serait de même^our tous les éléments du fil, ce qui serait assez
surprenant.

On peut remarquer que dans la suite du mouvement, il n'y a pas de raisons
pour que les tensions aux extrémités soient nulles (ce qui reviendrait à avoir un fil
libre qui tomberait certainement), comme elles sont égales et opposées aux réac-
tions de la barre horizontale, on en déduit que la tangente au fil en chaque extrémité
est verticale. Si on applique ce raisonnement à l'instant initial, comme la tangente
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n'est pas verticale, on doit conclure que x = o et que tout se passe à l'instant ini-
tial comme si le fil était abandonné en chute libre. Aussitôt après l'instant initial,
les tangentes aux extrémités seront verticales; il y aura donc variation brusque de
la tangente et de la courbure en ces points.

Des considérations qui précèdent nous admettrons les résultats suivants qui
paraissent difficiles à démontrer : En un point où se trouve une liaison, la vitesse
comptée suivant le plan normal peut avoir une grandeur quelconque, mais la vitesse

dV Y
suivant la tangente est continue. Même si Vn est discontinue, • l = —- montre

CES R .

que V, est continue si Vw est intégrable, et cela quel que soit V6. (Nous ne nous
occuperons que du cas où la tangente est continue.) Si la courbure ou le plan oscu-
lateur n'est pas continu, on voit facilement que la tension est continue, dans les

exemples traités nous admettrons que — Test aussi. Les conditions précédentes

permettent de déterminer la solution du problème de la recherche de la percussion
de tension dans le cas où une extrémité est fixée.

Il serait intéressant de trouver une condition analogue pour les accélérations, ce
qui permettrait en particulier de trouver la tension de l'instant initial pour un fil
dont une extrémité est attachée.

Si nous revenons au problème que nous avons en vue, celui du fil rectiligne,
dans certaines conditions précisées, dont une extrémité est fixée, il n'y a aucune
percussion, puisque la distribution de vitesse est possible avec nos conventions, la
vitesse tangentielle étant nulle.

De même si un fil de forme quelconque a une extrémité fixée au moment où la
vitesse en ce point est normale au fil, il n'y a aucune variation de vitesse. Si la

vitesse n'est pas normale au fil, les équations (8) donnent — qui est négatif si
GrS

effectivement le fil se tend, en ce point la percussion de tension est maximum.
Remarquons à ce propos qu'au point de vue calcul nous devons admettre les per-
cussions négatives qui tendent à comprimer le fil. Si dans l'exemple précédent le fil
arrive de façon que la projection sur la tangente de la vitesse de l'extrémité qui va
être fixée, soit négative, le calcul précédent fournira des percussions de compres-
sion, alors qu'en pratique le fil se courbera rapidement; la théorie précédente est
insuffisante car elle néglige la faible rigidité du fil qui devient alors le phénomène
prépondérant.

Exemple de percussions. — Un fil peut se déplacer librement et sans frottement
entre deux plans parallèles très voisins. Le système de ces deux plans reçoit une
percussion connue, quelles sont les variations de vitesse pour le fil?

D'une manière plus précise nous supposerons calculée la variation de vitesse
pour chaque point du plan double. Le fil reçoit du plan une percussion normale £?.
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La solution du problème est donnée par :

I l t _I„ *

ja

car la binormale à la courbe est la normale au plan. Si le fil a ses deux extrémités
libres, la solutioi T = o satisfait à l'équation différentielle, et comme il n'y a
qu'une solution, on voit qu'il n'y a aucune variation de vitesse le long du plan. Si
le fil est, fermé, on cherche la solution périodique, zéro convient; même résultat
que précédemment. Si une ou deux extrémités sont fixées au plan, en ces points on

connaît W, et par suite — , le problème est donc déterminé.

Même problème, le fil glissant entre deux surfaces rigides très voisines dont la
variation de vitesse est connue.

Le principe est le même que précédemment. Nous introduirons une percussion
normale à la surface. Nous appellerons Ö l'angle que fait la normale à la surface
avec la normale principale de la courbe. Les variations de vitesse et percussion sont
données par le système :

pWft = S cos ö

pW6 = i s i n Ö,

T-TT-R^ R

Or nous connaissons la variation de vitesse suivant la normale à la surface

Wtt cos Ö + Wè sin Ö = <U(s) -

Relation qui se transforme et permet d'avoir c£ en fonction de T :

cos Ö
— j j — = p'U;
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est déterminée par l'équation différentielle du second ordre :

p' T _ cosigj / _ cosÖX
p R4 ~ R* V11 * R /

,, o , sin2 Ö rti cos
T — T - R4 ' "- R

ou en inlroduisant la courbure normale et la courbure géodésique :

p R| R*

Les conditions aux extrémités sont données comme dans l'exemple précédent.
Si en particulier le fil est placé suivant une géodésique à l'instant considéré, on

peut écrire :

R '

• = b + a j çds -f / pds j — ds,

où a et 6 sont des constantes.
Si le fil est placé suivant une asymptotique, l'équation différentielle n'a pas de

second membre et si le fil est fermé ou a ses deux extrémités libres, par un raison-
nement déjà fait, on voit qu'il n'y a pas de percussion de tension.

Dans tous les cas, une fois la percussion de tension connue, on en déduit la per-
cussion normale, puis la variation de vitesse. Les calculs faits ne supposent pas que
la surface sur laquelle glisse le fil soit rigide. Ils sont valables si la surface reste
constamment applicable sur elle-même, à condition qu'on connaisse la variation de
vitesse de chaque point de la surface, cas qui se produit en particulier si dans l'en-
semble des percussions subies par le système fil-surface, on peut négliger en
première approximation la masse du fil auprès de celle de la surface.

On peut aussi supposer que le fil glisse sur un ballon de caoutchouc qui subit
des percussions, la variation de vitesse normale étant connue en chaque point.

Problème. — Dans son mouvement un fil vient rencontrer un plan tixe; y a-L-it
percussion?

Nous allons supposer que le contact entre le fil et la surface dure un certain
temps, le point qui reste au contact se déplaçant sur le fil. Je dis que l'action de

Fac. des Se, 4* série, t. I. 3
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contact n'est pas une percussion. En effet d'après la manière dont ces dernières sont
introduites (produit d'une grande force par un court intervalle de temps), une suite
continue de percussions dans le temps équivaudrait à une force continue et très
grande, ce qui est absurde au point de vue mécanique. On tombe de même sur une
absurdité si on partage le temps du contact en un grand nombre d'intervalles où le
fil reçoit une variation finie de vitesse, et cela un nombre de fois aussi grand qu'on
le veut. Le contact donne donc simplement lieu à une réaction. Le fil est-ii tangent
ou non à la surface? Pour résoudre ce problème, nous considérerons l'élément de
fil dont les extrémités sont de part et d'autre du point de contact à l'instant consi-
déré. En le supposant infiniment petit, toutes les forces agissant sur lui doivent se
faire équilibre; comme les forces d'inertie sont infiniment petites, les tensions à
chaque extrémité et la réaction du plan doivent se faire équilibre. Or la somme
géométrique des tensions est dans le plan tangent, tandis que la réaction ne s'y
trouve jamais. Le fil ne peut pas rester tangent au plan en un seul point pendant un
intervalle de, temps fini.

i* II n'y a pas de frottement. La réaction est normale au plan, donc les deux
tangentes au fil en M sont dans un plan normal; de plus la connaissance de la lon-
gueur d'une des tensions et de l'autre tangente détermine la réaction et la deuxième
tension.

2° 11 y a frottement. Nous supposerons que les lois habituelles sont applicables :
la réaction tangentielle est portée en sens contraire de la vitesse, et elle est reliée à
la composante normale par T = / N . Qu'appellerons-nous vitesse de glissement?
C'est la vitesse de l'élément du fil au contact avec la surface. Si elle est connue, on
a un plan qui contient la deuxième tangente, puisque la direction de la réaction est
connue. Dans les deux cas, qu'il y ait frottement ou non, si en plus d'une des ten-
sions, on connaît la direction de l'autre tangente, qui se trouve d'ailleurs dans un
plan bien déterminé, on sait trouver la réaction de contact et la deuxième tension.
Il est tout à fait normal que cette deuxième direction ne soit pas déterminée par le
raisonnement précédent car elle dépend de la nature des surfaces en contact. On
peut imaginer le choc parfaitement inélastique où le fil reste en contact avec la sur-
face, et le choc plus ou moins élastique suivant l'angle d'écart avec le plan. Une
autre considération à faire est celle du signe de la tension. Si le calcul conduit à une
compression du fil nous ne pouvons pas toujours l'accepter. Une autre objection se
présente : Nous avons supposé nos fils parfaitement souples^ au point d'accepter un
angle aigu au contact, sans qu'il soit nécessaire d'ajouter de couple soit pour faire
cet angle, soit pour le supprimer. Nous sommes assez loin des fils que Ton trouve
dans la pratique.

Dans le raisonnement précédent nous avons cherché s'il était possible que le fil
et le plan aient un point commun. Si ou suppose qu'une partie du fil repose sur la
table, en restant immobile ou non, le problème se présente d'une manière diffé-
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fente; au point de séparation des deux arcs du fil, libre ou gêné, il y a en général
une discontinuité pour la tangente, le rayon de courbure, le plan osculateur, etc.

Voici des exemples de tels mouvements : un portion AC d'un fil AB est enroulée
sur un cercle qui roule sans glisser sur une droite. Au
fur et à mesure que le fil se déroule, il reste immobile ^-*^
en CB sur la droite. Nous pouvons maintenant faire / \
abstraction du cercle et imaginer ce fil se développant A4 ]
sur un plan. Ce mouvement ne donne lieu à aucune per- \ ^ /
cussion. Il n'y a d'ailleurs aucune discontinuité des vi- *WW///7?Mw/M/M/2#///

tesses. 11 n'y a donc pas contradiction avec notre affir-
mation qu'une portion de fil ne peut rester tangente.

Le mouvement s'effectue évidemment avec une tension constante d'un bout à
l'autre, ce qui exige que B soit fixe et qu'on exerce en A une tension convenable,
fonction évidente de la vitesse et du rayon du cercle. La table n'exerce aucune réac-
tion. Dans ce problème il n'y a pas lieu d'introduire une réaction isolée en C.

Un autre exemple est le suivant ; un fil a son extré-
mité B attachée à une table horizontale. Une portion CB A

reste tendue, l'autre AC est rectiligne et les vitesses de
ses différents points sont équipollentes et forment avec
BC un triangle isocèle. Ce mouvement est possible sans
réaction isolée du plan en dehors de B.

Problème. — Un fil a une extrémité libre, et à l'autre extrémité est attaché un
point matériel de masse m. Ce point reçoit une percussion connue 2f, quel est
l'état des vitesses après le choc? Nous supposerons que la tangente en A où se
trouve le point matériel est bien déterminée. Sur A agissent donc : la percussion
directement appliquée, et la percussion de tension tr due au fil. Les équations des
percussions appliquées à A donnent :

mWt = 'J, -h T , mWu = iH; m\\b = %,

dont les deux dernières définissent la variation de vitesse suivant le plan normal au
fil. Cherchons maintenant les variations de vitesse pour les éléments du fil. Nous
avons à intégrer une équation différentielle du second ordre sachant que la solution
cherchée est nulle à l'extrémité libre. Actuellement la solution dépend d'une cons-
tante arbitraire. Telle quelle, elle nous fournit en A une percussion de tension et
permet de calculer la variation de vitesse du point A du fil, ainsi que la variation
de vitesse tangentielle du point matériel. D'après un principe que nous avons admis
les deux vitesses tangentielles pour le point matériel et pour le point du fil seront
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les mêmes et ceci nous fournil une relation pour déterminer la constante arbitraire ;

ƒ / d-r

m\Nt = % -f T ,

point matériel point du fil

Conformément à une remarque déjà faite, les variations de vitesses normales ne
seront pas les mêmes.

Problème. — Dans le cours de son mouvement, un fil parfaitement libre vient
rencontrer une courbe fixe. L'hypothèse d'une percussion au point où a lieu le choc
n'est pas admissible, puisque nous avons montré que Ton devait rejeter les percus-
sions isolées comme inacceptables du point de vue physique.

Le contact donne lieu simplement à une réaction, et comme nous sommes sûrs
qu'il y aura modiiication de vitesse au point de contact, le fil glissant sur la courbe,
et nulle part ailleurs, ^u l'absence de percussions, la distribution des vitesses ne
sera plus continue en ce point aussitôt après le choc. Le cas où un fil vient en con-
tact avec une surface en un seul point donne les mêmes résultats.

En imaginant le choc d'un fil de fer sur un fil pendant librement, on voit que,
bien que le contact ait lieu depuis un court instant, le mouvement du fil de fer n'est

guère modifié et les éléments du fil se sont très peu déplacés sauf au
voisinage du point de contact. Remarquons qu'après ce court instant
la réaction au point de contact À peut devenir très grande surtout
s'il y a frottement, et cela en un temps relativement court. Les deux
tensions du fil au point connu A sont reliées par T' — TV*, ƒ coef-
ficient de frottement sur le fil de fer, a angle dont a tourné la tan-

' gente, en supposant le glissement du fil.

Problème. — Un fil plan vient s'appliquer en entier sur un contour fixe, à un
instant donné, le contact subsiste après le choc. Nous supposons connue la distri-
bution des vitesses avant le choc. Nous devons introduire une percussion de contact
en chaque point du fil, normale au contour, soit <£. Nous supposerons pour simpli-
fier que la densité du fil est constante. Nous avons les relations suivantes où les
indices o et ï désignent un élément avant et après le choc :

r t ds

f(o-v°) = -£- + £.

T" ~ "F = TT '
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La première équation donnera V* quand on connaîtra T. Éliminons $ entre
les deux dernières équations, on trouve :

R * R* '

donc :

dSJ ~Êt
a et p étant deux constantes d'intégration. On peut simplifier cette formule en
remarquant qu'avant le choc on a la relation :

ds

et par suite :

on vérifie ensuite que :

est constant tout le long du fil. On détermine les deux constantes en écrivant que
les percussions de tension sont nulles aux extrémités.

Même problème en supposant que le fil ne s'applique qu'en partie. Nous suppo-
serons par exemple que la portion AC reste libre, CB étant appliqué sur le
contour :

Sur AC sur CB

ds'

T

R* R

Aux deux extrémités A et B les percussions de
tension seront nulles. Que se passe-t-il en C? Je dis
que T est continu en ce point. 11 suffît en effet de
considérer un élément de fil dont les extrémités sont
de part et d'autre de C. Il est soumis à deux perçus-
sions de tensions finies, à une percussion de contact
infiniment petite ; comme la variation de quantité de mouvement est aussi infiniment
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petite, T est bien continu. — est aussi continu, car cela résulte de la continuité
cts

de Wt et de la première des équations (8). Il y aura donc en général une disconti-

nuité de vitesse normale en C, Nous avons deux équations différentielles à inté-

grer, donc en principe quatre constantes à déterminer. Or nous avons quatre rela-

tions : T = o aux deux extrémités, T et —— continus en C. Le problème est donc
ds r

bien déterminé. Remarquons que la discontinuité possible pour la vitesse normale
entraîne que S ne tend pas vers zéro en C.

Problème.-r- Dans son mouvement un fil vient s'appliquer complètement sur une
surface. Il n'y a pas de frottement, et après le choc le fil glisse sur la surface. Nous
appellerons t5 l'angle de la normale principale au fil avec la normale à la surface.
La seule percussion extérieure est une percussion <£ portée par la normale à la sur-
face. Les équations intrinsèques des percussions donnent :

, T cos Ö

après le choc

Vî = o ou V* cos d 4- y\ sin d = o,

cette relation donne en tenant compte du système précédent :

i \
— (V; cos d -hV6 sin ià),

~ ~ R

T est donc déterminé par l'équation différentielle suivante :

,» T I T
 c o s ' t 5 , y» c o s Q - 0

• R t + ^ T ~ + " R ~ ° *

dont on peut simplifier la forme en introduisant la courbure normale et la cour-
bure géodésique.
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ou un cer-Si en particulier le fil s'applique suivant une géodésique f — = o J

cle géodésique (RG = Cle) le problème se ramène aux quadratures. S'il vient s'ap-

pliquer suivant une asymptotique f — = o J il n'y a pas de percussions de tension ;

en effet si les deux extrémités sont libres T = o en ces points, T = o convient à
l'équation et nous savons qu'il n'existe qu'une solution; si Je fil est une courbe fer-
mée, T = o est la seule fonction périodique satisfaisant à l'équation différentielle.
Plus particulièrement si un fil vient s'appliquer sur un plan, comme toute courbe
du plan peut être considérée comme une asymptotique, il n'y aura aucune percussion
de tension.

Revenons au cas général. Nous avons obtenu T, on en déduit immédiatement la
percussion normale, puis la variation de vitesse. On peut introduire les variations de
vitesse suivant la normale à la surface et la normale géodésique.

w - i i
'— ds'

nG

2
R.

Dans le cas particulier où le fil s'applique suivant une asymptotique, nous avons
vu que T = o, il y a variation de vitesse seulement suivant la normale, variation
connue à priori. On en déduit immédiatement :

Problème. — Un fil est enroulé sur une section
droite d'un treuil circulaire. Dans son mouvement le
fil est entraîné sans glissement. A un certain moment
une extrémité du fil est bloquée, le fil se tend et finit
par glisser sur le treuil. Déterminer les percussions.

Au contact du treuil et du fil il y a des percussions
de frottement. Nous remarquerons que pendant toute
la durée du choc la direction des forces de frottement
est invariable : elles font l'angle © avec le rayon et
sont situées dans le plan de la figure. La percussion
de contact aura donc la même direction. Nous dési-
gnerons par g la percussion normale et ƒ $ la percussion tangentielle. Le sys-
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tème (8) nous fournit les équations :

où W, = o

Par suite W, est constant et

* - *

est donc déterminée par l'équation différentielle

dont l'intégrale générale est

po,R*
— • — — ,

a étant une constante d'intégration qui se détermine quand on connaît la percussion
au point B, percussion variable suivant que le fil est libre ou supporte une masse»
Si 2 est la percussion en ce point :

ae

La percussion en A est

OU

a désignant l'angle dont est enroulé le fil.
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Connaissant la percussion en chaque point du fil on pourrait avoir assez simple-
ment le système des percussions subies par le treuil en faisant la somme géométri-
que des tensions en A et B, augmentée de la variation de quantité de mouvement
de la portion de fil enroulée. Pour avoir le moment au centre du cercle on opérerait
de même.

Retour sur la cinématique des fils inextensibles. — Soit M un point bien déter-
miné du fil, toujours le même quand le temps s'écoule. Nous désignerons par Ü la
rotation instantanée du trièdre de Frenet en M. Nous allons commencer par retrou-
ver la relation de compatibilité pour les vitesses de la manière suivante : Écrivons
qu'un point voisin M' du fil a même vitesse que s'il était fixé au solide de masse
nulle qu'entraîne le trièdre principal en M , le calcul étant fait en négligeant les infi-
niment petits du second ordre.

' OU ^-ds

d'où on déduit facilement

(i.) 17 = û ^ ' <-17 = o- (3>

Remarquons tout de suite que la formule (n) permet d'avoir la composante de
la rotation suivant le plan normal de la courbe, mais non la composante suivant la
tangente; cela provient de ce que la rotation d'une barre est définie de la même
manière : une rotation de la barre autour d'elle-même ne constituant pas un dépla-
cement.

La méthode précédente ne fournissant pas cette composantB tangentielle, nous
allons procéder autrement. Nous allons écrire que dans le trièdre de Frenet de vitesse
angulaire connue, on peut déterminer la vitesse de tous les points. Nous écrirons
d'abord :

or

£_•i-v..

donc

C'est la relation (i i).

Fac. des Se, 4« série, t. I.
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On en déduit, en faisant le produit scalaire par t, n, b,

donc :

(12)
Q , = n.XS

De la même manière :

Or d'après les formules de Frenet

0 0

Faisons encore le produit scalaire par t,

ou

Comparons avec la relation ( 12)

que l'on obtient en dérivant (3), nous n'avons donc pas de relation nouvelle.
Faisons le produit scalaire par n

n

ou

(.3, U
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Relation intéressante car elle indique de quelle manière va se modifier la forme
de la courbe (plus exactement sa courbure, mais nous allons trouver dans un instant
une formule analogue pour la torsion).

Faisons enfin le produit scalaire par b.

Rfe.VJ. = />.(£} An) = ü.(n/\b) = £},,

cette relation nous fournit la composante tangentielle de la rotation. Cette dernière
est donnée en fonction de la vitesse par le système

Qt = R6.VÏ*,

f Qb= n.Ys.

La formule (n) nous donne la vitesse quand on connaît la rotation, dont il est
d'ailleurs inutile de connaître la composante tangentielle.

Pour obtenir les mêmes résultats nous allons indiquer une autre méthode qui
sera plus facile à appliquer à la binormale. Dans le cas présent, seule récriture dif-
fère. Nous écrirons la formule de Frenet sous la forme :

et en dérivant par rapport au temps :

11 suffit ensuite de faire les produits scalaires par t, n, b.
Nous allons terminer par l'étude de la binormale, et pour cela nous introduirons

directement le vecteur Mj .

Les formules de Frenet nous permettent d'écrire :

T

ou
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Dérivons par rapport au temps

ou

faisons le produit scalaire successivement par t, n, b

dont les deux premières sont conséquences de (3) et (i3). La troisième nous fournit

— , on peut aussi l'écrire sous la forme

Relation à laquelle satisfait la rotation. — Le système (i4) nous permet
d'écrire :

puis :

or nous avons :

(.7)

On en déduit

3Ü
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ce qui prouve que Qj est dans le plan rectifiant de la courbe, tandis que Y9 est
dans le plan normal.

Si en particulier la courbe est plane, Y'g se projette suivant la normale; et Q̂  sui-
vant la tangente.

Problème. — On considère une courbe, qui sera par exemple un fil élastique»
Deux de ses points matériels ne seront pas assujettis à être à une distance curviligne
invariable l'un de l'autre. Nous supposerons connue la distribution de vitesse tout
le long de la courbe, et nous proposons de rechercher comment varient la longueur
de la courbe, sa courbure et sa torsion. La distribution de vitesse n'est soumise à
aucune restriction. Nous introduirons la rotation du trièdre principal de la courbe
et, comme problème supplémentaire, nous aurons à rechercher comment s'exprime
cette rotation en fonction de la vitesse et de ses dérivées. Nous suivrons pas à pas la
méthode employée dans le cas des fils inextensibles. Nous allons donner une pre-
mière méthode fournissant le coefficient d'allongement du fil en chaque point, coef-
ficient défini de la manière suivante :

s est un paramètre définissant les divers points du fil, et qui à l'instant considéré
coïncide avec Tare. L'arc de la courbe peut se définir à l'aide de la formule :

que nous dériverons par rapport au temps :

— ds = 2dM . dV,

ds

ds

Cette formule s'obtient encore par la considération de deux points voisins M et
M' du fil, et de leurs positions Mt et M[ à l'instant 9 -h 86. Pour évaluer l'arc
MtM^ nous écrirons :

M, M; = — VS8 -f dM + (V + dV)8ô = dM + dV86
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et en élevant au carré, on retrouve le calcul fait plus haut.

(</s4 + ds)ods =

On vérifie que si le fil est inextensible, tout le long du fil on doit avoir la con-
dition souvent rencontrée :

Nous allons enfin donner une troisième méthode mieux adaptée aux problèmes
partiels que nous nous sommes posés. Nous avons, d'après nos notations :

relation que nous allons dériver par rapport au temps. Pour dériver le premier vec-
teur, nous allons le considérer comme le quotient du vecteur tiM par le scalaire d$.
La dérivée du vecteur t s'obtient facilement en introduisant la rotation Q du triè-
dre principal.

±ds

que nous écrirons

forme qui nous sera utile plus loin. Dans la première relation trouvée, faisons suc-
cessivement les produits scalaires par [t, n, b. Nous trouvons les trois relations
suivantes :

dont la première fournit u, les deux autres donnent Qu el U6.
Suivant la même méthode, nous écrirons :
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que DOUS dériverons par rapport au temps. Nous considérerons Ms« comme la déri-
vée de M̂  par rapport à Tare :

donc :

que nous utiliserons plus loin sous la forme

Faisons, dans la relation trouvée d'abord, le produit scalaire des deux membres
par t, n, 6, on obtient :

' — ds R '

On vérifie rapidement que la première est une conséquence de la première série
de relations trouvées :

La troisième achève de déterminer la rotation en fonction de la vitesse. La

seconde fournit -- — qui indique de combien aura varié la courbure entre les ins-

tants Ô et 6 + 86.
Nous considérerons enfin le vecteur :

R T '
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que nous dériverons par rapport au temps comme précédemment

5 <*MÏ« d /M%*\ J W „ i>0
ds \ c>6 ) ds*

Les produits scalaires des deux membres par t ou n fournissent des relations
conséquences des deux séries déjà trouvées; mais le produit scalaire par b fournit
une relation intéressante permettant d'avoir la dérivée de la torsion par rapport au
temps :

En résumé, les formules intéressantes sont

i) ÜAt=Y's— ia,

3) t.\'s =U,

3) n.Ys = Q j ,

4) é . V i = — Q , .

6) fe.Y!. = ^ ,

^ 6 v"—— JL + i k + n ("J-V 5 '

dont la première relie la distribution des vitesses à celle des rotations; d'une manière
plus précise elle permet de calculer la vitesse en fonction de la rotation et du coef-
ficient d'allongement. Les relations 3, 4, 6 permettent de calculer la rotation du
trièdre connaissant la vitesse. Mais, quoique la vitesse puisse être arbitrairement
choisie, la rotation satisfait à la même condition que dans le cas des fils inextensi-
bles, car les relations 3,4,6 qui nous ont permis de l'obtenir sont encore les mêmes,
cette relation était :

n . Qi = o .
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Ceci va nous permettre d'évaluer facilement la dérivée de la courbure par rap-

port au temps. En effet calculons V£* dont nous avons besoin pour appliquer la for-

mule 5.

V; = LiAt + tu,

-J-+ /«; + « 4>
n

2« t» I

On peut de même chercher à simplifier la formule donnant la dérivée par rap-

port au temps de la torsion de la courbe. Nous calculerons ainsi V^ en fonction de
û e t u .

Pour développer les calculs, nous nous servirons de la formule 6, ce qui donne,

en portant dans 7 :

I\ Jt\ \ r \ / 5 Jt\l l ü ö x x n i lx \ i\ / s 1 JÖ n r\

et après avoir simplifié, nous trouvons la formule très simple :

On en déduit, en se servant de 8, une relation où n'intervient pas rallongement
du fil :

1 ^ l 1 ^ 1 Cy f t b\

En particulier, si la courbe est telle, que la courbure et la torsion varient propor-
tionnellement, le premier membre est nul et cela nous donne la direction du vecteur
Q[ : il est perpendiculaire au plan déterminé par le vecteur n et sa dérivée par rap-
port à l'arc.

Relation entre la dynamique des fils et certaines surfaces réglées. — Étant

donné un fil C(M) nous avons désigné par Q la rotation du trièdre principal, mais

Fac. des Se, 4e série, t 1. 5
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nous avons remarqué qu'en chaque point on peut ajouter à cette rotation, une rota-
tion arbitraire portée par la tangente. Nous aurons ainsi la rotation la plus générale
de la tangente, soit Ü -j- Xt.

Si à partir d'un point arbitraire on mène les vecteurs équipollents aux diverses
rotations Q, on obtient une courbe qui correspond point par point à G (M). En fai-
sant au contraire intervenir toutes les rotations possibles pour un même point M,
on obtiendra une surface réglée dont les génératrices sont parallèles à /, c'est-à-dire
aux tangentes à G (M).

Sur cette surface nous allons chercher où est placée la courbe lieu des extrémités
des rotations principales et nous allons démontrer que c'est la ligne de striction de
la surface réglée.

En effet nous avons montré la relation :

ce qui indique que la tangente à C(Q) est perpendiculaire à la normale principale
de G (M). Or le plan asymptote de la surface réglée étant parallèle au plan oscula-
teur de C (M), le plan principal, qui lui est perpendiculaire et contient le vecteur t,
est parallèle au plan rectifiant de G (M). Ce plan principal contient toute direction
orthogonale à /*, donc Q's en particulier, ce que nous voulions montrer.

Dans l'étude de la cinématique des surfaces réglées, nous rencontrerons certains
mouvements où à la surface nous adjoindrons une courbe avec les relations géomé-
triques précédentes. Ceci constituera une réciproque de la proposition précédente,
s'il est possible de conserver rinextensibilité du fil et de la surface.

Distribution des accélérations le long d'un fil. — Reprenons d'abord la distri-
bution des vitesses dans le corps solide, elle est définie par la relation :

Y M =V o -hQA0M,

d'où on tire en dérivant par rapport au temps :

l\ = po -f Ü'AOM + Ü A O » - Vo);

Or :

Q A(VM — Vo) = L> A(Q AOM) = Q(L>. OM) - OM(Ü2)

et, en posant OM = X/, t étant un vecteur unitaire porté par la droite OM ;

rM = To -4- HiïAt + QtQ — Q1/),

F» = Fo + XQ, Q = Q'At + ütQ — i?t,
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Q étant un vecteur indépendant de la position des points M et O sur la droite. 11
en résulte que Faccélératioa, le long d'une droite se déplace parallèlement à un plan
fixe et que son extrémité décrit une droite. Il en est bien de même pour la distribu-
tion des vitesses le long d'une droite, mais le vecteur Q analogue était perpendicu-
laire à la droite, et on pouvait projeter la vitesse, ce qui donnait un théorème
connu. Ici, si on voulait une propriété analogue, il fandrait projeter les accélérations
parallèlement à un plan, lui-même parallèle au vecteur Q. La difficulté serait de
déterminer pour chaque droite le vecteur précédent.

Appliquons la formule que nous venons de trouver au cas de deux points infini-
ment voisins, / désignant le vecteur unitaire qui passe par ces deux points, on
obtient alors :

Sous cette forme la formule s'applique le long de tout arc inextensible, en dési-
gnant par Q le vecteur rotation du trièdre principal en chaque point, et par Q' la
dérivée de ce vecteur prise dans le temps.

Si nous posons :

en dérivant la première égalité par rapport au temps, nous avons :

ce qui prouve que :

et nous savons que :

Q,= R6.VJ..

Q 4 = n.Vi.

En opérant d'une autre manière on peut rechercher directement les composantes
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i) F
de -— sur les axes de Frenet-Serret en se servant de la formule vectorielle :

û' A* = — biïH

A titre de vérification, en se servant des valeurs rappelées pour Ut, QH, Qb on

trouve que *L = ±\'..

Nous allons obtenir l'équation différentielle de la tension en nous servant de
cette relation cinématique pour l'accélération. Pour éliminer Qf que nous ne con-
naissons que difficilement, formons :

*. ^ = - (Q; -h üï) = - i(è .vj)1 + (n.v;)-j = - v? + (t.v,y = - \ 7 ,

Reportons-nous à l'équation du mouvement des fils :

F I ?T IX

que nous dérivons par rapport à Tare :

IL— —iLv l — — —IL tH 1 n *T

3 ~~7"57 +~ôlï7~~y~ï l'^~J'Kl

P 1 ^ R / 1 + Ö 3 * R c R ï s ~ n
 f R V R + T j ;

PR

donc :

p Ds p ' ôs p* t̂ s ^ ? tV p Rs

c'est l'équation (4) sous la forme où nous l'avons trouvée :
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Étude d'un mouvement particulier de fil inextensible. — Soient A un point et
w une fonction ne dépendant que du temps. Nous allons montrer qu'il existe à
chaque instant, pour chaque point M du fil, une rotation égale à wAM. NOUS mon-
trerons de plus que le vecteur précédent est une rotation principale (rotation au
trièdre principal). Pour cela il suffît de vérifier la relation :

n ûl = o,

ce qui est immédiat, car a l'instant considéré, \ est fixe et o> constant.
Le fil est inextensible, donc Vi = wOMA^ Cherchons la variation de sa cour-

bure et de sa torsion, elles sont données par les formules suivantes :

— — = Q, + /«==(„/./> = o,

? i , u r T

ĉ e J i i i 0

Interprétons la première : En un même point matériel, lorsque le temps s'écoule,
la courbure reste constante; comme la distance de deux points voisins reste inva-
riable, il en résulte que l'angle des deux tangentes est aussi indépendant du temps.
On en déduit que la développable dont le fil est l'arête de rebroussement reste
constamment applicable sur elle-même.

La deuxième formule prouve que la torsion augmente d'une même quantité, à
un instant donné, pour tous les points de la courbe. Si initialement la courbe était
plane, à chaque instant sa torsion serait constante. Plus généralement, si le fil est
initialement une courbe de Bertrand, il le restera à chaque instant.

L'étude précédente nous conduit tout naturellement à étudier la déformation
d'une surface développable qui reste applicable sur elle-même avec conservation de
l'arête. Cette surface en effet est complètement déterminée par la connaissance de
son arête de rebroussement qui est une ligne devant conserver sa longueur; le long
de cette courbe nous devrons donc avoir :

\f
s = QAt et Q'v./i = o.

De plus, la surface restant applicable sur elle-même, l'angle de deux tangentes
infiniment voisines est indépendant du temps; donc la courbure de l'arête de
rebroussement est conservée :

AL
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Il en résulte que le vecteur Q's est porté par la tangente à l'arête de rebrousse-
ment, Qi = X/. On retrouve le cas étudié plus haut en supposant X constant.
Connaissant la rotation sur l'arête OQ en déduit la rotation en tout point de la déve-
loppable de la manière suivante : Comme chaque génératrice est invariablement liée
à Tarête, la rotation est constante tout le long de chaque arête. La connaissance du
facteur X ea fonction de Tare et du temps caractérise la déformation de la dévelop-
pable. La variation de la torsion est définie par :

Comme X est une fonction arbitraire des deux variables, nous voyons qu'on
peut amener en contact, d'une manière continue, deux surfaces développables dont
les arêtes de rebroussement ont même courbure aux points homologues. Si de plus
cette courbure est constante, on peut faire glisser les deux surfaces Tune sur l'autre
en maintenant au contact les arêtes.

Autre exemple. — Soit un mouvement où la rotation soit Q = 0/1, o étant
seulement fonction du temps, et le fil étant inextensible.

On vérifie que cette rotation est principale car :

Les vitesses sont définies par :

dV =

On a la variation de la courbure et de la torsion par

— -

J6 T

d"où on déduit :

1 <> 1 1 d i

¥ T? ¥ + Y "FF T



CONTRIBUTION A L ETUDE DES SYSTEMES DEFORMABLES. 3g

Si, pendant un intervalle fini de temps, la rotation est définie comme précédem-
ment, on voit que :

Si, plus particulièrement encore, — 4- TTT = —r *e l°n& de *a courbe initiale,

il en sera de même à un instant quelconque, en tout point du fil.
Étudions la variation de l'accélération le long de la courbe :

^- = Q\At -h ü A(Ü At) =
as

A un instant donné, le vecteur est dans le plan rectifiant et il occupe la même
position par rapport au trièdre principal en tout point de la courbe.

Autre exemple. — Cherchons si la rotation peut être dans le plan rectifiant :

Pour que v convienne, il est nécessaire et suffisant que :

Ce qui exprime que Q est porté par la droite caractéristique du plan rectifiant,
on en déduit immédiatement que :

dX = Q A tds = vnds,

Cherchons la variation de l'accélération le long du fil; nous poserons :
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et comme :

nous obtenons :

EL — v 'n *RÊI
ds ds

Est-il possible que l'accélération soit portée par la normale principale? Cela ne
pourra se produire que si :

et si, en un point particulier du fil, l'accélération est portée par la normale
principale.

Nous allons montrer que la distribution précédente de rotation est la seule qui
dV

fournisse un -—- porté par la normale principale, en effet dans le cas général où :

Q = lt + a/i + v6,

on a :

—-— = i}At= v/l — a 6
ds

et nous désirons que JJ. = o; Ü est donc dans le plan rectifiant et nous retrouvons
le problème précédent.

Fil extensible. — Soit un fil dont la longueur n'est pas invariable, et dont la
rotation du trièdre principal est :

A étant un point ne dépendant que du temps, et <o un scalaire indépendant de Tare.
C'est bien une rotation du trièdre principal, car :

n. Qi = o .
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De l'étude des iils pouvant s'allonger, nous avons déduit la \aleur de la rotation
et de l'allongement en fonction de la vitesse. Or ici c'est la rotalion qui est donnée,
elle nous fournira la vitesse à condition de connaître l'allongement n en fonction
du temps et de Varc. En se reportant aux formules établies, on voit rapidement que,
dans le cas général :

formule donnant la vitesse en chaque point de l'arc, à condition de connaître celle
d'un point particulier. Nous allons chercher la variation de la courbure et de la tor-
sion; elles sont données par les formules :

S — O' h - ±±

qui donnent ici :

0 T U

Nous pouvons intégrer ces relations en supposant u déterminé et M = i. Pour
plus de simplicité dans les calculs, nous poserons :

u =

ce qui est possible d'une infinité de façons; nous procéderons de la manière sui-
vante :

Posons d'abord :

Pour simplifier les notations, Uinstant initial sera 0 = o et nous aurons :

w($, 0) = o (s).

Comme cp est une fonction arbitraire, que nous pouvons choisir à notre gré,
sans modifier u, nous la prendrons égale à i de sorte que :

«1(5 , 0 ) = I .

Fae. des Se, i# série, t. I. 6
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Nous poserons enfin :

W = v = f wdb -\-<l(s)

et nous choisirons la fonction arbitraire d'intégration >l nulle à l'instant initial.
Nous aurons alors :

Va

Passons maintenant à Tintégration de la première équation différentielle qui
donne la courbure :

En désignant par l'indice zéro la >a!eur prise par une quantité à l'instant initial,
nous déterminons la fonction arbitraire d'intégration par :

ce qui donne, grâce au choix de i» ;

L'intégrale générale de la deuxième équation sans second membre est :

Appliquons la méthode de la variation des constantes

A 8

donc :

ï
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et grâce au choix de v, nous pouvons déterminer la valeur de la torsion :

i v($, o) -h G (s)

En résumé, nous connaissons la ^valeur de la courbure et de la torsion en fonc-
tion du temps. Nous savons que, dans ces conditions, a chaque instant le fil est
déterminé en position, à une translation près. Comme nous sommes en Mécanique,
nous dirons que le fil est connu, à un mouvement relatif de translation près.

En d'autres termes, à une translation relative près, le déplacement du fil est
connu chaque fois que la fonction a est connue.

Le raisonnement que nous venons de faire est général : si la rotation est connue
en fonction de l'arc et du temps, ainsi que rallongement, le mouvement du fil est
parfaitement déterminé à une translation arbitraire près.



II. - ÉTUDE DYNAMIQUE DES SURFACES. PERCUSSIONS

Notations. — Nous appellerons S(M), S(Q) les surfaces décrites par des points
M, U. Sur S(M) la position de M sera définie à l'aide de deux paramètres a, p. Si
pour un instant nous supposons que x représente le temps, la \itesse de M sera le
vecteur M'a. De même M'* sera un vecteur tangent à la courbe coordonnée JS varia-
ble. Les deux vecteurs M',, M'- définissent le plan tangent « et \ = M'«AM'a un
certain vecteur normal k la surface m sera un vecteur unitaire normal. Conformé-
ment à Tu sage nous poserons :

E = M'ï, v = M', • M'p, Ü = M'j,

D = M\ 5 . \ . D' = M%. N, \y = MV. N ,

H * = EG— Fs = V .

Rappelons les formules vectorielles dont nous ferons un fréquent usage :

a .(VAJV) = v. (w/\u) = w.(uAv)j

UA(VAW) = V(U.W)—W(U.V).

Nature des surfaces considérées. — Nous appellerons surface déformable une
surface matérielle qui se déplace et se déforme de manière k rester constamment
applicable sur elle-même, avec conservation des longueurs. "Vous verrons plus tard
des moyens de réaliser pratiquement de telles surfaces.

La statique de ces surfaces a été étudiée par Leçon m (/. E. Polytechnique* a<jt
1880) et Beitrami (Mémoires Acad. Boiogna, irt série, t. 3, 1882).

Cinématique de ces surfaces. — Considérons une courbe tracée sur la surface;
comme elle est de longueur invariable, nous pouvons la considérer comme un fil et,
pour qu'une distribution de vitesses sur la surface soit compatible a\ec Tinextensi-
bilité de la surface, il faudra que, pour toute courbe, nous ayons :

fis

ou sans spécifier le paramètre de la courbe :

(2) rfV.rfM = o.
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Nous allons aboutir à cette formule fondamentale d'une autre manière particu-
lièrement intéressante.

Considérons le plan tangent en M comme invariablement lié à la surface, et le
solide de masse nulle qu'il entraîne dans son mouvement. Désignons par Ü la
rotatiou instantanée de ce solide. Écrhons qu'un point M' de la surface, infiniment
voisin de M a même vitesse que s'il était situé dans le plan tangeut en M, aux
infiniment petits du second ordre près :

ou encore, les différentielles étant prises à 0 (temps) constant

(3) dV

ou ;

On en déduit immédiatement, d'après les piopriélés du produit vectoriel :

dX. dM = o .

Dans cette relation nous allons faire intervenir le mode de représentation para-
métrique :

(V'.rfas + VjirfjS) .(M'ada + M'sdfO = o,

(M'a. V'*Wae 4- (M'» .Y'3 + M', .Y'«Wa rffs 4- (M'.*. Y'?)dps = o .

Comme celte relation doit être \érifiée quels que soient doc el djit on a les trois
relations :

On peut obtenir ces trois relations d'une autre manière, en supposant qu'au
cours du mouvement le même point matériel est toujours défini au moyen des
mêmes paramètres a 3. Il suffît en effet de dériver par rapport au temps les rela-
tions :

M ' ; = K ( a , ,8), M '« . \ t r
? =F(a , ?). M ' 2 = G ( a , S),

en remarquant que les seconds membres sont indépendants du temps. Mais les for-
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mules (4) sont valables même si un même point matériel n'est pas toujours défini
au moyen des mêmes paramètres quand le temps s'écoule; cela résulte de la pre-
mière manière dont nous avons obtenu ces formules. Nous pouvons par exemple, à
un instant donné, prendre pour paramètres les coordonnées rectangulaires de la
projection de M sur un plan fixe. Si VYZ représentent les composantes rectangu-
laires de la \ilesse et si z = z(x, y) est l'équation de la surface rapportée a\ix
mêmes axos, les relations (4) s'écrhent :

V r

Y,

équations étudiées par Darboux (Théorie des Surfaces) dans le chapitre sur la
déformation infiniment petite des surfaces. Darboux appelle directrice de la défor-
mation infiniment petite le support de la \itesse Y (M), et module, la longueur de la
\itesse, ou un nombre proportionnel. 11 étudie aussi la rotation, qui s'introduit chez
lui comme intermédiaire de calcul. Il a bâti son étude (Vune manière géométrique,
complètement indépendante du point de vue mécanique où nous nous plaçons.

Application de la formule (4). — Considérons sur S (M) les lignes dont la tan-
gente coupe la \îtesse en ce-point sous un angle droit. Leurs trajectoires orthogo-
nales sont tangentes aux projections de la vitesse sur le plan tangent. Elles sont
donc définies par :

or on a aussi

en difîérentiant la première relation on en déduit :

c'est-à-dire que la vitesse est perpendiculaire aux deux directions <IM et d'M situées
dans le plan oscillateur, et par suite V est placé suivant la binormalo aux courbes
considérées.

En particulier si tout le long d'une courbe la vitesse est normale à la surface, la
courbe considérée est une asymptotique puisque sa binormale est normale à la
surface.

Si tout le long d'une conrbe les vitesses sont tangentes à la surface et normales
à la courbe, cette ligne est une géodésique.

Si une surface est telle qu'elle admet une distribution de vitesses tangentes, les
trajectoires orthogonales aux lignes de vitesses sont tontes des géodésiques. Nous-
reviendrons sur l'élude de ces surfaces.
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Étude de la rotation. — Le vecteur il n'est pas quelconque ; car la formule (3)
qui permet de calculer la vitesse en M connaissant la forme de la surface et la
vitesse en un point particulier Mo nécessite en apparence la connaissance du chemin
d'intégration. Il nous faut donc écrire que le résultat est indépendant du chemin
suivi, et que le résultat est valable pour tout point de la surface.

\ (M) = \ (Mo) + f llAdM.

11 nous suffira pour cela d'écrire que la quantité sous le signe somme est une
différentielle vectorielle exacte. On peut aussi projeter sur trois axes rectangulaires,
ou prendre un parallélogramme infiniment petit sur la surface, dont les côtés sont
des courbes coordonnées.

d'y * ti fi

(5) ü

telle est la condition à laquelle doit satisfaire la rotation.
Sous cette forme on vérifie qu'aux points homologues les surfaces S (M) et S (il)

ont leurs plans tangents parallèles et que les tangentes asymptotiques en ces points
percent le plan de l'infini en quatre points formant une division harmonique, ou,
ce qui revient au même, que si on mène par un même point les parallèles aux deux
couples de tangentes asymptotiques, elles sont dans un même plan et forment un
faisceau harmonique. Darboux Ta démontré dans son chapitre sur les Douze Sur-
faces, en prenant comme paramètres x et y. Aous le démontrons un peu plus loin.

Recherche des rotations compatibles avec une forme de surface donnée. Première
méthode.

Nous rechercherons Ü eu posant

et nous allons calculer LïfJ et ü'i dont nous avons besoin pour porter dans la
condition (5)

ü'? = \'ti M', + A M'.* 4- vf, N 4- AM% 4- jxM'V 4- vN'?.
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Il nous faudrait ensuite projeter l'égalité vectorielle obtenue sur trois axes, ou ce
qui revient au même, faire le produit scalaire par M'w, M\ , N. Nous parviendrons
au résultat par des calculs moins longs en faisant les remarques suivantes : Le vec-
teur égal à chacun des membres de (5) est d'abord perpendiculaire à \TK et M'a, il
est donc parallèle à la normale en M a S^M); il est de même parallèle à la normale
en Q à S(U). Lesplans tangents aux points homologues sont donc parallèles, on
peut donc poser :

et en portant dans (5), on A oit que e = h

(6)
( U', = cM', -

On vérifie immédiatement que FM'a — EM^ et GM'a — FM'i sont dans le plan
tangent et respectivement perpendiculaires à M'a et M's. On en déduit, en se ser-
vant de (6)

ii'« . (GMf« - FM',) = (6Mf« - aWp). (GM'r — FM^) =

ü'«. (GMr. — FMy = QV • (FM1. - EM';),

et tous calculs faits, on troirve :

GD - aFD' +
g

Formons maintenant les produits scalaires de Q\ et Ü'- par N qui doivent être*

nuls :

/

D'X + DV + H-f-(Hv) = o.

**

P

m

Tel esl le système de relations qui relie la rotation et la surface pour laquelle

elle est valable.
On peut tirer facilement A et ^ en fonction de p = vïl (composante normale de-
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la rotation) qui satisfait à l'équation aux dérivées partielles du second ordre (h con-
dition que la surfaoo ne soit pas déveioppable) :

77 L PP* — plâ J + ;> ? L DP" — D'a" J
GD — 2FD' + El)"

ir

dont récriture peut se simpliiier tivùce à la courbure totale et à la courbure

moyenne :

i PD"—P'4 i i GD — 2FD'+ El)"
IV R, II4 * H ' H, H!

l 2

On simplifie encore si les asymptotiques ont été prises pour lignes coordonnées.
Reprenons la dernière des équations (7), nous allons lui donner une forme

géométrique. Prenons l'intégrale des deux membres à l'intérieur d'une portion de
S(M) limitée par un contour quelconque Jf,

La première intégrale se transforme en intégrale curviligne :

Remarquons que c = U.m et que Jldzdfi = ^is est l'élément d'aire de S(M).
Nous interpréterons l'intégrale curviligne en faisant intervenir le vecteur

et comme

on a la formule vectorielle :

(8) Z' /'f_L-r-L
N\ü.md5= f(mAQ).<m(= f(QAdM).m= fm.d\

Le vecteur U s'obtient en faisant tourner d'un angle droit, dans un sens conve-
nable, la composante de Q dans le plan tangent. Ce théorème peut s'énoncer ainsi :

Fac, dea Se, ,\m série, t. I. 7
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Ie flu\ du \ecteur ( h-7— ) LJ H travers une portion de la surface considérée,

est égal à la circulation du vecteur m/\£l. Pour les surfaces à courbure moyenne
constante, il y a proportionnalité entre le flux de Q à travers une portion de surface
et la circulation de l | | le long du contour qui la limite. Plus particulièrement, pour
toute surface minima, la circulation de 'II le long d'un contour fermé arbitraire est
nulle. f|l dépend donc, sur la surface d'un potentiel, c'est-à-dire que sa circulation
le long d'un arc non fermé dépend seulement des extrémités et non du chemin par-
couru. Nous y reviendrons plus loin,

Autre méthode de recherche de la rotation, en commençant par £}'„ et Lïp.
Nous allons rechercher les trois fonctions a, b, c qui les définissent, ainsi que le
montrent les formules (6); £} s'obtiendra ensuite par intégration à un vecteur
additif près. Il va nous suffire d'écrire que

par suite :

bf>M', — a'? M', + bU\? - rtMV- = c'«M'* — //*M', 4- eW'«« — 6M'«3.

Faisons maintenant le produit scalaire par M'«, M';, N.

(9)

VAb't — c'«) -h F(fc', — a'O — a (Vâ — - <J'a ) -f /̂ E'4 — c - E'o = o,
\ 2 / ' 2

F (/A — c'O -h G (6', — a'i) - a - (V, + />Gf, — r f F'* — - E ' A = o f
2 \ 2 ' /

Si nous avons pris pour lignes coordonnées les asymptotiques de S (M),
D = D" = o, donc b—o

Le long d'une asymptotique, la dérivée de ü est tangente à l'autre asymptotique.

Recherche des vitesses compatibles avec une surface donnée : Nous emploierons
une méthode analogue à la précédente en posant
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que nous transporterons dans les relations de compatibilité (4). Noxis obtenons
ainsi les trois équations aux dérhées partielles

(10)

Eu'« + Fv\ + - VJ«u + - K'tv = V>w,

En'} -f F(«'. + v'?) -f (iy
f. + F', a + F > = D'w,

Fa's + fit/* + - G'Ku + -.«',« = î)'«i.
2 2

Multiplions-les respectivement par G, —F, E, il s'introduit II et ses dérivées
partielles, et nous pouvons mettre sous la forme :

W(GD — 2FD' -h ED") = H I ^--(Ha) -f -^- {l\v) 1,

qui, grâce à la courbure moyenne :

i i __ GD — aFD' + EDg

K+"ST~ H3 '

s'écrit :

C'est, aux notations près, la relation obtenue précédemment pour la rotation.
Par les mêmes calculs, on en déduit la relation intégrale :

qui s'énonce de la môme manière que pour la rotation : Le flux de i ——h -— )V à

travers une portion de la surface est égal à la circulation du vecteur rll = m A V le
long du contour qui la limite.

Si, en particulier, il existe sur S (M) une ligne fermée tangente à la projection
de V sur le plan tangent, le flux de la vitesse à travers la portion de surface limitée
sera nul.

Pour toute surface fermée, le flux total de la vitesse est nul puisque le contour
esl réduit à un point.

Sur toute surface minima, la circulation de 11 dépend d'un potentiel; elle
dépend des extrémités et non du trajet suhi.
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Une remarq\ie curieuse à faire esl que la vitesse et la rotation satisfont à la
même relation (8) ou (4) relativement à S (M).

Il est possible de donuer une autre origine à la formule (u ) que nous menons
d'établir dans le cas de la vitesse. Si nous considérons une surface à l'instant* 0, dont
chaque point est animé d'une vitesse Y qui conserve ou non les longueurs; un
contour toujours formé des mêmes points matériels limite une surface S (6) dont la
variation est connue par :

le premier terme représentant la variation normale et le deuxième la variation
tangentielle.

Si la surface est inextensible, le premier membre est mil, donc aussi lo second.
Si maintenant nous prenons comme vitesse, non plue Y, mai? Ü (à un facteur ).

d'homogénéité près). La formule ( n ) établie pour la rotation nous montre que les
surfaces lieux de M et de M 4- AU36 se correspondent a^ec conservation des aires,
mais sans conservation des longueurs en général.

Variation de la courbure et de la torsion d'une courbe tracée sur la surface.
Nous allons employer une méthode analogue a celle que nous avons indiquée pour
les fils, pour rechercher les dérivées de la courbure et de la torsion prises par rap-
port au temps. Nous supposerons connues la vitesse et la rotation en chaque point
de la surface.

Soit une courbe tracée sur la surface, t, n, b ses vecteurs unitaires principaux,
m et g deux vecteurs qui lui soient normaux portés par la normale à la surface et
sit\îé dans le plan tangent. Nous désignerons par t3 l'angle de la normale à la sur-
face et de la normale principale.

Nous avons :

m = n cos c.) 4- b sin ci,

y = — /i si n C) 4- b cos U,

et les formules analogues à celles de Frenel-Serret :

dt cos o
~d$^ H ~

dm cos cS

•m —

ds R • '

(

sin (->
R 'J'

'da i \

dt
ds

dm

dg
ds

t

t

m

m

9

_ g
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«n posant

cos ci i sin C.5 Ï dit i t

""R-^XT' ™ R ~ = = " R 7 ) "* T~7'

Rappelons que Q représente le vecteur rotation du solide de masse nulle invaria-
blement lié au plan tangent au point M considéré. Dérivons les formules précé-
dentes par rapport au temps eu remarquant que les dérivées de t, m, g sont des
vitesses dans un corps solide :

Et, en opérant de mrrue pour les deux au 1res relations, nous pourrons écrire :

D'où on déduit très facilement :

; on peut les résumer dans l'unique formule :

Nous allons retrouvée un résultat bien connu, en remarquant que dans tous les
cas, le vecteur iïs est parallèle au plan tangent en M. Il en résulte que le coefficient
du vecteur m est nul, et par suite que la courbure géodésique est conservée quand
la surface se déforme. On peut donc écrire la formule :
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Comme Q's ne dépend que de la tangente considérée, et non du plan oscillateur,

pour toutes les courbes tangentes à une direction donnée ot 5— sont les

mêmes. En efîet

o; = •
<*dadfi -f-Gdp*

ne dépend que du rapport ~ - et la formule précédente permet de calculer -̂

m

Considérons une deuxième direction tangente à la surface, faisant l'angle 5» avec
la première :

tt = t cps tp -f gf sin a»,

^j = — ̂  cos ? -f gr cos -p.

La relation

(5) 1 >'« A M'p = i}'? A M'«,

est valable pour deux directions quelconques. Elle donne ici :

(,3) s i n ? -

Conséquences de la relation (12).

Les deux vecteurs dM et dÙ se correspondant homo^raphiquemeat sont situés

dans des plans parallèles. Il existe deux couples de ra>ons homologues rectangulai-

res. Pour Tune de ces directions on a iïs, t = o et par suite — = 0.

Théorème. — En chaque point d'une surface il existe deux directions rectangu-

laires pour lesquelles — ne varie pas. S'il y en a plus do deux, ou deux non rectan-

gulaires, il en est ainsi pour toute direction.

Supposons qu'il existe des rayons homologues parallèles réels (deux couples;, on
a alors

Ü;.* = O. ±-±- = 0,

et pour ces ditections la courbure normale ne \arie pas. Los bissectrices de ces

deux couples sont les directions pour lesquelles — ne varie pas.
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Appliquons la formule (i3) aux deux directions où - — ne varie pas :

On peut appliquer la même formule en prenant deux directions, Tune où — ne

varie pas, et l'autre où —— ne varie pas.

Cette même relatiou (i3) nous montre que pour deux directions rectangulaires
3 / ï i \

quelconques, — [ 1 J = o.

"Vous allons retrouver d'une au Ire manière les courbes où —-— ne varie pas.

Nous remarquerons d'abord que la connaissance de la variation de la courbure nor-
male jointe à la constance de la courbure géodésique, permet de calculer la variation

de (.5, puis celle de la torsion de la courbe. Il en résulte que les courbes où ne
m

varie pas sont celles pour lesquelles il en est de même pour Ci. Or, à propos des fils,
nous avons introduit la rotation du trièdre principal, qui est différente de celle ici
considérée, elles ne coïncident que si C/J ne varie pas, les deux solides de masse
nulle sont alors les mêmes, quoique non définis par les mêmes trièdres. Pour la
courbe, nous avons vu que iïs était dans le plan rectifiant, et pour la surface,
Q's est dans le plan tangent. Comme ces deux vecteurs don ent coïncider le long de
la courbe considérée, deux cas peuvent se produire :

ï" Les deu\ plans sont confondus, c'est le cas des géodésiques et on retrouve une
propriété des géodésiques : si sur une surface une courbe a, à un instant donné, en
tout point son plan oscillateur normal, il en est de même si on déforme la surface.

2° Si les deux plaus sont distincts, la circonstance ne peut se produire que
si Q's est porté par la tangente, et nous relroirvons ainsi les courbes pour lesquelles
la courbure normale ne varie pas.

On trouvera ces courbes en cherchant les lignes telles que

où X est un nombre.

En particulier si la surface est minima et que ses rotations soient définies par
une sphère, les courbes cherchées sont les lignes de courbure. Les trajectoires de

leurs bissectrices sont les asymptotiques pour lesquelles — = — ne varie pas.
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Variation de la courbure de la surface» — Nous savons que les rayons de cour-
bure principaux sont donnés par l'équation :

' — D'*)R2 — H(GD — 2FD' -f EDff)R -f- H* = o,

qui fournit les expressions de la courbure totale et de la courbure movenne :

i _ DP"—D* i i __ GD — 2FD' + ED"

\ous commencerons, à titre de vérification, par retrouver le théorème de Gauss
sur la courbure totale en montrant que

comme ceci a lieu à chaque instant, il *»n résnltera bien que la courbure totale ne
variera pas.

Comme le dénominateur de la courbure totale ne dépend pas du temps, il nous
suffira d'évaluer l'expression :

Or, d'après les notations :

D = M"««. \ , D' r=r M"aï. N, D" = M V . N ;

on en déduit

et comme

\ \ = Ü A M \ , \f/.* == Ü', A M '« 4- Ü A Mw
a*,

^ = N .(Q'.AM'. + Ü AMV + MV

on a donc les relations :
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Mais les formules (6) nous donnent :

donc :

formules très importantes pour la suite, et il s'ensuit que :

D ' ^ D ' ¥ + D H>(D

en tenant compte de la dernière des équations (9).
Passons au calcul de

car E, F, G, H sont indépendants du temps.
, , , , , , , . JD 3Df JD"

1) après le calcul precedent, nous connaissons —-, -rr-» -rr-

G ^ — 2 F ^ + E ^ = N. [Q', A (GM1. - FM'O + Û', A (— FM'. +
dfJ tS9 do

= U'«. [(GM'« - FM'p) A N] 4- O'c • [ ( - FM', + EM'?) A N |

donc

C'est la formule cherchée. Contrairement aux apparences, le deuxième membre
de cette relation ne dépend pas du système de coordonnées, mais uniquement du

Fac. des Se, 4* série, t. I. 8



58 H. PVIUOUX.

point choisi sur la surface. On peut aussi faire intervenir les composantes a. b, c
de Q', et <>',.

D f i i \ Ga — 2F6 4- îv*

Complément sur la déformation des surfaces. — Aous avons déterminé ta
\arialion des rayons de courbure en un point de la surface mobile, eu fonction de
la vitesse de ce point, ou en fonction de la rotation du solide de masse nulle lié au
plan tangent. On peut opérer autrement pour se rendre compte de la déformation de
la surface en étudiant le déplacement infiniment petit du trièdre principal de la
surface en M. Mais ce trièdre n'est pas entraîné seulement par le mouvement de la
surface, comme il est lié aux directions principales, il a une rotation propre par
rapport au solide de masse nulle lié au plan tangent. Cette rotation est d'ailleurs
portée par la normale eu "M, et nous nous proposons de la déterminer.

Si pendant le temps 30 le trièdre principal tourne de l'angle oV, cette rotation

supplémentaire to sera égale à —-.

Rappelons la formule donnant le sinus de l'angle de deux directions du plan

tangent définies par les valeurs m et mr du rapport ~- :

si 11 V = •

y/E 4- aF/n 4- Gm% y/E 4- aFm' 4- Ont"

Pour un angle infiniment petit, celte formule devient :

E -f aFm -f Gm

On sait que m et mf, pour les deux directions principale:*, sont racine> de
l'équation du second degré :

a 4- bm 4- f m* ̂ = o.

avec :

a = FD—ED\ b = GT) — ED\ r = GI)' — FD\

Dérivons l'équation en m par rapport au temps, les accents désignant les déri-
vées :

a' + b'm -\-c'ni* -h (6 4- 2cm) —- = o;
O
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d'où la valeur de o :

"Vous sommes certains a priori que la valeur de cette quantité sera la même pour
m ou m\ car les deux directions principales tournent du même angle. Nous allons
le retrouver de la manière suivante : nous commencerons par ne conserver au
numérateur et an dénominateur que la première puissance de m, les autres dispa-
raissant en se servant de l'équation en m. On trouve une fonction homographique
en m après quelques calculs :

_ H [(bc' — cb') m + {ad — ca')]
(6S — m + F)

On constate que les coefficients sont proportionnels. Le dénominateur prend une
forme intéressante, il devient

6* — tAac =r (ED — 2FD' -h ED")* — 4(EG — F8) (DD" — D'a),

où on peut faire apparaître la courbure moyenne et la courbure totale de la surface.
Finalement on obtient :

(GD' - FD") ±f + (ED' - GD) ̂ L + (FD - ED') ±

i est la formule cherchée. On peut l'écrire :

D

E
IPf — f

F

D"

G

Relations entre les surfaces S (M), S(û), S(V). — La démonstration de ces
propriétés se trouve dans le chapitre sur les douze surfaces de Darboux. Toutes les
surfaces qui y sont étudiées ne nous intéressent pas au même point, aussi nous ne
signalerons que les propriétés suivantes :

S(M) et S(V) se correspondent par éléments rectangulaires.
et S(Q) par plans tangents parallèles et conjugaison des asymptotiques.
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Introduisons S(P), polaire réciproque de S(t>) par rapport à la sphère de
rayon i, ou encore corrélathe de S(ü).

S(V) et S(P) se correspondent par platis tangents parallèles et conjugaison des
asymptotiques.

Problème. — La vitesse étant donnée tout le long d'un arc de la surface S(M),
est-il possible de connaître la rotation le long de ce même arc?

Nous partirons de la formule

d\T = il A dM..

Nous désignerons par t, n, h les vecleurs unitaires principaux de la courbe
donnée, et nous poserons

\ = «/ 4- va -t- wb,

il = \t -f- jxn -f vô,

u, v, //' connus et A, a, v inconnus :

d\ a f t h\ w

= n( "' + 7r-r-4r) + ^( ît>' — - ^ - j , " ' " " i r ^ 0 c a r rfV.dM = o,
V K 1 K

donc

Il reste à déterminer A. On le tait, en se servant de ce que dil est parallèle au
plan tangent en M :

On \eut qu'il soit perpendiculaire à

N = n cos c\ 4- /; sin ö :
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par suite :

(V + -jr + Y ) COS d + (v'~ T ) sin ü = °'

relation dont nous tirons X à condition que —^—-=£=o, c'est-à-dire si C n'est

pas une asymptotique. Dans ce cas, on peut déterminer £} le long d'un arc ou on
connaît V.

En particulier si V = o le long d'un arc, Q aussi est nul.

Si Varc choisi est une asymptotique, on ne peut pas déterminer A . En effet la
relation obtenue en dernier lieu s'écrit alors :

M,

>/ ~ = o ou dil .6 = 0,

ce qui est évident car dil est parallèle au plan tangent, et b est porté par la nor-
male à la surface, A est bien indéterminé.

Nous allons maintenant nous proposer un problème légèrement différent, celui
de déterminer Q sur toute la surface, quand on connaît V sur toute la surface.
Nous commencerons par le problème inverse : trouver la vitesse quand on connaît la
rotation par ses composantes A, [X, V . Le problème est résolu par

où Ü = XM'« + ;JLM':J •+- vN .

Eu remplaçant 12 par cette valeur, on eu déduit immédiatement :

V'« = - F v M'« + E v M/,, — {x N,

V\i = — GvMf
K + FvM', + A N,

et nous sommes ramenés à un problème connu, possible, la vitesse étant définie à
un vecteur additif près.

Les dernières formules trouvées vont nous permettre de résoudre le problème
posé initialement, il suffit de faire le produit scalaire de V'a et V';i par 'M'a, M

f
ö, N.

Nous obtenons six égalités dont trois déterminent À, a, v et les trois autres sont les
relations de compatibilité pour les vitesses :

IF A = >y. V\, H8 a = — N T ' a , H*v = Mf«. V'? = — Mf
? Y',,
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Recherche des surfaces pour lesquelles il existe une distribution de vitesse tan-
gente à la surface..

Les équations (10) nous fournissent la solution; il suffît de faire dans ces rela-
tions w = o, elles deviennent :

Eu'« 4- *V« + - FJr,a f - E', r = o,
2 2

Ktt'ji -h F(u'« -h t/?) + Gu'« + F'«ii 4- K^Ü = o,

2 2 '

avec des variables quelconques. Nous allons supposer que les lignes de vitesse ont
été prises pour a variable, et leurs trajectoires orthogonales pour [i variable. Avec
ce système de coordonnées

it = o, V=uM' t t> F = o,

et le svstème initial se réduit à

ou

car E 4= o et

La première relation donne :

qui représente précisément la longueur de la vitesse

a'? = o ,

Sur une ligne de vitesse, îa vitesse a partout la même grandeur, mais cette gran-
deur change avec la ligne considérée.

La troisième relation devient :

que l'on interprète ainsi : à partir d'une même ligne de vitesse (13 constant) les lia-
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jectoires orthogonales ont le même élément d'arc /(fi)da; eu intégrant : deux lignes
de vitesse fixes interceptent sur une trajectoire orthogonale variable un arc de lon-
gueur constante.

Nous écrirons la deuxième relation :

// — y (a) ; donc \/E = -•H»
y»

et le d$* s'écrit :

7. v1*

Nous prendrons comme nouveaux paramètres

et nous aurons alors :

ch' = B(b)da* H- d(f, [d&* = r*(<j)d(f -f- da~ avec les notations courantes],

qui définit toutes les surfaces applicables sur les surfaces de révolution. Les lignes
de vitesse (8 ou b constant) s'appliquent sur les parallèles et leurs trajectoires
orthogonales sont les méridiens. On voit immédiatement, de cette manière, pourquoi
les longueurs de trajectoires orthogonales limitées à deux parallèles fixes sont cons-
tantes. Sur la surface donnée, les lignes de vitesses forment une famille de cercles
géodésiques (courbure géodésique constante, et conservée dans la déformation) tra-
jectoire orthogonale d'une famille de géodésiques. Les cas particuliers du plan et de
la sphère en sont des exemples simples.

Remarque. — La transformation qui nous a permis de passer des coordonnées.
OL et p h a, b, n'est pas unique, il est évident que le ds* est conservé par la trans-
formation

dont la signification géométrique est simple : une surface de révolution étant don-
née, on peut l'appliquer sur une surface de révolution constituée de la manière sui-
vante : les cercles parallèles sont remplacés par des cercles de rayons tous k fois
plus grands, leur écarteraient variant de façon que les longueurs soient conservées
sur le méridien, et les parallèles étant simplement étalés sur ces nouveaux cercles.
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Application aux hélicoïdes. — Ce sont des surfaces que Ton peut faire glisser

sur elles-mêmes d'une manière continue. Dans un tel mouvement, les vitesses sont

toutes tangentes à la surface. D'après ce qui vient d'être démontré plus haut, il en

résulte que tout liélicoïde est applicable sur une infinité de surfaces de révolution.

Une propriété des surfaces tîont les vitesses sont tangentes. — Pour toute surface

déformable, nous avons :

dV.f/M=o ou t.d\'=o.

Intégrons cette dernière relation le long d'un arc de géodésique

o = f\, d\ =(X. t)l - f\. dl ;

or

comme V est tangent à la surface par hypothèse, et que n est la normale, la courbe

étant une géodésique, on a

Théorème. — La projection de la vitesse sur la tangente, est constante le long

d'une géodésique, pour toute surface dont les vitesses lui sont tangentes.

Application. — Considérons un solide animé d'un mouvement hélicoïdal, et

deux points particuliers A et B. Joignons ces deux points par une courbe. Dans le

déplacement du solide, elle engendre un liélicoïde auquel nous pouvons appliquer

le résultat précédent, puisque les vitesses en A et B lui sont tangentes. Si en parti-

culier, on considère tous les hélicoïdes tangents à une direction A issue de À, s'il

existe une géodésique tangente à A et arrivant en B, la tangente en ce point sera

sur un certain cône de révolution autour de la vitesse de B. Si en particulier la

géodésique est normale à la vitesse en A, il en sera de même en B, si cette géodé-

sique existe.

On peut ajouter à la rotation du solide une rotation parallèle à AB, ce qui four-

nit d'autres hélicoïdes pour le même cnne.

A l'aide de la formule trouvée, on peut obtenir un résultat déjà vu : si en A la.

vitesse est normale à la géodésique, il en sera de même tout le long.
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Si au lieu d'une géodésique, nous prenons une courbe quelconque, le calcul pré-
cédent donne :

et en introduisant la normale géodésique : n = m cos c5 — g sin C5

ds

formule qui n'est valable que si la courbe a une tangente continue. L'intégrale cur-
viligne ne change pas de valeur si on déplace la courbe sur la surface, a condition
de conserver les extrémités et les tangentes en ces points.

Autre propriété des surfaces à vitesses tangentes. — Appliquons la formule (i i);
l'intégrale double est nulle, et par suite l'intégrale curviligne est nulle pour tout
contour fermé. Cette intégrale curviligne, prise le long d'un arc ne dépend que des
extrémités. On peut remarquer que le vecteur U = m AV se déduit de la vitesse
par une rotation d'un droit dans Je plan tangent. Nous voyons donc que sur la sur-
face, U dépend d'un potentiel o qui est constant le Jong des lignes de vitesses. Le
calcul de dz> le long d'un élément d'arc de trajectoire orthogonale donne

do —Yds (— vdi avec les notations courantes).

Application aux surfaces à courbure totale constante, celles qui sont applicables
sur la sphère ou la pseudosphère. — Considérons une figure matérielle tracée sur
une telle surface, elle peut glisser sans que les longueurs et les angles soient modi-
fiés; en quelque sorte, elle forme un corps solide pour cette surface. Les lignes droi-
tes doivent être remplacées par les géodésiques; moyennant ce changement de
langage, le théorème sur la conservation de la vitesse tangentielle le long d'une
géodésique est identique à la propriété caractéristique du solide pour les vitesses de
deux quelconques de ses points. Le mouvement plan, est un cas particulier des
mouvements sur surfaces à courbure totale constante, celui où elle est nulle.

Problème. — Nous allons rechercher s'il est possible qu'une surface admette
une distribution de rotations normales. Pour résoudre ce problème nous allons
nous reporter aux formules (7) qui déterminent les composantes de la rotation.
Elles se réduisent à

Fac. des Se, ',• série, t. I.
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Comme nous supposons évidemment que la composante normale n'est pas nulle,
nous voyons que le problème n'est possible que pour les surfaces minima. De plus,
les deux premières équations montrent que la composante normale a une longueur
constante. La surface S(ü) est une sphère de centre o; et la correspondance entre
S(M) et S(Ü) est la représentation sphérique de la surface donnée.

Quelques problèmes relatifs à la rotation. — Nous allons considérer en premier
lieu les lignes de S (M) pour lesquelles

du = Àc/M,

X étant un scalaire. Nous avons déjà rencontré ces lignes : ce sont celles pour les-
quelles la dérivée de la courbure normale par rapport au temps est nulle a l'instant
considéré. Elles correspondent si on veut,, aux rayons parallèles de l'homographie
qui existe entre dll et i/M, Nous allons déterminer À en nous reportant aux for-
mules (o)

[(bM'. — aM'^dx + (cM'« — bM'^dp] == \(M\d* + MV/B),

qui donne en annulant les coefficients de M'<, et M'̂  :

(6 —X)rfa -fcrfp = o,

adx -f (6 -f À)c?8 = o,

ce qui fournit

nous avons deux valeurs égales et opposées pour A. NOUS voyons que ces lignes ne
passent au point considéré de S (M) que si

b' — ac >» o.

Supposons maintenant que ces lignes aient été prises comme ligues coordonnées
sur la surface. En se reportant aux formules (6) nous voyons que

a =r. c = o ;

dans ces conditions A = ±b et

De plus, la troisième des équations (9), puisque h est certainement différent de
zéro, montre que Df = 0 et comme les directions asvmplotiqnes sont définies par
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on trouve pour -—- deux valeurs égales et opposées, ce qui prouve que les direc-

tions asymptotiques sont conjuguées harmoniques des lignes considérées et inverse-

ment. On peut encore dire que les tangentes en un point de S(M) aux lignes

considérées sont conjuguées par rapport à l'indicatrice en ce point.

Les surfaces S(5I) et S(12) jouent le morne rôle, la formule dil = XdM ne
rompt pas cette symétrie; aussi les tangentes à ces lignes sont conjuguées par
rapport aux asymptotiques de S(Q). Nous avons donc trois couples de droites con-
juguées harmoniques : les deux tangentes aux courbes dil = ÀrfM et les deux cou-
ples d'asymptotiques. La figure se déduit par homographe de deux droites rectan-
gulaires, leurs bissectrices et les isotropes a.u point de concours. Il y a donc deux
couples réels au plus. La connaissance de deux d'entre eux entraîne théoriquement
la connaissance du troisième.

Recherche des lignes pour lesquelles dil. dlA = o ou -^~ f — — j = o

avec des paramètres quelconques. En un point, leur direction est définie par

-h (cM\ — fcM',)d?l. (M'«</a 4- W,dri) = o

ou, en posant -y- = m,

(bE — aF) + (cE — aG)m + (cF — bG)m* = o .

Vérifions que ces deux directions sont rectangulaires, c'est-à-dire que

E + F (m + m,) + Gmml = o,

E(cF — 6G) — F(cE — aG) + G(6E — aF) = o .

Si nous avons pris les lignes du paragraphe précédent, pour lignes coordon-
nées, on trouve comme coefficient angulaire :

ce qui prouve que les quatre tangentes forment un faisceau harmonique; comme
\in couple est rectangulaire, ce sont les bissectrices de l'autre couple.

Étude du vecteur dQ en un point de S (M). — Nous savons déjà que ce vecteur
se déplace parallèlement, au plan tangent à S (M) en M et que les directions des
supports de dQ et t/M se correspondent par une homographie réciproque. Nous

nous proposons maintenant de rechercher la valeur du rapport ' " et de savoir

entre quelles limites il varie. Comme :

s _ JQ8 _ Q'grfa' 4- aQ'« . QWa dp -f Q!Uf
dM* ~~ EdS -h 2F,/a dp + GtfS
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ce rapport est égal k :
8tfV-haleté/fi 4-firfB*

a* — J2-_l_

où

8 = E65 — 2Fa/> 4- Ga\

# — E6c — F(ac 4- 6*) -h Ga6,

d = Ecf — aF6c-f G6S.

Les valeurs extrêmes de ce rapport sont fournies par :

t &d% -h #

ou

(g — Ett')rfa 4- (S* — Fu'Jrfp = o,

(9? — FttV* 4- ((J. — G«*)rfp = o,

entre lesquelles nous éliminons dot. et o*jJ. Gela nous fournit Téquation en a cher-
chée :

(8 — E O (Ç - Gd5) - (5 - Fa')' = o,

(EG - Ff)u4 - (Gg - 2F5? + EÇ)u- 4- (8(J - 5 )̂ = o.

Évaluons les coefficients eu fonction de a, 6, c :

g<* _ y = (EG - F) (ac - 6S)S,

G8 — aF# 4- E(j = (Ga — 2F6 4- Ec)f 4- u(EG — F') (6* — ac).

Un moyen rapide d'avoir 8Cj — t?* est de constater que c'est le carré de la lon-
gueur du vecteur

= &'a A Q'? = (6Mr« — aM':i) A(cM'a — 6M'?) = (ac — ès)N, t76 = (ac — b*) H

L'équation en u devient donc :

et par suite
2 . (Gfl - 2F6 -h Ec)1
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ce qui nous permet d'écrire, avec un choix convenable de signes pour les u maxi-

mum ou minimum :

uiU% = ac — b\

Ga — aF6 4- Ec
«. + «, = g

et les u sont racines de l'équation du second degré :

G a — 2 F/
u H

c
h ac — 6 = 0 .

Nous allons trouver une signification géométrique différente pour ut et ut en
introduisant les rayons de courbures (Ri et £fts de S(û). Il nous faudra d^abord
calculer les trois scalaires il\ 3)', <$(! :

et nous obtenons pour eux ces valeurs :

S) =(ac — 6S)(6D — aDf),

S' = (ac — b") (6D' — nD") = (ac — 6"') (cD — 6ür) = ac ~ b ( co __ aD"),

2f = (ac - Z?4)

On forme 2)2)ff— (J)n en se servant pour ($f des deux premières valeurs don-
nées :

(j\<j)» _ öjv» = (a c _ ^8)3 (ODff — D'5) ;

donc :

Ï â 3)ff —2)ft DD' —D™ 1
SU,SI, ™ if64 H*(oc — fc1) ac ~ ès R, Rt '

relation qu'on peut obtenir rapidement grâce à la représentation par plans tangents
parallèles de S (M) et S(Q). En effet, pour la raison précédente, ces deux surfaces
ont la même représentation sphérique, et par suite, le rapport de leurs courbures
totales est égal aux rapports des aires élémentaires homologues :

1 __ rfg(M) __ /EG— F' __
R,R8 ~ rfff(Ü)' ~~ ~ V J;<î — $* ~~ //
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Nous obtenons pour la courbure moyenne, en nous servant celte fois de la der-

nière valeur pour (J)' :

et comme

MiY 4-1\$" = (ac — bj [D(Fc — i\b) + Df(Ga — Ec) -h D"(E/> - Va)]

I I Ij

on a iînalement :

a /> c

D D' D"

E F G

valeur que l'on peut rapprocher de la formule donnant la rotation propre du triècîre

principal de S (M) en M :

a b c
1

R.

D D' Dfl

E F G

On peut exprimer « simplement en fonction des rayons de courbure :

En faisant d'autres rapprochements, on voit que les deux quantités

Ga — 3F6 + Ec
H

sont respectivement égales à

et

et ac—b%,

4 *

RA

Le sens géométrique de ces expressions prouve que les quantités où intervien-

nent a, b, c sont des invariants relativement à tout changement de coordonnées

sur S (M).
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11 nous reste maintenant à rechercher quelles sont sur S (M) les directions four-

nissant les maxima et minima de u. Reportons-nous aux équations déterminant u.

Par élimination de a on trouve :

(Fg — Efï)da* - (EÇ — G[î)(/a d$

que nous mettrons sous forme de déterminant :

= O ,

o =

dp- ï> E

da* (ï G

dp* |E&»—aFafc + Gfl8] E

— dadjï [Ebc — V(ac + 63) -h Ga/>] F

/̂a« [Ec1 — a F ^ + G6s] G

Multiplions la dernière colonne par ac — 62 et ajoutons-la à la seconde, on peut
écrire :

(Ca — 2F6 4- Ec) —dadS

Remarquons que si

daa r

Ga — aF/> -h Ec = o,

JaJ z= |«s | et -—- est indéterminé, mais peut posséder une limite. Sinon il reste :

a E

p 6 F

da* C G
= o.

Sous cette forme nous reconnaissons l'équation des lignes de S (M) où —— —
LIS i.

ne varie pas à l'instant considéré. Nous voyons que les directions où « est maxi-
mum ou nrinimnm, sont rectangulaires et perpendiculaires à la direction corres-
pondante sur S (M). Si en particulier S(M) est minima, multiplions les deuxième
et troisième lignes par Df, D, que nous ajouterons à la première multipliée par D";
comme deux des termes obtenus sont nuls, il en est de même du premier, ce qui
prouve que les lignes considérées sont les asymplotiques.

Étude de la courbure de S (Y). — Commençons par rechercher son élément

linéaire en introduisant la rotation et ses composantes. Nous avons déjà établi les

relations

n = AJVl'a + îi..M'tl-f v \ ,

^ V', = v(— FM'a + EM\) — a V
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qui nous permettent d'écrire, en désignant par l'indice i ce qui est relatif à S(V)

F1 = H i(-À !t + vtF))

d'où il résulte :

ds\ = v2Hs(Et/a4 -f zYdxdï -f Gdf) -f Hf(Xrfp — u.dx)*

ou

Calcul de D,, D't, D"^ Nous avons besoin pour cela de connaître

N4 = V« AV', = (Q A Mr.) A (Ü A M'?) = Q|X, . (U A M'J] -f M', [Q . (Q A Mr«)],

i *̂  v — *

On trouve ensuite facilement :

D;f = H4v*c.

De là on déduit la courbure totale

ac - V

et îa courbure moyenne

/ i T \ _ If a* 4- 2Àa6 + a*c Ga — aF6 -f Ec
i - | — . , i i / A «a I*

VR, RaA v|Q|' ' \lï\>

avec :

Ü2 = EX* - f aFXtjL -h Gae - f H%*.

Nous allons faire une application des résultats précédents en considérant le cas
où X et ti. sont nuls. Nous savons que cela ne peut se produire que si S (M) est une
surface minima et de plus la rotation est normale et sa longueur constante.
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Dans ces conditions, la vitesse est définie par les relations suivantes où <*> désigne
la mesure de la rotation :

i l

I l

S(M) et S(V) se correspondent donc par plans tangents parallèles et par élé-
ments rectangulaires.

Recherchons les courbures. Nous pouvons remarquer que

et que par suite les deux surfaces sont applicables à la similitude de rapport OJ près.
Nous allons retrouver ce résultat autrement en cherchant a, b, c . Nous partirons de

H '

que nous dérivons par rapport à a et j£, puis nous identifions avec les formules de
définition de a, b, c. Ceci nous donne, en faisant ensuite les produits scalaires
par M'«, M'a :

Ü'. = 6M'« - aM'„ = - <o ¥f- + £ (M*.. A M's + M'. A M'.O,
H ri

Qr = cM,a _ 6Mr? = _ 0> - | f + ^ (M\, A M'p + M'. A MV) »

d'où

E 6 - F a = - ^ D ,

) — a — — ,

Ec —

c —

Fb =
H

-~ïï

a = — (ED'-FD),

b = ^ (FD' - GD) = - £ (EDff - FD') = - ^ (ED' - GD),

les deux premières valeurs de b sont égales car la courbure moyenne est nulle :

Fae. des Se, 4* série, t. I. 10
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Pour calculer la courbure totale de S(V) nous utiliserons les deux premières
valeurs de D^, et ponr la courbure moyenne la troisième valeur ;

l'a -f- 2X5x6 -h u*c Ga — 2F6 4- -Kc

Et par suite S(V) est aussi une surface minima.

Théorème. — A toute surface minima on peut faire correspondre par plans tan-
gents parallèles et orthogonalité des éléments linéaires d'une manière et d'une
seule (à une symétrie et translation près) une autre surface minima applicable sur
la précédente.

On obtient ce résultat en supposant « = ± 1 avec un choix déterminé des uni-
tés de longueur et de temps.

Voici une autre façon d'exprimer le résultai précédent : si S (M) et S(V) se cor-
respondent par plans tangents parallèles, À = u = o et nous retombons sur le cas
précédent.

Du premier théorème énoncé donnons une démonstration géométrique. Rappe-
lons que, dans le cas général, si S(P) est la polaire réciproque de S(Q), S(P) et
S(V) se correspondent par plans tangents parallèles et conjugaison des asymptoti-
ques. Or ici S(O) est une sphère dont le centre peut être pris pour définir la corré-
lation, S(P) est aussi une sphère et aux points homologues les plans tangents sont
parallèles et par suite S(M) et S(V) se correspondent par plans tangents parallèles.
De plus les asymptotiques de S(P) et S(V) étant conjuguées, comme les unes sont
les isotropes, celles de S(V) sont rectangulaires et S(V) est minima.

La correspondance entre S (M) et S(V) ayant lieu par plans tangents parallèles,
les tangentes aux courbes homologues en des points homologues sont respective-
xneut conjuguées de la même direction par rapport aux indicatrices respectives. Ces
indicatrices sont ici des hyperboles équilatères et deux directions conjuguées sont
symétriques par rapport aux directions asymptotiques.

On a par suite pour S (M)

(d,S) = a(T, 5),

si d, cl' désignent les directions homologues, 0 la direction conjuguée commune.
T et T une direction asymptotique sur chaque surface; de même :
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et en retranchant :

(d, d') = 2(T, T') = — (éléments rectangulaires).

Les asymptotiques de S(M) sont parallèles aux directions principales de S(V).
Par plans tangents parallèles, aux asymptotiques de l'une des surfaces correspon-
dent les lignes de courbure de l'autre.

Revenons au cas général d'une surface S (M) dont la rotation est normale. Com-
mençons par rechercher la variation de la courbure et de la torsion d'une courbe
tracée sur la surface et entraînée par la surface dans son mouvement. Ces variations
sont données par la relation

39 Rm '

dm

Dans la deuxième nous utilisons l'hypothèse que la rotation est un vecteur nor-
mal constant. L'identification conduit à :

R '

M

dont nous pouvons déduire qu'à l'instant considéré

T à I

= 0 et

ne varie pas, comme la courbure géodésique.
Recherchons maintenant la rotation propre du trièdre principal de S(M). Nous

avons montré que c'est un scalaire égal à :

a b c

D D' Df/

E F G

avec

a = — (ED'-FD), = l g r ( F D ' - G D ' ) ,

b = - , (FD' - GD) = ^ (ED" - FD') = - — (ED" - GD).
H H ail'
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Si nous développons le déterminant suivant les éléments de la première ligne
nous obtenons pour la rotation propre ;

Elle est constante en tout point de la surface et est la moitié de la rotation du plan
tangent.

Cherchons maintenant la variation de la courbure moyenne de la surface :

- , - i - . _ Ca - »K

qui est nulle comme nous l'avons vu en calculant la courbure moyenne de S(V).
A l'instant 6 4- 06, S (M) est encore minima; si nous prenons alors une distribution
de vitesse définie par la surface minima que nous pomons lui associer par la loi A
précitée, un instant infiniment petit après la surface sera encore minima. Peut-on
continuer indéfiniment? En d'autres termes, est-il possible d'imaginer la déforma-
tion d'une surface restant constamment applicable sur elle-même et constamment
minima?

Imaginons le déplacement du point M en supposant que <o soit indépendant du
temps. À chaque instant le point M est animé d'une certaine vitesse qui peut être
arbitraire car nous savons que la connaissance de L> entraîne celle de Y à un vec-
teur additif près, vecteur ne dépendant que du temps. Mais le plan tangent en M est
animé d'une rotation normale et reste donc parallèle à lui-même. Dans un tel dépla-
cement la surface correspondra à une position fixe par plans tangents parallèles.
Cherchons à un instant donné la distribution des accélérations sur la surface. Nous
avons vu à propos des fils que cette distribution est définie par

dT = Ü' A dM + Q(O . (M) — Ü'rfM,

où Q' est la dérivée du vecteur 12 par krapport au temps. Remarquons que le
deuxième terme est nul, la rotation étant normale. Pour avoir Ü' remarquons que
c'est la vitesse d'un vecteur invariablement lié au plan tangent, sa vitesse est donc :

et par suite on a simplement :

que nous intégrerons à partir d'un point O fixe sur la surface

rM —ro = —o/dM ou J L O M =
6
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La solution de cette équation différentielle est :

ÖM = A cos oi/-f- B sin «>£, A et B vecteurs indépendants du temps.

Cela revient à supposer que O est fixe dans l'espace, ce qui est légitime d'après
la composition des accélérations dans un mouvement de translation, le déplacement
de S (M) étant rapporté à des axes de direction fixe issus de O. Le plan tangent
en M tournant autour de sa normale. On peut aussi supposer que O est un point
fixe arbitraire de l'espace, et nous avons le mouvement relatif de la surface. On voit

2 7Z
que chaque point décrit une ellipse d'un mouvement périodique de période — .

Q)

Darboux étudie ce déplacement à propos de l'étude des surfaces minima. Son
étude est basée sur l'équation générale de ces surfaces. Les surfaces S (M) et S (Y),
dans le cas où <o = i, sont les surfaces adjointes d'O. Bonnet (Darboux, Théorie des
surfaces, tome 1 ; la surface adjointe <TO. Bonnet).

Autre propriété des surfaces minima. — Supposons que S (M) soit minima et la
rotation soit définie par une sphère passant par O à l'instant donné. 8(P) est
alors un paraboloïde de révolution autour d'une droite Oz et de foyer 0 . La sur-
face S(V) correspondante lui correspond par plans tangents parallèles et directions
des asymptotiques conjuguées. Projetons ces directions sur un plan perpendiculaire
à Oz. On sait que pour le paraboloïde de révolution on trouve deux isotropes, la
projection des tangentes asymptotiques devant être conjuguée par rapport aux droi-
tes précédentes, elles doivent être rectangulaires, et par suite S (Y) est une surface
harmonique : z fonction harmonique de x, y . La réciproque est immédiate : si
S (Y) est une surface harmonique ses directions asymptotiques projetées sur le plan
des x, y sont perpendiculaires donc conjuguées harmoniques par rapport aux iso-
tropes; on peut donc prendre pour S(P) un paraboloïde de révolution autour de Oz
et de foyer 0 dont les projections des directions asymptotiques sont isotropes. Si
de plus nous convenons de prendre pour origine commune de nos rotations un
point de Taxe de révolution, la corrélation qui fournit S(Q) donnera une sphère et,
d'après ce que nous savons, S (M) sera une surface minima.

Nous allons traiter la question par le calcul. Nous allons prendre pour paramè-
tres les coordonnées x, y de la projection de M sur le plan tangent en 0 à la
sphère S(Q). Pour déterminer Y nous remarquerons que dans la formule

la vitesse est une fonction linéaire de la rotation. Nous poserons Q = u 4 - h Q î ,
Q( vecteur d'origine le centre de la sphère qui nous fournirait comme vitesse celle
qui est représentée par la surface minima adjointe?. Qt est le vecteur (o, o, —w)«
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Nous calculerons séparément les composantes <1e \'^ et VJ, et nous en ferons la
somme algébrique, ceci nous donne :

V. = — ( ~ FM'K + EM'?) + Ü, A M'. ,

Vp = -jj- ( - EM'C + FM',) + U, A M',,

H

TT Y'

Si X, Y, Z sont les composantes de la vitesse, on a donc :

(/Y =

yji+p' + f

dZ = o>

Formons la combinaison

V1 + P" +

et par suite

et

— H

ï — H ' i — H

Nous allons nous servir de ces relations pour comparer différents angles. Nous
appellerons a, p les angles de Oz avec la normale à S (M) et à S(V); Y angle des
deux plans tangents. On a immédiatement :

OU cos a == 11'
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puis :

et comme
Pt + (f 4- i — 2H -h H* ail

I + 1>- + Q - (,-H)' = 1T=7
I + C O S 2 0 = 2 COS* p = I — — = C O S a + I ,

et comme a et p sont des angles défiais au signe près :

a p = a ;

calculons maintenant y :

donc :

^ fi z= —

Delà première formule trouvée on déduit le résultat suivant : soient sur S(M) les
courbes où la normale fait avec Oz un angle constant, les courbes homologues sur S(V)

seront des courbes définies de la même manière avec l'angle - et aux points homo-
2

logues, les plans tangents font un angle constant - .

Le trièdre formé avec les parallèles à Oz et les deux normales a une face égale
h la somme des deux autres, les trois parallèles sont donc dans un même plan et
rune est la bissectrice de l'angle formé par les deux autres.

Cherchons à déterminer la surface minima qui correspond à une surface harmo-
nique donnée. Au lieu de la considérer comme le problème inverse du précédent,
nous supposerons que S (M) est la surface harmonique, la surface minima à déter-
miner sera une surface des vitesses. Un paraboloïde particulier de foyer O et de
révolution autour de Oz aura comme équation :

si son plan directeur est z = — i. Les paramètres directeurs de sa normale
sont : x, y, — i ; si nous voulons qu'ils soient p , ç, — i, paramètres directeurs de
la normale à S (M), ce qui assurera la correspondance par plans tangents parallèles,
les coordonnées du point du paraboloïde seront
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ce qui représente les composantes de la rotation sur les trois axes. On en déduit les
composantes de V'ft et V'ti :

?•-/»' + •

v»

Si nous supposons S (M) définie par

et la vitesse par ses composantes X, Y , Z , on a :

d\ =
2

dZ == — öda

On transforme aisément dZ en introduisant la fonction harmonique i'(a, p) telle
que Z = « + iu soit une fonction analytique de ; = x -h i$, car on a les relations :

v\Â ~ — a'p = — g, Ü'Ü = a'a = p

et on en déduit, à une constante additîve près :

dZ = dV,

Z = v.

Formons maintenant Texpression :

2(dY -f idX) = — (p — î /)2(cf« 4- idp) — (ĉ a — idp),

or p — iq est la dérivée de Ç par rapport à 5. Nous avons :

2Y + « + i(aX - p) = -f{^jdï •

Z = i>(a, p).

Nous pouvons transformer la première expression, en prenant pour variable Z et
ç pour fonction. Si le symbole ï% désigne la partie réelle de l'expression sur
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laquelle il porte, a et v deviennent les variables indépendantes et a, p deux fonc-
tions de u, v.

Nous pouvons encore transformer en prenant une fonction r, de Ç = u-f iu telle
que :

et on a les formules d'apparence plus simple

ou

Autre problème. — Nous sommes partis d'une surface harmonique pour S(M) et
d'un paraboloïde de foyer O et de révolution autour de Oz. Prenons encore la
même S(M) et un paraboloïde S(Q) de révolution autour de Oz, mais de som-
met 0. Sa transformée par polaire réciproque par rapport à la sphère de centre 0
et de rayon i donnera un autre paraboloïde de révolution autour de Oz et de som-
met 0. Nous savons que S(V) devra correspondre à ce nouveau paraboloïde par
plans tangents parallèles et conjugaison des directions asymptotiques. En répétant
un raisonnement déjà fait, cette conjugaison se conserve en projetant sur le plan
des xy. Pour le paraboloïde nous avons des isotropes, pour S(V) nous aurons des
directions rectangulaires et S(V) sera donc une surface harmonique. Nous allons
maintenant en donner une solution par le calcul, en précisant la correspondance de
S(M) et S(V), point par point.

Supposons S(M) définie par

et soit [u(a, p) la fonction harmonique associée à u de façon que Z = a + iv soit
une fonction analytique de z = % + î?. On sait que Ton a les relations :

Fac. des Se, 4* série, t. I.
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Nous partons donc d'une surface harmonique dont les rotations sont définies par

le paraboloïde 2 z = x* -h ys > l'origine des rotations étant l'origine des coordonnées.

Les coefficients de l'équation du plan tangent au paraboioïde au point x,yyz sont :

x, y, — 1 comme il y a correspondance par plans tangents parallèles avec S (M) la

rotation du point a, p de S(M) sera par suite le vecteur de composantes :

On en déduit les composantes de V* et

P9.

9'-P' , \

et si X, Y, Z sont les composantes de la vitesse :

dX — pr/c/a -f-

dZ = —

Pour interpréter simplement ces relations, formons

2i(dX — icfY) == a(dY -f idX) = — (ps — ̂  — *i

= — (p — *<Z)*(̂ « 4- «dp),

Or

_ ,

représente la dérivée de 'Ç par rapport à S. Nous pourrons donc écrire, en négli-

geant les constantes additives dont nous connaissons la signification :
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ou encore, le symbole & désignant la partie réelle de l'expression sur laquelle il

porte :

*{/(%)'«•

Formules faisant correspondre une autre surface harmonique à toute fonction de
variable complexe, ou à toute fonction harmonique.

Si nous introduisons la surface S'(M) dont l'équation est z = v(œ, y) et sa sur-
face des vitesses S'(V) dérivée du même paraboloïde, on trouve le tableau suivant
pour différents angles :

oz, normale S (M) = a ,

02, normale S;(M) = x,

normales S(M) et S'(M) = s tel que cos z, = cos2 a,

oz, normale S(V) = - ,
2

oc
oz, normale S'(V) = - ,

2

normales S(V) et S'(M) = ?,

normales S (M) et S'(V) = <p,

normales S(V) et S'(V) = - .

Si on laisse de coté la correspondance ponctuelle entre les deux surfaces harmo-
niques, et qu'on se propose uniquement la recherche de la nouvelle fonction de
variable complexe, on peut poser Y, = — i'Ç et introduire la fonction H(Yt) définie
par

dtt _ r d'C

ce qui nous permet d'écrire :
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et fitiaiement :

formules extrêmement simples si on considère r, fonction de H.
Nous allons revenir aux surfaces harmoniques et déduire de leurs propriétés

élémentaires des résultats que nous interpréterons en parlant de rotations. Soit une
surface harmonique S (M) et sa surface harmonique associée S'(M). Les paramètres
directeurs de la normale à chaque surface sont respectivement p, q, — i et
— 9» P> — l* On en déduit rapidement que les deux normales font le même angle
avec oz. Soit A une direction du plan de cosinus directeurs cos a, sin a, o et à' la

direction obtenue en faisant tourner A de -f- "~ dans le plan œoy. Ses cosinus

directeurs sont — siti a, cos a, o. Ou voit immédiatement que les angles (A, NT) et

(à', N') sont égaux quelle que soil A. Pour parler simplement, nous supposerons

os verticale, il résulte de ce qui vient d'être rappelé que les plans verticaux conte-

nant chaque normale se déduisent l'un, de l'autre par une rotation de -)- —. D'une

manière plus précise, si nous faisons tourner S'(M) de + ~ pour l'amener eu

S*(M), les normales à S'(M) et Sff(M) seront parallèles, et les deux surfaces se cor-
respondront par plans tangents parallèles. Les représentations sphériques de S (M)
et Sff(M) seront les mêmes. Comparons les éléments d'aire de S(M) et S'(M)
[ou S"(M)]. Ils sont tous égaux à \/i 4-ƒ>* 4- q*dxdy. La représentation de S (M) et
Sff(M) se fait donc par plans tangents parallèles et conservation des aires; aux points
homologues les courbures totales sont donc les mêmes, ce qu'un calcul direct
montre simplement. Pour S(M) et S'(M), du fait que les plans contenant Oz et
chacune des normales sont rectangulaires, il en résulte que les lignes de pente dé
l'une des surfaces se projettent suivant les sections horizontales de l'autre.

On peut se demander si la correspondance précédente a lieu de façon que pour
S(M) et S"(M) les directions asymptotiques soient conjuguées. Puisque les plans
tangents sont parallèles, il suffît de vérifier la propriété en projection sur le plan
horizontal.

Nous commencerons même par étudier les projections des tangentes asympto-
tiques à S(M) et S'(M) en des points homologues, où on a :

!>%• = — S, V\ri) = — / = / ' , t>"v* = 6' .
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Les directions asymptotiques de S(M) sont données par

rm* 4- 2sm — r = o ;

celles de S'(M), sont en projection :

— sm'a 4- a/vn' -f5 = o

et il suffit de vérifier la condition

a(m1/n, + n^m^) = (w, 4- mt)(m[ + m'2) ou a(— i — i) = — 3 ~ - 2 —»

ce qui est immédiat.
Or ces deux couples de directions se projettent suivant deux couples rectangu-

laires, on a donc les deux bissectrices de deux droites rectangulaires. Si on fait

ensuite une rotation de -f - pour passer à S"(M), celte propriété est conservée, et
2

nous voyons que S"(M) peut servir à définir une distribution de rotations pour
S (M). En remontant pas à pas le raisonnement précédent, on montre que si une
surface harmonique admet, pour surface des rotations, une autre surface harmonique,
cette dernière se déduit de la surface conjuguée de la première par une rotation de

-\ autour de Oz, suivie peut-être d'une homothélie.
2

Si maintenant, nous introduisons les nombres ay b, c qui définissent les vec-
teurs Q'a, Q'i, d'après ce que nous avons montré sur les courbures totales de S(M)
et S(Q), il en résulte que ac— 6S — i . et on a

Q'o; = fcM'tt — «MV», ( M'f, = — ££>'« +aU ' ; s ,

Q'? = cM'« — 6M't3, i M', = — c Q'a + b ü ' ? .

Nous avons désigné plus haut par ui et u% les valeurs maximum et minimum du
rapport des longueurs de dQ et dM homologues. Ici on a uLu% = i .

De plus, comme les points où la rotation est tangente à S(M) sont donnés par
ac — b* = o qui exprime l'existence d'une tangente et non d'un plan tangent à
S(Q), il en résulte qu'une surface harmonique ne peut posséder d'arête de rebrous-
sement réelle; ce qui est bien évident, car en un tel point, l'indicatrice est réduite à
deux droites parallèles qui ne peuvent se projeter sur xov suivant deux droites rec-
tangulaires.

La vitesse est donnée par les relations :

ofX — — (xdu -f- t'V/v), d\ = v'dx — ydu, dZ = xdx + ydyt

u (,r, v) = u ( v, — x), v (x, y) = v (y, — x).
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Problème. — Dans le déplacement d'une surface qui reste applicable sur elle-
même, est-il possible que les surfaces §(Q) de la rotation, à chaque instant, forment
une suite de surfaces applicables les unes sur les autres? Nous savons déjà que
E, F, G sont indépendants du temps, pour que le problème posé soit possible, il
faudra que {>, ff, (cj quantités analogues pour S(U) soient aussi indépendantes du
temps. Nous les avons déjà calculées en fonction de a, h, c. Considérons les trois
relations comme équations en a, b, c, tout le reste étant connu. Si, momentané-
ment, nous considérons a, b, c comme les coordonnées rectangulaires d'un point,
nous avons trois quadriques qui se coupent, en général, en des points isolés et en
nombre fini. Dans ce cas, a, b, c sont indépendants du temps. Si nous nous repor-
tons alors au système (9), nous constatons que les deux premières équations ne font
pas intervenir le temps, tandis que la troisième le fait intervenir. Nous devons donc
avoir ;

ainsi que la relation obtenue en dérivant par rapport au temps :

Or, en tenant compte*des valeurs des dérivées trouvées au cours du calcul sur la
variation sur la courbure de la surface nous constatons que ;

DD ^D' ;>D"
M M M

Cette condition exprime que les deux vecteurs U'« et Q'3 ont le môme support,
et par suite que S(Q) est dégénérée, en tant qu'enveloppe de plans tangents, en une
courbe; ou très exceptionnellement en un point, ta rotation est alors un vecteur
libre, et S (M) se déplace comme un solide. Cherchons quelles sont les surfaces pour
lesquelles il existe une distribution de rotation définie par une courbe. Sur S (M)
soient, x variable, les courbes qui correspondent à un point donné de C(Û) et, p
variable, un autre système quelconque de courbes coordonnées. Tout le long de
chaque courbe du premier système la rotation est constante, cette courbe se déplace
donc comme un solide. Reportons-nous à la formule

(5) Ü'„AM'? = Q'?AM'af

qui définit la rotation d'une surface dans tous les cas. Le premier produit étant nul
puisque Q'a = o, le deuxième est aussi nul, or £}'i3 est porté par la tangente à
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C(Q) donc M'fa lui est parallèle. Tout le long de la courbe a considérée, la tangente
a une direction fixe c'est donc une droite et S (M) est une surface réglée dont les
génératrices rectilignes sont parallèles aux tangentes de G(Q). Gomme la condi-
tion (5) est nécessaire et suffisante, à toute surface réglée on peut faire correspondre
d'une infinité de manières des rotations définies par une courbe, il suffit de prendre
une courbe dont les tangentes sont parallèles aux génératrices de S(M). Par exem-
ple, si S(M) est une surface à plan directeur, C(£2) sera la courbe plane la plus géné-
rale. Si S (M) est un hyperboloïde de révolution, ou toute surface dont les généra-
trices font un angle constant <p avec une direction donnée, C(Q) sera une hélice
quelconque coupant sous l'angle a les génératrices de tout cylindre de génératrices
parallèles à la direction donnée.

Cherchons si une surface réglée donnée peut se déplacer en restant réglée, autre-
ment dit les génératrices rectilignes restant indéformables. Pour cela il sera néces-
saire et suffisant que les rotations, à chaque instant, soient données par une courbe
dont nous savons que les tangentes sont parallèles aux génératrices rectilignes. Nous
allons étudier la variation de la rotation dans le temps. Désignons par G l'arc de

dûC(Q); —~ sera un vecteur unitaire tangent, ou un vecteur porté par la génératrice
(IG

considérée. Pour connaître sa dérivée par rapport au temps, nous nous servirons de
cette dernière interprétation :

? ?Q /A , ïû ? ?ü ,, ,
—- - — = Ü A — ou — = Ü A

La vitesse du point Ü est — , et la formule précédente montre que sa rotation

est Q. Avec d'autres notations, dans le mouvement d'un fil nous avons étudié le cas
où la rotation était OM; nous avons montré que cette rotation était principale et
nous avons étudié d'abord le cas où le fil était inextensible. Nous constatons que, la
distribution initiale des rotations étant choisie, l'arc de C(Ü) a une signification
pour la surface réglée. Puisque la rotation est principale, nous avons montré que la
variation de la courbure était nulle, et celle de la torsion :

car ici o> = i . La courbure en chaque point du fil C(û) étant indépendante du
temps, la développable dont C(Q) est l'arête de rebroussement reste applicable sur

elle-même car l'angle de deux tangentes infiniment voisines de— — est indépen

dant du temps.
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Mais cette surface déveïoppable ne se déforme pas d'une manière quelconque, car
en uu point de C(Û) la torsion varie suivant la loi :

tëntre deux instants donnés, les torsions de tous les points de C(Q) ont augmenté
de la même quantité. Nous voyons qu'en général, avec le choix le plus général des
rotations initiales, on n'aura pas une torsion nulle en tout point de la courbe à un
instant convenablement choisi. Si cela peut se produire, c'est que la courbe initiale
sera à torsion constante, et, dans son mouvement viendra s'appliquer sur une sur-
face à plan directeur quand C(Q) sera plane. Si en particulier on part d'un hyper-
boloïde de révolution (ou d'une surface dont les génératrices font un angle constant
avec une direction Ao), on peut choisir pour C(Q) une hélice circulaire dont la
courbure et la torsion sont constantes. Dans le déplacement, la courbure sera cons-
tante dans le temps et dans l'espace; la courbure sera constante le long de C(Q) à
chaque instant et C(Q) restera vine hélice circulaire. À chaque instant, S(M) aura
ses génératrices faisant un angle constant ovoc une direction A pouvant varier avec
le temps.

On voit, comme suite aux remarques précédentes, quand une surface se déplace
en restant constamment réglée avec C(Ü) inextensible, une fois la distribution des
rotations initiales'connue, on n'obtiendra pas toutes les surfaces réglées applica-
bles" sur S(M). On s'en rend aisément compte en partant d'une surface que l'on sait
être applicable sur une certaine surface à plan directeur, et en partant de rotations
initiales quelconques; la torsion de C(Q) ne sera pas constante, et le mouvement ne
pourra conduire à la surface à plan directeur applicable sur S(M).

Qu'ont de commun toutes les courbes G(Q) admissibles pour une position don-
née de S (M)? On se rend aisément compte que Tare n'est pas le même pour une
même génératrice ainsi que la courbure et la torsion, mais

R de dv dt

où dt angle de deux génératrices et d^ angle des plans asymptotes est le même en
des points homologues sur deux C(Ü). Les tangentes homologues sont parallèles à
la génératrice dont elles dépendent. Les plans oscillateurs sont parallèles car un tel
plan est parallèle à deux génératrices infiniment voisines. 11 est d'ailleurs, pour la
raison précédente, parallèle au plan asymptote le long de la génératrice considérée.
Est-il possible de déterminer des rotations initiales de façon que Ton passe d'une
surface réglée donnée à une autre surface réglée sur laquelle elle est applicable? S(M)
étant constamment réglée. 11 faut rechercher C(Ù) pour S (M) et C'(Ü) pour Sr(M)
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de façon que ces courbes aient même longueur et même rayon de courbure aux
points homologues. S'il en est ainsi, on devra reconnaître que les torsions diffèrent
d'une constante.

Si nous remarquons que la rotation n'est définie qu'à un vecteur additif près,
fonction du temps, ainsi que la vitesse, nous voyons que le mouvement de S (M) est
parfaitement connu en fonction du temps, à un mouvement relatif près, dès que les
rotations initiales sont connues.

S(M) admettant une distribution de rotations définie par une courbe, que peut-
on dire de la surface des vitesses?Le long d'une génératrice x variable, où l'élément
d'arc est dl :

Il en résulte que le point V décrit une droite perpendiculaire à Q et Ü'*, donc
à la génératrice. S(V) est donc une surface réglée, je dis qu'elle est développable. En
effet, sur chaque génératrice G de Ŝ M) il existe un point et un seul en général, ou
le vecteur Q est dans le plan tangent. En ce point, pour la direction Q, dV = o , et
pour toute autre direction : d V = Q A dM est perpendiculaire au plan tangentà S (M)
en ce point. S(V) ne présente pas de plan tangent homologue, mais une tangente;
le lieu du point de contact est l'arête de rebroussement de la développable.

Signalons que dans le cas où S (M) est quelconque, les points où Ü. N = o for-
ment une ligne fournissant sur S(V) une arête de rebroussement. Remarquons que
sur S(M), en chaque point de cette ligne la rotation ne lui est pas tangente en géné-
ral, sinon le long de cette courbe dV = o et S(V) présenterait un point conique où
le cône des tangentes serait le lieu des tangentes de rebroussement. Si S (M) était
réglée avec vitesse dérivant d'une courbe, S(V) serait un cône.

Demandons-nous ce que seraient les rotations les plus générales d'une surface
réglée, mais qui ne le resterait pas dans la suite de son mouvement. Considérons sur
S (M) ses génératrices reclilignes G et ses asymptotiques A, quand le plan tangent
tourne autour de G, sur S(Û) on a comme courbe homologue la courbe de raccor-
dement avec le cylindre circonscrit de génératrices parallèles à G. On sait que la
courbe de raccordement est conjuguée delà caractéristique du plan tangent par rap-
port à l'indicatrice de S(V) en ce point.

Même résultat pour G et la tangente à A, il en résulte que la tangente en il à
la courbe de raccordement est parallèle à la tangente asymptotique en M sur S (M).
On encore :à une génératrice de S(M) correspond sur S(Q) une courbe dont les tan-
gentes sont parallèles aux tangentes asymptotiques le long de G . Or on sait que les
tangentes asymptotiques le long d'une génératrice engendrent une quadrique, elles
sont donc parallèles aux génératrices d'un certain cône du second degré. Aux asymp-
totiques de S(M) correspondront les courbes conjuguées des précédentes. Ce seront
les courbes dont les tangentes sont parallèles aux génératrices de S (M). Mais S(Q)

Fac. des Se, 4e série, t. L 12
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ne sera pas la surface la plus générale engendrée par de telles courbes, car il faut
que le lieu des points ou la tangente a une direction donnée, ait sa tangente parallèle
à la tangente asymptotique à S (M) où le plan tangent est parallèle à celui de S(U).

Si S (M) est un hyperboloïde de révolution, S(Ü) sera engendrée par des hélices
faisant avec Taxe de l'hyperboloïde le même angle que ses génératrices. Comme il y
a deux systèmes de génératrices reclilignes, S(O) sera engendrée par des hélices de
deux manières différentes, et qui sont conjuguées. Faisons déplacer une des hélices
précédentes par translation, un de ses points décrivant une autre hélice. On obtien-
dra une surface de translation et on sait que les deux systèmes d'hélices sont conju-
gués. Une telle surface sera S(O) pour l'hyperboloïde de révolution. Elle dépend de
deux fonctions arbitraires ainsi que la surface S(û) la plus générale pour une sur-
face donnée. On a donc la solution générale pour l'hyperboloïde de révolution. De
même pour une quadrique réglée réelle, puisque toute génératrice est parallèle h
une autre génératrice de l'autre système, S(U) est engendrée de deux manières par
une courbe doûi les tangentes rencontrent à l'infini là section de la quadrique par le
plan de l'infini, les deux familles étant conjuguées. Si, plus particulièrement, on a un
paraboloïde hyperbolique il existe, sur S(V), deux sections de plans parallèles don-
nant des courbes conjuguées. Comme dans le cas de l'hyperboloïde de révolution,
pour toute quadrique, S(Q) est une surface de translation se déduisant par affinité
soit des surfaces minima (cas de la sphère) soit des surfaces rattachées à l'hyperbo-
loïde de révolution.

Reprenons l'étude des surfaces S(M) dont S(£2) reste applicable sur elle-même.
Nous commencerons par rechercher les surfaces pour lesquelles S(12) a ses cour-
bures invariables. Rappelons les formules :

a b c

D D' IY

E F G

Nous voyons que pour que les conditions précisées soient satisfaites, il est néces-
saire et suffisant que ac — 6* et le déterminant précédent soient indépendants du
temps. Leurs dérivées par rapport au temps sont donc nulles, ce qui donne :

a*

D

V,

6e

D'

F

c\

D*

G

0« 4-

a

Wa

E

CIC o -

b

U%b

F

= o,

c

IV c

G

= o.

Le deuxième déterminant est identiquement nul, donc le premier doit être nul.
Multiplions-en respectivement les colonnes par c, — zb, a et ajoutons-les à l'une
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d'entre elles. Deux des nombres obtenus sont nuls, le troisième doit être nul, sinon
les trois mineurs du déterminant relatif à E, F, G devraient être nuls simultané-
ment, et par suite :

soit Ga — zFb -f Ec = o,

soit
Ü D'

^1
D" *

avons donc deux catégories distinctes de solutions^). La première condition
exprime que les courbures de S(M) ne varient pas. Nous allons étudier ces surfaces.

En nous reportant à la théorie faite à propos de l'étude du rapport des longueurs
de dÇl et dM, nous voyons que le maximum et le minimum de ce rapport, affec-
tés de signes convenables sont donnés par

Ga-2F6-f Ec
«« + «* = g '

ui ut = ac — b%.

La première de ces relations montre que le maximum est égal au'minimum en
valeur absolue, et par conséquent que nous avons une représentation géodésique de
S(M) sur S(Q). Le rapport des arcs est constant en chaque point de la surface et il
est égal à \Jb%— ac. Ceci prouve que la quantité ac — b* est négative pour ces
surfaces, et les courbures totales sont de signes contraires. 11 eu résulte aussi que le
ds1 des surfaces S(Q) est indépendant du temps, ou encore S(Q) reste applicable
sur elle-même, la correspondance ponctuelle étant définie par l'application corres-
pondante de S(M) sur elle-même.

Réciproquement, S(Q) peut-elle rester applicable sur elle-même par la corres-
pondance ponctuelle précédente? Pour cela il faut et il suffit que les trois coefficients
du ds* de S(Q) soient indépendants du temps :

~ Ebc — F(ac-f

Si nous dérivons par rapport au temps, nous avons trois équations linéaires et
homogènes par rapport aux dérivées, le déterminant des inconnues doit donc être
nul :

Ga —Fô E6 — Fa

Gfe _ Fc Ga — 2F6 f Ec E6 — Fa

o Ga —Fe Ec —F6

= o ou

X

Y

o V

O

8

0

= o .

(') La deuxième catégorie est distincte de la première, mais on retrouve encore la
périodicité du mouvement.
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En développant ce dernier déterminant, on trouve :

(a S — py)O 4- S) = o

ou

(EG — F1)(ac — //)(Ga — 2F6 -f Ec) = o .

Les deux premières parenthèses sont différentes de zéro, donc la courbure
moyenne de S(M) ne varie pas dans le temps.

Entre les coefficients 8, f?, (| on a les relations :

§a — 2$b + gc = (Ga — 2F6 -h Ec)(ac — à1) = 0,

ECJ — 2F 5 -h G-g = (Ga — 2F6 4- Ec)1 + aIP(6* — ac) = all*^1 — ac).

La deuxième montre que 6' — ac est indépendant du temps; on aurait pu le
constater à partir de la courbure totale de S(Q) qui est invariable dans le temps
d'après le théorème de Gauss. Comme la surface S(Q) se déplace en restant appli-
cable sur elle-même, M définit une rotation possible pour elle; c'est même la rota-
tion qui va lui associer une S(Q') applicable sur elle-même. On en déduit des coef-
cienls a, /;, c relatifs à S(Q) en résolvant :

Q'a = 6M'tt — aM'?,

par rapport à M'a et M,. On trouve :

el par suite, la première des relations trouvées plus haut montre que la courbure
moyenne de S(Q) est invariante dans le temps.

Nous avons donc trouvé comme conditions nécessaires que

Ga — 2F6 -f Ec — 0

et que ac — 6* soit indépendant du temps. D'après le début de la question traitée,
nous voyons que ces conditions sont suffisantes. Une autre façon d'opérer est la sui-
vante : commençons par mettre 6, 3s (ij sous la forme :

(• = E(6' — ac) 4- «(Ga — 2F6 + Ec),

£F = F(6* - ac) 4- b(Ga — 2F6 -h Ec),

Cj = G (>/ — ac) + r(Ga — aFfc + Ec),
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ce qui donne :

dQ* = (b* — ac)dW -f- (Ga — 2Ïb -f Ec)(aâfas 4- abdxdp -f

relation où dû% et dW ne doivent pas dépendre du temps par hypothèse; cela sera

vérifié si les deux conditions nécessaires sont réalisées.

Avant de déterminer les surfaces pour lesquelles ces deux conditions sont possi-

bles, nous allons transformer les deux premières conditions (9). Nous savons déjà

que la troisième est équivalente au théorème de Gauss. Nous les écrirons d'abord

sous la forme :

— (Vx — F/>) — ̂ - (E6 — Fa) = - (aG'« — 26F',, 4- cE'*).
) COL

^ - (Fc - Gb) - -4- {Vl> - Ga) = - (aG', - 26F', + cE'p),

qui est très symétrique. En se rappelant que

<>Ô • a o ' ^ e

si nous intégrons par rapport au temps (9'), nous pouvons simplement dire que les

seconds membres ne diffèrent des premiers que par des fonctions additives arbitrai-

res ne dépendant pas du temps, mais en se reportant aux conditions auxquelles doi-

vent satisfaire E, F, G, D, Dr, D'\ on constate que l'on retrouve ces conditions

d'intégrabilité sous une forme un peu différente, en mettant zéro pour les fonctions

arbitraires.

? ED" — FD' d E D' — FD DG'a — 2 D' F'« 4- D'' E'tt
h IP 3(5 IP

2* FD'f —GDf ^ FD' —GD

ÎP FP

Ces relations prennent une forme relativement simple si nous prenons comme

lignes coordonnées sur la surface les lignes de longueur nulle. Nous avons le droit

de le faire quand le temps s'écoule, car les transformées de ces lignes conservent la

même définition. Nous avons alors :

et (9") devient

F = ilï

IP àft H '

1P ~~ 07. H '
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Ce système prendra une forme différente en introduisant les courbures moyenne
et totale, ainsi que H, On obtient une équation intégro-différentielle, où les signes
sommes indiquent une primitive quelconque prise par rapport à la variable précisée,
ïl s'introduit bien entendu des fonctions de l'autre variable et du temps :

i iïl\$ Ï i 2iD'
R,R. H* ' R. R. H*

Nous n'utiliserons pas cette équation. Nous remarquerons simplement que D' ne
dépend pas du temps ainsi que DD17. Déplus 6 = 0 et ac indépendant dû temps.
Avec d'autres notations, en désignant D et D" par u et v, et leurs dérivées par
rapport au temps par a' et v' (le temps seul étant variable), on peut écrire que

uv = c l ' ,

En dérivant la première par rapport au temps, on en déduit que

u' v' a' v'
u v ' a ' v

et par suite — et — sont indépendants du temps :
a v

A, B, k étant des fonctions de «, [i seulement. Si nous transportons dans les
relations entre D, D', D*, nous avons :

Le second membre dépend du temps, alors que le premier n'en dépend pas, cha-
cun des membres étant nul identiquement

o u
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ceci prouve que la courbure moyenne est une constanle dans le temps et sur la sur-
face.

En étudiant les seconds membres, on voit que Ton peut écrire :

D =

d'où

c = H

Ceci va nous permettre de calculer la courbure moyenne de S(Q). D'après une
formule que nous avons établie dans l'étude des courbures de S(Q), on trouve

21

T'

ce qui donne la signification du nombre k qui doit donc être pris imaginaire pur si
nous voulons que S (M) et S(Q) soient réelles ensemble.

Pour la commodité nous poserons k = — 2tot, et nous allons montrer que o>
représente la rotation propre du trièdre principal. Cette dernière est en effet égale a :

1 Y2
K

a

D

E

b

D'

F

c

D"

G
H3

On voit qu'elle est constante sur la surface et dans le temps. Le même-résultat
s'applique à S(Q).

Pour les surfaces à courbure moyenne constante, ta formule obtenue un peu plus
haut entre les rayons de courbure et H, se simplifie beaucoup. Les deux intégrales
fournissent respectivement des fonctions arbitraires de a ou p (et du temps si on
veut). Sur toute la surface nous avons :

Ce qui nous permet d'évaluer simplement les rayons de courbure de la surface*
sachant en outre que la courbure moyenne est constanle.

On peut essayer de rapprocher le mouvement des surfaces à courbure moyenne
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constante de celui des surfaces minima que nous avons déjà rappelé. Dans les deux
cas la rotation du trièdre principal par rapport à un trièdre lié invariablement aux
lignes coordonnées est constante dans le temps et sur la surface. Il en résulte qu'au

bout du temps -—, les tangentes principales ont repris leur position et les rayons

de courbure sont encore les mêmes ainsi que le (h*. 11 en résulte qu'au bout
de ce temps la surface reprendra sa forme. Il en sera de même évidemment pour
la surface S(O) qui lui est associée.

Surfaces réglées le demeurant. — Nous allons reprendre cette étude en précisant
quelques points. Nous avons fait la remarque que dans de telles conditions la rota-
tion était constante le long d'une génératrice; si nous nous rappelons que ce vecteur
est la rotation du plan tangent en chaque point, nous voyons que l'ensemble des
plans tangents d'une génératrice se déplace en bloc comme un solide, II en résulte
que le paramètre de distribution est" indépendant de la déformation de la surface.

Nous avons constaté que la courbe C(£2) était l'une quelconque des courbes dont
les tangentes étaient parallèles aux génératrices de S(M). Il revient au même de
dire que la développable dont C(Q) est l'arête de rebroussement a même courbe à
l'infini que S(M) .en exceptant peut-être les génératrices rectilignes pouvant s'y trou-
ver. Inversement, toute surface réglée admettant une distribution de rotation, régie
par une courbe C(Q) donnée, a même courbe à l'infini que la développable engen-
drée par les tangentes.

Les plans tangents le long d'une génératrice étant entraînés en bloc, il en résulte
que la ligne de striction est conservée d'après sa définition. Ainsi dans rhélicoïde
droit, la ligne de striction est une directrice rectiligne de la surface si on la consi-
dère comme conoïde. Dans une déformation de la surface elle restera ligne de stric-
tion et aussi géodésique. De plus, le paramètre de distribution sera constant sur la
surface et dans le temps. Cette dernière propriété est valable pour tous les hélicoïdes
réglés et Fhyperboloïde de révolution. La première est valable pour tout conoïde
droit.

Rapprochons maintenant différents résultats. Soit un hélicoïde réglé quelconque.
Nous savons qu'une distribution initiale de rotations peut être définie par une hélice
circulaire convenablement choisie. Supposons de plus que le mouvement de cette
surface ait lieu de manière que la courbe C(Û) soit inextensible dans le temps, nous
avons montré que la courbure restait indépendante du temps, et que la torsion
était une fonction linéaire du temps; par conséquent, elle est constante à chaque
instant. Il en résulte que les génératrices font toutes le même angle avec une direc-
tion convenablement choisie. Si nous revenons maintenant à la définition du para-
mètre de distribution (ici constant), quotient de la dislance de deux génératrices
infiniment voisines par leur angle, et à la définition de la ligne de striction coupant



CONTRIBUTION A L ' É T U D E DES SYSTEMES DEFORMABLES. 97

sous un angle constant les génératrices, on voit que chaque génératrice a la même
position par rapport à la génératrice qui la précède, et la nouvelle surface est encore
un hélicoïde réglé. Nous avons obtenu une représentation assez simple du mouve-
ment qui amène en coïncidence les différents hélicoïdes réglés applicables. On peut
prendre en particulier comme hélicoïde de départ Thyperboloïde de révolution.

D'autres lignes, sur une surface réglée qui se déforme, conservent la même signi-
fication géométrique, ce sont celles où le plan tangent fait avec le plan asymptote
un angle constant. Ces lignes peuvent avoir un certain intérêt dans l'évaluation de
Taire de certaines portions de surfaces.

Considérons maintenant les trajectoires des génératrices sous un angle cons-
tant -f, la tangente et la normale" géodésique à de telles courbes sont : si u est
porté par la génératrice et v par la perpendiculaire du plan tangent,

t = u cos cp -f- v sin s ,

g = — u sin cp 4- v cos cp.

Si nous cherchons à évalueY la variation de courbure et de torsion d'une telle
courbe, nous emploierons la formule :

où le premier membre est un vecteur porté par la génératrice

xu = (u cos cp -h v sin o) — \- (— u sin v + v cos '̂ ) =r— .

Faisons maintenant le produit scalaire par v, on en déduit :

S Ï 5 i
0 — h cos s —- —— = o1 ô6 ' 3 6 R

ou

' sin o cos

et par suite

sin « cos

est indépendant du temps.

Fac. des Se, 4e série» t. I. :3
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Les calculs précédents sont encore valables si la courbe est quelconque, tracée
sur S(M), car % est seulement fonction de l'arc. On en déduit que pour toute
courbe invariablement liée à la surface,

s i n %t c o s

Nous voyons eu particulier que pour une trajectoire orthogonale, ( 9— — ], T

est indépendont de la déformation de la surface. Si maintenant nous supposons
qu'au cours du mouvement une courbe donnée devienne asvmptotique ou ligne de
courbure, nous saurons à ce moment calculer ? ou i\m dans cette nouvelle position.

Si nous désignons par tft$ l'angle de deux plans asymptotes infiniment voisins,
nous nous proposons de rechercher la variation de cet élément eu fonction du
temps. Pour cela nous rappellerons que ces plans asymptotes sont parallèles aux
plans oscillateurs de C(U). Si nous désignons par dn et T l'élémenl d'arc, el le
rayon de torsion, nous avons par définition :

d'où, en dérivant par rapport au temps :

Or nous avons montré que pour une courbe extensible :

T~" J ' T

et comme

il en résulte

ce qui donne une signification plus tangible de l'arc de C(£)j.
Si nous voulons exprimer d'CS en fonction de rallongement u de C(il), on

obtient immédiatement :
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Vn cas intéressant rencontré est celui où C(Q) reste inextensible. Mous voyons
que la surface s'enroule autour de chaque génératrice.

On peut généraliser certaines propriétés vues à propos des hélicoïdes réglés. Con-
sidérons en effet une surface S(M) dont le cône asymptotique est de révolution
autour d'une droite A . On constate que la ligne de striction est la courbe de contact
du cylindre circonscrit parallèlement à A. En effet, si nous cherchons la direction
du plan principal le long d'une génératrice donnée, comme ce plan contient la géné-
ratrice du cône et est perpendiculaire au plan asymptote, nous voyons qu'il contien-
dra A, ce que nous voulions montrer. Pour une telle surface, dont les hélicoïdes
réglés sont des cas particuliers, une distribution de rotations possibles est définie par
une hélice circulaire tracée sur un cylindre de révolution de génératrices parallèles à
A, et coupant les génératrices du cylindre sous l'angle que font les génératrices de
S(M) avec A. Nous pouvons encore supposer que cette courbe C(Q) se déplace
avec conservation des longueurs; nous avons déjà montré que la courbe C(Q) res-
tait une hélice, et par suite la surface S (M) reste telle que ses génératrices recti li-
gnes font toutes le même angle avec une certaine direction. Nous pouvons supposer,
en ajoutant au besoin un déplacement relatif convenable, que cette direction A est
fixe dans le temps. Je dis que A aura une direction fixe dans le temps si l'origine
des vecteurs Q dont l'extrémité décrit C(Q) est un point de Taxe de l'hélice. En
effet, pour un plan principal, on peut décomposer la rotation en deux vecteurs : l'un
normal et l'autre dans le plan tangent. Le premier a U7ie grandeur constante, et le
deuxième a comme direction Taxe du cylindre. Tous les plans principaux tournent
donc du même angle autour de la normale, puis d'un angle variable autour de la
parallèle à A. Le premier réstiltat montre qu'en chaque point de la ligne de stric-
tion chaque génératrice de S (M) tourne du même angle par rapport à la normale au
cylindre. Toutes les génératrices font donc le même angle avec l'ancien A; il faut
aussi remarquer que la deuxième rotation ne modifie pas cet angle.

Comme à un certain instant C(û) aura sa torsion nulle et sera par conséquent
plane, on voit que toutes les surfaces précédentes proviennent de la déformation
d'une certaine surface à plan directeur.

Si initialement on a un conoïde droit, sa ligne de striction est la directrice recti-
ligne et toutes les génératrices lui sont orthogonales. Dans un mouvement tel que
nous le considérons, comme les génératrices resteront orthogonales à la ligne de
striction, et feront ainsi toutes le même angle avec les génératrices du cylindre cir-
conscrit suivant la ligne de striction, il en résulte que cette dernière ligne sera cons-
tamment une hélice.

Dans le cas général où la droite A conserve une direction fixe, puisque la com-
posante normale de la rotation du plan tangent principal est constante en grandeur,
cela signifie que, par rapport à A, toutes les génératrices et les tangentes à la ligne
de striction tournent du même angle entre deux instants 0 et 6 -f d*). Si on évalue
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la tangente de l'angle que fait une génératrice particulière avec un plan perpendicu-
laire à A, on trouve une fonction linéaire du temps, ce qui prouve qu'au bout d'un
temps très long toutes les génératrices sont presque parallèles à A, et la surface est
enroulée autour de ses génératrices.

Si nous donnons une surface réglée initiale, et que nous voulions avoir des sur-
faces applicables sur elle, il suffit de se donner une fonction a(,Ô,0) allongement de
C(Q), ainsi que la distribution iuitiale des rotations. En effet la torsion et la cour-
bure de C(Q) à un instant donné satisfont aux deux relations :

déjà établies. En laissant p constant on peut les considérer comme des équations
différentielles linéaires du premier ordre. Leur solution est bien déterminée par la
connaissance initiale de G(ü) car nous avons de suite la courbure et la torsion ini-
tiale en chaque point. R et T sont connus en fonction du temps et nous savons que
la courbe est définie à un déplacement et une symétrie près, ce qui nous sutfit. La
surface initiale étant connue, on détermine sa ligne de striction, l'angle de cette
courbe avec chaque génératrice, et le paramètre de distribution. Nous allons voir, en
calquant un raisonnement fait pour démontrer l'existence des solutions d'une équa-
tion différentielle, qu'on peut construire la surface à chaque instant. Sur la courbe
C(Q) marquons différents points suffisamment rapprochés. Le premier de ces points
définit une génératrice de S(M) dont la position peut être prise arbitrairement car
la surface est définie à une translation près, la génératrice G, devant être parallèle
à la tangente en Û4. Le point Qs donne la direction delà génératrice G3. Il nous reste
à définir sa position par rapport à G,. Prenons arbitrairement sur G4 un point qui
nous servira de point central, soit A4. Le plan central en A4 est perpendiculaire au
plan osculateur en Qf à G(O); il en est donc bien défini. Comme nous connaissons
l'angle sous lequel la ligne de striction coupe Gs cela nous donne deux droites issues
de A4 où peut se trouver As. Choisissons Tune, arbitrairement pour G, et par con-
tinuité pour les génératrices suivantes. L'angle de G4 et G, nous étant connu, ainsi
que le paramètre de distribution, nous en déduisons la plus courte distance des deux
génératrices, ce qui nous donne deux possibilités pour At. Nous le choisissons arbi-
trairement pour la première génératrice et par continuité pour les suivantes. Nous
opérons ain^i de proche en proche. Cet ensemble de génératrices en nombre fini ne
représente pas la surface cherchée, mais une approximation. Il ne nous reste plus
qu'à augmenter indéfiniment le nombre des points de division sur C(£>) et de faire
un passage à la limite sous certaines conditions relatives aux fonctions employées.
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OQ peut présenter d'une autre manière le problème de la déformation des sur-
faces réglées. Nous désignons encore par t un vecteur unitaire porté par chaque
génératrice. Si par un point O arbitraire nous menons un vecteur équipollent à 11

nous obtenons une courbe sphérique C(t). Nous pouvons considérer le lieu des sup-
ports des vecteurs t\ ils définissent uncôneasymptotique de S(M). L'élément d'arc
de G(0 est l'angle de deux génératrices infiniment voisines. D'après ce qui a été vu
sur le déplacement d'une génératrice et des plans tangents le long, il en résulte que
la génératrice infiniment voisine est invariablement entraînée, aux infiniment petits
du second ordre près. On peut encore dire : le minimum de la distance de deux
points de génératrices voisines ayant lieu pour la distance des deux droites, il en
résulte que ce minimum est conservé comme toutes les longueurs de la surface. En
nous reportant à la définition du paramètre dé distribution, nous voyons que l'angle
de deux génératrices infiniment voisines est indépendant du temps. Une autre façon
d'arriver au même résultat consiste à se servir de la courbure C(O) qui donne :

par dérivation au rapport du temps, on trouve zéro au second membre.
Nous en déduisons que lorsque S(M) se déforme, C(t) conserve sa longueur,

ou encore, le cône reste applicable sur lui-même. Nous sommes ainsi conduits à étu-
dier le déplacement d'une courbe inextensible restant sur une même sphère. La
courbe initiale pouvant venir s'appliquer sur n'importe quelle courbe donnée à
l'avance, on voit qu'on peut donner arbitrairement la suite des cônes asymptotiques
de S (M). Le cas particulier où G(/) se déforme en restant circulaire donne la défor-
mation précédemment étudiée des surfaces à plan directeur, les génératrices faisant
à chaque instant le même angle avec l'axe du cercle. Si, de plus, tous ces cercles ont
même axe, c'est avec une direction fixe dans le temps que les génératrices font un
angle constant. Il y a quand même une différence avec l'étude précédente où nous
avions étudié un mouvement de surface, alors que maintenant nous étudions une
suite cinématique de surfaces sans introduction d'accélérations.

On voit que Ton peut s'imposer la suite des cônes directeurs dans le temps.
Même, le mouvement peut avoir lieu avec un cône directeur qui glisse sur un cône
fixe.

Application géométrique de la formule (8) ou ( n ) . — Lune ou l'autre de ces
formules qui revêtent la même forme est valable quelle que soit la valeur de V ou
Q pourvu qu'ils soient une vitesse ou une rotation compatible avec la surface consi-
dérée. Or ou peut prendre l'un de ces deux vecteurs constants dans l'espace, cela cor-
respond à un déplacement possible pour un corps solide donc possible aussi pour la
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surface. Précisons auparavant que Tune ou l'autre de ces formules s'applique pour
un morceau de surface d'un seul tenant, le nombre de frontières étant quelconque,
le sens de parcours pour l'intégration se déduisant de celui de la normale transpor-
tée par continuité, ce qui exclut les surfaces à un seul côté.

Nous supposerons, pour simplifier le langage, que Q est un vecteur unitaire.
Comme il est constant, on peut le faire sortir de$ signes d'intégration et écrire :

Jf (^ + ~^j Ü . m de = y \ ü A/n). rfM =fim. A dM). Q,

La dernière formule prouve que les deux vecteurs multipliés scalairement par U
ont la même projection sur il. Or ce dernier peut avoir sa direction arbitraire, on
conclut donc à l'identité de ces deux vecteurs :

égalité géométrique, valable pour toute portion de surface, dans les conditions pré-
cisées plus haut.

En particulier, pour une surface fermée; à plan tangent continu :

ff(i;+i;)md'=:o-
On voit aussi que sur toute surface minima, l'intégrale curviligne

ƒ
définit un potentiel vecteur.

Si nous prenons maintenant pour i' un contour infiniment petit entourant une
aire de, on a l'égalité vectorielle :

Prenons enfin un contour fixe auquel on adjoint une développable circonscrite,
et considérons différentes surfaces tangentes à cette multiplicité, l'intégrale curvili-
gne est fixe et il en est donc de même de l'intégrale double qui est indépendante de
la surface choisie.
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Dans la relation (ri), supposons maintenant que la surface ait un mouvement
de rotation, on pourra prendre

V=QAOM,

donc

J J (jL- -h -^) (Ü AOM). mda = — ƒ [m A(ü A OM)]. dM

ou

o , f f(' J_ 4- J-VoMAm)rf<j = — /"[Q(OM.m) —OM(Q.m)l.dM,
y y \ \\i K, / y

= Q . f m (DM . dM) — (m . OM)dM ;

cette relation doit être vraie quel que soit le vecteur fixe i}

f f (4- + 4-V0MA/n)d<r = /'m(OM.dM)— /"(m.OM)dM,
y yv; \ H4 Hs / y<£ y<£

égalité vectorielle vraie pour toute surface. Si, en particulier, nous avons mie surface

minima, les deux intégrales curvilignes sont égales.

Si le contour d'intégration est sur une sphère de centre 0 , la première intégrale

Curviligne est nulle.

Si le contour d'intégration est la courbe de contact du cône circonscrit de som-

met 0 , la deuxième intégrale est nulle.

On peut aussi combiner deux à trois de ces cas part iculiers. Par exemple : Soit

une surface fermée anallagmatique par rapport à une sphère réelle qui la partage en

deux régions, comme les deux intégrales curvilignes sont nulles, il en résulte que

sur chaque portion l'intégrale double est nulle.

Mouvement des surfaces déformables. — Soit une surface S(M) rapportée à
deux systèmes de lignes coordonnées a et p. Soit cda la masse de l'élément d'aire
d'jy oFdi la résultante des forces extérieures agissant sur cet élément. Découpons
un morceau de la surface limité par le contour if. Si nous enlevons le reste de la
surface, il faudra introduire des réactions de tension Tds sur chaque élément ds
du contour. Nous écrirons que pendant le mouvement, à l'instant 0, le système de
toutes les forces agissant sur le morceau de surface, y compris les forces d'inertie,
est équivalent à zéro, quelle que soit la forme de L.
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Études des réactions en un point. — Nous allons appliquer le théorème que
nous venons de rappeler à un triangle infiniment petit dont les directions de deux
côtés resteront fixes, la direction du troisième étant variable. Comme les forces

directement appliquées sont du second ordre et les
tensions du premier ordre, ces trois dernières doivent
se faire équilibre. On en déduit immédiatement qu'el-
les sont dans un même plan. De plus, la direction du
coté variable détermine la direction de la tension, car
il est défini par dsl et ds^. Inversement, si on connaît
la direction de la tension, on peut avoir dsi et ds9

donc la tangente au coté inconnu. Nous avons une
correspondance homographique entre la direction de
la tension et la tangente dont elle dépend. Nous pré-

ciserons plus loin cette homographie en montrant que c'est une involutîon.

Acts.

Équations du mouvement.— r La somme géométrique de toutes les forces exté-
rieures, les forces d'inertie comprises, est nulle.

2° La somme géométrique des moments de toutes ces forces est nulle.

= o,

f fo
J J±

Appliquons ces théorèmes au parallélogramme infiniment petit limité par les
courbes a, fi, a + dx, S +• d(i. Nous désignerons par A et B les tensions relatives

aux côtés a et 6 constant. La surface
étant définie par son

(A+dA)dsn

ds* = Edz* + aFrfzd? + Gdf,

dst =

L'intégrale curviligne sera prise
dans le sens direct du plan des a {3.
L'élément de surface étant EdzdH.
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En supprimant le facteur dadüt le premier théorème donne :

En effectuant le même calcul sur la deuxième intégrale, on a

qui, en tenant compte de la première relation trouvée donne :

Ces équations peuvent s'obtenir à partir d'un contour de forme quelconque, en
remarquant que la tension élémentaire en un point quelconque est

Nous écrirons donc :

Puis, en transformant l'intégrale curviligne en intégrale double :

Comme le résultat doit avoir lieu quelle que soit la forme du contour, par un
raisonnement classique, la quantité sous le signe somme doit être nulle. Finalement,
sans aucune hypothèse sur l'extensibilité de la surface, nous avons obtenu les équa-
tions :

qui supposent seulement que la surface est sans raideur, car nous n'avons fait inter-
venir aucun couple dans les réactions distribuées sur le contour.

La dernière relation nous indique que le vecteur premier membre est perpendi-
culaire à M'a, de même le deuxième membre est perpendiculaire à M'a, ils sont

Fac. des Se, 4* série, t. I. :4
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donc portés tous les deux par la normale; comme ce même vecteur est encore sépa-
rément perpendiculaire à A et B, on en déduit que ces deux derniers vecteurs sont
dans le plan tangent. On voit facilement qu'il en est de même pour toute autre
tension. Nous pouvons donc poser :

Si nous transportons dans cette même relation, on constate que e = b. Pour inter-
préter ce résultat, nous allons faire un changement de lignes coordonnées ; Nous
conserverons les lignes fi variable, et nous prendrons pour nouvelles lignes a
variable des courbes tangentes à A en chaque point. Avec ce système, nous aurons
6 = 0 et la tangente à B sera M'?. L'homographie entre la direction des tensions
en un point, et la tangente correspondante est donc réciproque, c'est une involution.
Nous savons qu'une involution possède un couple de rayons rectangulaires; suppo-
sons qu'ils correspondent à A et B. Ceci nous permettra (d

fétudier plus complète-
ment la distribution des tensions en un point.

Soit une autre direction définie par l'angle o qu'elle fait avec M'«. La tension
élémentaire correspondante est

Jds = kds sin f — Bds cos o,

dont les composantes sont :

x — A sin 9 ,
Y = —jg c o s ^ t

On a aussitôt le lieu de l'extrémité de ces tensions : c'est l'ellipse

d'axes A et B (qui sont les tensions maximum et minimum).
On vérifie facilement que la tension et la tangente sont conjuguées par rapport

aux faisceaux des droites

B

On doit remarquer à ce propos qu'une surface matérielle ne pourra peut-être pas
supporter de réactions négatives, et que, par conséquent, toutes les tensions doivent
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être positives, et era particulier A et B. Le faisceau des droites précédentes sera
donc imaginaire. Mais il pourra se présenter dans certains calculs des tensions néga-
tives que no a s accepterons.

Lignes de tensions. — Nous appellerons ainsi les lignes (en général imaginaires)
pour lesquelles la tension est dirigée dans la direction de la tangente homologue.
Ces directions sont des rayons doubles de Tinvolution et ont pour équation :

Si on suppose que les lignes de tension ont été prises pour lignes coordonnées, on
trouve pour les tensions correspondantes

( a = c — o,

et on constate qu'elles ont même valeur absolue.

Cas particuliers.]— Si À = B, toutes les tensions sont égales et perpendiculaires
à la tangente dont elles dépendent.

Si B ̂ = o toutes les réactions sont portées par la même droite. Ce cas se présente
sur le contour d'une surface, où la tension relative à la tangente est nulle, pour toute
autre direction de tangente, la tension est tangente au contour.

Équations du mouvement d'une surface déformable :

i

04)
B \ / E = : &M'tt —<

Les trois dernières expriment que la surface est inextensible. Nous supposons
implicitement qu'elles sont toujours rapportées au même système de lignes coordon-
nées quand le temps s'écoule.
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Percussions. — Nous supposerons que spr l'élément de agît la percussion o
et que cet élément subit la variation de vitesse W = V4 — Vo. Nous ferons l'hypo-
thèse essentielle que, pendant la durée des percussions, la surface reste immobile et
inextensible. On voit qu'avant et après le choc nous aurons :

et en retranchant :

()
( M«.W'p -h M V W a ~ o .

On introduit les percussions de tension comme nous avons introduit les tensions.
Nous les désignerons avec les mêmes notations que pour le mouvement. On pourrait
refaire à leur propos la même étude. Leurs lois de variation en un point donné sont
celles que nous avons vu pour les tensions : relation involutive entre la tangente et
la percussion de tension.

Comme dans le cas des fils nous n'accepterons pas de percussions finies appli-
quées en un point de la surface ou sur une ligne car nous serions conduits, soit à une
variation de vitesse infinie, donc discontinue; soit à des percussions de tensions infi-
nies. Dans les deux cas nous aurions arrachement de la surface. En appliquant les
théorèmes généraux sur les percussions et en suivant une méthode calquée sur celle
que nous avons suivie dans le cas du mouvement, on trouve les équations des per-
cussions et de la jvariation de vitesse. On peut aussi obtenir ces équations en inté-
grant les équations du mouvement pendant la durée du choc,

l H ? ( P - W ) +

Nous avons 6 équations différentielles entre 6 inconnues : a, 6, c et les trois
composantes de la variation de vitesse.

Si nous voulons suivre une méthode calquée sur celle que nous avons vu à pro-
pos des fils en éliminant la variation de vitesse, on forme trois équations aux déri-
vées partielles en a, b, c> facile à écrire en principe, mais d'une grande complica-
tion. Si on veut au contraire commencer par éliminer les percussions de tension, on
retrouve les équations de comptatibilité pour les vitesses.

On peut remarquer que la première équation vectorielle (16) fournit deux équa-
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tions aux dérivées partielles et une équation en termes finis. Il suffit pour cela de
faire le produit scalaire par un vecteur normal :

II p(P — W). N — \/G A . \'« + \/ËB . N'? = o.

Percussions sur un morceau de plan complètement libre. — Cet exemple parti-
culièrement simple va donner une idée de la difficulté du problème et des circons-
tances exceptionnelles qui peuvent se présenter.

Nous prendrons des axes Oxy dans le plan considéré. Soient p, q, r les compo-
santes de la percussion directement appliquée, u, v, w les composantes de la varia-
tion de vitesse. Les équations du problème sont :

B = 6 ] ^ —cM',,

M'X.W',

Wx et M'y sont de°s\ecteurs unitaires portés par Ox et Ov. u, v, w, a, b, c sont
solutions du système

p(r — w) = o,

Les trois dernières donnent immédiatement

u = g(v), V =f(x)f f(x) + g'(y) = o

et en donnant des noms convenables aux constantes :

a = — <a(x — xa), v = oi(y — y 0 ) .

Cela signifie que pour im morceau de plan parfaitement souple, dans sa position
plane, la vitesse normale peut être arbitraire, mais la projection de la vitesse sur le
plan tangent est une rotation de vitesse angulaire w autour du point x0, y0. On peut
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déterminer immédiatement les trois constantes en appliquant le théorème de la
variation de quantité de mouvement suivant Oz

o)l j s Or* -f y*)dxdy = / / c{x(j—yp)dxdy

et le théorème sur la variation de vitesse du centre de gravité projetée sur le plan
des xy

V.y' fstedy = J J V

Si nous nous bornons à la recherche de la variation de vitesse, le problème est
terminé car nous connaissons la variation de vitesse sur le plan des xy et la troi-
sième équation fournit la variation de la vitesse suivant la normale. Nous allons
maintenant voir s'il est possible de déterminer les percussions de tension, c'est-à-
dire les trois nombres a, 6, c. Nous avons pour cela seulement deux équations :

a*x — b'y = eoi(x — xQ) — cp(x, y ) ,

<, ~ Vx = ~ p«(y — y.) ~ o.q(x, y).

Soit aQf ba, CQ une solution de ce système. Essayons de voir si elle est unique,
nous poserons pour cela ;

a ~ a ô - f a , 6 = p0 4- ,6, ^ = c#-fT,

a, 6, y satisferont au système

La solution a, b, c est telle que sur le cou tour, les percussions de tension lui
sont tangentes, ou exceptionnellement nulles. Soit $(/) et 7j(<) les coordonnées d'un
point du contour, les composantes de A et JB sont a, — b et 6, — c; sur le con-
tour on doit avoir

a — h b — c

ou encore
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Comme ces relations sont linéaires, a, J3, y doivent aussi y satisfaire.
Posons Ô = ?% , on en déduit a = <p"ys à une fonction additive de y près, fonc-

tion que nous pouvons supposer nulle, car cela ne modifie pas p. On peut de même
prendre y = <p"̂  a une fonction additive de x près que l'on peut encore supposer
nulle. On peut aussi dire : la première équation eu a, S, y permet de poser

La deuxième nous donne :

par comparaison :

P = *'» = /:*. d o n c . /. = ?'»• + = <r*

et on arrive bien au résultat annoncé. <p sera défini à la fonction additive

kx -h By + C près.
Sur le contour nous aurons :

- s y

ce qui nous permet d'évaluer

or les parenthèses sont nulles puisque nous sommes'sur le contour; les deux fonc-
tions c/r et of

y sont donc constantes sur le contour, soient A et B leurs valeurs.
Sans modifier a, fi, y on peut retrancher kx -f- By à 9 ce qui nous permet de sup-
poser que <u'T et f'y sont nuls sur le contour. Par un raisonnement semblable on
voit que do est nulle et que <p peut être supposé nul sur le contour. Traduisons en
Jangage géométrique. La surface £, lieu du point z = y (oc, y), est tangente au plan
œOy tout le long de la projection du contour, puisqu'en ces points la fonction est
nulle ainsi que ses dérivées des deux premiers ordres. En ces points nous connais-
sons donc Tindicatrice qui est parabolique, comme il faut s'y attendre. En effet les
tangentes asymptotiques sont définies par :

fy*df = o,
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Nous trouvons une direction double, celle de la tangente au contour. Récipro-
quement, prenons une surface se raccordant au plan des xy le long de la projection
du contour, et qui soit régulière ainsi que ses dérivées des deux premiers ordres,
elle satisfait à toutes les conditions que nous avons imposées, et ses dérivées par-
tielles peuvent être prises pour y, 3, a respectivement. 11 ne nous paraît pas possi-
ble de déterminer d'une manière plus précise les percussions de tension qui dépen-
dent d'une fonction de deux variables à peu près arbitraires à moins de faire inter-
venir la théorie de l'élasticité. On peut remarquer que les génératrices rectilignes
qui, avant ou après le choc se déplaçaient d'une manière continue par rapport aux
éléments matériels de la surface, subissent, au moment du choc, une variation brus-
que de direction.

Existence d'une solution pour le système (16). — Le problème particulier traité
nous amène à nous demander si l'ensemble des systèmes (i5) et (16) possède une
solution unique et bien déterminée quand on suppose connue la forme de la surface,
son contour, la distribution des percussions extérieures, et que l'on sait que sur le
contour les percussions de tension lui sont tangentes, et qu'elles sont régulières sur
toute la surface.

Si, par une méthode quelconque, nous connaissons les percussions de tension sur
toute la surface, le système (16) fournit les variatioQS de vitesse. Nous allons recher-
cher maintenant s'il est possible de déterminer les percussions de tension connais*
sant les variations de vitesse, exactement comme dans le cas du plan. D'une manière
précise nous allons d'abord rechercher si la solution est unique. D'après le caractère
linéaire des équations, s'il existe deux solutions, leur différence satisfait au même
système où on a remplacé les vitesses et les percussions extérieures par zéro. En
d'autres termes, nous voulons voir si l'absence de percussions extérieures et de varia-
tion de vitesse conduit à la seule solution identiquement nulle bien évidente.

Pour avoir des calculs plus simples, nous prendrons comme paramètres les coor-
données x et y de la projection de M sur le plan des xy. Nous avons

ds* = (i + p%)dx* + 2pqdxdy + (i + q*)dy%, H* = i + ƒ>* + <?*

et les équations s'écrivent avec ces paramètres :

Hp(p — W) 4- — (ky/i+q*) — (Bv^t-hp1) = o,
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OU

(,6f) Hpte-tO+c', —ô'x=o,
llc(r — w) -f T— (ap — hq) — —- (bp — cq) = o .

ex cj

En désignant cette fois par a, b, c la différence de deux solutions elles satisfont

an système :

— (ap — bq) — — (bp — cq) = o,

dont la dernière se simplifie, ce qui est conforme à une remarque déjà faite. Elle

s'écrit

ra — 2sb 4- te = o.

Les deux premières équations nous permettent de poser

en répétant un raisonnement fait dans le cas des percussions sur un morceau de
plan, y sera donc solution de l'équation :

(.7) <?V-3S?", ! / + '-•?"/ = °

et sur le contour nous devrons avoir ;

a b c ra — 2sb + bc

Or le dernier numérateur est nul. Supposons que le contour ne comporte aucun
arc d'asymptotique. (Le contour est formé d'un nombre quelconque d'arcs possédant
une tangente où les conditions précédentes sont réalisées; en un point anguleux, on
voit aisément que a, 6, c sont nuls avec des percussions extérieures). Gomme le
dénominateur de la dernière fraction est différent de zéro, on en déduit que les déri-
vées secondes de © sont toutes nulles sur le contour. Gomme dans le cas du mor-
ceau de plan on voit que cp est défini à la fonction additive Âx 4-By -h G près. On
démontre de même que &'xt <p' et <p peuvent être supposés nuls sur le contour en
tout point où la tangente n'est pas asymptotique. Nous allons montrer que dans ces

Fac. des Se, 4e série, t. I. :5
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conditions cp est identiquement nulle. Nous ferons nos calculs sans supposer que
/•, s, t sont des dérivées secondes, hypothèse que nous n'utiliserons qu'en dernier
lieu. Soit u(x, y) une fonction arbitraire, définie dans le même domaine que cp,
continue ainsi que ses dérivées des deux premiers ordres. En intégrant sur la sur-
face S(M) limitée à son contour !£ l'équation à laquelle satisfait ?, nous aurons :

f £
que Ton peut mettre sous la forme :

Si nous intégrons par parties, nous trouverons une intégrale curviligne qni sera
nulle car elle contient cp'T et cp'v nuls sur le contour, il reste :

f f\~ f ï> ? \ f ^ ^ \~l
/ / *'«( T~ lu~~ —su —9' — su — — ru) \dxdy = 0.

Nous allons intégrer une deuxième fois par partie. L'intégrale curviligne sera
nulle car elle contiendra cp nul sur le contour» II nous restera :

r r Y ^ ^ y 1 , ,
/ / 'f T~T Lu~ % N su+ —7 ru' \dxdy = o,

qui doit avoir lieu quelle que soit la fonction u. Si a, r, 5, £ sont des fonctions quel-
conques, le crochet s'écrit :

Dans le cas actuel, seule la première partie subsiste. Dans tous les cas, le crochet
est une fonction arbitraire de deux variables, et par suite cp est identiquement nul.

Nous avons montré ceci : Si les percussions extérieures sont données, ainsi que
les variations de vitesse, il existe au plus une distribution de percussions de tension,
à condition que le contour ne comporte aucun arc d'asymptotique. En d'autres ter-
mes, une distribution de percussions extérieures étant donnée, si nous prenons arbi-
trairement une distribution de vitesse, le raisonnement prouve qu'il y a au plus une
distribution de percussions intérieures. Nous allons essayer de montrer que si elle
est effectivement arbitraire, il est impossible de déterminer les percussions de tension.

Regardons maintenant comment il est possible de déterminer a, b, c sur le con-
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tour en supposant connue la variation de vitesse, a, by c sont déterminés par des

équations de la forme :

ra — 2sb -h ta = 0 (x, y),

où nous choisirons pour y et cp des fonctions bien déterminées. On peut voir

comme précédemment que Ton peut poser

a = a — / , c — Y — '!/,

cp étant déterminé sans ambiguïté, cp est alors solution d'une équation de la forme :

U'j - 2sfxy + r ?V = rL + tty + 0.

Nous pouvons donner une sigaification géométrique à son second membre, en
nous servant de l'équation que Ton obtient en faisant le produit scalaire par le vec-
teur normal de l'équation des percussions. Nous avons mis cette équation sous la
forme :

H p(P — W). N = y/G A ..YW — Y/ËB . \ ' t8,

qui devient en introduisant les composantes des tensions

H p(P —W). N = (aM'a - tM't). N'a — (6M'a — cM':,). N
f,

et, en dérivant les relations

•]Vra.N = M V ^ = o,

on a finalement :

al\-. M"«. — a6N . Mff,p +"cN. M'V = — H p(P — W). N,

(17) Da - 2D'6 + D"c = - i r ? (P m — W J ,

qui avec nos variables actuelles s'écrit :

(«7') r a - « 6 -Me = - ( i +/»l + « l ) p ( P B - W J .
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Si Ie contour ne comporte aucun arc d'asymptotique, nous connaissons ainsi

a y b, c sur le contour, ou les trois dérivées secondes de o, grâce aux formules :

a b c ra — isb -\-te —{

Puis, comme

on en déduit la valeur de cp sur le contour. Relativement à l'équation (17') nous
sommes ramenés à un problème semblable à celui de l'équation de Laplace : trouver
une solution prenant des valeurs données sur le contour. Suivant la valeur des coef-
ficients, le problème ainsi posé n'est pas toujours bien déterminé; mais nous avons
des renseignements supplémentaires car nous connaissons aussi les dérivées du pre-
mier ordre. Si, à partir de ces données, on cherche à calculer les dérivées secondes,
on retrouve les valeurs de départ de a, b, c. Connaissant donc <p et ses deux pre-
mières dérivées, c'est-à-dire une multiplicité M4, d'après le théorème de Cauchy, il
existe une solution et une seule se raccordant à la multiplicité. Or, en général, une
telle solution n'est pas régulière à l'intérieur du contour. Pour qu'elle le soit, il nous
faudra donc écrire certaine condition pour la multiplicité, c'est-à-dire, finalement
pour la vitesse qui ne peut donc être choisie arbitrairement. Cette condition nous
l'obtiendrons en suivant une marche analogue à celle qui fournit l'identité de Green
pour l'équation de Laplace. Nous poserons

et nous calculerons J J tykydxdy sur une surface quelconque en suivant pas à

pas le calcul fait à propos des percussions dans le plan. Par des intégrations par par-
tie, nous écrirons successivement :

.

q> — .J,s >lr 1 dx 4- o( — 'ht ù$\dy — / / c& — - ^t — :

1 = 1 , - 1 , 4 - 1 ' ;
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donc

ffj^^- 'ix

Cette relation est valable quelles que soient les fonctions cp et •}, pourvu que
r, s, Z soient les dérivées secondes d'une même fonction. Supposons que <p soit solu-
tion de

(17) A? = <o(x, y), < ^ - ( ' r p ! + Of (P« —wj

et que '̂  soit une solution de A^ = o, la relation devient

/£*****!=£
où -p ne figure plus que par ses valeurs et celles de ses dérivées premières prises sur
le contour, o intervient par ses valeurs prises à l'intérieur du contour. Si en parti-
culier le domaine choisi est la portion de surface considérée, on a :

(20) f f^hdxdy =
s

€e qui montre que s, cp'x, o
r
y ne peuvent être choisis arbitrairement sur le contour,

w et ^ étant donnés.
Voyons maintenant comment on calcule cp, cp'̂ , <pF

y sur le contour. La suite d'éga-
lités (18) donne a, 6, c sur le contour; il en résulte la connaissance de cp'̂ s fa

xy, 'fffv
2,

d'où ç/x, îp' et 9 sur ce même contour.

La relation (20) fait donc intervenir -i, / , G c'est-à-dire les trois composantes
de la vitesse. Elle doit être vérifiée pour toute solution de Ad/ = o qui dépend de
deux fonctions arbitraires d'une variable. Si on rapproche ce résultat du fait que la
vitesse est déterminée quand elle est connue sur le contour, et dépend donc de deux
fonctions arbitraires d'une variable, il semble que le problème est possible et bien
déterminé.
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Cas où le contour comporte des arcs d'asymptotique. — Reportons-nous au
groupe de relations (r8) permettant d'avoir les composantes des percussions de ten-
sion sur le contour. Supposons qu'au point considéré la tangente soit asymptotique,
qu'il s'agisse d'un point isolé du contour ou d'un point d'une asymptotique. Deux,
cas peuvent être possibles pour nous : ou bien Wm = PWi, les tensions ne sont pas
déterminées complètement et la relation qui manque est remplacée par la précé-
dente; ou bien ce numérateur est différent de zéro, et les tensions sont infinies au
point considéré. Si ce dernier cas est possible, comme le mouvement peut être con-
sidéré comme la limite d'une succession de percussions suffisamment rapprochées,
les tensions seront infinies sur tout arc d'asymptotique du contour, et en tout point
du contour où la tangente est asymptotique. Pratiquement, si au cours du mouve-
ment, une tangente devient asymptotique, en ce point la surface va se déchirer. Ceci
se produit, non seulement pour les surfaces à courbures opposées, mais aussi pour
les surfaces à courbure totale positive, au moment où en un point du contour l'un
des rayons de courbure devient infini et l'autre nul, comme cela se produit par
exemple dans certaines déformations d'un morceau de sphère.

Manières de réaliser pratiquement une surface déformable. — Nous indiquerons
d'abord une méthode qui permet d'en construire avec une certaine approximation,
basée sur la réalisation matérielle approchée d'un fil à l'aide de petites barres, atta-
chées bout à bout. Cette méthode qui, du point de vue analytique, revient à rempla-
cer l'arc par la corde donne d'une manière intuitive des résultats pour une courbe
grâce à un passage à la limite. L ŝ résultats ainsi trouvés ne sont pas probants, car
nous avons mis en évidence certaines discontinuités dans le mouvement des fils, ce
qui indique que nous devons nous méfier de certains passages à la limite. Notre
courbe, remplacée par ce système de barres de même densité que la courbe, donnera
une approximation d'autant meilleure que la plus grande des barres sera plus petite.
Nous allons remplacer de même la surface déformable par un système de barres.
Supposons tracés deux systèmes de lignes coordonnées, ou plus exactement deux
familles de ces lignes suffisamment rapprochées. Chacune de ces lignes sera rempla-
cée par une suite de barres dont les extrémités seront des points de croisement con-
sécutifs des deux familles. Mais il est manifeste qu'un tel système de barres aura
plus de degrés de liberté que ceux voulus, car un petit quadrilatère limité à quatre
barres ne sera pas indéformable, et la ligne passant par une diagonale ne sera pas
de longueur constante. 11 nous faut donc une surface découpée en triangles et non
en parallélogrammes. Nous voyons immédiatement une façon de procéder en rem-
plaçant une des familles de diagonales de nos quadrilatères par des petites barres.

Nous allons rechercher comment il faut découper la surface en triangles de
manière que, par chaque sommet, il passe le même nombre de triangles. Nous suppo-
serons que le nombre de sommets intérieurs est grand, par rapport au nombre de
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sommets situés sur le contour. Pour simplifier, nous considérerons un contour formé
d'une seule ligne. Il nous est toujours possible de supposer que par une déformation
continue, non astreinte à conserver les longueurs, nous avons amené tous les trian-
gles à être dans un même plan, et nous supposerons de plus que les côtés ont été
rendus rectilignes. Soient F, S, A, le nombre de triangles, de sommets et de côtés.
Entre ces trois nombres nous avons la relation :

F — A + S = i .

Commençons par faire un raisonnement rapide, en introduisant le nombre q de

barres aboutissant en un sommet intérieur. Nous avons donc environ — barres,

2

l'erreur provenant des sommets sur le contour. Nous aurons aussi -^ triangles en-

viron, car un triangle a trois sommets. Comme sensiblement :

on en déduit une valeur approcbée de

•(-!)•

qui est petit par rapport à S. Nous sommes conduits à prendre q = 6. Nous obte-
nons une figure analogue au pavage du plan en triangles équilatéraux.

Regardons d'une manière plus précise les quantités négligées. La somme des
angles de tous les triangles est aF droits, puisque nous avons F triangles. Autour
de chaque sommet, nous avons 4 droits. Or la quantité 4S — 2F représente la
somme des angles extérieurs du polygone frontière, c'est-à-dire

km — 2(m — 2) = (am -f- 4) droits,

si m est le nombre des barres frontières. Or notre hypothèse sur le grand nombre
g

de sommets revient à supposer que S est grand comme m2. Le rapport — a donc
r

S
comme partie principale 2 . Un raisonnement semblable prouverait que — a comme

partie principale 3. En transportant dans la formule du début, on voit bien que le
second membre n'est pas du même ordre de grandeur que les termes du premier.

Un tel mode de découpage peut servir à la définition de Taire d'une surface,
<:omme limite de la somme des aires de ces triangles.
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Autre méthode. — Imaginons reliée matériellement sous forme d'un solide la
surface sur laquelle sera applicable la surface souple que nous voulons construire.
Nous traçons trois familles de lignes coordonnées convenablement espacées qui réa-
liseront nos petits triangles du paragraphe précédent. Fixons des fils parfaitement
souples et inextensibles sur chaque fil des trois systèmes précédents. Il ne restera
plus qu'à noyer le tout dans une mince pellicule de caoutchouc, pour avoir une sur-
face inextensible et souple. Le rôle du caoutchouc est d'empêcher tout glissement
des fils à leur point de croisée. On pourrait se contenter de deux familles de fils, à
condition de ne pas exercer d'efforts de traction sur la surface. Il est bien évident
que, pour une surface de caoutchouc réalisée de cette deuxième manière, les efforts
pour la rouler sont moindres que ceux qu'il faut faire pour que les angles varient aux
croisements des fils. Si la surface ne doit pas subir de gros effort on pourra la réali-
ser de cette deuxième manière qui est plus simple.

Équations que Ion peut obtenir pour le mouvement dune surface déformable
considérée comme limite du système de barres dont nous avons parlé plus haut. Sup-
posons que uo u t, «3 définissent nos trois systèmes de lignes coordonnées; u3 par
exemple est une fonction connue de ut et «s. Pour avoir des équations simples,
nous supposerons que notre système de barres est sans masse, mais que les masses
sont concentrées aux points de croisée des fils.

Écrivons qu'il y a équilibre entre toutes les forces qui agissent sur un sommet M,
y compris les tensions et les forces d'inertie.

8T, 4- 3Tn_ + 3T, + m (F - F) = o .

On remarque que les oT sont du premier ordre par rapport aux longueurs, tan-
dis que la masse est du second, comme étant propor-
tionnelle à la surface de l'hexagone dont M est le
centre. Nous obtiendrons toutes les équations dési-
rées en écrivant le développement de 3T jusqu'au
second ordre. Les éléments du premier ordre donnent

—l- du, -h n\ a^ + — - du2 = o.

Or les du ne sont pas indépendants, car lorsqu'ils tendront vers zéro, le triangle
qu'ils forment restera semblable à lui-même, donc :

= 2 n ,
sin

, sin a

:
sin a.

:
sin

*+£^>+-
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Les éléments du second ordre donnent de même

y T. gin' «, »'T. sin* at ?»Ta sin' «, m
lu\ E, "*" J< E, "•" Ju", E, 4 R l U ; "

Or m = 3pS, S surface du triangle formé par les trois éléments d'arc, puisque
la masse représente le demi hexagone entourant M.

m S S

Or dans le triangle

S = - bc sin A = - 4R* sin À sin B sin G,
2 2

m 3o .
_ — _J_ s m a, sin a, sin a3.

D'où le système d'équations

(21)

O h
s in cc

\/E

S cVT sin'a 3o f FM
~ • •• • • ••• r r z i —-

cli E 2 V v%

la dernière équation représentant la condition de compatibilité pour les vitesses. Les
sommations sont étendues à u(, a,, u3.

Précisons que dans ces équations les vecteurs T sont tangents à la ligne coor-
donnée dont ils dépendent. En effet, en se reportant à la manière dont ils ont été
introduits, chacun d'eux est une réaction portant sur une barre sans niasse. Cette
barre ne subissant que deux telles réactions, elles sont donc portées par la droite
qui les joint. Du système d'équations précédent on ne peut espérer passer au système
(i4) car les forces introduites n'ont pas la même signification mécanique.

Mouvement et percussions des surfaces qui restent constamment réglées. —
Une manière de réaliser matériellement de telles surfaces consiste à remplacer dans
l'une des constructions données précédemment les fils ou chaînons constituant les

Fac. des Se, 4* série, t. 1. :6
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lignes figurant les génératrices par des tiges rigides. De cette manière la surface res-
tera certainement réglée dans le cours du temps.

Nous avons vu que dans de telles conditions le vecteur rotation est constant tout
le long d'une génératrice. Les équations établies à propos des surfaces quelconques
restant applicables sur elles-mêmes sont évidemment valables, mais il est possible
d'avoir un système plus simple en se débarrassant en partie des tensions. Nous sup-
poserons la portion de surface considérée simplement connexe et limitée à un con-
tour rencontré en deux points seulement par chaque génératrice. Soit a le paramè-
tre sur chaque génératrice, ce sera par exemple la longueur de génératrice à partir
d'un point connu ; chaque génératrice sera définie à son tour par un paramètre jî
qui, variant entre $t et p t, fournira toute la portion de surface étudiée. Nous appel-
lerons dS la portion de surface comprise entre les génératrices p et p -f d$, d^ sa
masse, A son centre de gravité, ou plus exactement la limite de ce point quand dft
tend vers zéro. Le système des forces extérieures agissant sur la portion de surface
considérée est équivalent à un vecteur cptip et uu couple yu(o issus de A. Nous
emploierons ces expressions car nous allons écrire le théorème du centre de gravité
et celui du moment cinétique par rapport à ce point. Il nous est nécessaire, aupara-
vant, de préciser la nature du système des réactions le long d'une génératrice. Le
long de tout élément c?a de cette droite nous avons une réaction élémentaire située
dans le plan tangent. La somme géométrique sera un vecteur R que nous devons
considérer comme arbitraire car les tensions peuvent avoir une direction quelconque.
Si nous prenons le moment G au point A, nous obtenons un vecteur perpendicu-
laire à la génératrice sans autre précision. Il est manifeste qu'un tel système de
tensions est trop général, car il conviendrait aussi à des réactions de directions
quelconques assujetties à la seule condition de rencontrer la génératrice considérée.
Nous compléterons cette étude en écrivant que la génératrice infiniment voisine ren-
contre les tensions puisqu'elles sont dans le plan tangent, ou ce qui revient au
même, que le moment au point A + dÀ est perpendiculaire à la génératrice qui y
passe. Nous devrons donc avoir ;

t.G = o, (t + dt).(G -fdG) = o

ou, t vecteur unitaire de la génératrice,

que Ton peut obtenir en différentiant la première relation le long du lieu de A. Or
on sait que
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et par suite

qui est la relation cherchée.
Le théorème du centre de gravité donne immédiatement :

L'application de celui du moment cinétique nécessite la connaissance du vecteur
moment cinétique. Nous ferons la remarque que la portion de surface limitée à deux
génératrices infiniment voisines est un système matériel infiniment voisin d'une
barre dont on sait que l'ellipsoïde d'inertie par rapport à son centre de gravité est un
cylindre de révolution. Si ld$ est son moment d'inertie par rapport à un axe quel-
conque passant par A et perpendiculaire à la génératrice, et si Qv est le vecteur pro-
jection de la rotation sur un plan perpendiculaire à la génératrice, ou sur le plan
normal de la courbe C(Q), le moment cinétique est le vecteur IQvdj3. On en
déduit :

l * +

équation vectorielle ne fournissant que deux relations scalaires comme on le voit en
faisant le produit scalaire par t. On voit d'abord que le second membre donne zéro
car il représente des vecteurs perpendiculaires à t en tant que moments de vecteurs
rencontrant la génératrice ou la génératrice infiniment voisine (pour G). Pour le
premier membre, faisons la vérification. Posons

u étant un vecteur unitaire portant Q, et a> un scalaire, par dérivation on en déduit :

G = â

ce qu'il fallait démontrer.
Rappelons-nous maintenant que Q n'est pas quelconque, mais que la tangente à
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la courbe C(û) est parallèle à /. Nous avons le système suivant qui comporte
i4 équations entre i4 inconnues : K(3), G(a), YA(3), I\(3), Q(3) :

rfG

= o,

On devra intégrer ces équations différentielles sachant que pour p4 et ps, R et G
sont nuls. On peut voir facilement que ces conditions sont équivalentes au théorème
du centre de gravité et du théorème du moment cinétique de toute la portion de sur-
face considérée.

Si nous considérons maintenant le cas d'une distribution continue de percussions
sur toute la portion de surface, nous aurons un système analogue au précédent. Nous
appellerons W la variable de vitesse de A, Q la variation de rotation correspon-
dante; cp, J; définiront le système de percussions données agissant sur la surface
limitée à deux génératrices infiniment voisines; R et G définiront le système des
percussions de tension. Nous aurons alors le système :

dp ~~ r de, '

r dû- _ , , dG
d(s f + dp '

3

qui fournit n équations entre les n inconnues : W(3) , ü ( 3 ) , R(3), G (2).
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