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PREMIERE THESE

CONTRIBUTI1ION

L’ETUDE DES SYSTEMES DEFORMABLES

PAR

M. H. PAILLOUX

Professeur au Lycée de Toulouse.

1. — ETUDE DES PERCUSSIONS DANS LES FILS

Notations. — Soit € un arc de courbe AB d’extrémités A et B, et de longueur !.
A Yinstant 6, un point M de la courbe est défini par son abscisse curviligne s
comptée A partir de 'extrémité A. Nous désignerons par ¢, n, b les vecteurs uni-
taires du triédre principal en M; par R et T les rayons de courbure et de torsion ;
par 7, V, I, la tension, la vitesse et 'accélération au point M; par Fds et pds la
résultante des\forces agissant sur I'élément ds, et sa masse.

Condition nécessaire i laquelle doivent satisfaire les vitesses & un instant donné.
Rappelons les équations vectorielles du mouvement des fils :

*M J
(1) ?FeT:F'i'g(“)v
oy

Dérivons la derniére par rapport au temps :

M M
—— . —— =0
s ds 06

Fac. des Sc., 4* série, t. 1. 1



2 H. PAILLOUX.

ou avec d’autres notations :

Vv
(3) l.—‘\?zo.

Cette équation est donnée par Routh dans sa dynamique (§ 574) et il la trans-
forme seulement dans le cas ou le fil est plan (§ 575). Nous allons écrire la relation
obtenue en faisant intervenir les composantes de la vitesse sur les axes de Frenet :

V=1V, +nV, +bV,,

v W, v, ‘ '

. -
“Vt . \ »

ds R’

On obtient encore cette condition, sous la forme (3) en écrivant qu'un élément
MM’ du fil se déplace comme un corps solide, c’est-d-dire que les projections des
vitesses de M et M’ sur la droite MM' sont égales, le calcul étant fait en négligeant
les infiniment petits du second ordre :

t.(V4dV)y=1t.V ou l.dV=o0.

La formule (3') montre que la composante suivant la binormale peut &tre choisie
arbitrairement, ainsi que V,, quand on connait la forme du fil; il en résulte la
connaissance de V,. On peut ainsi, au moyen de deux fonctions arbitraires avoir
toutes les vitesses possibles pour un arc de courbe donné.

La condition trouvée est nécessaire, mais nous ne savons pas si elle est suffisante,
car il faut faire intervenir les liaisons du fil. Voici différents cas qui peuvent se
produire : fil complétement libre; fil libre sauf en une ou deux extrémités qui peu-
vent étre fixes, ou de mouvement connu, ou se déplacer sur une courbe ou une
surface fixe ou de mouvement connu; fil se déplagant sur une surface; fil s’appuyant
en partie sur une surface; fil s’appuyant sur une courbe ou passant par un point
fixe. Nous pouvons aussi avoir le cas d'un fil formant une courbe fermée.

Recherche de la tension a l'instant initial. — Nous supposerons données la
forme du fil et la distribution des vitesses. Nous supposerons qu’elles sont toujours
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compatibles avec la forme du fil. Dérivons (1) par rapport & s, et (2) deux fois par

rapport & 6 :

[

M M
s T s A0

M M RPM \?
st [——=)=0o0
ds 25 26 ( 25 26 ’

P 3538 T3 a0 T as
A} hES T * At 3
—_ —_ — —_ —_— = | — — — b(...),
S () =t e R IR RS IO

et en faisant le produit scalaire de la derniére relation par ¢ :

ta‘M de, M taF 't T
T RY IR Y " ds ds R’

or
»2M I ALY
—— =—{{.F
d6* p( + L‘s)
et
*M
3536 s

est connu & I'instant initial; par suite, on a I'éguation différentielle suivante pour
déterminer la tension & 'instant initial :

Ne 26 2 d
@ o i OF ey (VY

p o

Comme tout sejpasse & I'instant initial, nous écrirons de la mauniére suivante, ou
les accents désignent les dérivées prises par rapport & V'arc :

(l;') T” y (FI __i F) + PV" —o0
4 o

Si la densité est constante, on obtient I'équation plus simple :

(ll”) + pvvs —o.

Si le fil a ses deux extrémités libres, on prendra la solution qui s’annule aux
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deux extrémités; si le fil est une courbe fermée, on prend la solution périodique de
cette équation; comme elle est & coefficients périodiques, il existe une telle solution
et une seule. Dans les autres cas, la détermination est beaucoup plus délicate et
nous y reviendrons.

Comme application de V'équation (4), remarquons que si un fil se déplace en
I'absence de forces extérieures, pour que la tension soit identiquement nulle, donc
en particulier nulle en deux points quelconques qui vont nous servir & déterminer
la solution, il faut et il suffit que V" = o, c’est-a-dire que le fil ait un mouvement
instautané de translation.

Percussions dans les fils. — Nous supposons que pendant un trés petit inter-
valle de temps agit une force trés grande ®ds sur chaque élément du fil; toutes ces
forces agissant dans le méme intervalle de temps suffisamment court pour quon
puisse négliger tout déplacement du fil. Nous supposerons que Iintégrale

~3
F=/ '®db est finie, et nous appellerons percussion subie par I'élémeut le
00

vecteur Fds. La forme du fil sera conservée pendant toute la durée des percussions
et nous supposerons que le fil reste parfaitement souple et inextensible. Nous ne
considérerons pas de percussions finies subies par un point du fil, nous verrons
pourquoi dans un instant.

Dans un article paru en 1925 (Nouvelles Annales de Mathématiques), G. Bouligand
traite le probléme suivant : On considére un fil flexible, inextensible et sans masse,
suspendu par une extrémité O, et le long duquel on dispose invariablement des
masses ponctuelles en des points M,, M,, ..., M,. Le systéme est en équilibre dans
la position verticale, et 'on suppose que :

IRl

oM, =M

Soient m,, m,, ..., m,, les masses placées aux points en question. On fait agir
simultanément sur elles des percussions horizontales et paralléles, d’intensités res-
pectives P, P,, ..., P,.

En désignant par [ la longueur totale, détermiper 1’état des vitesses du systéme
& I'instant immédiatement postérieur & la production de ces impulsions.

G. Bouligand étudie ce probléme en se servant des équations de Lagrange pour
les percussions, alors que nous nous servons des théorémes généraux. Cette étude
faite, il passe au cas d’un fil pourvu de masse sovmis & une distribution rectiligne
de percussions et montre que le passage a la limite du premier probléme conduit &
la solution du second. Enfin G. Bouligand signale que dans le cas d’'un fil de forme
quelconque le probléme se rameéne & la résolution d’équations intégrales. La mé-
thode indiquée, application des équations de Lagrange & un sysiéme 4 une infinité
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de parameétres, conduit & une analyse délicate, tandis que les théorémes généraux
copduisent & une équation différentielle du second ordre. Il serait sans doute inté-
ressant de comparer les deux méthodes pour obtenir des résultats relatifs 4 ces
équations intégrales. Signalons enfin que G. Bouligand suppose son fil attaché par
une extrémité, ce qui est une source de difficultés pour la distribution de vitesses.

E. J. Routh (§ 585 et suivants) s'occupe du probléme suivant : en donnant une
percussion au fil en une de ses extrémités, trouver les variations de vitesses du fil.
Dans cet exemple et dans d’autres, il ne suppose jamais une distribution continue
de percussions le long du fil.

Isolons un élément ds du fil; il subit une variation de quantité de mouvement
pWds, une résultante des percussions extérieures Fds et nous devons adjoindre des
vecteurs percussions de tension t et v + dr aux deux extrémités. Ecrivons les deux
théorémes généraux sur la quantité de mouvement et son moment :

—¢Wds + Fds +-d= = o,
OM A (— sWds + Fds) + d(OMA<) = o

ou encotre :

w dT
(5) eW=F+ Y
(6) IANT=o0.

La derniére équation montre que le vecteur percussion de tension est tangent au
fil, c’est pourquoi nous écrirons désormais ce vecteur fv, t désignant maintenant
un scalaire.

On peut obtenir ces deux équations en intégrant les équations du mouvement
des fils pendant la durée du choc, puisque pendant ce temps le fil reste immobile.
On aurait aussi pu écrire les théorémes des percussions & un élément fini du fil,
puis en dérivant par rapport & I'une des limites de I'intégrale :

ﬁ(F—pYV)ds+w—rA —o, ./:OM/\(F——pW)ds+OM/\~:—OA/\rA=o.

Nous avons implicitement fait intervenir I'hypothése que le fil était parfaitement
souple, puisqu’aucun couple n’est intervenu dans I'équation des moments. C’est
pour cette raison que la percussion de tension est tangente au fil. Il nous reste &
faire intervenir I'hypothése de l'inextensibilité; pour cela nous écrirons la condition
(3) avant et aprés le choc. En retranchant la variation de vitesse W s’introduit :

dw dW, W

)] t'E— =0 ou 7"

— n

ds =~ R’
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Si nous projetons I’équation (5) sur le triédre de Frenet, on a pour déterminer
W et t le systéme :

. . d~
ID‘\ : = l‘t + —d—s—,
W =F, +—,
1\ n n R

(8)

W, =T,
dw, W,
ds R

Si nous supposons données les percussions extérieures et la forme du fil, nous
avons immédiatement W,, pour avoir les quantités analogues, nous pouvons soit
éliminer, soit rechercher en premier lieu «.

Recherche de la percussion de tension. — Ean éliminant W, et W,, on trouve :
d | ( d= F, T
‘a;[?\“ Eﬂ =R IR
d'= 1 de dx < 1 dp F dF
(9 —— g w TRt =o

équation que I'on peut encore obtenir en intégrant pendant la durée du choc I'équa-
tion (4) qui fournit la tension pendant le mouvement. Si nous avons un fil dont les
deux extrémités sont libres ou un fil fermé, nous rechercherons, soit la solution qui
s’annule aux deux extrémités, soit la solution périodique.

Une fois la tension connue, (8) ou (5) donne immédiatement la variation de

vitesse.

Elimination de la tension. — Nous prendrons cette fois ¢ = W, comme incon-
nue principale et nous éliminerons t entre les deux premiéres équations :

‘Vt =7,
“Yu:B‘f"
.o F — d (B’,n’ BIF)
(IO) . b t ds vy nl*

1l nous reste A intégrer cette équation différentielle. Si le fil est fermé, nous
recherchons I'intégrale périodique. Si les deux extrémités sont libres, en ces points
v == 0, donc nous connaissons W, ou encore ¢'. Nous montrerons plus loin que
la solution est bien déterminée. W, s’obtient ensuite en dérivant o.
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Percussions appliquées en un point du fil. — Considérons un élément du fil
dont les extrémités sont de part et d’autre du point considéré. Il subit : une varia-
tion de quantité de mouvement, infiniment petite; une percussion de tension &
chaque extrémité; la percussion donnée qui n'est pas infiniment petite par hypo-
thése. Si au point P la tangente est continue, la somme géométrique des deux ten-
sions est infiniment petite, et nous sommes conduits & une varialion de vitesse
infinie, c’est-a-dire que pratiquement le fil casserait, puisque les éléments voisins
auraient une vitesse non infinie; ou encore on aurait une percussion de tension
infinie et le fil casserail. Le seul cas d’exception est celui ou la percussion donnée
est dirigée suivant la tangente au fil, et dans ce cas, il y a en P une discontinuité de
percussion de tension, précisément égale i la percussion donnée. En se reportant &
(8) on voit que W, est discontinue, ainsi que W, en général. Pour mieux com-
prendre ce qui se passe, imaginons notre fil coupé en P, nous avons deux morceaux
distincts qui subissent & chaque extrémité une percussion dirigée suivant la tan-
gente, ce qui est tout i fait possible, car c’est au fond ainsi que nous avons introduit
la percussion de tension. Nous pourrons supposer que ces percussions en P sont
celles que nous donnerait le calcul précédent. Dans ces conditions, il n'y a aucune
raison de supposer que les vitesses obtenues en P soient les mémes pour les deux
arcs, il suffit en effet de faire varier 'une des percussions I'autre restant fixe, la
vitesse de I'une des extrémités restera fixe et 'autre variera. Il apparait donc une
discontinuité pour les trois composanies de la vitesse suivant les axes du triédre
principal.

Exemples de systémes ou il n'y a pas percussion. — Un fil a une extrémité fixe
4 Yautre est attachée une masse m. En supposant qu’a un
instant donné le fil se tende, y a-t-il percussion?

Nous savons que toutes les vitesses que peut avoir le fil sa-
tisfont & la condition :

, aw, W,
(" 4 R A

Or le fil se tendant, sa courbure est nulle, la projection de la vitesse sur le fil est
donc coustante, et par suite nulle puisque c'est la valeur en O. Il en sera de méme
en tout point du fil, et en particulier en A dont la vitesse sera perpendiculaire au
fil. 11 0’y a donc aucune raison pour qu’il y ait percussion.

Autre exemple. — Un fil muni d’une masse & chaque extrémité a un mouvement
tel qu'a un instant déterminé il se tend en ligne droite, y a-t-il percussion ?
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Appliquons les équations (8) :

W=
Yt ds”
W,=o,
W, =o.
On en déduit :
' —=o, t=as+ b,

ol a et b sont des constantes.
Appliquons les théorémes des percussions & A et B de masses m et m'. Les
seules percussions qu’ils recoivent sont dues au fil, donc :

mWA = Ta> m""-n = — Ts.

Or nous admettrons (point sur lequel nous reviendrons) que les vitesses du fil et
des masses sont les mémes. Il en résulte :

b,

3
o la

3
o8

= —(al+b),

équations déterminant a et . En ajoutant membre & membre :

( +———+l>a__o

car mW, + m'W; = o puisqu’il n’y a pas de percussions extérieures.
11 n’y a donc pas de percussion.

Cas général. — Le raisonnement que nous allons faire repose sur le fait que les
équations des percussions, aussi bien pour les solides que pour les fils, sont linéaires
et homogénes par rapport aux variations de vitesses aux tensions et 3 lenrs dérivées
aux percussions. Nous allons considérer un systéme matériel dans lequel un fil AB
se tend, et nous nous proposons de rechercher s’il y a percussion. Supposons écrites
toutes les équations qui forment la mise en équation du probléme. Elles sont toutes
linéaires et homogénes, elles admettent donc la solution identiquement nulle;
comme d’autre part nous supposerons le probléme déterminé, il admet une solution
et une seule, la solution zéro. Il n'y a donc aucune variation de vitesse. Ce résultat
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parait en contradiction avec certains problémes, mais cela tient & ce que nous ne
négligeons pas la masse du fil. Dans le premier exemple, ou le point A reste cons-
tamment intérieur a une sphére s’il arrive qu’au cours du mouvement, il vienne sur
la sphére, la vitesse de A, & ce moment est tangente & la sphére; le probléme étudié
est distinct de celui d’un point A attaché par un fil de masse nulle réalisant la liai-
son du point intérieur & une sphére, car si le fil se tendait, il semblerait gn’on puisse
avoir des percussions, tout se passerait comme si le point rebondissait sur la sphére
suivant une loi convenable de choc. Mais & notre point de vue, il est absurde de
supposer la liaison réalisée par le fil de masse nulle, car la limite d’un fil de masse
négligeable ne conduit pas & un choc sur la sphére.

On peut remarquer que lorsqu’un fil se tend, circonstance exceptionnelle, il peut
arriver que le fil casse, cela provient de ce que la tension a pris une valeur trop forte,
le calcul peut méme conduire & une tension infinie, mais cela ne nous fournit pas
une percussion au sens actuel.

Nombre de solutions des équations (4) ou (9). — Nous aurons & rechercher le
nombre de solutions de ces équations connaissant 1° -~ aux deux extrémités,

de L \ .y d
2° =5 2ux deux extrémités, 3° t 4 une extrémité et v a 'autre. Nous allons rap-
s

peler les résultats.
Dans les trois cas, nous allons supposer que nous avons deux solutions répondant
aux conditions indiquées. Leur différence satisfait & I'équation sans second membre

dont il suffit de rechercher le nombre de solutions pour lesquelles = ou %:— est nul

aux deux extrémités. La différence entre les deux solutions possibles sera faite de
maniére gu’elle soit croissante pour s = o :

- . d .
1° © est nul aux deux extrémités. Je dis d’abord que d—:- == 0 pour s = o, sinon

d’aprés les théorémes généraux, la solution serait identiquement nulle, et les solu-
tions de (4) ou (9) non distinctes. La fonction croissant & partir de s == o alteint
un maximum positif, pour lequel

" T
T ~F>oa

c’est-a-dire que nous avons un minimum, d’ot contradiction. 11 y a donc une solu-
tion et une seule avec les conditions précisées. Nous avons implicitement utilisé le
fait que la solution ne devenait pas infinie, ce qui revient & supposer que ni p ni R
ne peuvent s’annuler.

Fac. des Sc., 4 série, t. L. 2
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2° Nous ferons la différence de maniére que pour s = o, elle soit positive. En
ce point on ne peut avoir de maximum, sinon l'équation différentielle montre
comme précédemment que c'est un minimum, la différence est donc croissante.
Elle croit jusqu'd un maximum positif gui pour la méme raison devrait étre un
minimum; ou augmente indéfiniment, ce qui est impossible, la différence est
encore identiquement nulle.

3° Nous supposerons que la valear commune a été prise pour s = o, la diffé-
rence étant croissante en ce point. Si la fonction atteint un maximum, il est positif,
et on a la méme contradiction que précédemment ; sinon, la fonction croit constam-
ment, et ne peut avoir une dérivée nulle pour s = 1.

Dans les trois cas la solution est unique.

Premier exemple de percussions. — Un fil se déplace librement dans l'espace, &
un instant donné, on fixe une extrémité, quelle est la nouvelle distribution de vitesses?

Comme cas particulier trés simple, nous considérerons celui ou le fil est recti-
ligne a I'instant considéré, les vitesses en chacun de ses points étant équipollentes
et perpendiculaires au fil. Cette distribution de vitesses est bien compatible avec la
forme du fil. En nous reportant au systéme (8) nous avons & intégrer I'équation
différentielle (g) moyennant les quatre conditions suivantes : r = o & lextrémité
libre; les trois composanles de la vitesse finale sont nulles au point fixe; telles
paraissent étre les conditions indispensables. Quatre condilions pour déterminer les
deux constantes de 1'équation différentielle conduisent en général & des impossibi-
lités. T = o a Vextrémité libre est indispensable. Que faut-il penser des conditions
relatives & la vitesse pour le point fixe? Nous allons donner un exemple de mouve-
ment d’un fil, ot a I'instant initial, la vitesse au point fixe ne sera pas nulle. Cette
expression signifie que la limite de la vitesse quand s tend vers zéro, 0 restant fixe,
est différente de zéro. .

Un fil se déplace dans un plan suivant une loi de force telle que son mouvement

' N 2
— (&
x_[\/x (Ds)ds’
]

v = ks arc lg —,
A 83

est régi par les équations :

2
ou k est une constante suffisamment petite pour que tout le long du fil «% soit
¢

inférieur & 1 en valeur absolue. Cherchons la forme du fil & I'instant initial 6 = o :
y—=29, xXr=S§s,

c’est donc la portion de I'axe des x comprise entre o et [.
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Vérifions que pour s == o le point du fil reste immobile :

° T
x£L = =0, y::in',O.-—ZO.
° 2

Cherchons les composantes de la vitesse :

s Yy dy [
2 -, = o
dx ds  ds 6 N s ks®

— —_— S, —:/{S

TN T T e
36 Y 36 LT s
2 I—\{— $*
- 08 :
o

A Vipstant initial :

dy
Te = 5=

méme si on fait ensuite tendre s vers zéro. Mais pour tout autre instant, pour
dy
2
soumise a une liaison; 2° la limite, & un instant donné, de la vitesse d’un point qui
tend vers cette extrémité. On peut vérifier que dans cet exemple la discontinuité de
vitesse se traduit sur le fil par une discontinuité de la tangente au point fixe. Si
§ — o nous connaissons la tangente, nous éliminons ce cas. Prenons pour 6§ quel-
conque les parties principales de x et y en fonction de s :

s=o,

— o. Il faut donc distinguer nettement : 1° la vitesse d’'une extrémité

kM . S
rEaY V'™

S.

La tangente est fixe, et nous imaginons trés bien la singularité du mouvement.
Nous allons, avant de poursuivre I'étude du probléme posé, montrer qu’il ne
faut pas faire de passages a la limite aux points soumis & des liaisons.

Discontinuité de Y'accélération. — Soit un fil qui a une extrémité fixe, nous
nous proposons de rechercher & un instant donné que nous considérerons comme
instant initial, la limite de V'accélération, en nous servant des équations du mouve-
ment projetées sur les axes de Frenet. Nous supposerons connue la forme du fil et la
distribution des vitesses initiales compatibles avec la fixité de I'extrémité A :

o'=VF+

d
Y (Ir).
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)

(L

Nous savons que le vecteur \_(h) se trouve dans le plan osculateur. A ce vec-
[

teur nous devons ajouter F qui a en général une composante hors du plan oscula-
teur. La somme géométrique de ces deux vecteurs ne pourra donc tendre vers zéro,
accélération du point fixe. On peut présenter a ce raisonnement diverses objections :
4 un instant quelconque, il peut ne pas y avoir de plan osculateur limite; ou encore
ce n'est qu’en des circonstances exceptionnelles que le plan osculateur en A ne
contient pas le vecteur F de A.

Cette derniére objection est levée dans l'exemple suivant : Un fil homogéne de
de densité 1 a son extrémité A fixe; & I'instant initial, il est rectiligne et horizontal.
Il s¢ déplace dans un plan vertical ot il est soumis & la pesanteur; les vitesses
initiales sont perpendiculaires au fil et proportionnelles &4 AM. Elles sont compa-
tibles avec la forme du fil et avec la fixité de A, puisqu’une barre pourrait com-
mencer a se déplacer avec ces vitesses. Voici la marche que nous allons suivre : nous
allons effectuer les calculs sur 'exemple indiqué mais nous exposerons le principe
de la méthode sur un exemple plus général. Considérons un fil de forme quelconque
ayant une extrémité fixe. J’admets la continuité de V, I', de la tangente, du plan
osculateur et de la tension le long du fil. Au point A j’admets provisoirement que
I’accélération est continue, et tend donc vers zéro. Je vais montrer qu'il y a contra-
diction. Projetons I'équation vectorielle du mouvement sur les axes de Frenet en A.

d

¢ . .
Comme Ts-(t-r) est dans le plan osculateur, pour que le mouvement ait lieu avec

C

les hypothéses précédentes, il est nécessaire que F soit dans le plan osculateur.
Dans ce plan nous aurons de plus :

&
F+a—s(lr)=o (si I'=o0),
dt .
\ xg—-_—l‘ cos x,
) —;:—P‘sirla.

On en déduit que la connaissance de la tangente en A détermine le plan oscu-

]
lateur et par suite <i> . Si les deux extrémités du fil sont atta-
d8 /a

ot . , -

et la tension est déterminée

k chées, en ces points on connait "
18

en principe a I'instant initial. Si 'auire extrémité est libre, la so-
A lution est encore bien déterminée. En supposant cetle tension
calculée, A titre de vérification on en déduit la courbure & I'extré-
mité attachée.
Dans I'exemple initial on peut faire tous les calculs et la vérification ne se fait pas.
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L’équation différentielle de la tension & l'instant initial s’écrit, si V= kOM :
U+ k= o;

donc :

ko, k*r
T= ——35 +as+(-———al>,
2 2

puisque t = o pour s = { (a C' d’intégration).
A T'instant initial :

N

A

7 =—ks+a.

2 .

En A, on détermine a par :
dt
\—=—gcos«=a,
a8
T .
?:——gSln o,

[!
™= + gl cos a.

Le calcul de la courbure en A donne _l;: == 0, en contradiction avec I’hypothése

d’un fil rectiligne.

Cas ol une extrémité est guidée, ou posséde un mouvement connu a I'avance.
Nous connaissons alors soit un plan contenant l'accélération de l'extrémité (le
plan osculateur de la courbe guide), soit 'accélération de I'extrémité. Dans ce der-
nier cas il n'y a aucune raison pour que la composante de cette accélération suivant
la binormale au fil soit égale & la composante de la force F. Dans le premier cas,
nous supposons, comme toujours, données les vitesses initiales, donc celle du point

sur la courbe guide. Il en résalte la connaissance de I'accélération suivant la binor-
£

male et la normale principale au guide, & savoir zéro et T introduisant la cour-
bure du guide. Ceci, en se reportant & I'’équation du mouvement projetée sur les

. . 9 . .
axes de Frenet du fil, nous fournit deux relations entre ~ et %, relations qui per-

mettent de les calculer (car on voit qu'elles sont indépendantes), et comme dans le
cas ol une extrémité est fixe, on aboutit & une vérification sur la courbure qui ne
se fait pas.
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Application des considérations précédentes. — Mouvement d’un fil & partir
d’une certaine position d’équilibre. Un fil homogéne pesant, parfaitement souple
est en équilibre de facon que ses deux extrémités soient sur une méme horizontale.
A l'instant initial, on abandonne le fil, en laissant glisser sans frottement ses deux
extrémités sur Uhorizontale, quelles sont les circonstances du début du mou-
vement ?

Les conditions initiales sont les suivanles : fil de forme connue : chainette,
vitesses initiales connues : nulles et compatibles avec les liaisons et la forme du fil.
Nous avons un probléme de dynamique, et nous savons que les tangentes initiales
aux trajectoires des différents points sont les accélérations initiales que nous allons
chercher & préciser. Désignons par ' et t les tensions en un méme point, pendant
I'équilibre et au début du mouvement. Le premier vecteur est défini par la relation :

—
- d7
—ogt gy =0
ou par I'équation différentielle (4) :
b!TV 'T’ — 0
T RO

Or pour le mouvement nous avons la méme relation puisque les vitesses initiales
sont nulles; de plus, comme les tensions aux extrémités sont égales par suite de la
symétrie de la figure, ' et © sont donc proportionnels, comme cela résulte de la
forme des solutions de I’équation différentielle :

par suite :
ht]

— . —_
FW=~Pg(l_k), l =—g(l—/€),

ce qui prouve que toutes les accélérations sont égales et verticales; en particulier
pour les extrémités dont les accélérations ne sont pas portées par I’hoizontale; ni
nulles, sinon il en serait de méme pour tous les éléments du fil, ce qui serait assez
surprenaunt.

On peut remarquer que dans la suite du mouvement, il n'y a pas de raisons
pour que les tensions aux extrémités soient nulles (ce qui reviendrait & avoir un fil
libre qui tomberait certainement), comme elles sont égales et opposées aux réac-
tions de la barre horizontale, on en déduit que la tangente au fil en chaque extrémité
est verticale. Si on applique ce raisonnement & l'instant initial, comme la tangente
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n’est pas verticale, on doit conclure que = = o et que tout se passe a 'instant ini-
tial comme si le fil était abandonné en chute libre. Aussitét aprés l'instant initial,
les tangentes aux exirémités serout verticales; il y aura donc variation brusque de
la tangente et de la courbure en ces points.

Des considérations qui précédent nous admettrons les résultats suivants qui
paraissent difficiles & démontrer : En un point ot se trouve une liaison, la vitesse

comptée suivant le plan normal peut avoir une grandeur quelconque, mais la vitesse

. . A s > gt dvt Vll
suivant la tangente est continue. Méme si V, est discontinue, TR montre

que V, est continue si V, est intégrable, et cela quel que soit V,. (Nous ne nous
occuperons que du cas ou la tangente est continue.) Si la courbure ou le plan oscu-
lateur n’est pas continu, on voit facilement que la tension est continue, dans les

- dr . o .
exemples traités nous admettrons que s V’est aussi. Les conditions précédentes

permettent de déterminer la solution du probléme de la recherche de la percussion
de tension dans le cas ou une extrémité est fixée.

Il serait intéressant de trouver une condition analogue pour les accélérations, ce
qui permettrait en particulier de trouver la tension de l'instant initial pour un fil
dont une extrémité est attachée.

Si nous revenons au probléme que nous avons en vue, celui du fil rectiligne,
dans certaines conditions précisées, dont une exirémité est fixée, il n’y a aucune
percussion, puisque la distribution de vitesse est possible avec nos conventions, la
vitesse tangentielle étant nulle.

De méme si un fil de forme quelconque a une extrémité fixée au moment ou la
vitesse en ce point est normale au fil, il n'y a aucune variation de vitesse. Si la

. . . d . e s
vitesse n’est pas normale au fil, les équations (8) donnent ‘—15- qui est négatif si

effectivement le fil se tend, en ce point la percussion de tension est maximum.
Remarquons & ce propos qu'au point de vue calcul nous devons admettre les per-
cussions 1iégatives qui tendent & comprimer le fil. Si dans I’exemple précédent le fil
arrive de fagon que la projection sur la tangente de la vitesse de I'extrémité qui va
étre fixée, soit négative, le calcul précédent fournira des percussions de compres-
sion, alors qu’en pratique le fil se courbera rapidement; la théorie précédente est
insuffisante car elle néglige la faible rigidité du'fil qui devient alors le phénoméne
prépondérant.

Exemple de percussions. — Un fil peut se déplacer librement et sans frottement
entre deux plans paralléles trés voisins. Le systéme de ces deux plans regoit une
percussion connue, quelles sont les variations de vitesse pour le fil?

D’une maniére plus précise nous supposerons calculée la variation de vitesse
pour chaque point du plan double. Le fil recoit du plan une percussion normale &.



16 H. PAILLOUX.

La solution du probléme est donnée par :

. dr
( oW, :71;’-
cw"=_;_,
oW, =&,
!
T
' o R* °

car la binormale a la courbe est la normale au plan. Si le fil a ses deux extrémités
libres, la solutior == o satisfait & I’équation différentielle, et comme il n’y a
qu’'une solution, on voit qu’il n’y a aucune variation de vitesse le long du plan. Si
le fil est farmé, on cherche la solution périodique, zéro convient; méme résultat
que précédemment. Si une ou deux extrémités sont fixées au plan, en ces points on

. ot . .
connait W, et par suite Y le probléme est donc déterminé.
LY

Méme probléme, le fil glissant entre deux surfaces rigides trés voisines dont la
variation de vitesse est connue.

Le principe est le méme que précédemment. Nous introduirons une percussion
normale 4 la surface. Nous appellerons © l'angle que fait la normale 4 la surface
avec la normale principale de la courbe. Les variations de vitesse et percussion sont
données par le systéme :

dT

oW, =—D?’

oW, = & cos © =,

oW, = & sin ©,

!
1"—-9-—1"———=‘1’
p

Or nous connaissons la variation de vitesse suivant la normale & la surface :
W, cos T+ W, sin ©=Aal(s).
Relation qui se transforme et permet d’avoir &£ en fonction de = :

_cosCS
"R

£+ =¢'ll;
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< est déterminée par I'équation différentielle du second ordre :

, ¢ .t cos © (' _ cos CS)

i 4 N R~ R U "R ’
' o) (&}

<" ——'? T — sn:‘, t=:U COSB

Les conditions aux extrémités sont données comme dans I'exemple précédent.
Si en particulier le fil est placé suivant une géodésique & Vinstant considéré, on
peut écrire :

v u
-?-__a—}—fids,

r=b+afpds+fpdsf%ds,

ol a et b sont des constantes.

PT”_P,T’ ——.ﬁll-
TR

Si le fil est placé suivant une asymptotique, I'équation différentielle n’a pas de
second membre et si le fil est fermé ou a ses deux extrémités libres, par un raison-
nement déja fait, on voit qu’il n’y a pas de percussion de tension.

Dans tous les cas, une fois la percussion de tension connue, on en déduit la per-
cussion normale, puis la variation de vitesse. Les calculs faits ne supposent pas que
la surface sur laquelle glisse le fil soit rigide. Tls sont valables si la surface reste
constamment applicable sur elle-méme, a condition qu’on connaisse la variation de
vitesse de chaque point de la surface, cas qui se produit en particulier si dans I’en-
semble des percussions subies par le systéme fil-surface, on peut négliger en
premiére approximation la masse du fil auprés de celle de la surface.

On pezut aussi supposer que le fil glisse sur un ballon de caoutchouc qui subit
des percussions, la variation de vitesse normale étant connue en chaque point.

Probléme. — Dans son mouvement un fil vient rencontrer un plan fixe; y a-t-il
percussion?

Nous allons supposer que le contact entre le fil et la surface dure un certain
temps, le point qui reste au contact se déplagant sur le fil. Je dis que I'action de

Fac. des Sc., 4° série, t. 1. 3
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contact n’est pas une percussion. En effet d'aprés la maniére dont ces derniéres sont
introduites (produit d’'une grande force par un court intervalle de temps), une suile
continue de percussions dans le temps équivaudrait & une force coutinue et trés
grande, ce qui est absurde au point de vue mécanique. On tombe de méme sur une
absurdité si on partage le temps du contact en un grand nombre d’intervalles ou le
fil recoit une variation finie de vitesse, et cela un nombre de fois aussi grand qu’on
le veut. Le contact donne donc simplement lieu & une réaction. Le fil est-il tangent
ou non & la surface? Pour résoudre ce probléme, nous considérerons I'élément de
fil dount les extrémités sont de part et d'autre du point de contact & I'instant consi-
déré. En le supposant infiniment petit, toutes les forces agissant sur lui doivent se
faire équilibre; comme les forces d’'inertie sont infiniment petites, les tensions &
chaque extrémité et la réaction du plan doivent se faire équilibre. Or la somme
géométrique des tensions est dans le plan tangent, tandis que la réaction ne s'y
trouve jamais. Le fil ne peut pas rester tangent au plan en un seul point pendant un
intervalle de temps fini.

1* I1 n’y a pas de frottement. La réaction est normale au plan, donc les deux
tangentes au fil en M sont dans uu plan normal; de plus la connaissance de la lon-
gueur d’une des tensions et de I'autre tangente détermine la réaction et la deuxiéme
tension.

2° Il y a frottement. Nous supposerons que les lois habituelles sont applicables :
la réaction tangentielle est portée en sens contraire de la vitesse, et elle est reliée &
la composante normale par T = fN. Qu’appellerons-nous vitesse de glissement?
C’est la vitesse de I'élément du fil au contact avec la surface. Si elle est connue, on
a un plan qui contient la deuxiéme tangente, puisque la direction de la réaction est
counue. Dans les deux cas, qu’il y ait frottement ou non, si en plus d'une des ten-
sions, on connait la direction de 'autre tangente, qui se trouve d’ailleurs dans un
plan bien déterminé, on sait trouver la réaction de contact et la deuxiéme tension.
11 est tout & fait normal que cette deuxiéme direction ne soit pas déterminée par le
raisonnement précédent car elle dépend de la nature des surfaces en contact. On
peut imaginer le choc parfailement inélastique ou le fil reste en contact avec la sur-
face, et le choc plus ou moins élastique suivant I'angle d’écart avec le plan. Une
autre considération & faire est celle du signe de la tension. Si le calcul conduit a une
compression du fil nous ne pouvons pas toujours I'accepter. Une autre objection se
présente : Nous avons supposé nos fils parfaitement souples, au point d’accepter un
angle aigu au contact, sans qu’il soit nécessaire d’ajouter de couple soit pour faire
cet angle, soit pour le supprimer. Nous sommes assez loin des fils que I'on trouve
dans la pratique.

Dauns le raisonnement précédent nous avons cherché s’il élait possible que le fil
et le plan aient un point commun. Si on suppose qu'une partie du fil repose sur la
table, en restant immobile ou non, le probléme se présente d'une maniére diffé-
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fente; au point de séparation des deux arcs du fil, libre ou géné, il y a en général
une discontinuité pour la tangenle, le rayon de courbure, le plan osculateur, etc.

Voici des exemples de tels mouvements : un portion AC d’un fil AB est enroulée
sur un cercle qui roule sans glisser sur une droite. Au

fur et & mesure que le fil se déroule, il reste immobile Lot~

en CB sur la droite. Nous pouvons maintenant faire ) AN
abstraction du cercle et imaginer ce fil se développant A )
sur un plan. Ce mouvement ne donne lieu & aucune per- ,/

cussion. Il n’y a d’ailleurs aucune discontinuité des vi-
tesses. I1 n’y a donc pas contradiction avec notre affir-
mation qu’une portion de fil ne peut rester tangente.

Le mouvement s’effectue évidemment avec une tension constante d’un bout &
Vautre, ce qui exige que B soit fixe et qu'on exerce en A une tension convenable,
fonction évidente de la vitesse et du rayon du cercle. La table n’exerce aucune réac-
tion. Dans ce probléme il n’y a pas lieu d’introduire une réaction isolée en C.

Un autre exemple est le suivant ; un fil a son extré-
mité B attachée A une table horizontale. Une portion CB

A

reste tendue, I'autre AC est rectiligne et les vitesses de
ses différents points sont équipollentes et forment avec

BC un triangle isoctle. Ce mouvement est possible sans
réaclion isolée du plan en dehors de B.

Probléme. — Un fil a une extrémité libre, et & 'autre extrémité est attaché un
point matériel de masse m. Ce point regoit une percussion connue %, quel est
Iétat des vitesses aprés le choc? Nous supposerons que la tangente en A ou se
trouve le point matériel est bien déterminée. Sur A agissent donc : la percussion
directement appliquée, et la percussion de tension ¢ due au fil. Les équations des
percussions appliquées & A donnent :

mW, = ¢, +%, mW, = % mw, = £,

dont les deux derniéres définissent la variation de vitesse suivant le plan normal au
fil. Cherchons maintenant les variations de vitesse pour les éléments du fil. Nous
avons A intégrer une équation différentielle du second ordre sachant que la solution
cherchée est nulle & Yextrémité libre. Actuellement la solution dépend d'une cons-
tante arbitraire. Telle quelle, elle nous fournit en A une percussion de tension et
permet de calculer la variation de vitesse du point A du fil, ainsi que la variation
de vitesse tangentielle du point matériel. D’aprés un principe que nous avons admis
les deux vitesses tangentielles pour le point matériel el pour le point du fil seront
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les mémes et ceci nous fournit une relation pour déterminer la constante arbitraire ;

/ a f . d=

mW, =&+, 9“127;-

point matériel mW, = &, point du fil oW, = _l_:_’
VomW, =& W, =o.

Conformément & une remarque déja faite, les variations de vilesses normales ne
seront pas les mémes.

Probléme. — Dans le cours de son mouvement, un fil parfaitement libre vient
rencontrer une courbe fixe. L'hypothése d’'une percussion au point ot a lieu le choc
n’est pas admissible, puisque nous avons montré que I'on devait rejeter les percus-
sions isolées comme inacceptables du point de vue physique.

Le contact donne lieu simplement & nne réaction, et comme nous sommes sirs
qu’il y aura modification de vitesse au point de contact, le fil glissant sur la courbe,
et nulle part ailleurs, vu V'absence de percussions, la distribution des vitesses ne
sera plus continue en ce point aussitdt aprés le choc. Le cas ou un fil vient en con-
tact avec une surface en un seul point donne les mémes résultats.

En imaginant le choc d’un fil de fer sur un fil pendant librement, on voit que,
bien que le contact ait lien depuis un court instant, le mouvement du fil de fer n’est

guére modifié et les éléments du fil se sont trés peu déplacés sauf au
voisinage du point de contact. Remarquons qu’aprés ce court instant
la réaction au point de contact A peut devenir trés grande surtout
8’il y a frottement, et cela en un temps relativement court. Les deux

A teusions du fil au point connu A sont relides par T' = Te'™, f coef-

« ficient de frottement sur le fil de fer, « angle dont a tourné la tan-
genle, en supposant le glissement du fil.

Probléme. — Un fil plan vient s’appliquer en euntier sur un contour fixe, 4 un

instant donné, le contact subsiste aprés le choc. Nous supposons connue la distri-
bution des vitesses avant le choc. Nous devons introduire une percussion de contact
en chaque point du fil, normale au contour, soit &£. Nous supposerons pour simpli-
fier que la densité du fil esl constanle. Nous avons les relations suivantes ou les

indices o et 1 désignent un élément avant et aprés le choc :
. dr
s(Vi=V) = —,

plo—=V) =5 +4.

T

"

U
T —

f

S!B m!«a B
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La premiére équation donnera Vi quand on connaitra t. Eliminons £ entre
les deux derniéres équations, on trouve :

-
T

F;

T ~——=——-—%V‘;—
donc :
VO
c=as+‘f5——p/dsf—aids,

« et B étant deux constantes d’intégration. On peut simplifier cette formule en
remarquant qu’avant le choc on a la relation :

et par suite :

on vérifie ensuite que :
eVi=eVi+(@—¢V) =0

est constant tout le long du fil. On détermine les deux constantes en écrivant que
les percussions de tension sont nulles aux extrémités.

Méme probléme en supposant que le fil ne s’applique qu’en partie. Nous suppo-
serons par exemple que la portion AC reste libre, CB étant appliqué sur le
contour :

/ dt . dr
i"wt - Es—l (’“ t —(i?’
Sur AC P“’n == _::—7 sur CB Pw’l = %- + E!
- vt 2_
T Pl’ i 0! R, —_ R .
Aux deux extrémités A et B les percussions de c B

tension seront nulles. Que se passe-t-il en C? Je dis

B

que t est continu en ce point. 11 suffit en effet de

considérer un élément de fil dont les extrémités sont

de part et d’autre de C. Il est soumis & deux percus- A

sions de tensions finies, & une percussion de contact

infiniment petite ; comme la variation de quantité de mouvement est aussi infiniment
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. . . dt . . , -
petite, © est bien continu. 7 est aussi continu, car cela résulte de la continuité
S

de W, et de la premiére des équations (8). Il y aura donc en général une disconti-
nuité de vitesse normale en C. Nous avons deux équations différentielles 4 inté-
grer, donc en principe quatre constantes & délerminer. Or nous avons quatre rela-

. . s dz .
tions : T = 0 aux deux extrémités, T et s continus en C. Le probléme est donc

bien déterminé. Remarquons que la discontinuité possible pour la vitesse normale
entraine que & ne tend pas vers zéroen C.

Probléme. — Dans son mouvement un fil vient s’appliquer complétement sur une
surface. I1 n’y a pas de frottement, et aprés le choc le fil glisse sur la surface. Nous
appellerons © l'angle de la normale principale au fil avec la normale & la surface.
La seule percussion extérieure est une percussion £ portée par la normale & la sur-
face. Les équations intrinséques des percussions donnent :

Vl VO — iil
! : ds’
Vi—-V? —_—_;_‘. + £ cos 5,

V- Vo= ¢sin @,

v T 0080
T R, = Q R )
aprés le choc
(% == ou V; cos G 4V, sin 8 = o,

cette relation donne en tenant compte du systéme précédent :

cos © . . .
Re=—1 m — (V, cos @+ V; sin ©),
cos @
R=— 1 R — V5

= est donc déterminé par l'équation différentielle suivante :

T cos® T 0 COST
T R’+T " + Vi R =0

dont on peut simplifier la forme en introduisant la courbure normale et la cour-
bure géodésique.

T + AN
Rz ' Ry

o
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. . P T I
Si en particulier le fil s’applique suivant une géodésique (B—- = o) ou un cer-
G

cle géodésique (Re = C) le probléme se raméne aux quadratures. S’il vient s’ap-

. 1 - . .
pliquer suivant une asymptotique <R— = o> iln'y a pas de percussions de tension;
N

en effet si les deux extrémités sont libres =0 en ces points, © = 0 convient &
T'équation et nous savons qu’il n’existe qu'une solution; si le fil est une courbe fer-
mée, T = o est la seule fonction périodique satisfaisant & I’équation différentielle.
Plus particuli¢rement si un fil vient s’appliquer sur un plan, comme toute courbe
du plan peut étre considérée comme une asymptotique, il n’y aura aucune percussion
de tension.

Revenons au cas général. Nous avons obtenu =, on en déduit immédiatement la
percussion normale, puis la variation de vitesse. On peut introduire les variations de
vitesse suivaunt la normale & la surface et la normale géodésique.

. dr
We=13v ., T Vi
. \V T TRTR T
“N-——-l_'\y
R, T e
5f=—"——vn
Wem —— R
\ ¢ == RG.

Dans le cas particulier ot le fil s’applique suivant une asymptotique, nous avons
vu que v =o0, il y a variation de vitesse seulement suivant la normale, variation
connue A priori. On en déduit immédiatement :

£ = —V3.

Probléme. — Un fil est enroulé sur une section
droite d’un treuil circulaire. Dans son mouvement le
fil est entrainé sans glissement. A un certain moment
une extrémité du fil est bloquée, le fil se tend et finit
par glisser sur le treuil. Déterminer les percussions.

Au contact du treuil et du fil il y a des percussions
de frottement. Nous remarquerons que pendant toute
la durée du choc la direction des forces de frottement
est invariable : elles font I'angle ¢ avec le rayon et

sont situées dans le plan de la figure. La percussion
de contact aura donc la méme direction. Nous dési-
gnerons par & la percussion normale et /% la percussion tangentielle. Le sys-
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téme (8) nous fournit les équations :

- de

W =SE+ 5

T

W —= —f+—,

oW, .,L+R
dw, W,
ds ~ R’

ol W,=O—wR, \Vn=o.
Par suite W, est constant et

T
T=%x

est donc déterminée par 1’équation différentielle

S
poRk = R "ds’
dont Y'intégrale générale est
S
ae—% polt
T = —_——,
Sf

a étant une constante d’intégration qui se détermine quand on connait la percussion
1

au point B, percussion variable suivant que le fil est libre ou supporte une masse,

Si 9 est la percussion en ce point :

La percussion en A est

S I
cwR*\ ® cwR?
7,\:(9-}-‘ >6R—'w

ou

sw R’> fa soR*
. ¢ — ’
J S

« désignant ’angle dont est enroulé le fil.
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Connaissant la percussion en chaque peaint du fil on pourrait avoir assez simple-
ment le systéme des percussions subies par le treuil en faisant la somme géométri-
que des tensions en A et B, augmentée de la variation de quantité de mouvement
de la portion de fil enroulée. Pour avoir le moment au centre du cercle on opérerait
de méme.

Retour sur la cinématique des fils inextensibles. — Soit M un point bien déter-
miné du fil, toujours le méme quand le temps s’écoule. Nous désignerons par Q la
rotation instantanée du triédre de Frenet en M. Nous allons commencer par retrou-
ver la relation de compatibilité pour les vitesses de la manidre suivante : Ecrivons
qu’'un point voisin M’ du fil a méme vitesse que s§’il était fixé au solide de masse
nulle qu’entraine le tri¢édre principal en M, le calcul étant fait en négligeant les infi-
niment petits du second ordre.

)
Vw = Vu + Q AMM ou —\—}ds:Q/\lds,

d’ol on déduit facilement

(11) ﬁ:Q/\t', t.g-v—zo. (3)

o8 Js

Remarquons tout de suite que la formule (11) permet d’avoir la composante de
la rotation suivant le plan normal de la courbe, mais non la composante suivant la
tangente; cela provient de ce que la rotation d’'une barre est définie de la méme
maniére : une rotation de la barre autour d’elle-méme ne constituant pas un dépla-
cement.

La méthode précédente ne fournissant pas cette composante tangentielle, nous
allons procéder autrement. Nous allons écrire que dans le triédre de Frenet de vitesse

angulaire connue, on peut déterminer la vitesse de tous les points. Nous écrirons
d’abord :

%:Q/\i;
or
2 —my=v,
26
donc
s= QAL.

C’est la relation (11).

Fac. des Sc., 4* série, t. 1. 4
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On en déduit, en faisant le produit scalaire par ¢, n, b,

t.Vi = o,
nNe=n (QA)=Q.(An)=Q,,
b.Vs=b.(QN) =Q.(tAb) = —Q,;

donc :
Q,=—b.Vs,
T2
( ) -()b = n .‘r; .
De la méme maniére :
on
T QAR.

Or d’aprés les formules de Frenet

n = RMjs,
on
AL
RGM:' + RV.’:’: b= Q/\Il

= RyM& + RVE,

Faisons encore le produit scalaire par ¢,
Rt. Ve =t (QAR) =Q.(nA\t) = —Q,
ou
Q; = — Rt. Vi,
Comparons avec la relation (13)

n
V= LV,

R

que I'on obtient en dérivant (3), nous n’avons donc pas de relation nouvelle.

Faisons le produit scalaire par n

RI
Til—‘- Rn.Ve=o

ou

d /1 "
(13) 3;(-1)‘—): n.Vi.
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Relation intéressante car elle indique de quelle maniére va se modifier la forme
de la courbe (plus exactement sa courbure, mais nous allons trouver dans un instant
une formule analogue pour la torsion).

Faisons enfin le produit scalaire par &.

RO.VE=5H.(QAR)=Q.(nAD) = Q,,

cette relation nous fournit la composante tangentielle de la rotation. Cette derniére
est donnée en fonction de la vitesse par le systéme

( Q, = Rb.Vg
(14) Q= —5.V;,
/ Q,= n.Vg

La formule (11) nous donne la vitesse quand on connait la rotation, dont il est
d’ailleurs inutile de connaitre la composante tangentielle.

Pour obtenir les mémes résultats nous allons indiquer une autre méthode qui
sera plus facile & appliquer & la binormale. Dans le cas présent, seule I’écriture dif-
fére. Nous écrirons la formule de Frenet sous la forme :

Mﬁ-:%n

et en dérivant par rapport au temps :

d /1 1
WZH{_% .
=R TR YA

11 suffit ensuite de faire les produits scalaires par ¢, n, b.
Nous allons terminer par I’étude de la binormale, et pour cela nous introduirons
directement le vecteur M. .

Les formules de Frenet nous permettent d’écrire :

n . t b
R T
ou
b [ d y
T =" M5y (RMa),
!
Wt Re 1,
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Dérivons par rapport au temps
V== () o ()

ou

D — ) __._._(
ae( )b Fr QAL ROQAR — == QAb

R A 1 " Q I -
\s;——t—(\g(R’> “’IR”_—I)(\—Q-(FT—>+Q/\M‘.‘

faisons le produit scalaire successivement par ¢, n, b

m L\ I ,
Vo= — g5 () F QM= g

m Q Q
,V 3 — — " —--—b £
n &3 Rs9 R’ + RT ’

bV =— (RT>+—“-— QR

dont les deux premiéres sont conséquences de (3) et (13). La troisiéme nous fournit

—D% , on peut aussi I'écrire sous la forme
" Q
(15) b= — (RT)+1) QAMD).

Relation & laquelle satisfait la rotation. — Le systéme (14) nous permet

d’écrire :
d
Q,, _ b V"’ . _n_v;,

Y e T
puis :
3Q, Q, . Q .
(16) S FtRTT O
or nous avons :
2Q 2Q, 2Q, 20, n ( > o N
t+ Il-f-—-b—s—b'{-Q‘i—Q" -ﬁ'*-T +..2‘ T .

) s ds

On en déduit

(17 ¥
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ce qui prouve que Q, est dans le plan rectifiant de la courbe, tandis que V, est
dans le plan normal.

Si en particulier la courbe est plane, V, se projette suivant la normale; et Q; sui-
vant la tangente.

Probléme. — On considére une courbe, qui sera par exemple un fil élastique.
Deux de ses points matériels ne seront pas assujettis & étre & une distance curviligne
invariable I'un de I'autre. Nous supposerons connue la distribution de vitesse tout
le long de la courbe, et nous proposons de rechercher comment varient la longueur
de la courbe, sa courbure et sa torsion. La distribution de vitesse n’est soumise a
aucune restriction. Nous introduirons la rotation du triédre principal de la courbe
et, comme probléme supplémentaire, nous aurons & rechercher comment s’exprime
cette rotation en fonction de la vitesse et de ses derivées. Nous suivrons pas a pas la
méthode employée dans le cas des fils inextensibles. Nous allons donner une pre-
miére méthode fournissant le coefficient d’allongement du fil en chaque point, coef-
ficient défini de la maniére suivante :

s est un paramétre définissant les divers points du fil, et qui & I'instant considéré
coincide avec I'arc. L’arc de la courbe peut se définir & 'aide de Ia formule :

ds* = dM*,

que nous dériverons par rapport au temps :

2 .
ndssgds=adM.d\,

N

D—eds=t.dV,
d
<
u = y;ds—tV'
e e

Cette formule s’obtient encore par la considération de deux points voisins M et

M’ du fil, et de leurs positions M, et M! & l'instant 6 + 39. Pour évaluer I'arc
M M, nous écrirons :

M,M! = — V30 + dM + (V+dV)30 = dM + dV 50
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et en élevant au carré, on retrouve le calcul fait plus haut.

ds? = ds* + 2dM . dV 39,
(ds, + ds)3ds = 2dM . dV 3.

On vérifie que si le fil est inextensible, tout le long du fil on doit avoir la con-
dition souvent rencontrée :

t.Vs=o.

Nous allons enfin donner une troisiéme méthode mieux adaptée aux problémes
partiels que nous nous sommes posés. Nous avons, d’aprés nos notations :

relation que nous allons dériver par rapport au temps. Pour dériver le premier vec-
teur, nous allons le considérer comme le quotient du vecteur dM par le scalaire ds.
La dérivée du vecteur ¢ s’obtient facilement en introduisant la rotation Q du trié-
dre principal.

2 ds
) L. d M A\l .
que nous écrirons
d
’D_O'M,"::V‘Ig—tu,

forme qui nous sera utile plus loin. Dans la premiére relation trouvée, faisons suc-
cessivement les produits scalaires par 't, n, b. Nous trouvons les trois relations
suivantes :

g t.Vi=u,
N ’l.V;:Qb,
/ b V= —Q,

dont la premiére fournit u, les deux autres donnent Q, el ;.
Suivant la méme méthode, nous écrirons :

n
'ﬁ"

"
Mgz =
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que nous dériverons par rapport au temps. Nous considérerons Mss comme la déri-
vée de M, par rapport a l'arc :

Q

—ds
d " d Q , , AL _ d ' " v ’ w
S Mo = (55 M6 ) — M T = (Vi — ) — M = Vi — tud —
donc :

n Qo " , u
SEA—IT‘FII—SEF :Vsl—-tus—zn—E,

que nous utiliserons plus loin sous la forme :

d u

d

— Mls =V — lus — an —.
R

oh

Faisons, dans la relation trouvée d’abord, le produit scalaire des deux membres
par ¢, n, b, on obtient :

. du Q
t"’l:————b-,
T ds R
L d 1
nVe=g R
Q
b'V;":F"

On vérifie rapidement que la premiére est une conséquence de la premiére série
de relations trouvées :

1 n ' n ’
[V = (l Vot .vs> — 5 Vi
La troisiéme achéve de déterminer la rotation en fonction de la vitesse. La

L0 R . . .
seconde fournit 53R dui indique de combien aura varié la courbure entre les ins-

tants 6 et 6 4 36.

Nous considérerons enfin le vecleur :

“m___ [4 (l)l b
Vo=~ *\®).,"~ "’
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que nous dériverons par rapport au temps comme précédemment :

N

2 aml (bM” N amee o
d do ds ae) T ds?
" Su' ! 20 /t \ - { I ! b
=V 2 2 2y _ 2
R < ) R\R T)™ '_ +(B)s BT:’
_ b /L)l ____1 d I
_Q/\‘: R* +\R N RT _ 06 R’ ( R/ w RT

Les produits scalaires des deux membres par { ou n fournissent des relations
conséquences des deux séries déja trouvées; mais le produit scalaire par & fournit
une relation intéressante permettant d’avoir la dérivée de la torsion par rapport au
temps :

" u

b—= — — +

Q, Q(l)’ d
s RT TR T MA\R/) T3 RT

En résumé, les formules intéressantes sont :

1) QAt =V — tu,
2) t.Vi =u,
3) n. Vs = Q,,
4) b.Vi =~Qn’
. 3l d 1
5) nVr =gt u R
Q
6) b.Ve=—t,
" u Q ! Q X
bV = e k4 ( s
7) s RT R’+2( ) 356 AT’

dont la premiére relie la distribution des vitesses & celle des rotations; d’'une maniére
plus précise elle permet de calculer la vitesse en fonction de la rotation et du coef-
ficient d'allongement. Les relations 3, 4, 6 permettent de calculer la rotation du
triédre connaissant la vitesse. Mais, quoique la vitesse puisse étre arbitrairement
choisie, la rotation satisfait & la méme condition que dans le cas des fils inextensi-
bles, car les relations 3, 4,6 qui nous ont permis de I’obtenir sont encore les mémes,
cette relation était :

n.Qt=o.
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Ceci va nous permettre d'évaluer facilement la dérivée de la courbure par rap-
port au temps. En effet calculons Vi: dont nous avons besoin pour appliquer la for-

mule 5.

Vi = QAL+ tu,
, n , n

Vg::&l,/\t+£)/\§+lux+uﬁ,
Ol o 2u+ o
SOTRTR TR
d , un

8) 3-6-—R—=£2$.b—§—.

On peut de méme chercher A simplifier la formule donnant la dérivée par rap-

port au temps de la torsion de la courbe. Nous calculerons ainsi Vi, en fonction de
Q et u.

o ! y, N
bV = (b.Vi) —Vi. &

Pour développer les calculs, nous nous servirons de la formule 6, ce qui donne,
en portant dans 7 :

t 1\’ au P 1 u Q 1\’ I Q1 I
— — __.___.__..___——___._+_" Of — ) — — —
+Q-B+Q-t< > RT Bl +""l< >

R R

et aprés avoir simplifié, nous trouvons la formule trés simple :

u

9) =_Qs.t—7r—-.

du fil :

N t b
10) —'———————-——]—=Q}.<~R—+T>=—Q’s.n;.

En particulier, si la courbe est telle, que la courbure et la torsion varient propor-
tionnellement, le premier membre est nul et cela nous donne la direction du vecteur
Q; : il est perpendiculaire au plan déterminé par le vecteur n et sa dérivée par rap-
port & l'arc.

Relation entre la dynamique des fils et certaines surfaces réglées. — Etant
donné un fil C(M) nous avons désigné par Q la rotation du trieédre principal, mais

Fae. des Sc., 4° série, t. I. 5

—



34 H. PAILLOUX.

nous avons remarqué qu’en chaque point on peut ajouter & cette rotation, une rota-
tion arbitraire portée par la tangente. Nous aurons aiunsi la rotation la plus générale
de la tangente, soit Q + il.

Si & partir d’'un point arbitraire on méne les vecteurs équipollents aux diverses
rotations Q, on obtient une courbe qui correspond point par point a C(M). En fai-
sant au contraire intervenir toutes les rotations possibles pour un méme point M,
on obtiendra une surface réglée dont les génératrices sont paralléles & ¢, c’est-d-dire
aux langentes & C(M).

Sur cette surface nous allons chercher ot est placée la courbe lieu des extrémités
des rotations principales et nous allons démontrer que c’est la ligne de striction de
la surface réglée.

En effet nous avons montré la relation :

Qs.n=o,

ce qui indique que la tangente & C(Q) est perpendiculaire & la normale principale
de G(M). Or le plan asymptote de la surface réglée étant paralléle au plan oscula-
teur de C(M), le plan principal, qui lui est perpendiculaire et contient le vecteur ¢,
est paralléle au plan rectifiant de C(M). Ce plan principal contient toute direction
orthogonale & n, donc Qf en particulier, ce que nous voulions montrer.

Dans l'étude de la cinématique des surfaces réglées, nous rencontrerons certains
mouvements ou i la surface nous adjoindrons une courbe avec les relations géomé-
triques précédentes. Ceci constituera une réciproque de la proposition précédente,
s’il est possible de conserver I'inextensibilité du fil et de la surface.

Distribution des accélérations le long d'un fil. — Reprenons d’abord la distri-
bution des vitesses dans le corps solide, elle est définie par la relation :

VM == Vo + QAOM ’
d’ol on tire en dérivant par rapport au temps :

Pu==To + Q'AOM + QA(Vu— Vo);

QA(Vu— Vo) = QA(QAOM) = Q(Q.0M) — OM(L))
et, en posant OM =)/, t étant un vecteur unitaire porté par la droite OM :

Du = 1o + MQ'AL+Q,Q — Q).
I'e =T +2Q, Q=Q'At+0Q,0—,
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Q étant un vecteur indépendant de la position des points M et O sur la droite. [l
en résulte que l'accélération, le long d'une droite se déplace parallélement & un plan
fixe et que son extrémité décrit une droite. Il en est bien de méme pour la distribu-
tion des vitesses le long d’'une droite, mais le vecteur Q analogue était perpendicu-
laire 4 la droite, et on pouvait projeter la vitesse, ce qui donnait un théoréme
connu. Ici, si on voulait une propriété analogue, il fandrait projeter les accélérations
parallélement & un plan, lui-méme paralléle au vecteur Q. La difficulté serait de
déterminer pour chaque droite le vecteur précédent.

Appliquons la formule que nous venons de trouver au cas de deux points infini-
ment voisins, ¢ désignant le vecteur unitaire qui passe par ces deux points, on
obtient alors :

‘\ Al
-—1—— = Q'ANt+Q,Q — Q°t.
JSs

Sous cette forme la formule s’applique le long de tout arc inextensible, en dési-
gnant par Q le vecteur rotation du triédre principal en chaque point, et par Q' la
dérivée de ce vecteur prise dans le temps.

Si nous posons :

£2 = tQ£ + nQu '+‘ be,
Q' = 1Q! + nQ, + 6Qj,

en dérivant la premiére égalité par rapport au temps, nous avons :

200 0, 2Q, 2Q,
BT R TR YRR AL
ce qui prouve que :
I \Qt L DQ" ' DQ&
Y= = Y=g

et nous savons que :

Q, = Rb. Vg,
Q, = —b.Vi,
Q,= n.Vg.

En opérant d'une autre maniére on peut rechercher directement les composantes
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de % sur les axes de Frenet-Serret en se servant de la formule vectorielle :
QANt = —bQ, + nQy,
QQ =10} + nQ,Q, + bQ,,,
— Q= —1(QF + Q2 4 Qp),
al ; .
rreaie EQ) + Q) + n (S +Q,Q,) + b(— Q) + Q,42;).

A titre de vérification, en se servant des valeurs rappelées pour &, Q,, Q, on
ar_oy

trouve que 3

Nous allons obtenir I’équation différentielle de la tension en nous servant de

cette relation cinématique pour Paccélération. Pour éliminer Q' que nous ne con-

naissons que difficilement, formons :

or . e . . na .
£ = (@ 0] = — [0V RV = — VP (V) =V,
(&
or 12
L. 35 = — V.

Reportons-nous a I'équation du mouvement des fils :

F

r + I tar + [
=—4+—t—+—=n
s d o R
que nous dérivons par rapport & l'arc :
oI 1 2 Falt K 1z 0t 1 on 2 ', it
s p s o ds ' 2 ¢ Ra T8
l(\;rn_l_lb‘rn 1 R T t+b
— Y —_——————n— =+ =
FCW RT3 R GR s R\R " T)’
donc :
ol 1 d¢ oF I dg dt 1 X [
to— = — — S F -t —— R — vV,
s ¢ s ¢ s P s X8 o s : R*

hi I ¢ o T IF D)
T SN G N
ds s '
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Etude d’'un mouvement particulier de fil inextensible. — Soient A un point et
w une fonction ne dépendant que du temps. Nous allons montrer qu’il existe a
chaque instant, pour chaque point M du fil, une rotation égale & w AM. Nous mon-
trerons de plus que le vecteur précédent est une rotation priucipale (rotation du
triedre principal). Pour cela il suffit de vérifier la relation :

ce qui est immédiat, car a I'instant considéré, A est fixe et » constant.
Le fil est inextensible, donc Vi = «OM A{. Cherchons la variation de sa cour-
bure et de sa torsion, elles sont données par les formules suivantes :

d

35 =0 b+tlu=uwl.b=o0,

=| —

d

o

=S| =

f u I 1
=——S2s l—r—[":—‘-(’)l.tz-—m, T:-,I‘—o-—fwde.

Interprétons la premiére : En un méme point matériel, lorsque le temps s’écoule,
la courbure reste constante; comme la distance de deux points voisins reste inva-
riable, il en résulte que I'angle des deux tangentes est aussi indépendant du temps.
On en déduit que la développable dont le fil est I'aréte de rebroussement reste
constamment applicable sur elle-méme.

La deuxiéme formule prouve que la torsion augmente d’'une méme quantité, &
un instant donné, pour tous les points de la courbe. Si initialement la courbe était
plane, a chaque instant sa torsion serait constante. Plus généralement, si le fil est
initialement une courbe de Bertrand, il le restera a4 chaque instant.

L’étude précédente nous conduit tout naturellement & étudier la déformation
d’une surface développable qui reste applicable sur elle-méme avec conservation de
Uaréte. Cette surface en effet est complétement déterminée par la connaissance de
son aréte de rebroussement qui est une ligne devant conserver sa longueur; le long
de cette courbe nous devrons donc avoir :

Ve = QAL et Qi.n=o.

De plus, la surface restant applicable sur elle-méme, I'angle de deux tangentes
infiniment voisines est indépendant du temps; donc la courbure de l'aréte de
rebroussement est conservée :

J1

N)E-_——Qs.bzo.
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Il en résulte que le vecteur Qs est porté par la tangente & I'aréte de rebrousse-
ment, Q¢ ==2x{. On retrouve le cas étudié plus haut en supposant ) constant.
Connaissant la rotation sur I'aréte on en déduit la rotalion en tout point de la déve-
loppable de la maniére suivante : Comme chaque génératrice est invariablement liée
4 l'aréte, la rotation est constante tout le long de chaque aréte. La connaissance du
facteur A ea fonction de I'arc et du temps caractérise la déformation de la dévelop-
pable. La variation de la torsion est définie par :

I

2 QL .
—_—— == — JAm= — AL
0 T ¢

Comme X est une fonclion arbitraire des deux variables, nous voyons qu’on
peut amener en contact, d'une maniére continue, deux surfaces développables dont
les arétes de rebroussement ont méme courbure aux points homologues. Si de plus
cette courbyre est constante, on peut faire glisser les deux surfaces 'une sur 'autre
en maintenant au contact les arétes.

Autre exemple. — Soit un mouvement ol la rotation soit Q — wn, © étant
seulement fonction du temps, et le fil étant inextensible.
On vérifie que cette rotation est principale car :

, t b ,
Q,:—(u<~ﬁ+T> et n.Qs=—o.
Les vitesses sont définies par :
dY = QANdM = wdsn A\t = —  bds.

On a la variation de la courbure et de la torsion par :

I w

|~

Mi——:Qé.bz——T,

%—%:——QE.!: i;;—;
d’ou on déduit :

T J 1 1 1

RWR T TwT =
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Si, pendant un intervalle fini de temps, la rotation est définie comme précédem-

ment, on voit que :

i I
— e — == f(s).
R® i T ./‘(SX

1 i 1
Si, plus particuliérement eucore, e + = le long de la courbe initiale,

il en sera de méme & un instant quelconque, en tout point du fil.
Etudions la variation de ’accélération le long de la courbe :

dr

Fs‘— = QWAL+ Q /'\(Sl At) = — w'sb 4+ »’t.

A un instant donné, le vecteur est dans le plan rectifiant et il occupe la méme
position par rapport au triédre principal en tout point de la courbe.

Autre exemple. — Cherchons si la rotation peut étre dans le plan rectifiant :

Q = it+vb,

' o , A
Qs = (st +vsb)+n (-R_ + _:l"_> .

Pour que v convienne, il est nécessaire et suffisant que :

A v

RYT

Ce qui exprime que (2 est porté par la droite caractéristique du plan rectifiant,
on en déduit immédiatement que :

dV = Q Atds = vnds,
1

20 R

’
—VS,

2|~

[~

I
T T As.
I

-~/

U]

«

Cherchonus la variation de 'accélération le long du fil; nous poserons :

= hR, v= —hT,
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et comme :

Qs = Aol +v'sb,

QyNt = vyn, QAt=vn,
ONQAD = v(0b— vi) = vART [+ + 2)
) = (nb—vt) = vART (r + 7 )
nous obtenons :
%:v'gn—}—v'R%.

Est-il possible que l'accélération soit portée par la normale principale? Cela ne
pourra se produire que si :

vis = 'R

et si, en un point particulier du fil, l'accélération est portée par la normale
principale.
Nous allons montrer que la distribution précédente de totation est la seule qui

. dv , - , ,
fournisse un a4 porté par la normale principale, en effet dans le cas général ou :

Q =Hit+un-+vb,
on a :

iv—zﬂ/\t:vn——u.b
ds '

et nous désirons que u = 0; Q est donc dans le plan rectifiant et nous retrouvons
le probléme précédent.

Fil extensible. — Soit un fil dont la longueur n’est pas invariable, et dont la
rotation du triédre principal est :

Q = wAM,

A étant un point ne dépendant que du temps, et «» un scalaire indépendant de I’arc.
C’est bien une rotation du triédre principal, car :

n.Qs=o.
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De I’étude des fils pouvant s’allonger, nous avons déduit la valeur de la rotation
el de I'allongement en fonction de la vitesse. Or ici c’esl la rotalion qui est donnée,
elle nous fournira la vitesse a condition de connaitre I'allongement u en fonction
du temps et de Varc. En se reportant anx formules établies, on voit rapidement que,
dans le cas général :

V= QAL+ ul,
formule donnant la vitesse en chaque point de 'arc, a condition de connaitre celle
d’un point particulier. Nous allons chercher la variation de la courbure et de la tor-
sion ; elles sont données par les formules :

J u AR , u
'k_'=£2;]“—"_y —('-',_:"'izs.l——'T:,
Qf R AL/ |
qui donnent ici :

RIS ¢ u

Y6 R R’

d 1 u

ST e W
26 7

Nous pouvons intégrer ces relations en supposant u déterminé et w = 1. Pour
plus de simplicité dans les calculs, nous poserons :

v”ﬂ’

= ——

l"e

ce qui est possible d'une infinité de fagons; nous procéderons de la maniére sui-
vante :
Posons d’abord :
b
'y udk

U= —, W=y (s)e”""

Pour simplifier les notations, Uinstant initial sera § = o et nous aurons :
w(s, 0) = w(s).

Comme 2 est une fonction arbitraire, que nous pouvons choisir a notre gré,

sans modifier u, nous la prendrons ¢gale & 1 de sorte que :

w(s, 0)=1.

Fac. des Sc., 4* série, t. 1. 6
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Nous poserons enfin :

(]
w:—jv’a, v=f wdb + 4 (s)

et nous choisirons la fonclion arbilraire d'intégration ¢ nulle & I'instant initial.
Nous aurous alors :

u=—, u(s, 0) =o, vi(s,0)=1.

Passons wmaintenant & lintégration de la premiére équation différentielle qui
doune la courbure :

In désignant par I'indice zéro la valeur prise par une quaatité & 'instant initial,
nous déterminons la fonction arhitraive d'intégration par :

I X
® O

ce qui donune, grice au choix de v :

— ’
—-—Hova.

L'intégrale générale de la deuxiéme équation sans second membre est :

Wy
—= 1
(AN
donc :
= v+ G(s), 1 _r+CE)
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et grice au choix de v, nous pouvons déterminer la valeur de la torsion :

o (s, 0) 4+ C(s)

= —— " = (),
r, v'i(s, 0)
U'e + I
= VT 5
| I

o

En résumé, nous connaissons la valeur de la courbure et de la torsion en fonc-
tion du temps. Nous savons que, dans ces condilions, a chaque instant le fil est
déterminé en position, & une translation prés. Comme nous sommes en Mécanique,
nous dirons que le fil est connu, & un mouvement relatif de translation preés.

En d’autres termes, & une translation relative preés, le déplacement du fil est
connu chaque fois que la fonction u est connue.

Le raisonnement que nous venons de faire est général : si la rotation est connue
en fonction de I'arc et du temps, ainsi que I'allongement, le mouvement du fil est
parfaitement déterminé & une translalion arbitraire prés.




II. — ETUDE DYNAMIOUE DES SURFACES. PERCUSSIONS

Notations. — Nous appellerons S(M), S(Q) les surfaces décriles par des points
M, Q. Sur S(M) la position de M sera définie & 'aide de deux paramétres «, . Si
pour un instant nous supposons (ue x représente le temps, la vitesse de M sera le
vecteur M',. De méme M', sera un vecteur tangent i la courbe coordonnée % varia-
ble. Les deux vecteurs M',. M'. définissent le plan tangenl, et N =M. AM: un
certain vecteur normal & la syrface m sera un vecteur unitaire normal. Conformé-

ment & I'usage nous posevons :

£ =M, [0 = M. MYy, G o= M},
D=M,.N. D' = M",,.N, D" = M. N,

H*=EG —F" = \".
Rappelons les formules vectorielles dont nous ferons un fréquent usage :

a.(vNA\w)=v.(wHhua) =w.(auN\v),
UA(VAW) = V(U W)Y —W(U.V),

Nature des surfaces considérées. — Nous appellerous surface déformable une
surface matérielle qui se déplace et se déforme de maniére & resler constamment
applicable sur elle-méme, avec conservation des longueurs. Nous verrons plus tard
des moyens de réaliser pratiquement de telles surfaces.

f.a statique de ces surfaces a été étudiée par Lecornu (J. [. Polylechnique. 2q,
1880) et Beltrami (Mémoires Acad. Bologna, v série, . 3, 1882).

Cinématique de ces surfaces. — Considérons une courbe tracée sur la surface:
comme elle est de longueur imvariable, nous pouvouns la cousidérer comme un fil et,
pour qu'une distribution de vitesses sur la surface soit compatible avec Uinextensi-
bilité de la surface, il faudra que, pour toute courbe, nous ayons :

7AY
(I) [.—’I?ZO

ou sans spécifier le parameétre de la courbe :

(2) dV.dM = o.
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Nous allons aboutir & cetic formule fondamentale d'une autre maniére particu-
liérement intéressante.

Counsidérons le plan tangent en M comme invariablement lié & la surface, et le
solide de masse nulle qu'il entraine dans son mouvement. Désignons par Q la
rotation instantanée de ce solide. Ecrivons qu'un point M’ de la surface, infiniment
voisin de M a méme vilesse que s’il ¢tail situ¢ dans le plan tangent en M, aux
infiniment petits du second ordre pres :

V(M) =\ (M) + QAMM',

ou encore, les différentielles étant prises & 6 (temps) conslant :

(3 dV = QAdM
ou :
LAYV
s

On en déduit immédiaternent, d’aprés les propriéiés du produit vectoriel :

dV.dM =o.

Dans cette relation nouns allons faire intervenir le mode de représentation para-
métrique :
(Vida 4+ Visd8) (M, dx 4+ M'sd?) = o,
(M V')l = (M, N+ W NV ) e ds + (M. V)dB*=o0.

Comme celte relation doil élre vérifiée quels que soient dx el dB8, on a les trois
relations :
M.V, =o, M.V =o,

&
* M,V WLV, =

On peut obtenir ces trois relations d'une autre maniére, en supposanl qu'au
cours du mouvement le méme poinl matériel est toujours défini au moyen des
mémes paramétres =5. Il suffit en effel de dériver par rapport au temps les rela-

tions :

M2 = l(x, 5), M, M= F(x, 8). M = G(x, 8),

-en remarquant que les seconds niembres sont indépendants du temps. Mais les for-
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mules (4) sont valables méme si un méme poinl malériel n'est pas toujours défini
au moyen des mémes paramélres quand le temps s'écoule; cela résulte de la pre-
miére maniére dont nous avons obtenu ces formules. Nous pouvons par exemple, &
un instant donné, prendre pour paramétres les coordonnées rectangulaires de la
projection de M sur un plan fixe. Si XYZ représentent les composantes rectangu-
laires de la vilesse et si z == z(x,y) esl U'équation de la sucface rapportée aux
mémes axes, les relations (4) s'éerivent :

@ N\ +pZ =o, Y, +qZ, =0,
N+ pZy, +Y + g2 =0,

¢quations éludiées par Darboux (Théurie des Surfaces) dans le chapilre sur la
déformation infiniment petite des surfaces. Darboux appelle directrice de la défor-
mation infiniment petite le support de la vitesse V(M), et module, la longueur de la
vitesse, ou un nombre proportionnel. 11 étudie aussi la rotation, (ui s'introduit chez
lui comme intermédiaire de calcul. Il a biti son étnde d'nine maniére géométrique,
complétement indépendante du point de voe mécanique ot nous nons plagons.

Application de la formule (4). — Considérons sur S(M) les lignes dont la tan-
gente coupe la vilesse en ce point sous un angle droit. Leurs trajectoires orthogo-
nales sont tangentes aux projections de la vitesse sur le plan tangent. Elles sont
donc définies par :

V.dM = o;

or on a aussi
dV.dM = o,

en différentiant la premiére relalion on en déduit :
V.d&*'M =o,

c’est-a-dire que la vitesse est perpendiculaire aux deux divections dM et *M situdes
dans le plan osculateur, et par suite V est placé suivant Ia binormale aux courbes
considérées.

En particulier si tout le long d’une courbe la vitesse est normale & la surface, la
courbe considérée est une asymplotique puisque sa binormale est normale a la
surface.

Si tout le long d’une conrbe les vitesses sont tangentes a la surface et normales
A la courbe, cette ligne est une géodésique.

Si une surface est telle qu'elle admet une distribution de vilesses tangentes, les
trajectoires orthogonales aux lignes de vitesses sont tontes des géodésiques. Nous
reviendrons sur I'élude de ces surfaces.
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Etude de la rotation. — Le vecteur Q u’esl pas quelconque; car la formule (3)
qgui permet de calculer la vitesse en M connaissant la forme de la surface el la
vitesse en un poiut particulier M, nécessite en apparence la connaissance du chemin
d’intégration. Il nous faut donc écrire que le résultat est indépendant du chemin
suivi, et que le résultat est valable pour toul point de la surface.

V(M) =\ (M,) +L£2Acihl.

M, M

I1 nous suffira pour cela d'écrire que la quantité sous le signe somme esl une
différentielle vectorielle exacte. On peul aussi projeter sur trois axes rectangulaires,
ou prendre un parallélogramme infiniment petit sur la surface, dont les c6tés sont
des courbes coordonnées.

QAM, dx 4+ QAW,d5,

N
<

D
'\—,—(!.l/\M';) = (&2/\{“'7),
(A4

L
(5) QL AN, = Q' AM,,

telle est la condition & laguelle doit satisfaire la rotation.

Sous cette forme on vérifie qu’aux points homologues les surfaces S(M) et S(Q)
ont leurs plans tangents paralléles el que les tangentes asymptotiques en ces points
percent le plan de l'infini en quatre points formant une division harmonique, ou,
ce qui revient au méme, que si on méne par un méme point les paralléles aux deux
couples de tangentes asymplotiques, elles sont dans un méme plan et forment un
faisceau harmonique. Darboux I'a démontré dans son chapitre sur les Douze Sur-
faces, en prenant comme paramélres .z et y. Nous le démontrons un peu plus loin.

Recherche des rotations compatibles avec une forme de surface donnée. Premiére
méthode.

Nous rechercherons () en posant

Q=21V,+ :J.M'; +vN

et nous allons calculer ', et ', donl nous avons besoin pour porter dans la
condition (5)

(-.ya - }\"]M"I + !-‘-'a M'j + V"/ N + ) M”y’ + !LM"V} + VNJV)
O = 3, M, 4 s MY, v, N £ 0M, + MY + VN,
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Il nous faudrait ensuite projeter I'égalité vectorielle obtenue sur trois axes, ou ce
qui revient au méme, faire le produit scalaire par M',, M',, N. Nous parviendrons
au résultat par des calculs moins longs en faisant les remarques suivantes : Le vec-
teur égal & chacun des membres de (5) est d’abord perpendiculaire & M', et Mg, il
est donc parallele & 1a normale en M a S(M); il est de méme paralléle & la normale
en O a S(Q). Les plans tangents aux points homologues sont donc paralléles, on
peut donc poser :

QO = bW, — M,
O, = M, — M,

et en portant dans (J3), onvoit que ¢ =/

Q) = bW, — aM',,
[ Q. =M, —bM,.

.

(6)

On vérifie immédiatement que FM', — EM'; et GM', — FV', sont dans le plan
tangent et respectivement perpendiculaires 8 M', et M'.. On en déduit, en se ser-
vant de (0)

Q. (GM'y — FM',) = (bM'y — aM',) . (GM', — FM',) = b(EG — F?),
Q. (GM', — FM')) = Q. (FM'. — EM')),

et tous calculs faits, on trouve :

| ~

(H7) + — (Hy) = v GD—’]’;ID +ED"

2 Q4

i

Formons maintenant les produits scalaires de Q', et (), par N qui doivent étre
nuls :

d
D2+Duw+H—(yv)=o,
da

N
7 ’)\+D"}L—§-H:‘—E(HV):O,

d d GD — 2FD' + ED"
37 )+ 5 () = = :
Tel esl le systéme de relations qui relie la rotation et la surface pour laquelle
elle est valable.
On peut tirer facilement 4 et p en fonction de ¢ = vH (composante normale de
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la rotation) qui satisfait & 'équation aux dérivées parlielles du second ordre (& con-
dition que la surface ne soit pas développable) :

H*(D's', )” ')1 LH*(D';; — Dy ] — oKD' + ED"
a'Tl_ DI — Y5 D —D~" 0 =%

dont Vécriture pent se simplifier grice & la conrbure tolale et & la courbure

moyenne :

t DD —D* {1 GD—2FD' +ED
RR, T R, "R, H '

On simplifie encore si les asympltotigues ont été prises pour lignes coordonnées.

Reprenons la derniére des équations (7), nous allons Iui donner une forme
géométrique. Prenons Uintégrale des deux membres & Uintérieur d’une portion de
S(M) limitée par un contour ¢uelconque &,

ff (lluﬂdzd“—ff(R T—)Hcdz(l'j

La premiére intégrale se Lransforme en intégrale curviligne :

»/I‘H(‘Adls—p.dx) f[( >H cdxds.

Remarquons que ¢ = Q.m et que Hdxdf = ds est 'élément d'aire de S(V).
Nous interpréterons I'intégrale curviligne en faisant intervenir le vecteur

= mAQ = — Tlf(m'“ M+ Iy N)AM AN, = —%(Fx LG, + —}—}(E}\ +Fu)M,

WodM =" . (W.dx+ N, d8) = 2d8 — uda,

on a la formule veclorielle :

f~/\:(%—r—|~;:‘>£l.md :f(m/\ ). d\l(-—/( AdM). m—-—/m d\).

Le vecteur ‘|| s'obtient en faisant tourner d’'un angle droit, dans un sens conve-
nable, la composante de Q dans le plan tangent. Ce théoréme peut s’énoncer ainsi :

Fac. des Sc., }* série, t, L. 7
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1 ! . e 1.z
le flux du vecteur <-R— + T{—)!..‘ A travers une portion de la surface considérée,
k] 2

est égal 4 la circulation du vecteur m A€). Pour les surfaces & courbure moyenne
constante, il y a proportionnalit¢ entre le flux de Q & travers une portion de surface
et la circulation de |l le long du contour qui la limite. Plus particuliérenient, pour
toute surface minima, la circulation de ‘Il le long d’un contour fermé arbitraire est
nulle. Ul dépend donc, sur la surface d'un potentiel, c’est-a-dire que sa circulation
le long d’un arc non fermé dépend seulement des extrémités et non du chemin par-
couru. Nous ¥ reviendrons plus loin,

Autre méthode de recherche de la rotation, en commencant par €)', et ;.
Nous allons rechercher les trois fonclions a, b, ¢ gui les définissent, ainsi que le

montrent les formules (6); (2 s’obtiendra ensuite par intégration & un vecteur
additif prés. Il va nous suffire d’écrire que

N )
— 0, =0y
NI dz

par suite :
o' M, —a M, +6M,, —aMe = ¢ M, — M M — bW,

Faisons maintenant le produil scalaire par M',, M',, N.
p p 4

B(b,— ¢ + F(b, — ') —al ¥ — i(;;) FOE,—clE, =o,
\ 2 2
) F(b's— ¢')) + G(b'y—a's) — aé G4 WG, — p(F'u ——-éE",) =o,

Da—++D'b+4+D'c=o0.

Si nous avons pris pour lignes coordonnces les asymplotiques de S(M),
D=D"=o0, donc b=o0

{ Q)= —aM,
? Q') =M.

Le long d'une asymptotique, la dérivée de Q esl tangente a Uautre asymptotique.

Recherche des vitesses compalibles avec une surface donnée : Nous emploierons
une méthode analogue a la précédente en posant

V== uM', 4+ oW, + w\,
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gque nous transporterons dans les relations de compatibilité (4). Nous obtenons
ainsi les trois ¢équations aux dérivées partielles

/
{

S Eu', + Fv', + i K.u+ ! E'.,v = Dw,
: 2
(10) / Ea'p + F(d', +v's) + G’ + Fou 4+ Voo = D'w,

'
Fa's + Gv', +-6Gu + 1,(i'=v = D"w.
\ 2 2

Multiplions-les respectivemenl par G, —F, E, il s’introduit H et ses dérivées
partielles, et nous pouvons mettre sous la forme :

-3 \ -
w(GD —2FD' + ED") =11 - (Hu) + 3% (HU)J,

qui, grice a la courbure moyenne :

) 1 GD—2aFD'+ED’
R, "R, w ’

s’écrit :

1 I Q d
H'w.(R—’+-l{> = 55 () + 57 (Hv).

C’est, aux notations pres, la relation obtenue précédemment pour la rotation.
Par les mémes calculs, on en déduit la relation intégrale :

I I\
(1) f./}J‘(E+-R_,)V"72d6_ :):(m/\V).d.\l,

.y \ . . ) T\ s
qui s’énonce de la méme maniére que pour la rotation : Le flux de k-ﬁ- + " vV oa
1 2

travers une portion de la surface est égal a la circulation du vecteur NIl = mAYV le
long du contour qui la limite.

Si, en particulier, il existe sur S(M) une ligne fermée tangente a la projection
de V sur le plan tangent, le flux de la vitesse a travers la portion de surface limilée
sera nul,

Pour toute surface fermée, le flux total de la vilesse est nul puisque le contour
esl réduil & un point.

Sur toute surface minima, la circulation de 'l dépend d’un polentiel; elle
dépend des extrémités et non du trajet suivi.
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Une remarque curieuse & faire est que la vitesse et la rotation satisfont a la
méme relation (8) ou (4) relativement & S(M).

Il est possible de donuner une autre origine a la formule (11) que nous venons
d’établir dans le cas de la vitesse. Si nous considérons une surface & Uinstant'0, dont
chaque point esl animé d'une vitesse V' qui conserve ou non les longueurs:; un
contour toujours formé des mémes points matériels limite une surface S(6) dont la
variation est connue par :

AN
K s+ [ (VAm.@
) / ~/\‘-\R >\ mds +.£( Am).dM,

le premier terme représentant la variation normale et le deuxiéme la varialion
tangentielle.
Si la surface est inextensible, le premier membre est nul, donc aussi le second.
St maintenant nous prenons comme vitesse, non plus V) mais () (3 un facteur %
d’homogéunéité pres). La formule (11) élablie pour la rotation nous montre que les
surfaces lieux de M et de M + %730 ~e correspondent avec couservation des aires,

mais sans conservation des longueurs en général.

Variation de la courbure et de la torsion d'une courbe tracée sur la surface.
Vous allons employer une méthode analogue a celle que nous avons indiquée pour
les fils, pour rechercher les dérivées de la courbure et de la torsion prises par rap-
port au temps. Nous supposerons connues la vitesse el la rotation en chaque point
de la surface.

Soit une coucbe tracée sur la surface, t, n, b ses vecteurs unitaires principaux,
m et g deux vecteurs qui lui soient normaux portés par la normale a la surface et
situé dans le plan tangenl. Nous désignerons par © l'angle de la normale & la sur-
face et de la normale principale.

Nous avons :

m= ncos &+ bsin 0,

(= —n sin &+ b cos U3,

el les formules analogues & celles de Frenet-Servet :

dt cos ¢} n sin 63 , odt m g

s R R ds R, R,
dm cos ) /de dm /]

—_— e e { —— — —_— T e — —-——
ds R + (\ ds 'l‘> oo ds R, "os

dg _ sin (.it (/l(.i 1 )m dg Lt m

ds R ds T ds R, =
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en posant

cos G5 I sin (3 [ ded 1 0

R R, ’ R R’ s T <

Rappelons que Q représente le vecteur rotation du solide de masse nulle invaria-
blement lié au plan tangent au point M considéré. Dérivous les formules précé-

dentes par rapport au temps en remarquant que les dérivées de ¢, m, g sont des
vitesses dans un corps solide :

>/ dt d /L d . dt 2/ x a(;> L
28V = S (L) = S An = O ONE = S (o m— —(— QA
ze<ds) ds(N:> g5 A= QA QA ao(n,,,)’" AN VAR

ds

Et, en opérant de mé&me pour les deux aunlres relations, nous pourrons ¢crire :

d T A |
Q. — g
Al "R, INw R
O ta 1 R
WAm=—l5 g AT
d d
Q) — =
WAy ‘R, T -

d 1

S —=Q.
% b
R

—_— = ). m,
a6 R,

d 1

— = 0.
3 R s 9

et on peul les résumer dans l'unique formule :

O t‘\ l+n d 1 + d 1
Qs =1l ——4m—— —_—
T ET TR, TINR,

Nous allons retrouver un résultat bien connu, en remarquant que dans tous les
cas, le vecteur Qg est paralléle au plan tangent en M. Il en résulte que le coefficient
du vectenr m est nul, et par suite que la conrbure géodésique est conservée quand
la surface se déforme. On peut douc écrire la formule :

AN

Q
(12) !.2.’\‘:[‘———-1{—{]-@' !

18
M < R,
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Comme Q; ne dépend que de la tangente considérée, et non da plan osculateur,

A | N
poutr toutes les courbes langentes a nne direction donnée T"-— °t <R sont les
AL/ B « n
mémes. En effet
o O'fdz 4+ Q'sdY
dy = >
VEds® + aFdads + Gds*
, ds . ., NI |
ne dépend que dn rapport Tn el la formule précédente permet de calenler T
ax < T
( d
el ——
06 R

m
Considérons une deuxiéme direction tangente a la surface, faisant 'angle ¢ avec

la premiére :

t,= tcpsyg+gsiny,
g,=—1tcos v+ gcosz.
La relation
(9) QAW = QL AV,

est valable pour deux directions quelconques. Elle donne ici :

m

3 ‘ix\'D/l+l ——cns~3<‘ !
(13) sin s 15 (= )— S R—m“r)‘
Conséquences de la relation (12).

Les deux vecteurs dM et dQ) se correspondant homographiquemeal sont situés

dans des plans paralléles. 11 existe deux conples de rayons homologues rectangulai-

. . . R
res. Pour l'une de ces directions on a Q5. ¢ = o et par suile ;T =0.
AL B

Théoréme. — En chaque point d'une surface il exi~te deux directions rectangun-

. 1 . se
laires pour lesquelles — ne varie pas. §'il ¥ en a plus de denx. on denx non rectan-

gulaires, il en est ainsi pour toute direction.
Supposons qu'il existe des rayons homologues paralléles réels (denx couples), on

a alors

[~

Oi.g=o, = o,

o

<

1
5 R,
et pour ces ditections la courbure normale ne varie pas. Les bissectrices de ces

Lo 1 .
deux couples sont les directions pour lesquelles — ne varie pas.
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ot
ot

y Lo , 1 .
Appliquons la formule (:13) aux deux directions ot [ Ute vavie pas :

m

. VAL b<1+1
st Y —\{=—1+—]1=0, —_— — — == 0.
YOh\ < I, AU RN <

1

. A . . s T
On peul appliquer la méme formule en prenant deux directions, I'une ot — ne

. , 1 .
varie pas, et I'autre ot —— ne varie pas.
m

Cette méme relation (13) nous montre que pour deux directions reclanguldires

d /[y
quelconques, 3 (-_— + ;-) =o0.
d : 7,

. . . \ i .
Nous allons retrouver d'une aulre maniere les courbes o —— ne varie pas.

m

Nous remarquerons d’abord que la connaissance de la variation de la courbure nor-
male jointe & la constance de la courbure géodésique, permet de calculer la variation

de ¢35, puis celle de la torsion de la courbe. Il en résulte que les courbes ot ne

m

varie pas sont celles pour lesquelles il en est de méme pour ©3. Or, & propos des fils,
nous avons introduit la rotation du triédre principal, qui est différente de celle ici
considérée, elles ne coincident que si 3 ne varie pas, les deux solides de masse
nulle sont alors les mémes, quoique non définis par les mémes triédres. Pour la
courbe, nous avons vu que () était dans le plan rectifiant, el pour la surface,
Qs est dans le plan tangent. Comme ces deux vecteurs doivent coincider le long de
la courbe considérée, deux cas peuvent se produire :

1> Les deu plans sont confondus, c’est le cas des géodésiques et on relrouve une
propriété des géodésiques : si sur une surface une courbe a, 4 un instant donné, en
tout point son plan osculateur normal, il en est de méme si on déforme la surface.

2° Si les deux plans sont distincls, la circonstance ne peut se produire que
si Qf est porté par la tangente, et nous relrowvons ainsi les courbes pour lesquelles
la courbure normale ne varie pas.

On trouvera ces courbes en cherchant les lignes telles que

AM = nd(),

ot 1 est un nombre.

En particulier si la surface est minima et que ses rotations soient définies par
une sphére, les courbes cherchées sont les lignes de courbure. Les trajectoires de

. . . 1
leurs bissectrices sont les asvmptotiques pour lesquelles — =

I .
7 De varie pas.
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Variation de la courbure de la surface. — Yous savons gue les rayons de cour-
bure principanx sont donnés par I'équation :

(OD" — D")R* — H(GD — 2FD' + ED")R + H' = o,

qui fournit les expressions de la courbure totale el de la courbure moyenne :

i\ DD'—D” 1, 1 __ GD—aFD' +ED’
RR,  REK R TR i '

1 2 1 e

Nous commencerons, a titre de vérificalion, par relrouver le théoréme de Gauss
sur la courbure totale en montrant que

comme ceci a lieu & chague instant, il en vésnltera hien que la courbure totale ne
variera pas.

Comme le dénominateur de la courbure totale ne dépend pas du temps, il nous
suffira d’¢valuer l'expression :

N WD D' My
— /I_ L4 W If-_—_ /__ —_—
5 (DD — D) = D' —aD —— 4 D=

Or, d’apres les nolations :
D=W.,.\, D'= M"..N, D' = M": . N;

on en déduit

N V. !
(To- = V0 N M (QAN) = N (Ve + M A Q),
el comme
V.= QAM,, Vs = (', AN, 4+ Q AM",s,
N VI , :
55 = VAN QAN+ W AD),

on a donc les relations :

~

D

S = NL(QUAML),

39 N(QUAMY)

RRLEN (QAW) = N (Q, AW
‘\0'—- e == ./ v = c\e= oy T ste
D"

— N. (), ‘
= N AN,
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Mais les formules (6) nous donnent :

(=00, —aMy,

) [ O, =M, — bW,
QD AW, = (OM'«—aW' ) AM', = aN;
donc :
‘1—?— = *a,
%%'— = *b,
—‘\%ﬂ = H¢,

formules trés importantes pour la suite, et il s’ensuit que :

D D’ D
D”'\—rj‘ — 2D'SDE- +D ‘—1;- = H*(Da — 2D'6 + D'¢) = o,

en tenant compte de la derniére des équations (g).
Passons au calcul de

Y /1 I 1 D D’ N
ﬁ(ﬁ‘ff“ﬁj)“—“ﬁT(GW"gFW“—aﬂ'

/

car E, F, G, H sont indépendants du temps.
D D' D

Yaprés le calcul précédent, nous connaissons —, —, —
AU L]

b ! 3 "
GE__ F_B D

2 +E - = N.[Qu.AGM, — F)N',) + Qs A (— FM', + EM',)]
20 )

26
— .. [(GM', — FM') AN] + Q. [(— FM, + EM') AN|
= Q. (— H'M') + Q' . (H'M",);

donc

d I I I ' f ' '
ﬁ(K+T§>_ﬁ(Mu.Qg—m.Qn.

C’est la formule cherchée. Contrairement aux apparences, le deuxiéme membre
de cette relation ne dépend pas du systéme de coordonnées, mais uniquement du

Fac. des Sc., 4° série, t. 1.
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point choisi sur la surface. On peut aussi faire intervenir les composanles a. 6, ¢
de ', el .

d /0 . )_ Ga — 2Fb + ¥e

0\ R, " R,/ H ’

Complément sur la déformation des surfaces. — Nous avons délerminé la
varialion des rayons de courbure en un point de la surface mobile, en foaction de
la vitesse de ce point, ou en foucltion de la rotation du solide de masse nulle lié au
plan tangent. On peut opérer antrement pour se rendre compte de la déformation de
la surface en étudiant le déplacement infiniment pelit du triédre principal de la
surface en M. Mais ce triédre n’est pas entrainé seulement par le mouvement de la
surface, comme il est li¢ aux directions principales, il a une rotation propre par
rapport au solide de masse nulle lié an plan tangenl. Celte rotation est d’ailleurs
portée par la normale en M, el nous nous proposons de la déterminer.

Si pendant le temps 30 le triédre principal tourne de 'angle 3V, celle rotation
: . Y
supplémentaire « sera égale a S
Rappelons la formule donnant le sinus de 'angle de deux directions du plan

“

’ &2
dz

tangent définies par les valenrs m et m’ du rapport

H(m' — m)

VE + 2Fm 4+ Gm* \/E + sFm’ + Gm’* '

sin’V—=

Pour un angle infiniment petit, cette formule devient :

am
ALY )G
0~ B4+ 2Fm4+Gm®

On sait que m et m', pour les deux directions principales, sont racines de
P'équation du second degré :

a+bm+em®*=o.
avec :
a=FD—ED, h = GD—ED". ¢ = GD' —FD".
Dérivons U'équation en m par rapporl au lemps, les accents désignaut les déri=
vées :

N
a +bm+c'm+ (b+ 2cm) _T"F}' = 0;
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d’on la valeur de o :

N H(d' 4+ ¢'m 4 c¢'m?)
0 (b+ 2cm)(E+4 2Fm + Gm*)°

Nous sommes certains a priori que la valeur de cette quantité sera la méme pour
m ou m/', car les denx directions principales tournent du méme angle. Nous allons
le retrouver de la maniére suivante : nous commencerons par ne conserver au
numérateur et an dénominateur que la premiére puissance de m, les autres dispa-
raissant en se servant de I'équation en m. On trouve une fonction homographique
en m aprés quelques calculs :

H[(bc' — cb)ym + (ac' — ca'))
(6* — 4ac) (Gm + F)

0y ==

On constate que les coefficients sont proportionnels. Le dénominateur prend une
forme intéressante, il devient

b — hac = (ED — aFD’ + ED") — 4(EG — F*) (DD" — D"),

ol on peut faire apparaitre la courbure moyenne et la courbure totale de la surface.
Finalement on obtient :

D D' D"
(- m Y " ke —ED'
5w (GD'—FD) = 4 (ED" — GD) -+ (FD — ED) —
) /= —— =T
Q6 R 1 \? ’
n (E —ﬁ—,)
qui est la formule cherchée. On peut V'écrire :
D D DY
0 w8
o=—" D D D
Ilu(L — _'>
R, R,/|E F G
Relations entre les surfaces S(M), S(Q), S(V). — La démonstration de ces

propriétés se trouve dans le chapitre sur les douze surfaces de Darboux. Toutes les
surfaces qui y sont étudiées ne nous intéressent pas au méme point, aussi nous ne
signalerons que les propriétés suivantes :

S(M) et S(V) se correspondent par éléments rectangulaires.
S(M) et S() par plans tangents paralléles et conjugaison des asymptotiques.
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Introduisons S(P), polaire réciprogue de S(L) par rapporl & la sphére de
rayon ¢, ou encore corrélative de S(Q).

S(V) et S(P) se correspondent par plans tangenls paralléles el conjugaison des
asymptotiques.

Probléme. — La vitesse étant donnée tout le long d’'un arc de la surface S(M),
est-il possible de connaitre la rotation le long de ce méme arc?
Nous partirons de la formule

AV =QANdM.
Nous désignerons par {, n, 6 les vecleurs unitaires principaux de la courbe
donnée, et nous poserons
N o= ul 4+ vn+ wh,

Q="i+4un+ vb,

w, v, 1 connus el x, w, v inconnus :

AN P e ’ z+ 2 +w’
—C—l-s——ll +vrn+w +En—l<“ 'r) rrl
=n nv’—&——%—]—,’—;‘)-{—b(w’—%), u’——;;—::o car dV.dM = o,

QAL =nv—bu;

donc

Il reste & déterminer . On le fait, en se sevvant de ce que /L) est paralléle au

plan tangent en M :

oo b e (-

On veul qu’il soit perpendiculaire &

N = n cos & + b sin 3:
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par suite :

v , 1. \ . .
w4+ =+ T) cos &3 + (v’ — —j(—,) sin (J = o,

. . - - cos (3 ST . ,
relation donl nous tirons x & condition que —R—-#o, c’est-a-dire si C n’est

pas une asymptotique. Dans ce cas, on peut déterminer Q le long d’un arc o1 on
-connait V.

En particulier si V= o0 le long d’un arc, Q aussi est nul.

Si Parc choisi esl une asymptotique, on ne peut pas déterminer . En effet la
relation obtenue en dernier lien s’écrit alors :

v e—— =0 ou dQ.b=o,

ce qui est ¢vident car di) est parallele au plan langent, et b est porté par la nor-
male & la surface. % est bien indéterminé. ‘

Nous allons maintenant nous proposer un probléme légérement différent, celui
de déterminer Q sur toute la surface, quand on connait V sur toute la surface.
Nous commencerons par le probléme inverse : trouver la vitesse quand on connait la
rotation.par ses composantes i, ., v. Le probléme est résolu par

V, = QAM,,
Vi, = QAM,,

o ' Q=7M,+uM,+yN.

Ku remplacant Q par cette valeur, on en déduit immédiatement :

V.= —FyM,+EvM,—uN,
V,=—GvM, +FyM, +xN,

et nous sommes ramenés & un probléme connu, possible, la vitesse étant définie a
un vecteur additif prés.

Les dernitres formules trouvées vont nous permettre de résoudre le probléme
pos¢ initialement, il suffit de faire le produil scalaire de V', et V', par M',, M";, N.
Nous ohtenons six égalités dont trois déterminent J, u., v el les Lrois autres sonl les
relations de compatibilité pour les vitesses :

=\ 'V'.“ ”.:[‘- =—N.V',, Hv =M, .V’g = ——-M';z N,
M,.V,=M,V,=o0.
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Recherche des surfaces pour lesquelles il existe une distribution de vitesse tan-
gente a la surface..

Les équations (10) nous fournissent la solution; il suffit de faire dans cexs rela-
tions w = o, elles deviennent :

~ 1 I,
Ed'. + Fo's + S E.u+ N E.0=o,

By +F.+v)+ 6.+ u+ ,0=o,

nl N ! ] ~N I
Fu', + Gv'y +-G.u -|—;G'_iv =o,
2

avec des variables quelconques. Nous allons supposer que les lignes de vitesse ont

été prises pour « variable, et leurs trajecloires orthogonales pour § variable. Avec:
ce systéme de coordonnées

v=o0, V=uM',, F=o,
ds* = Eda* + Gd &*
et le systéme initial se réduit a

\/E-—a-(u\/ﬁ)=o, i(111\/15):0
da da ’

Euy =o, ou u',=o,

-[G'.,uzo G.,=o,

2 \

car Ed=o0 et udo.

La premiére relation donne :

aVE=1(),

qui représente précisément la longueur de la vitesse

[Vi=uVE = ().

Sur une ligne de vitesse, la vitesse a partout la méme grandeur, mais cette gran--
deur change avec la ligne cousidérée.

La troisi¢me relation devient :

G = /%),

que I'on interpréte ainsi : & partir d’'une méme ligne de vitesse (§ constant) les tra-
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jectoires orthogonales ont le méme élément d’arc f(B)d«; en intégrant : deux lignes
de vitesse fixes interceptent sur une trajectoire orthogonale variable un arc de lon-
gueur constante.

Nous écrirons la deuxi¢me relation :

R 16)
w==1y(2); lonc E =
(= (= donc \/ ()
et le ds* ’¢erit :
dst =2 ey premyane
,/‘ (a) o i ¥

Nous prendrons comme nouveaux parameétres

« =f—d—°‘—, b zfj'({s)d{ﬂ
7.(2)

el nous aurons alors :

ds* = B(b)da® + di7, [ds* = r*(s)d* + ds* avec les nolalions courantes],

qui définit toutes les surfaces applicables sur les surfaces de révolution. Les lignes
de vitesse (8 ou & constant) s’appliquent sur les paralléles et leurs trajectoires
orthogonales sonl les méridiens. On voil immédiatement, de cette maniére, pourquoi
les longueurs de trajectoires orthogonales limitées & deux paralléles fixes sont cons-
tantes. Sur la surface donnée, les lignes de vitesses forment une famille de cercles
géodésiques (courbure géodésique constante, et conservée dans la déformation) tra-
jectoire orthogonale d'une famille de géodésigues. Les cas particuliers du plan et de
la sphére en sont des exemples simples.

Remarque. — La transformalion qui nous a permis de passer des coordonnées.
o et B a a,b, nest pas unique, il est évident que le ds* est conservé par la trans-
formation

W= ka' B(b) = /i B'(b),

dont la signification géométrique est simple : une surface de révolution étant don-
née, on peut appliquer sur une surface de révolution constituée de la maniére sui-
vante : les cercles paralléles sont remplacés par des cercles de rayons tous A fois
plus grands, leur écartement variant de fagon que les longueurs soient couservées
sur le méridien, et les paralléles étant simplement étalés sur ces nouveaux cercles.
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Application aux hélicoides. — Ce sont des surfaces que I'on peul faire glisser
sur elles-mémes d’'une maniére continue. Dans un tel mouvement, les vitesses sont
toutes tangentes & la surface. D’aprés ce ui vient d’étre démontré plus haut, il en
résulte que toul hélicoide est applicable sur une infinité de surfaces de révolution.

Une propriété des surfaces dont les vitesses sont tangentes. — Pour toute snrface
déformable, nous avons :

dV.dM == o ou t.d\V=o0.

Intégrons celle dernitre relation le long «(’un arc de géodésique

o—.—f"z.d\':(\‘.z)':“ f“v.m;

or

dl:—;;—ds.

comme \ est tangent & la surface par hypothése, et que n est la normale, la courbe:
étant une géodésique, on a

NV Op = (V. D).

Théoréme. — La projection de la vitesse sur la tangente, est conslanle le long
d’une géodésique, pour toute surface dont les vitesses lui sonl langentes.

Application. — Considérons un solide animé d’'un mouvement hélicoidal, et
deux points particuliers A et B. Joignons ces deux points par une courbe. Dans le
déplacement du solide, elle engendre un hélicoide auquel nous pouvons appliquer
le résultat précédent, puisque les vitesses en A et B lui sonl tangentes. Si en parti-
culier, on considére Lous les hélicoides langents & une direction A issue de A, §7il
existe une géodésique tangente & A et arrivant en B, la tangente en ce point sera
sur un certain céne de révolution autour de la vitesse de B. Si en particulier la
géodésique est normale & la vitesse en A, il en sera de méme en B, si cette géodé-
sique existe.

On peut ajouter & la rotalion du solide une rotation paralltle & AB, ce qui four-
nit d’autres hélicoides pour le méme cine.

A Taide de la formule trouvée, on peut obtenir un résultat déjdvu : sien A la
vitesse est normale & la géodésique, il en sera de méme tout le long.
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Si au lieu d’une géodésique, nous prenons une courbe quelconque, le calcul pré-

R s ds
(V.t)A_[\.n—ﬁ—

et en introduisant la normale géodésique : n = m cos (3 — ¢ sin &

B sin ¢3 B ds
vy—=— /[ V. § = — N g
( t)A [ (/ R ll? [‘ g l‘q

formule qui n’est valable que si la courbe a une tangente continue. L’intégrale cur-

cédent donne :

viligne ne change pas de valeur si on déplace la courbe sur la surface, a condition
de conserver les extrémités et les tangentes en ces points.

Autre propriété des surfaces a vitesses tangenles. — Appliquons la formule (11);
I'intégrale double est nulle, et par suite I'intégrale curviligne est nulle pour tout
contour fermé. Celle intégrale curviligne, prise le long d’un arc ne dépend que des
extrémités. On peut remarquer que le vecteur U= mAV se déduitl de la vitesse
par une rolation d’un droit dans le plan tangent. Nous voyons donc que sur la sur-
face, U dépend d’un polentiel 3 qui est constant le long des lignes de vitesses. Le
calcul de dy le long d'un élément d’arc de trajectoire orthogonale donne

do = Vds (= rds avec les notations courantes).

Application aux surfaces a courbure totale constante, celles qui sont applicables
sur la sphére ou la pseudosphére. — Considérons une figure matérielle tracée sur
une telle surface, elle peut glisser sans que les longueurs et les angles soient modi-
fiés; en quelque sorte, elle forme un corps solide pour cette surface. Les lignes droi-
tes doivent é&tre remplacées par les géodésiques; moyennant ce changement de
langage, le théoréme sur la conservation de la vitesse tangentielle le long d’une
géodésique est identique a la propriété caractéristique du solide pour les vitesses de
deux uelconques de ses points. Le mouvement plan, est un cas parliculier des
mouvemenis sur surfaces a courbure totale constante, celui ou elle est nulle.

Probléme. — Nous allons rechercher s’il est possible qu'une surface admette
une distribution de rotations normales. Pour résoudre ce probléme nous allons
nous reporter aux formules (7) qui déterminent les composantes de la rotation.

Elles se réduisent

Fac. des Sc., 4* série, t. 1. 9
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Comme nous supposons ¢videmmenl que la composanle normale n'est pas nulle,
nous voyons (ue le probléme w’est possible que pour les surfaces minima. De plus,
les deux premiéres équations montrent que la composante normale a une longueur
constante. La surface S(L2) est une sphére de centre o; et la correspondance entre
S(M) et S(Q) est la représentation sphérique de la surface donnée.

Quelques problémes relatifs a la rotation. — Nons allons considérer en premier
lieu les lignes de S(M) pour lesquelles

dQ =7dM,

» ¢étant un scalaire. Nous avons déja rencontré ces lignes : ce sont celles pour les-
quelles la dérivée de la courbure normale par rapport au temps est nulle & l'instant
considéré. Elles correspondent si on veut, aux rayons paralléles de 'homographic
qui existe entre dQ et dM. Nous allons déterminer A en nous reportant aux for-

muies {(6)
[(OM', —aM'ydx + (M, — dM')d 5] = n(M' da + M',d8),
qui doune en annulant les coeﬁicient; de M', et M, :
(b—1)dz 4 cdp = o,
adz+ (b +2.)d8 =o,
ce qui fournit

=6 —ur;

nous avons deux valeurs égales et opposces pour 7. Nous voyons que ces lignes ne
passent au point considéré de S(M) que si

b —ac>o.

Supposons maintenant que ces lignes aient élé prises comme lignes coordonnées
sur la surface. En se reportant aux formules (6) nous voyons que

a=c¢=o0;
dans ces conditions » —= =+ 0 et
O, =, QO = —bM'..

De plus, la troisieme des équations (g), puisque & est cerlainement diflérent de
zéro. montre que D' =0 et comme les directions asymploticques sont définies par

Dd + D'd% = o,
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/. ’ ’ 3 .
on trouve pour o deux valeurs égales el opposées, ce qui prouve que les direc-
da

tions asymptotiques sont conjuguées harmoniques des lignes considérées el inverse-
ment. On peut encore dire (ue les tangenles en un point de S(M) aux lignes
considérées sont conjuguées par rapport a P'indicatrice en ce point.

Les surfaces S(M) et S(L) jouent le méme réle, la formule dQ = dM ne
rompt pas celte symétrie; aussi les tangenles & ces lignes sonl conjuguées par
rapport aux asymptotiques de S(Q2). Nous avons donc trois couples de droiles con-
jugudes harmoniques : les deux tangentes aux courbes Q2 = xdM et les deux cou-
ples d’asymptotiques. La figure se déduit par homographe de denx droites rectan-
gulaires, leurs bissectrices et les isotropes au point de concours. I1 y a donc deux
couples réels au plus. La connaissance de deux d’entre eux entraine théoriquement
la connaissance du troisiéme.

. . - Y (dO 1\
Recherche des lignes pour lesquelles dQ.dM = o [ou T‘i—(_d? —T> = o]

avec des paramétres quelconques. En un point, leur direclion est définie par

(M’ — aM')da 4 (M, — bM',)d5] . (W, dz + Wyd3) = o

b

d‘J
ou, en posant — =—=m,
dax

(bE — aF) + (¢cE —aG)m + (¢cF — UG)m* = o.
Vérifions que ces deux directions sont rectangulaires, c’est-a-dire que

E+F(m+4m)+ Gmm, = o,
E(cF —bG) — F(¢cE —aG) + G(bE —aF) = o.

Si nous avons pris les lignes du paragraphe précédent pour lignes coordon-
nées, on trouve comme coefficient angulaire :

Eds* — Gd§* = o,

ce (i prouve ue les quatre tangentes forment un faisceau harmonique; comme
un couple est rectangulaire, ce sont les bissectrices de V'autre couple.

Etude du vecteur d(» en un point de S(M). — Nous savons déjd que ce vecteur
se déplace parallélement,au plan tangent & S(M) en M et que les directions des

supports de dQ et dM se correspondent par une homographie réciproque. Nous
2

) dQ .
nous proposons maintenant de rechercher la valeur du rapport I et de savoir
Q)

entre quelles limites il varie. Comme :

. A Qdy 420, QLdads + 02d8
CT AN T T Rda + 2Fdads + GdE
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ce rapport est égal & :
. {-1clz’+2;7dxd;’$+(;‘d"$'
u = d
Ede® +2Fdad? + Gdp*’

& = Eb* — 2Fab + Ga*,
& = Ebc — F(ac + ) + Gab,
(= Ec* —aFbc +Gb*.

Les valeurs extrémes de ce rapport sont fournies par :

. Edx+ Fdp :T'da%—q‘dle
= = -
Eda+Fdg Fdx + Gdp

(& —Eu)da + (F— Fu*)dB = o,
(F —Fu)ydxr + (Lj — Gu)dB = o,

O, =M, — aM’;; , i.),‘j = cM', — bM’ﬁ,

entre lesquelles nous éliminons dx et d3. Cela nous fournit I'équation en « cher-

chée :
(6 —Eu®) ((j —Gu)—(F—¥u*)Y =o,

(EG —FHu' — (GE —aFF + E(g)u’ + (z»:g —F)=o.

Evaluons les coefficients cn fonction de a, b, ¢ :

86 —F = (EG — F") (ac — b,

GE—alFF + E(j = (Ga — 2Fb + Ec)* + 2(EG — F*) (6* — ac).

Un moyen rapide d’avoir 8(3———:,7’ est de constater que c’est le carré de la lon-

gueur du vecteur

Po = LW AQ = (BM', — aM') A (M, — bM'y) = (ac — b9)N,

L’équation en u devient donc :

o [(Ga —aFb + Ec)
t— o :
et par suite
(Ga — 2¥b + Ec)
H

wiur = (uc — by,

w4 u, = +2u,u,,

3 = (ac— 0)H.

—a(ac—0*) Ju' 4+ (ac— b =0
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ce qui nous permet d’écrire, avec un choix convenable de signes pour les u maxi-
mum ou minimum :
—_ ()
u,u, = ac — b*,
Ga — 2¥b 4+ Ee
e D

et les u sont racines de 'équation du second degré

u— (1(1-—21‘1)-*—]‘4(' +ac—b’=o.

H

Nous allons trouver une significalion géométrique différente pour u, et u, en
introduisant les rayons de courbures R, et R, de S(Q). Il nous faudra d’abord
calculer les trois scalaires ), 4@V, @' :

PD=Q":. M= (ac —b)Q"2. N = (ac — ") (M2 — aM",, + &', M, — @', M's) N
el nous obtenons pour eux ces valeurs :

P = (ac—b*)(bD —aD"), .
9 = (ac — b*) (bD' — aD") = (ac — b*) (cD — bD') = ﬂ}b— (cD — aD"),
D" = (ac — b*) (cD' — bD").

On forme DD — D" en se servant pour @' des deux premiéres valeurs don-
nées :

PP — D" = (ac — b*)*(DD" — D");

donc :

1 DR — g DD — D" 1 1

RAR. e T H¥ac—b*) = ac—b* R,R,’

relation qu'on peut obtenir rapidement grice a la représentation par plans tangents
paralléles de S(M) et S(Q). En effet, pour la raison précédente, ces deux surfaces
ont la méme représentation sphérique, et par suite, le rapport de leurs courbures
totales est égal aux rapports des aires élémentaires homologues :

i 1 de(M) EG—T° 1
R,R, | RR, ~— ds(Q) + GG —F T ac—b
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Nous obtenons pour la courbure moyenne, en nous servant cetle fois de la der-

niére valeur pour ' :

GO — 2F D + (D" = (ac — 6% [ D(Fe — Gb) + D' (Ga — Kc) + D (Eb — Fa))

et comme
1 1 GO — 250 + £
— = .
R, R, K
on a finalement :
« b ¢
1 I 1
—_— e— = . D D DY,
R, +: . (ac — b1W?
s F G

valeur que l'on

principal de S(M) en M :

a b«

1 , .

= ]IJ( 1 I \2 D l) D
R, R/JI|E F G

On peul exprimer o simplement en fonction des rayons de courbure :

(Rn_Bz)g —_— ¢
“—Rm, iR

1 2
En faisant d’autres rapprochements, on voit que les deux quantités

Ga— aFb + Ec

i gt ac—b*,

sont respectivement égales a

et

Le sens géométrique de ces expressions prouve que les quantités ot intervien-
nent a, b, ¢ sont des invariants relativement & tout changement de coordonnées
sur S(M).
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Il nous reste maintenant & rechercher quelles sont sur S(M) les directions four-
nissant les maxima et minima de u. Reportons-nous aux équations déterminant u.
Par élimination de « on trouve :

(F&—EF)da’ — (BG — GE)dads + (GF—F§ds =o,

que nous mettrons sous forme de déterminant :

dg & kK de |EV* — 2Fab + Ga?) E
o=|—dzd% F F|=—dad8 [Ebc—F(ac+ &)+ Gab] F}.
d=* ( G da (Ec® — 2lbe 4+ Gb7) G

s

Multiplions la derniére colonne par ac — b* et ajoutons-la & la seconde, on peul
écrire :

ds a I
(Ga—2Fb+ Ec)|—dads b F|=o.
' ¢ G

Remarquons que si
Ga —alh + Ec = o,

d8s
lu,| = |u,] et d—‘ est indélerminé, mais peut posséder une limite. Sinon il reste :
%
dap a E
—dasds b F|=o.
dx ¢ G
dao "1

Sous cette forme nous reconnaissons I'équation des lignes de S(M) ot T
ne varie pas a l'instant considéré. Nous voyons que les directions ot u est maxi-
mum ou minimnm, sont rectangulaires et perpendiculaires & la direction corres-
pondante sur S(M). Si en particulier S(M) est minima, multiplions les deuxiéme
et troisiéme lignes par D', D, que nous ajouterons & la premiére mullipliée par D"
comme deux des termes obtenus sont nuls, il en est de méme du premier, ce qui
prouve que les lignes considérées sont les asymplotiques.

Etude de la courbure de S(V). — Commencons par rechercher son élément
linéaire en introduisant la votation et ses composantes. Nous avons d¢jd établi les
relalions

O =M, +uW,+\,
{ V.= v(— FM,+EM)—uN,
| V', = y(— GM, + FM') + .V,
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qui nous permetlent 'écrive, en désignant par lindice 1 ce qui est relalif & S(V):
E, = H'(s* + v K),
F, = N*(— &u+v'F),
G, = (W + v G);

d’on il résulte :

ds? = v (Eda® + 2Fdad§ 4 Gds®) + H (W df — nda)
ou
ds = v'I*ds® + H* (Wl — ud =),

Calcul de D,, D', D*,. Nous avons besoin pour cela de connaitre

N, =V, AV = (QAWIAQAN,) = Q[M,.(QAM)] + ML[Q.(QAM],
V’ = H*vQ.
On trouve ensuite facilement :

D, = N*a, .
D, = I*'4,
D] = H'v¢.

De 13 on déduit la courbure totale

( ] )__ac—b’
RE )= @

el la courbure moyeane

R’ TR JJar TTTaE

1

< 1 T >__ wat 4+ 2nub + ule Ga — aFb + Ec
2 1

avec :

O = EW 4 2Fiu + Gu' + 1.

Nous allons faire une application des résultats précédents en considérant le cas
ol % et w sont nuls. Nous savons que cela ne peut se produirve que si S(M) est une
surface minima et de plus la rotation est normale et sa longueur constante.
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Dans ces conditions, la vitesse esl définie par les relations suivantes ot « désigne
la mesure de la rotation :
i © ! ‘MI
Y «=T{-(—FMu+E 1),
)

v'_g‘:- —[_T (— GM'“ + FM';) .

S(M) et S(V) se correspondent donc par plans langents paralléles et par é1é-
ments rectangulaires.
Recherchons les courbures. Nous pouvons remarquer que

ds] = w'ds®

et que par suite les deux surfaces sont applicables a la similitude de rapport o prés.
Nous allons retrouver ce résultat antrement en cherchant a, b, ¢. Nous partirons de

que nous dérivons par rapport & « et &, puis nous identifions avec les formules de
définition de a, b, c. Ceci nous donne, en faisanl ensuite les produils scalaires
par M',, M', :

Q. =M, —aMl'. = — }ll'la + % M"2 AM' + M, AM",),
N A/ ' - Hl'ff w " ' ' "
gz:::CMu_bM"S:—“’)'_}:IT"*_'ﬁ(Mu[ﬁ/\M,’-‘.'i"Mull\M?')s

® o,
Eb—-Fa—-—-I_—ID, Ec—Fb——ﬁD,
b — :._.:,_ ! e — =___i ".
Fb — Ga HD, Fe —Gb HD’
d’oti
a = — (ED' — FD) ¢ = — (FD" — GD'
- I 4 ’ - B )’
}___i_ r_ =_ﬁj_ n__ N o— Y (el
hy B (FD GD) 78 (ED FD') NTE (ED GD),

‘les deux premiéres valeurs de 4 sont égales car la courbure moyenne est nulle :

GD — 2FD’' + ED" = o.

Fac. des Sc., 4° série, t. I. 10
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~1

Pour calculer la courbure totale de S(V) nous utiliserons les deux premiéres
valeurs de D), et pour la courbure moyenne la troisi¢éme valeur :

I ac —b* o - " wy Lo
(&R,)f o = EE IO =DY =
1 1\ Wa+42ipb+uic Ga —aFb 4 Ec
(% R_.). or . U TTar

4 2

Et par suite S(V) est aussi une surface minima.

Théoréme. — A toute surface minima on peut faire correspondre par plans lan-
gents paralléles et orthogonalité des éléments linéaires d’une maniére et d’'une
seule (& une symétrie et translation prés) une aulre surface minima applicable sur
la précédente.

On obtient ce résultat en supposanl © = -1 avec un choix déterminé des uni-
tés de longueur et de temps.

Voici une aulre fagon d’exprimer le résullal précédent : si S(M) et S(V) se cor-
respondent par plans tangents paralléles, » = u = o0 et nous retombons sur le cas
précédent.

Du premier théoréme énoncé donnons une démonstration géométrique. Rappe-
lons que, dans le cas général, si S(P) est la polaire réciproque de S(Q), S(P) et
S(V) se correspoudent par plans tangents paralléles et conjugaison des asymptoti-
ques. Or ici S(Q) est une sphére dont le centre peut étre pris pour définir la corré-
lation, S(P) esl aussi une sphére el aux points homologues les plans tangents sont
paralléles et par suite S(M) et S(V) se correspondent par plans tangents paralléles.
De plus les asymplotiques de S(P) et S(V) étant conjuguées, comme les unes sont
les isotropes, celles de S(V) sont rectangulaires et S(V) est minima.

La correspondance entre S(M) et S(V) ayant lieu par plans tangenls paralléles,
les tangentes aux courbes homologues en des points homologues sont respective-
meut conjuguées de la méme direction par rapport aux indicatrices respectives. Ces
indicatrices sount ici des hyperboles équilatéres et deux directions conjuguées sont
symétriques par rapport aux directions asymptotiques.

On a par suite pour S(M)

si d, d' désignent les directions homologues, ¢ la direction conjuguée commuue,
T et 1’ une direction asymptotique sur chaque surface; de méme :

(d,8) =a(1", %)
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et en retranchant :

d,dy=2",T)= % (éléments rectangulaives).

Les asymptotiques de S(M) sont paralléles aux directions principales de S(V).
Par plans tangents paralléles, aux asymptotiques de 1'une des surfaces correspon-
dent les lignes de courbure de l'aulre.

Revenons au cas général d’une surface S(M) dont la rotation est normale. Com-
mencons par rechercher la variation de la courbure et de la torsion d’une courbe
tracée sur la surface et entrainée par la surface dans son mouvement. Ces varialions
sont données par la relation

d 1 d
O =12 lyg L L
I TTINER,
d t g
Q=0——=u— -+
..2\‘ [0) ) u( B,,, + T)

Dans la deuxiéme nous utilisons 1’hypothése que la rotation est un vecteur nor-
mal constant. L'idenlification conduit & :

Q

U]

-
|~
-
»
-

=o0 et —+

al =

al=

+ —_—
Ri"

ne varie pas, comme la courbure géodésique.
Recherchons maintenant la rotation propre du triédre principal de S(M). Nous
avons montré que c’est un scalaire égal & :

a b ¢
I‘ —|p D D,
H(E”T{ E F G
avec
et ' __i ns AV '
a= = (BD' — FD), ¢ = g3 (FD" — GD),

}‘;3 (ED’ — FD') = 2—]’]— (ED" — GD).

i)=?(i°—3(FD'—GD):
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Si nous développons le déterminant suivant les éléments de la premiére ligne
nous obtenons pour la rotation propre :

e la(= 0 + b+ o(— @) = )

(0} 20 2

Elle est constante en toul point de la surface et est la moitié de la rotation du plan
tangent.
Cherchons maintenant la variation de la courbure moyenne de la surface :

D(l + r)__Ga—-an-{»Ec
M\R, R /T H ’

qui esl nulle comme nous l'avons vu en calculant la courbure moyenne de S(V).
A linstant 6 + 36, S(M) est encore minima; si nous prenons alors une distribution
de vitesse définie par la surface minima que nous pouvons lui associer par la loi A
précitée, un instant infiniment petit aprés la surface sera encore minima. Peut-on
continuer ind¢finiment? En d’autres termes, est-il possible d’imaginer la déforma-
tion d'une surface restant constammenl applicable sur elle-méme el constamment
minima?

Imaginons le déplacemenl du point M en supposanl que « soil indépendant du
temps. A chaque instant le point M est animé d'une certaine vitesse qui peut étre
arbitraire car nous savous que la connaissance de ¢ entraine celle de V & un vec-
teur additif prés, vecteur ne dépendant que du temps. Mais le plan langent en M est
animé d’une rotation normale et reste donc paralléle & lui-méme. Dans un tel dépla-
cement la surface correspoudra & une position fixe par plans tangents paralléles.
Cherchons & un instant donné la distribution des accélérations sur la surface. Nous
avons vu & propos des fils que cette distribution est définie par

dl' = Q' AdM + Q(Q . dM) — Q*dM,

ou ' esl la dérivée du vecteur Q par rapport au temps. Remarquous que le
deuxi¢me terme est nul, la rotation étant normale. Pour avoir Q' remarquons que
c’est la vitesse d’un vecteur invariablement lié¢ au plan tangent, sa vitesse est donc :

Q' =0AQ =0

et par suile on a simplement :

dl' = — »*dM,

que nous intégrerons & partir d’un point O fixe sur la surface :

N
Pa— o = — u*dM ou — OM = — o*OM..
AL



CONTRIBUTION A L'ETUDE DES SYSTEMES DEFORMABLES. 77

La solution de cette équation différentielle est :
OM = A cos wt+ Bsin wt, A et B vecteurs indépendants du temps.

Cela revient & supposer que O est fixe dans l'espace, ce qui est légitime d’aprés
1a composition des accélérations dans un mouvement de translation, le déplacement
de S(M) étant rapporté & des axes de direction fixe issus de O. Le plan tangent
en M tournant autour de sa normale. On peut aussi supposer que O est un point
fixe arbitraire de l’espace, et nous avons le mouvement relatif de la surface. On voit

. ;. . R T . 27
que chaque point décrit une ellipse d'un mouvement périodique de période —.
w

Darboux étudie ce déplacement & propos de l'étude des surfaces minima. Son
étude est basée sur U'équation générale de ces surfaces. Les surfaces S(M) et S(V),
dans le cas ol » = 1, sount les surfaces adjointes d’0. Bonnet (Darboux, Théorie des
surfaces, tome 1; la surface adjointe d'O. Bonnet).

Autre propriété des surfaces minima. — Supposons que S(M) soit minima et la
rotation soit définie par une sphére passant par O & linstant donné. S(P) est
alors un paraboloide de révolution autour d’'nne droite Oz et de foyer O. La sur-
face S(V) correspondante lui correspond par plans tangents paralléles et directions
des asymptotiques conjuguées. Projetons ces directions sur un plan perpendiculaire
a 0z. On sait que pour le paraboloide de révolution on trouve deux isotropes, la
projection des tangentes asymptotiques devant étre conjuguée par rapport aux droi-
tes précédentes, elles doivent &tre reclangulaires, et par suite S(V) est une surface
harmonique : z fonction harmonique de x, y. La réciproque est immédiate : si
S(V) est une surface harmonique ses directions asymptotiques projetces sur le plan
des x, y sont perpendiculaires donc conjuguées harmoniques par rapport aux iso-
tropes; on peut donc prendre pour S(P) un paraboloide de révolution autour de Oz
et de foyer O dont les projections des directions asymptotiques sont isotropes. Si
de plus nous convenons de prendre pour origine commune de nos rotations un
point de 1'axe de révolution, la corrélation qui fournit S({2) donnera une sphére et,
d’aprés ce que nous savons, S(M) sera une surface minima.

Nous allons traiter la question par le calcul. Nous allons prendre pour paramé-
tres les coordonnées x, y de la projection de M sur le plan tangent en O & la
sphére S(Q). Pour déterminer V nous remarquerons que dans la formule

dV=QAdM,

la vilesse est une fonction linéaire de la rotation. Nous poserons Q = Q +Q,,
Q, vecleur d’origine le centre de la sphére qui nous fournirait comme vitesse celle
qui est représentée par la surface minima adjointe. Q, est le vecteur (0, 0, — ).
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Nous calculerons séparément les composantes de V, et V, et nous en ferons la
somme algébrique, ceci nous donne :

VY, = l—; (— FM', + EMY) + Q AM,,

“)

Vi = T (— EM o FM) + QAMY,

5 (—Pq+0)+o, T =G+ @) +ol 4o,

V! -%';—(O-i-l.{_p’)—-.m, v, —;’;—(o+pq)+o,

)

5 [P+ a( P+ o T =0+ P +pg)+o.

\
Si X, Y, Z sont les composantes de la vitesse, on a donc :

(X = w [—— pqu.._.—*—_(iq_)dy +dy],
Vitp+¢
dY = w[(l +p)dw+pqdy -—dJJ].
Vi+p +4¢
gdx —pdy

‘/l+ps+q='

(IZ {1

Formons la combinaison

de-{-(/dY:(.)_(id_x.__—_pdi(]_\/l+p9+q!)

Vitp+q
et par suite
PO L. SN S W ey
et

Nous allons nous servir de ces relations pour comparer différents angles. Nous
appellerons «, 8 les angles de Oz avec la normale & S(M) et & S(V); + angle des
deux plans tangents. On a immédiatement :

I

C080‘2—\/I+p +q ou cosa:—--ﬁ—,
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puis :
— »” -
cos* & r+ 7+ Q
el comme . H 4 .
s e PG A =2+ H 3
» = E
1P+ = G 1y T—

1
1+cosz[$=2cos’($=|—-ﬁ-=0050.+1,

et comme x el § sont des angles définis au signe prés :
28 = «a,
calculons maintenanl v :

. Pp+ Qg+ 1) 1
08" v — - frd 0 .
R e (I L (S iy iy i

done :

De la premiére formule trouvée on déduit le résultat suivant : soient sur S(M) les
courbes ot lanormale fail avec Oz unangle constant, les courbes homologues sur S(V)

14 L3 .1 ’ % .
seront des courbes d¢finies de la méme maniére avec 'angle — et aux points homo-
2

X
logues, les plans tangents font un angle constant —.
2

Le triédre formé avec les paralléles & Oz et les deux normales a une face égale
4 la somme des deux autres, les trois paralléles sont donc dans un méme plan et
I'une est la bissectrice de 'angle formé par les deux autres.

Cherchons & déterminer la surface minima gni correspond & une surface harmo-
nique donnée. Au lieu de la considérer comme le probléme inverse du précédent,
nous supposerons que S(M) est la surface harmonique, la surface minima a déter-
miner sera une surface des vitesses. Un paraboloide particulier de foyer O et de
révolution autour de )z aura comme équation :

2+ yv+2=(z+1) ou zz._—.gc’-i—y’—l,

si son plan directeur est z= —1. Les paramétres direcleurs de sa normale
sont : &, ¥, — 1; si nous voulous qu’ils soient p, g, — 1, paramétres directeurs de
la normale & S(M), ce qui assurera la correspondance par plans tangents paralléles,
les coordonnées du point du paraboloide seront

pi + qs: —_—1

b q, T,
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ce qui représente les composantes de la rotation sur les Lrois axes. On en déduit les
composantes de V', et V', :

QINI’ = pt
LI R 2 '
V'uzg.)/\M'u q p ', \*v; }
2 , — P9
. 9qs o.

Si nous supposons S(M) définie par

€£= 2, y=28, z=u(x, )

et la vitesse par ses composantes X, Y, Z, on a

dX = pgda +—q—%ﬂd{$,

N =T = e pgus,

d7. = —qdx+ pdb.

On transforme aisément dZ en introduisant la fonction harmonique v(x, #) telle
que { == u+ iv soit une fonction analytique de Z —= « +i8, car on a les relations :

v, = —us=—q, vs=u',=p

et on en déduit, & une constante additive prés
dZ = dv,
Z=v.

Formons maintenant I'expression :

2(dY + idX) = — (p — i) (dx + idB) — (da — id$),

or p — ig est la dérivée de { par rapporta £

. Nous avons :

2Y+a+i(2X—-{$)=—f(%§-> dz,

Z=v(a, B).

Nous pouvons transformer la premiére expression, en prenant pour variable ; et
g

pour fonction. Si le symbole @R désigne la partie réelle de l'expression sur
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laquelle il porte, u et v deviennent les variables indépendantes et «, 4 deux fonc-

b

tions de u, v.

2X= 8+ Ri -d—EdC,
dg

2Y = —a— R -3—%(1{,

Z=wv.

Nous pouvons encore transformer en prenant une fonction v de { = u 4 v telle

que :
L dl dy
2 dZ ~ d7
et on a les formules d’apparence plus simple :
S 2X =8+ R, ( 2X=:R('r]—-i§).
’) 2Y = —a+Riy, on ¢ 2Y = Rn—13),
L\ 2= L =R(—1I).

Autre probléme. — Nous sommes partis d’une surface harmonique pour S(M) et
d’un paraboloide de foyer O et de révolution autour de Oz. Prenons encore la
méme S(M) et un paraboloide S(Q) de révolution autour de Oz, mais de som-
met O. Sa transformée par polaire réciproque par rapport & la sphére de centre O
et de rayon i donnera un autre paraboloide de révolution autour de Oz et de som-
met O. Nous savons que S(V) devra correspondre a ce nouvean paraboloide par
plans tangen(s paralléles et conjugaison des dirvections asymptotiques. En répétant
un raisonnement déji fait, cette conjugaison se conserve en projetant sur le plan
des xy. Pour le paraboloide nous avons des isotropes, pour S(V) nous aurons des
directions rectangulaires et S(V) sera donc une surface harmonique. Nous allons
maintenant en donner une solution par le calcul, en précisant la correspondance de
S(M) et S(V), point par point.

Supposons S(M) définie par

o=, y=~=, z=u(x, 8)

et soit 'v(«, §) la fonction harmonique associée & u de facon que { = u + v soil
une fonction analytique de = = = + i{3. On sait que l'on a les relations :

) o
o as D
N du

_— == :I).
R dx

Fac. des Sc., 4* série, t. 1. "
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Nous partons donc d’une surface harmonique dont les rotations sont définies par
le paraboloide 2z = x* + y*, l'origine des rotations étant I'origine des coordonnées.

Les coefficients de I'équation du plan tangent au paraboloide au point z, y, z sont :

x,y. — 1 comme il y a correspondance par plans langents paralleles avec S(M) la
rotation du point o, § de S(M) sera par suite le vecteur de composantes :

P, q,

On en dédnil les composantes de V', et V',

pq, '\ ql—pl
e 2 ’
vV, =AM, . TP Vi, = OAM,
2 / —Pq,
—q; p

et si X, Y, Z sont les composantes de la vitesse :

>

dX = pqd« +_(1__—?‘_£'_d3

t3

‘——
dy =2 " P da—pqdB,

dZ = — qda+pd3.
Pour interpréter simplement ces relations, formons
20(dX — idY) = 2(dY + idX) = — (p" — ¢* — 2ipg)da — i(p" — ¢’ — 2ipq)dB

= —(p—1qy(da+idd),

v P

Or

. u R
P—-lq—“‘—;—-%—l—\—,
o (Al 2

représente la dérivée de { par rapport & Z. Nous pourrons donc écrire, en négli-

geanl les constantes additives dont nous connaissons la signification :

i di\?
{ — iY== — ) d=,
X —iY 2/((15) 2
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ou encore, le symbole (R désignant la partie rvéelle de l'expression sur laguelle il
porte :

2. d

1 diN?
Y — R (dg)'l“
Z={R(—1i)

Formules faisanl correspondre une autre surface harmonique & toute fonction de
variable complexe, ou i toute fonction harmonique.

Si nous introduisons la surface S'(M) dont I’équation est z — v(x, y) et sa sur-
face des vitesses S'(V) dérivée du méme paraboloide, on trouve le tableau suivant
pour différents angles :

oz, normale S(M) = «,
‘0z, normale S'(M) = =z,

normales S(M) el S'(M) = 3 tel que cos 3 == cos” z,

0z, normale S(V) = —z,
0z, normale S'(V) = —,
normales S(V) et S'(M) =4,
normales S(M) et S'(V) = ¢,
normales S(V) et S(V) = g

Si on laisse de cOté la correspondance ponctuelle entre les deux surfaces harmo-

niques, et qu'on se propose unigquement la recherche de la nouvelle fonction de

variable complexe, on peut poser v == — i{ et introduire la fonction H(v) définie
par

dH v dg

de — a2 dE’

ce qui nous permet d’écrire :

o i dr\? i a7, i d .~ L

v
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el finalement :

A = R(H),
Y = R(iH),
Z=®R(),

formules extrémement simples si on considére 7 fonction de .

Nous allons revenir aux surfaces harmoniques et déduire de leurs propriétés
élémentaires des résultats que nous interpréterons en parlant de rotations. Soit une
surface harmonique S(M) et sa surface harmonique associée S'(M). Les paramétres
directeurs de la normale & chaque surface sonl rtespectivement p, g, — et
—¢, p, — 1. On en déduil rapidement que les deux normales font le méme angle
avec 0z. Soit A une direction du plan de cosinus directeurs cos «, sin », 0 et A’ la

direction obtenuc cn faisant tourner A de + — daus le plan xoy. Ses cosinus
2

directeurs sont — sin x, cos «, 0. Ou voil immédiatement que les angles (A, N) et
(A", N') sont égaux quelle que soil A. Pour parler simplement, nous supposerons
oz verticale. Il résulte de ce qui vient d’étre rappelé que les plans verticaux conle-

nant chaque normale se déduisent I'un de I'autre par une rotation de + —. D’une
2

maniére plus précise, si nous faisons tourner $'(M) de + — pour lamener en
’ 2

S"(M), les normales & S'(M) et S"(M) seront paralléles, et les deux surfaces se cor-
respondront par plans tangenls paralléles. Les représentations sphériques de S(M)
et S"(M) seront les mémes. Comparons les éléments d’aire de S(M) et S'(M)
[ou $"(M)]. Ils sont tous égaux & \/1 + p* + ¢*dxdy. La représentation de S(M) et
S"(M) se fait donc par plans tangents paralléles ct conservation des aires; aux points
homologues les courbures totales sont donc les mémes, ce gu'un calcul direct
montre simplement. Pour S(M) et §'(M), du fait que les plans contenant Oz et
chacune des normales sont rectangulaires, il en résulte que les lignes de pente dé
Yune des surfaces se projettent suivant les sections horizontales de l'autre.

On peut se demander si la correspondance précédente a lieu de facon que pour
S(M) et S"(M) les directions asymptotiques soient conjuguées. Puisque les plans
tangents sont paralléles, il suffit de vérifier la propriété en projection sur le plan
horizontal.

Nous commencerons méme par éludier les projections des tangentes asympto-
liques & S(M) et S'(M) en des points homologues, ot on a :
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Les directions asymptotiques de S(M) sont données par
rm* 4 asm —r — o;
celles de S'(M), sont en projection :
—sm® 4 arm’'+s=o

et il suffit de vérifier la condition

N , s
a(mm, 4+ m,m,) = (m, + m,))(m, + m,) ou a(—1—1)=—2 ke
ce qui est immeédiat.
Or ces deux couples de directions se projettent suivant deux couples rectangu-
laires, on a donc les deux bissectrices de deux droites rectangulaires. Si on fait

ensuite une rotation de 4+ — pour passer & $"(M), celle propriété est conservée, et
2

nous voyons gue S"(M) peut servir & définir une distribution de rotations pour
S(M). En remontant pas a4 pas le raisonnement précédent, on montre que si une
surface harmonique admet, pour surface des rotations, une autre surface harmonique,
cette derniére se déduit de la surface conjuguée de la premiére par une rotation de

T .. A . Lo
+ — autour de Oz, suivie peut-étre d'une homothétie.
2

Si maintenaot, nous introduisons les nombres a, b, ¢ qui définissent les vec-
teurs Q',, Q's, d'aprés ce que nous avons mountré sur les courbures totales de S(M)
et S(Q), il en résulte que ac—b*=1. etona

Q, = bM, — aM';, M, = —bQ', + al)

.=

Q'ﬁ e CM'Q -_— bM,‘a y 4 1\1’3 _ C£2’q_ + bgl'ig .

Nous avons désigné plus haut par u, et u, les valeurs maximum et minimum du
rapport des longueurs de dQ et dM homologues. Icion a u,u, = 1.

De plus, comme les points ot la rotation est tangente & S(M) sont donnés par
ac — b* = o0 qui exprime l'existence d'une tangente et non d'un plan tangent a
S(Q), il en résulte quune surface harmonique ne peut posséder d’aréte de rebrous-
sement réelle; ce qui est bien évident, car en un tel point, Uindicatrice est réduite &
deux droites paralléles qui ne peuvent se projeter sur axoy suivant deux droites rec-
tangulaires.

La vitesse est donnée par les relations :

dX = — (cdu +v'dy), dY = v'dx — ydu, dZ = xdx -+ ydy,

wie, vy=uly, —x), v, vy =1v(y, —ax).
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Probléme. — Dans le déplacement ('une surface qui reste applicable sur clle-
méme, est-il possible que les surfaces S(Q) de la rotation, & chacue instant, forment
une suite de surfaces applicables les unes sur les autres? Nous savons déja que
E, F, G sont indépendants du temps, ponr que le probléme posé soit possible, il
fandra que §. 7, (5 quantités analogues pour 8(L) soient aussi indépendantes du
temps. Yous les avons déja calculées en fonction de «, b, ¢. Considérons les trois
relations comme équations en a, b, ¢, lout le reste élant connu. Si, momentané-
ment, nous considérons a, b, ¢ comme les coordonnées rectangulaires d’un point,
nous avons Lrois quadriques qui se coupent, en général, en des points isolés el en
nombre fini. Dans ce cas, a, b, ¢ sont indépendants du temps. Si nous nous repor-
tons alors au systéme (g), nous constatons que les deux premiéres équations ne font
pas intervenir Je temps, tandis que la troisiéme le fait intervenir. Nous devons donc
avoir :

D

2D'6 4+ De = o,
ainsi gue la relation obtlenue en dérivant par rapport au temps :

D’ ' D
a—3——0b+—
3 30 )

r=0.

Or, en tenant compte.des valeurs des dérivées trouvées au cours du calcul sur la
variation sur la courbure de la surface nous constatons que :
‘\DI zp!

= Wa, — = H*}, — = H*e,
XM R}

9 R
= O

all*(ac — b*) =o.

Celle condition exprime que les deux vecteurs (), et ', onl le méme support,
et par suite que S(Q) est dégénérée, en tant qu’enveloppe de plans tangents, en une
courbe; ou trés exceptionnellement en un point, la rotation est alors un vecteur
libre, et S(M) se déplace comme un solide. Cherchons quelles sont les surfaces pour
lesqquelles il existe une distribution de rolation définie par une courbe. Sur S(M)
soient, x variable, les courbes qui correspondent & un point donné de G(Q) et, 8
variable, un autre systéme quelconque de courbes coordonnées. Toul le long de
chaque courbe du premier systéme la rotation est constante, cette courbe se déplace
donc comme un solide. Reportons-nous a la formule

®) QUAM, = Q. AW,

qui définit la rotation d’'une surface dans tous les cas, Le premier produil ¢lant nul
puisque €', = o, le deuxiéme est aussi nul, or ', esl’ port¢ par la tangenle &
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C(Q) donc M’, lui est paralléle. Tout le long de la courbe o considérée, la tangente
a une direction fixe c’est donc nne droite et S(M) est une surface réglée dont les
génératrices rectilignes sont paralléles aux tangentes de C((). Comme la condi-
tion (5) est nécessaire et suffisante, & toute surface réglée on peut faire correspondre
d’une infinité de manitres des rotations définies par une courbe, il suffit de prendre
une courbe dont les langentes sont paralléles aux génératrices de S(M). Par exem-
ple, si S(M) est une surface & plan directeur, C(Q) sera la courbe plane la plus géné-
rale. Si S(M) est un hyperboloide de révolution, ou toute surface dont les généra-
trices font un angle constant ¢ avec une direction donnée, C(Q2) sera une hélice
quelconque coupant sous l'angle = les génératrices de toul cylindre de génératrices
paralléles a la direction donnée.

Cherchons si une surface réglée donnée peut se déplacer en restant réglée, autre-
ment dit les génératrices rectilignes restant indéformables. Pour cela il sera néces-
saire et suffisant que les rotations, & chaque inslant, soient données par une courbe
dont nous savons que les tangenles sont paralléles aux génératrices rectilignes. Nous
allons étudier la variation de la rotation dans le temps. Désignons par s l'arc de
C(Q); %% sera un vecleur unitaire tangent, ou un vecteur porté par la généralrice
considérée. Pour connaitre sa dérivée par rapport au temps, nous nous servirons de
cette derniére interprélation :

> 20 Ly 00 d 20 o 00
= QA oun — — = QA .
00 e do AR Qo
. . oL ' .
La vitesse du point €} est 35 et la formule précédente montre que sa rotation
¢

est Q. Avec d’autres notations, dans le mouvement d’un fil nous avons étudié le cas
ot la rotation était OM; nous avons montré que cette rotation était principale et
nous avons étudié d’abord le cas o le fil était inextensible. Nous constatons que, la
distribution initiale des rotations étant choisie, 'arc de C({2) a une signification
pour la surface réglée. Puisque la rotation est principale, nous avons montré que la
variation de la courbure était nulle, et celle de la torsion :

N

N

1
T

<>

car ici w = 1. La courbure en chaque point du fil C({) étant indépendante du
temps, la développable dont C(Q) est 'aréte de rebroussement reste applicable sur

A P . ds .
elle-méme car I'angle de denx tangentes infiniment voisines de = ® est indépen
dant du temps.
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Mais celle surface développable ne se déforme pas d’nne maniére quelconque, car
en un point de C(Q) la torsion varie suivant la loi :

2=y
T T,

Entre deux instants donnés, les torsions de tous les points de G(Q2) ont augmenté
de la méme quantité. Nous voyons qu’en général, avec le choix le plus général des
rotations initiales. on n’aura pas une torsion nulle en tout point de la courbe a un
instant convenablement choisi. Si cela peut se produire, c’est que la courbe initiale
sera a torsion constante, et, dans son mouvement viendra s’appliquer sur une sur-
face 4 plan directeur quand C(Q) sera plane. Si en particulier on part d’un hyper-
boloide de révolution (ou d’une surface dont les génératrices font un angle constant
avec une direction ), on pent choisir pour C(Q) une hélice circulaire dont la
courbure et la torsion sont constantes. Dans le déplacement, la courbure sera cons-
tanle dans le temps et dans I'espace; la courbure sera constante le long de C(Q) a
chaque instant et C({)) restera une hélice circulaire. \ chaque instant, S(M) aura
ses génératrices faisant un angle constant avec une direction A pouvant varier avec
le temps.

On voit, comme suite aux remarques précédentes, quand une surface se déplace
en restant constamment réglée avec C({)) inextensible, une fois la distribution des
rotations initiales’connue, on n’obtiendra pas toutes les surfaces réglées applica-
bles'sur S(M). On s’en rend aisément compte en partant d'une surface que l’on sait
étre applicable sur une certaine surface a plan directeur, et en partant de rotations
initiales quelconques; la torsion de C(Q) ne sera pas constante, et le mouvement ne
pourra conduire & la surface & plan directenr applicable sur S(M).

Qu'ont de commun toutes les courbes C(L)) admissibles pour une position don-
née de S(M)} On se rend aisément compte que 'arc n’est pas le méme pour une
méme génératrice ainsi que la courbure et la torsion, mais

R de ds de

T ds  dy, d’

on de angle de deux génératrices et dv, angle des plans asymplotes est le méme en
des points homologues sur deux C(L2). Les tangentes homologues sont paralltles &
la génératrice dont elles dépendent. Les plans osculatenrs sont paralléles car un tel
plan est paralléle & deux génératrices infiniment voisines. 11 est d’ailleurs, pour la
raison précédente, paralléle au plan asymptote le long de la génératrice considérée.
Est-il possible de déterminer des rotations initiales de facon que I'on passe d’une
surface réglée donnée & une autre surface réglée sur laquelle elle est applicabled S(M)
étant constamment réglée. 11 faut recheccher G(Q) pour S(M) et C'(L2) pour S'(M)
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de fagon que ces courbes aient méme longueur et méme rayon de courbure aux
points homologues. S’il en est ainsi, on devra reconnaitre que les torsions différent
d’'une constante.

Si nous remarquons que la rotation n’est définie qu’a un vecteur additif preés,
fonction du temps, ainsi que la vitesse, nous voyons que le mouvement de S(M) est
parfaitement connu en fonction du temps, 4 un mouvement relatif prés, dés que les
rotations initiales sont connues.

S(M) admettant une distribution de rotations définie par une courbe, que peut-
on dire de la surface des vilesses? Le long d’'une génératrice z variable, oi I'¢1ément
d’arc est dl :

dV=QANdM = QAL dl.

I1 en résulte (ue le point V décrit une droite perpendiculaire & Q et ',, donc
A la généralrice. S(V) est donc une surface réglée, je dis qu’elle est développable. En
effet, sur chaque génératrice G de S(M) il existe un point et un seul en général, ot
le vecteur Q est dans le plan tangent. En ce point, pour la direction Q, dV =0, et
pour toute autre direction: dV=0Q A dM est perpendiculaire au plan tangenta S(M)
en ce point. S(V) ne présente pas de plan tangenlt homologue, mais une langente;
le lieu du point de contact est I'aréte de rebroussement de la développable.

Signalons que dans le cas ot S(M) est quelconque, les points ou Q. N=o for-
ment une ligne fournissant sur S(V) une aréte de rebroussement. Remarquons que
sur S(M), en chaque point de cette ligne la rotation ne lui est pas langente en géné-
ral, sinon le long de cette courbe dV = o et S(V) présenterait un point conique ou
le cone des tangentes serait le lieu des tangenles de rebroussement. Si S(M) élait
réglée avec vitesse dérivant d’une courbe, S(V) serait un coOne.

Demandons-nous ce que seraient les rotations les plus générales d’une surface
réglée, mais qui ne le resterait pas dans la suite de son mouvement. Considérons sur
S(M) ses génératrices reclilignes G et ses asymptotiques A, quand le plan tangent
tourne autour de G, sur S{Q) on a comme courbe homologue la courbe de raccor-
dement avec le cylindre circonscrit de génératrices paralléles & G. On sait que la
courbe de raccordement est conjuguée de la caractéristique du plan tangent par rap-
port & V'indicatrice de S(V) en ce point.

Méme résultat pour G et la tangente & A, il en résulte que la tangente en Q &
la courbe de raccordement est paralléle & la tangenle asymptotique en M sur S(M).
On encore :4 une génératrice de S(M) correspond sur S(Q) une courbe dont les tan-
gentes sont paralléles aux tangentes asymptotiques le long de G. Or on sait que les
tangentes asymptotiques le long d'une génératrice engendrent une quadrique, elles
sont donc paralléles aux génératrices d'un certain cone du second degré. Aux asymp-
totiques de S(M) correspondront les courbes conjuguées des précédentes. Ce seront
les courbes dont les tangentes sont paralléles aux génératrices de S(M). Mais S(Q)

Fac. des Sc., 4* série, t. 1. 12
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ne sera pas la surface la plus générale engendrée par de telles courbes, car il faut
que le lieu des points ot la tangente a une direction donnée, ait sa tangente paralléle
a la tangente asymptotique & S(M) ou le plan tangent est paralléle & celui de S(L2).

Si S(M) est un hyperboloide de révolution, S(Q) sera engendrée par des hélices
faisant avec I'axe de 'hyperboloide le méme angle (ue ses génératrices. Comme il y
a deux systémes de génératrices reclilignes, S(Q) sera engendrée par des hélices de
deux maniéres différentes, el qui sonl conjuguées. Faisons déplacer une des hélices
précédentes par translation, un de ses points décrivant une autre hélice. On obtien-
dra une surface de translation et on sait que les deux systémes d’hélices sont conju-
gués. Une telle surface sera S(Q) pour 'hyperboloide de révolution. Elle dépend de
deux fonctions arbitraires ainsi que la surface S(Q) la plus générale pour une sur-
face donnée. On a donc la solution générale pour 'hyperboloide de révolution. De
méme pour une quadrique réglée réelle, puisque toute génératrice est paralléle &
une autre génératrice de l'autre systéme, S(L) est engendrée de deux maniéres par
uue courbe dont les tangentes renconirent a Y'infini la section de la yuadrique par ie
plan de l'infini, les deux familles étant conjuguées. Si, plus particuliérement, on a un
paraboloide hyperbolique il existe, sur S(V), deux sections de plans paralléles don-
nant des courbes conjuguées. Comme dans le cas de 'hyperboloide de révolution,
pour loute quadrique, S(Q) est une surface de translation se déduisant par atfinité
soit des surfaces minima (cas de la sphére) soit des surfaces rattachées & '’hyperbo-
loide de révolution.

Reprenons I'étude des sarfaces S(M) dont S(Q) reste applicable sur elle-méme.
Nous commencerons par rechercher les surfaces pour lesqueiles S(L2) a ses cour-
bures invariables. Rappelons les formules :

R, R, = (ac — bR R,,

a b ¢

1 | | . 1 f "
AR T e—ow D b DA

E F G

Nous voyons que pour que les conditions précisées soient salisfaites, il est néces-
saire et suffisant que ac — b* et le déterminant précédent soient indépendants du
temps. Leurs dérivées par rapport au temps sont donc nulles, ce qui donne :

ca'y — 2bb'y + ac’y = o,
a'y b ¢ a b c
D D D'|+|H'a H*% H'c¢|=o0.
E ¥ G E F G

Le deuxiéme déterminant est identiquement nul, douc le premier doit étre nul.
Multiplions-en respectivemenl les colonnes par ¢, — 2b, a et ajoutons-les & 'une
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d’entre elles. Deux des nombres obtenus sont nuls, le troisiéme doit étre nul, sinon
les trois mineurs du déterminant relatif & E, F, G devraient étre nuls simultané-

ment, et par suite :

soit Ga —aFb + Ec=o,
" a'y b’y c's
SOt — e T ——
D D’ D’

Nous avons donc deux catégories distincles de solutions('). La premiére condition
exprime (ue les conrbures de S(M) ne varient pas. Nous allons étudier ces surfaces.

En nous reportant & la théorie faite & propos de I'¢tude du rapport des longueurs
de dQ et dM, nous voyons gue le maximum et le minimum de ce rapport, affec-
tés de signes convenables sont donnés par

Ga — 2Fb + Ec
u, +u, = ——H———— ,
; wu, = ac —b*.

La premiére de ces relations montre que le maximum est égal au minimum en
valeur absolue, et par conséquent gue nous avons une représentation géndésique de
S(M) sur S(Q). Le rapport des arcs est constant en chaque point de la surface et il
est égal & \/b‘ —ac. Ceci prouve que la quantité ac — b* est négalive pour ces
surfaces, et les conrbures totales sont de signes contraires. Il en résulte aussi que le
ds* des surfaces S(Q) est indépendant du temps, ou encore S(Q) reste applicable
sur elle-méme, la correspondance ponctuelle étant définie par 'application corres-
pondante de S(M) sur elle-méme.

Réciproquement, S(Q) peut-elle vester applicable sur elle-méme par la corres-
pondance ponctuelle précédente? Pour cela il faut et il suffit que les trois coefficients
du ds* de S(Q) soient indépendants du temps :

b = Eb* — 2Fab + Ga®,

% = Ebc —F(ac + 6*) + Gab,
G = Ec* — 2Fbc 4 G&*.

Si nous dérivons par rapport au temps, nous avons trois équations linéaires et
homogénes par rapport aux dérivées, le déterminant des inconnues doit donc étre
nul :

Ga —Fb Eb—Fa 0 : x5 o
Gb—¥¢ Ga—2Fb +Ec Eb—Fal=0o0 on v 2+4+3 8]=o.

o) Ga — Fc¢ Bec—Fb o ~ 3

(*) La deuxiéme catégorie est distincte de la premiere, mais on retrouve encore la
périodicité du mouvement.
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En développanl ce dernier déterminant, on trouve :

(23 —By)(x+3) =0
ou

(EG — F*)(ac — b*)(Ga — 2Fb + K¢) = 0.

Les deux premiéres parenthéses sont différentes de z€ro, donc la courbure
moyenne de S(M) ne varie pas dans le temps.
Entre les coefficients &, &, (; on a les relations :
¢

Ga —3Fb + bc = (Ga—al'b + Ec)(ac — b") = o,
BG — aF J + G& = (Ga— 2Fb + Fo)* + all*(b* — ac) = all*(h* — ac).

La deuxiéme montre que 6" — ac esl indépendant du temps; on aurail pu le
constater & partir de la courbure tolale de S({) qui est invariable dans le temps
d’aprés le théoréme de Gauss. Comme la surface S(Q) se déplace en restant appli-
cable sur elle-méme, M définil une rotation possible pour elle; c’est méme la rota-
tion qui va lui associer une S(Q') applicable sur elle-m&me. On en déduit des coef-
cients a, b, ¢ relatifs & S(Q) en résolvant :

-~

2’1 = bM'u —_— aM'; N
Q' = M, —bM',,

par rapport a M', et M.. On trouve :

(ac —HM', = — bQ', +ald’y,
(ac — OYM'y = — ¢ Q', + 603,

I

el par suite, la premiére des relations trouvées plus haut montre que la courbure
moyenne de S(Q) est invariante dans le temps.
Nous avons donc trouvé comme conditions nécessaires que

Ga—2tFb 4 Fec=o

el que ac — b* soit indépendant du temps. D’aprés le début de la question traitée,
nous voyons que ces conditions sont sulfisantes. Une autre facon d’opérer est la sui-
vanle : commengons par mettre &, &, q sous la forme :

¢

& = E(*— ac) + a(Ga — 2Fb + Ec),

F = F(b* — uc) 4+ b(Ga — 2Fb + ¥,
{‘; = G(H* — ac) + c¢(Ga — 2Fb + Fe),
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ce qui donne :

AQ* = (b* — ac)dM* + (Gu — 2Fb + Ec) (ado’ + abdadf + cdp?),

relation ot dQ* et dM* ne doivent pas dépendre du temps par hypothése; cela sera
vérifié si les deux conditions nécessaires sont réalisées.

Avant de déterminer les surfaces pour lesquelles ces deux conditions sonl possi-
bles, nous allons transformer les deux premiéres conditions (9). Nous savons déja
que la troisiéme est équivalente au théoréme de Gauss. Nous les écrirons d’abord
sous la forme :

R A N Py , .
’ \ E(]‘JC——-F’))-—-S‘E(Ll)-—l‘a)-—-;(a(lu-—ilbl‘ /,.+C]Jq)t
() N \ .
—~— (F¢ — Gb) — — (Fb — Ga) = ~ (aG's — 2bF’; + cE'y),
dx B 2 ' !

qui est trés symétrique. En se rappelant (e

D } D’ . N .
D(J:”a’ i T}J—'——-”[), ——B—ZH(‘.

si nous intégrons par rapport au temps (), nous pouvons simplement dire que les
seconds membres ne différent des premiers que par des fouctions additives arbitrai-
res ne dépendant pas du temps, mais en se reportant aux conditions auxquelles doi-
venl satisfaire E, F, G, D, D', D", on constate que l'on retrouve ces conditions
d’intégrabilité sous une forme un peu différente, en mettant zéro pour les fonctions
arbitraires.

d ED"— FD’ d ED'—FD DG', — 2D'F’, + D"E',

PR Y AT i ’

(

") ) FD'—GD' 2 FD'—GD _ DG',— 2D'F’, + D'I,
PP e wow g

Ces relations prennent une forme relativement simple si nous prenons comme
lignes coordonnées sur la surface les lignes de longueur nulle. Nous avons le droit

de le faire quand Ie temps s’écoule, car les transformées de ces lignes conservent la
méme définition. Nous avons alors :

E=G=o, F=iH1

et (g") devient

oD 2D
R TG YR T
A 0 d D

i HD?F—M: "
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Ce systéme prendra une forme différente en introduisant les courbures moyenne
el totale, ainsi que H. On obtient une équation intégro-différentielle, ot les signes
sommes indiquent une primitive quelconqgue prise par rapport i la variable précisée.
Il s’introdunit bien entendu des fonctions de I'autre variable et du temps :

L yoooor D
RR, I’ R, R, ®H

H‘(' ‘)2 fH‘\(' ')d/u‘\ L2 Ve =
wow) HS () s (5 R )=

Nous n’utiliserons pas cetie équation. Nous remarquerons simplement que D’ ne
dépend pas dn temps-ainsi que DD". De plus = o el ac indépendant du temps.
Avec d’autres nolations, en désignant D et D" par u et v, et leurs dérivées par
rapport au temps par &' et v' (le temps seul étant variable), on peut écrire que

uv =c",

wo' =c*.

En (érivant la premiére par rapport au temps, on en déduit que

u v
— +—=o0,

u v

W
— L —— =
u v

1 1

- v s
et par suite — et — sont indépendants dn temps :
v

u = HAe",
v = HBe™"®,

A, B, k& étant des fonctions de «, § senlement. Si nous transportons dans les
relations entre D, D', D", nous avons :

2
114

R, TR,

da

(.l_. + ) = (A's + \K's0)e”,
\
)

=|

Le second membre dépend du temps, alors que le premier n’en dépend pas, cha-

cun des membres étant nul identiguement

N o N ( 1 n 1 >
U — | = 4+ — | = o;
dx Y8 \R, R, ’
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ceci prouve que la courbure moyenne est une constanle dans le temps el sur la sur-
face.

En étudiant les seconds membres, on voit que I'on peut écrire :

A'g = B',,_ - ,\",_ - ,"’;i =0,

D = Hg(x)e", D" = H()e™;
d’oti
a= -}f— s(x)e’.
e=- ’;%'.L(Fﬁ)e_“-

Ceci va nous permettre de calculer la courbure moyenne de S(Q). D’aprés une
formule que nous avons établie dans I'étude des courbures de S(Q), on trouve

1+|'_2i
R R, &~

ce qui donne la signification du nombre & qui doit donc étre pris imaginaire pur si
nous voulons que S(M) et S()) soient réelles ensemble.
Pour la commodité nous poserons k= — 2wi, et nous allons montrer que

représente la rotation propre du triédre principal. Cette derniére est en effet égale a :

a b ¢

' N N G N
;(——TD D' Di=o= (.«n,“ﬂn!)'
) IE 1

R, R F G

On voit qu’elle est constante sur la surface et dans le temps. Le méme- résultat
s'applique & S(Q).

Pour les surfaces 4 courbure moyenne constante, la formule obtenue un peu plus
haut entre les rayons de courbure et H, se simplifie beaucoup. Les deux intégrales
fournissent respectivement des fonctions arbitraires de » ou § (et du temps si on
veut). Sur toute la surface nous avons :

H (.R_ - F—) = /() 9(8).

Ce qui nous permet d’évaluer simplement les rayons de courbure de la surfaces
sachant en outre que la courbure moyenne est constante.

On peut essayer de rapprocher le mouvement des surfaces & courhurec moyenne
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constante de celui des surfaces minima gque nous avons déji rappelé. Dans les deux
cas la rotation du triédre principal par rapport a un triédre lié invariablement aux
ligues coordonnées est constante dans le temps et sur la surface. Il en résulte qu'an

27 . . . aer
bout du temps —, les tangentes principales ont repris lenr position et les rayons

o

de courbure sont encore les mémes ainsi que le ds*. 11 en résulte qu'au bout
de ce temps la surface reprendra sa forme. Il en sera de méme évidemment pour
la surface S(Q) qui lui est associée.

Surfaces réglées le demeurant. — Nous allons reprendre cetle étude en précisant
quelques points. Nous avons fait la remarque que dans de telles conditions la rota-
tion était constante le long d’une génératrice; si nous nous rappelons que ce vecteur
est la rotation du plan tangent en chaque point, nous voyons que lensemble des
plans tangents d’une génératrice se déplace en bloc comme un solide. Il en résulte
que le paramétre de distribution est indépendant de la déformation de la surface.

Nous avons constaté que la courbe C(Q) était I'une quelconque des courbes dont
les langentes étaient paralléles aux génératrices de S(M). Il revienl au méme de
dire que la développable dont C(Q) est I'aréte de rebroussement a méme courbe &
Pinfini que S(M) .en exceptant peut-étre les génératrices rectilignes pouvant s’y trou-
ver. Inversement, tonte surface réglée admettant une distribution de rotation, régie
par une courbe C(Q) donnée, a méme courbe & I'infini que la développable engen-
drée par les tangentes.

Les plans tangents le long d'une génératrice étant entrainés en bloc, il en résulte
qgue la ligne de striction est conservée d’aprés sa définition. Ainsi dans I'hélicoide
droit, la ligne de striction est une directrice rectiligne de la surface si on la consi-
dére comme conoide. Dans une déformation de la surface elle vestera ligne de stric-
tion et aussi géodésique. De plus, le paramétre de distribution sera constant sur la
surface et dans le temps. Cette derniére propriété est valable pour tous les hélicoides
réglés et I'hyperboloide de révolution. La premi¢re est valable pour tout conoide
droit.

Rapprochons maintenant différenls résultats. Soit un hélicoide réglé quelconque.
Nous savons qu'une distribution initiale de rotations peut étre définie par une hélice
circulaire convenablement choisie. Supposons de plus que le mouvement de cette
surface ait lien de maniére que la courbe C(Q) soit inextensible dans le temps, nous
avons montré que la courbure restait indépendante du temps, et que la torsion
était une fonction linéaire du temps; par conséquent, clle est constante & chaque
instant. Il en résulte que les génératrices font toutes le méme angle avec une direc-
tion convenablement choisie. Si nous revenons maintenant 4 la définition du para-
métre de distribution (ici constant), quotient de la distance de deux généralrices
infiniment voisines par leur angle, el & la définition de la ligne de striction conpant
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sous un angle constantles génératrices, on voit que chaque génératrice a la méme
position par rapport a la génératrice qui la précéde, et la nouvelle surface est encore
un hélicoide réglé. Nous avons obtenu une représentation assez simple du mouve-
menl qui améne en coincidence les différents hélicoides réglés applicables. On peut
prendre en particulier comme hélicoide de départ I'hyperboloide de révolution.

D’autres lignes, sur une surface réglée qui se déforme, conserventla méme signi-
fication géométrique, ce sont celles ou le plan tangent fait avec le plan asymptote
un angle constant. Ces lignes peuvent avoir un certain intérét dans I'évaluation de
I'aire de certaines portions de surfaces.

Counsidérons maintenant les trajectoires des génératrices sous un angle cons-
tant 3, la tangente et la normale géodésique A de telles courbes sont : si u est
porté par la génératrice et v par la perpendiculaire du plan tangent,

t= ucosy+vsingy,
g=—usiny+vcos .
Si nous cherchons 4 évaluetr la variation de courbure et de torsion d’une telle
courbe, nous emploierons la formule :

DI+(D 1
W IR

m

-~

=1

ou le premier membre est un vecteur porté par la génératrice

R | . d I
xu=(ucos g+ vsing)——-+(—using +vcos 9)— —.
o T ! 736 R,

Faisons maintenant le produit scalaire par v, on en déduit :

sin 0 [+cos 2 1
SIn o — — Y —
Y/ i

oun

d (sinc?_*_cos:p)_o
PYANEE: R, /

m

et par suite

est indépendant du temps.

Fac. des Sc., 4 série, t. 1.

re
w
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Les calculs précédents sont encore valables si la courbe est uelconque, tracée
sur §(M), car 3 est senlement fonction de l'arc. On en déduit que pour toute

courbe invariablement liée a la surface,

sin ¢ n cos 3
T R

m

= f(s).

2
est indépendont de la déformation de la surface. Si maintenant nous supposons

Nous voyous eu particulicr que pour une trajectoire orthogonale, (: = l), T

qu’au cours du mouvement une courbe donnée devienne asymptotique ou ligne de
courbure, nous saurons & ce moment calculer = oa R, dans cette nouvelle position.

Si nous désignons par d¢3 Paugle de deux plans asymptotes infiniment voisins,
nous nous proposons de rechercher la variation de cet élément en fooction du
temps. Pour cela nous rappellerons que ces plans asymptotes sont paralléles aux
plans osculateurs de C(Q). Si nons désignons par ds et T Pélément d'arc, of le

ravon de torsion, nous avons par définition :

ds
Ay = -
T
d’on1, en dérivant par rapport au temps :
Q [N &
—d = —ds+ds— —.
L] T 6 + AUJ

Or nous avons montré que pour une courbe extensible :

et comme

il en résulte

ce qui donue une signification plus tangible de l'arc de C(Q).
Si nous voulons exprimer d¢3 en fonction de l'allongement u de C(Q). on
obtienl immédiatement :
DE

A
. < N
—dS +u—di =0,
o6* AU
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Un cas intéressant rencontré est celui ot C(LQ) reste inextensible. Nous voyons
que la surface s’enroule autour de chaque génératrice.

On peut généraliser certaines propriétés vnes & propos des hélicoides réglés. Con-
sidérons en effet une surface S(M) dont le cone asymptotique est de révolution
autour d’une droite A. On constate que la ligne de striction est la courbe de contact
du cylindre circonscrit parallélement & A. En effet, si nous cherchons la direction
du plan principal le long d'une génératrice donnée, comme ce plan contient la géné-
ratrice du cone et est perpendiculaire au plan asymptote, nous voyons qu’il contien-
dra ), ce que nous voulions montrer. Pour une telle surface, dont les hélicoides
réglés sont des cas particuliers, une distribution de rotations possibles est définie par
une hélice circulaire tracée sur un cylindre de révolution de génératrices paralléles a
A, et coupant les génératrices du cylindre sous 1'angle que font les génératrices de
S(M) avec A. Nous pouvons encore supposer que cetle conrbe CG(Q) se déplace
avec conservation des longueurs; nous avons déja montré que la courbe C(Q) ves-
tait une hélice, et par suite la surface S{M) reste telle que ses génératrices rectili-
gnes font toutes le méme angle avec une certaine direction. Nous pouvons supposer,
en ajoutant au hesoin un déplacement relatif convenable, que cette direction A est
fixe dans le temps. Je dis que A aura une direction fixe dans le temps si Porigine
des vecteurs ) dont I'extrémité décrit C(Q) est un point de I'axe de V'hélice. En
effet, pour un plan principal, on peut décomposer la rotation en deux vecteurs : I'un
normal et V'autre dans le plan tangent. Le premier a une grandeur constante, et le
deuxiéme a comme direction I'axe du cylindre. Tous les plans principaux tournent
donc du méme angle autour de la normale, puis d’'un angle variable autour de la
paralléle & A. Le premier résultat montre qu'en chaque point de la ligne de stric-
tion chaque génératrice de S(M) tourne du méme angle par rapport a la normale au
cylindre. Toutes les génératrices font donc le méme angle avec I'ancien 1A; il faut
aussi remarquer que la deuxiéme rotation ne modifie pas cet angle.

Comme 4 un certain instant C({) aura sa torsion nulle et sera par conséquent
plane, on voit que toutes les surfaces précédentes proviennent de la déformation
d’une certaine surface 4 plan directeur.

Si initialement on a un conoide droit, sa ligne de striction est la directrice recti-
ligne et toutes les génératrices lui sont orthogonales. Dans un mouvement tel que
nous le considérons, comme les génératrices resteront orthogonales & la ligne de
striction, et feront ainsi toutes le méme angle avec les génératrices du cylindre cir-
conscrit suivant la ligne de striction, il en résulte que cette derniére ligne sera cons-
tamment une hélice.

Dans le cas général ol la droite A couserve une direction fixe, puisque la com=-
posante normale de la rotation du plan tangent principal est constante en grandeur,
cela signifie que, par rapport & A, toutes les génératrices et les tangentes a la ligne
de striction tournent du méme angle entre deux instants 6 et 6 + 6. Si on évalue
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la tangente de 'angle que fait une génératrice particuliére avec un plan perpendicu-
laire & A, on trouve une fonction linéaire du temps, ce qui prouve qu'au bout d'un
temps trés long toutes les génératrices sont presque paralléles & A, et la surface est
enroulée autour de ses génératrices.

Si nous donnons une surface réglée initiale, et que nous voulions avoir des sur-
faces applicables sur elle, il suffit de se donner une fonction u(3,0) allongement de
C(Q), ainsi que la distribution initiale des rotations. En effet la torsion et la cour-
bure de G(Q) & un instaht donné satisfont aux deux relations :

déja établies. En laissant §8 counstant on peut les considérer comnie des équations
différentielles linéaires du premier ordre. Leur solution est bien délerminée par la
connaissance initiale de C(L) car nous avons de suite la courbure et la torsion ini-
tiale en chaque point. R et T sont connus en fonction du temps et nous savons que
la courbe est définie & un déplacement et une symétrie prés, ce qui nous suffit. La
surface initiale étant connue, on détermine sa ligne de striction, 'angle de cette
courbe avec chaque génératrice, et le paramétre de distribution. Nous allons voir, en
calquant un raisonnement fait pour démontrer l'existence des solutions d’une éqna-
tion différentielle, qu'on peut construire la surface & chaque instant. Sur la courbe
G(Q) marquons différents points suffisamment rapprochés. Le premier de ces poiuts
définit une génératrice de S(M) dont la position peut étre prise arbitrairement car
la surface est définie & une translation prés, la genératrice G, devant étre paralléle
4 la tangente en Q,. Le point (2, dounne la direction de la génératrice G,. Il nous reste
4 définir sa position par rapport & G,. Prenons arbitrairement sur G, un point qui
nous servira de point central, soit A,. Le plan central en A, est perpendiculaire au
plan osculateur en Q, & G(Q); il en est donc bien défini. Comme nous connaissons
I'angle sous lequel la ligne de striction coupe G, cela nous donne deux droites issues
de A, ou peut se trouver A,. Choisissons l'une, arbitrairement pour G, et par con-
tinuité pour les génératrices suivantes. L'angle de G, et G, nous étant connu, ainsi
que le paramétre de distribution, nous en déduisons la plus courte distance des deux
génératrices, ce qui nous donune deux possibilités pour A,. Nous le choisissons arbi-
trairement pour la premiére génératrice et par continnité pour les suivantes. Nous
opérons ainsi de proche en proche. Cet ensemble de génératrices en nombre fini ne
représente pas la surface cherchée, mais une approximation. 11 ne nous reste plus
qu'a augmenter indéfiniment le nombre des poiots de division sur C(Q) et de faire
un passage a la limite sous cerlaines conditions relatives aux fonctions employées.
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On peut présenter d'une autre maniére le probléme de la déformation des sur-
faces réglées. Nous désignons encore par ¢ un vecleur unitaire porté par chaque
génératrice. Si par un point O arbitraire nous menons un vecteur équipollent a ¢,
nous obtenons une courbe sphérique C(f). Nous pouvons considérer le lieu des sup-
poris des vecteurs ¢; ils définissent un cone asymptotique de S(M). L’élément d’arc
de G({) est I'angle de deux génératrices infiniment voisines. D’aprés ce qui a été vu
sur le déplacement d’uunc génératrice et des plans tangents le long, il en résulte que
la génératrice infiniment voisine est invariablemeut entrainée, aux infiniment petits
du second ordre prés. On peut encore dire : le minimum de la distance de deux
poiuts de génératrices voisines ayant lieu pour la distance des deux droites, il en
résulte que ce minimum est conservé comme toutes les longueurs de la surface. En
nous reportant a la définition du paramétre de distribution, nous voyons que I'angle
de deux génératrices infiniment voisines est indépendant du temps. Une autre fagon
d’arriver au méme résultat consisle a se servir de la courbure C(Q) qui donne :

par dérivation au rapport du temps, on trouve zéro au second membre.

Nous en déduisons que lorsque S(M) se déforme, C({) conserve sa longueur,
ou encore, le cone reste applicable sur lui-méme. Nous sommes ainsi condunits & étu-
dier le déplacement d’une courbe inextensible restant sur une méme sphére. La
courbe initiale pouvant venir s’appliquer sur n’'importe quelle courbe donnée a
I’avance, on voit qu’on peut donner arbitrairement la suite des cones asymptotiques
de S(M). Le cas particulier ot C(¢) se déforme en restant circulaire doune la défor-
mation précédemment étudiée des surfaces & plan directeur, les génératrices faisant
& chaque instant le méme angle avec I'axe du cercle. Si, de plus, tous ces cercles ont
méme axe, c’est avec une direction fixe dans le temps que les génératrices font un
angle constant. Il y a quand méme une différence avec 1'étude précédente ot nous
avions étudié un mouvement de sucface, alors que maintenant nous étudions une
suite cinématique de surfaces sans introduction d’accélérations.

On voit que l'on peut s’imposer la suite des cones directeurs dans le temps.

Méme, le mouvement peut avoir lieu avec un cone directeur qui glisse sur un cone
fixe.

Application géométrique de la formule (8) ou (11). — L'une ou lautre de ces
formules qui revétent la méme forme est valable quelle que soit la valeur de V ou
Q pourvu qu’ils soient une vitesse ou une rotation compatible avec la surface consi-
dérée. Or ou peut prendre 'un de ces deux vecteurs constants dans I'espace, cela cor-
respond & un déplacement possible pour un corps solide donc possible aussi pour la
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surface. Précisons auparavant que I'une ou l'autre de ces formules s’applique pour
un morceau de surface d'un seul tenaat, le nombre de froatiéres étant quelconque,
le sens de parcours pour I'intégration se déduisant de celui de la normale transpor-
tée par continuité, ce qui exclut les surfaces d un seul coté.

Nous supposerons, pour simplifier le langage, que Q eslL un vecteur unitaire.
Comme il est constant, on peut le faire sortir des signes d’intégration et écrire :

ff< > .mdes —f( /\m).dM:f(m/\dM).Q,
L2.ff<RL+RL>mda=Q.‘/‘m/\dm_

La derniére formule prouve que les deux vecteurs multipliés scalairement par ©
ont la méme projection sur Q. Or ce dernier peut avoir sa direction arbitraire, on
conclut donc & I'identité de ces deux vecteurs :

.//( )mdc-—ém/\d:\/],

égalité géométrique, valable pour toute portion de surface, dans les conditions pré-
cisées plus haut.
En particulier, pour une surface fermée; a plan tangent continu :

S S Gramir=s.

On voit aussi que sur toute surface minima, l'intégrale curviligne

/m/\dM~
définit un potentiel vecteur.
Si nous prenons maintenant pour X un contour infiniment petil entourant une
aire o, on a I’égalilé vectorielle :

(T:.T +RL> dcfjm/\dm

Prenons enfin un contour fixe auquel on adjoint une développable circonscrite,
et considérons différentes snrfaces tangentes & cette multiplicité, I'intégrale curvili-
gne est fixe et il en est donc de méme de I'intégrale double qui est indépendante de
la surface choisie.
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Dans la relation (1), supposons maintenant que la surface ait un mouvement
de rotation, on pourra prendre

V=QAO0M,

donc

ff(ﬁl;+-k—:-,->(£2/\();\l).lnda.—_—f[m/\(g__g/\OM)]_dM

ou

Ll.//(ﬁ-&—

» =Q .fln(OM‘dM)—(m.OM)dM;

l; >(0M/\m)da = —/ {Q(OM. m) — OM(Q . m)] . dM,

cetle relation doil étre vraie quel que soit le vecteur fixe Q)

f/(L —|——I—>(OM/\m)da =/m(OM.dM) —/(m.OMj)d,\-l,
s \R, R, q 9

égalilé vectorielle vraie pour toule surface. Si, en particulier, nous avons une surface
minima, les deux intégrales curvilignes sont égales.

Si le contour d’intégration est sur une sphére de centre O, la premiére intégrale
curviligne est nulle.

Si le contour d’intégration est la courbe de contact du cOne circonscril de som-
met O, la deuxiéme intégrale est nulle.

On peul aussi combiner deux & trois de ces cas particuliers. Par exemple : Soit
une surface fermée anallagmalique par rapport & une sphére réelle qui la partage en
deux régions, comme les deux intégrales curvilignes sont nulles, il en résulte que
sur chaque portion l'intégrale double est nulle.

Mouvement des surfaces déformables. — Soit une surface S(M) rapporiée a
deux systémes de lignes coordonnées « et B. Soit ¢ds la masse de 1'élément d’aire
ds, ¢Fds lavésultante des forces extérieures agissant sur cet élément. Découpons
un morceau de la surface limité par le contour 4. Si nous enlevons le reste de la
surface, il fandra introduire des réactions de tension Tds sur chaque élément ds
du contour. Nous écrirons que pendant le mouvement, a I'instant 4, le systéme de
toules les forces agissant sur le morceau de surface, y compris les forces d'inertie,
est équivalent & z¢ro, quelle ue soit la forme de L.
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Etudes des réactions en un point. — Nous allons appliquer le théoréme que
nous venons de rappeler & un triangle infiniment petit dont les directions de deux
cOHtés resteront fixes, la direction du troisiéme étant variable. Comme les forces

directement appliquées sont du second ordre et les

B tensions du premier ordre, ces trois derniéres doivent

sc¢ faire ¢quilibre. On en déduit immédiatement qu’el-

Tds les sont dans un méme plan. De plus, la direction du
cOté variable détermine la direction de la tension, car

Ads. a lestdéfini par ds, et ds,. Inversement, si on connait
la direction de la tension, on peut avoir ds, et ds,

_ donc la tangente au ciété inconnu. Nous avons une
Bd, correspondance homographique entre la direction de

la tension et la tangente dont elle dépend. Nous pré-

ciserons plus loin cette homographie en montrant que c’est une involution.

Equations du mouvement. — 1° La somme géométrique de loutes les forces exté-
rieures, les forces d’inertie comprises, est nulle.
2* La somme géométrique des moments de toutes ces forces est nulle.

ff;(l"— >11¢:—{—/Tds=0,
£ )
. M o
ffOM/\;<l‘ ———,—)dc+/0M/\l(l$=o.
2 o ¢

Appliquons ces théorémes au parallélogramme infiniment petil limité par les

*M
26*

courbes x, 4, « 4+ dax, 3 4+ d%. Nous désignerons par A et B les tensions relalives
anx cdtés « et B conslant. La surface

B étant définie par son
(B*dB)a/sl ds* = Ed«* 4 aFdxd% + Gd5*,
_ ds, = \/Edx, ds, = \/Gdp.
AVE4p (A+dA)ds,
y 5 L’intégrale curviligne sera prise
M JB\’Ed« a dans le sens direct du plan des 6.

L’éléement de surface étant Hdad6.

N

/M d
l[p( ——-W>dad{$+ 3

(AVG)dadt ——(BVE)dxds.

[

dx

+
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En supprimant le facteur d«d8, le premier théoréme donne :
Hc([‘— - >+-——A\/§—\—B\/—_o.
< D
En effectuant le méme calcul sur la deuxiéme intégrale, on a

( MABVE) =

HOM/\;(F-%%’) -\‘\—(0\1/\ AVG) —

qui, en tenant compte de la premiére relation trouvée donne :

M., AAVG = MsABVE.

Y

Ces équations peuvent s’obtenir a partir d’un contour de forme quelconque, en
remarquant que la tension élémentaire en un point quelconque est

Tds = A\/Gd§ + B\/Eda.

Nous écrirons donc :

f/i'p@—i’;é—‘f)dw.é}a\/ﬁdzfm/édp.

Puis, en transformant l'intégrale curviligne en intégrale double :

f/LH(“ ) A\/G—iB\/:]dada—o

Comme le résultat doit avoir lieu quelle que soit la forme du Eontour, par un
raisonnement classique, la quantité sous le signe somme doit étre nulle. Finalement,
sans aucune hypothése sur 'extensibilité de la surface, nous avons obtenu les équa-
tions :

I*M J o~ J =
z —_—— —_ ——B =o0,
,H(F ;- >+ —AVG > VE=o
M. AAVG = M, ABVE,

qui supposent seulement que la surface est sans raideur, car nous n’avons fait inter-
venir aucun couple dans les réactions distribuées sur le contour.

La derniére relation nous indique que le vecteur premier membre est perpendi-
culaire & M',, de méme le deuxidme membre est perpendiculaire & M's, ils sont

Fac. des Sc., 4* série, t. 1. h
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donc portés tous les deux par la normale; comme ce méme vecteur esl encore sépa-
rément perpendiculaire 8 A et B, on en déduit que ces deux derniers vecteurs sont
dans le plan tangent. On voit facilement qu’il en est de méme pour loute autre
tension. Nous pouvons donc poser :

AVG = aM', — bM's,
BVE = eM, — cM/,.

Si nous transportons dans cetle méme relation, on constate que ¢ = &. Pour inter-
préter ce résultat, nous allons faire un changement de lignes coordonnées : Nous
conserverons les lignes § variable, et nous preandrons pour nouvelles lignes «
variable des courbes tangentes & A en chaque point. Avec ce systéme, nous aurons
b =o0 etlatangente & B sera M's. L’homographie entre la direction des tensions
en un point, et la tangente correspondante est donc réciproque, ¢’est une involution.
Nous savons qu’une involution posséde un couple de rayons rectangulaires; suppo-
sons qu’ils correspondent & A et B. Ceci nous permettra d'étudier plus compléte-
ment la distribution des tensions en un point.

Soit une autre direction définie par 'angle s qu’'elle fait avec M',. La tension
élémentaire correspondante est

Tds = Ads sin 3 — Bds cos =,

dout les composantes sont :

x= Asing,

y=—IBcosy.

On a aussitdt le lien de U'extrémité de ces tensions : c'est ellipse

d’axes A et B (qui sont les tensions maximum et minimum).
On vérifie facilement que la tension et la tangente sont conjuguées par rapport
aux faisceaux des droites

8

—{-—yﬁ-zo.

>|

On doit remarquer a ce propos qu'une surface matérielle ne pourra peut-étre pas
supporter de réactions négatives, et que, par conséquent, toutes les lensions doivent
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&tre positives, et en particulier A et B. Le faisceau des droites précédentes sera
donc imaginaire. Mais il pourra se présenter dans certains calculs des tensions néga-
tives que nous accepterons,

Lignes de tensions. — Nous appellerons ainsi les lignes (en général imaginaires)
pour lesquelles la tension est dirigée dans la direction de la tangente homologue.
Ces directions sont des rayons doubles de I'involution et ont pour équation :

A

Si on suppose que les lignes de tension ont été prises pour lignes coordonnées, on
trouve pour les tensions correspondantes

et on constate qu’elles ont méme valeur absolue.

Cas particuliers.]— Si A = B, toutes les tensions sont égales et perpendiculaires
a la tangente dont elles dépendent.

Si B == o toutes les réactions sont portées par la méme droite. Ce cas se présente
sur le contour d’une surface, ou la tension relative a la tangente est nulle, pour toute
autre direction de tangente, la tension est tangente au contour.

Equations du mouvement d'une surface déformable :

" 911(F—%>+%A\/6“£€B\/E=°'
AVG = aM’, — bM';,
BVE = OM', — cM’,
M,.V, =M;.Vy=o,
M,V + M.V, =o.

(14)

Les trois derniéres expriment que la surface est inextensible. Nous supposons
implicitement qu’elles sont toujours rapportées au méme systéme de lignes coordon-
nées quand le temps s’écoule,
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Percussions. — Nous supposerons que spr I'élément ds agit la percussion ¢ Pds,
et que cet élément subit la variation de vitesse W =V, — V,. Nous ferons I'hypo~
thése essentielle que, pendant la durée des percussions, la surface reste immobile et
inextensible. On voit qu’avant et aprés le choc nous aunrons :

M. (V)u=o0,.....
M..(V)e=o0......

et en retranchant :

(15) M, W, =M; Wy=o,
M, Wy + M W, =o.

On introduit les percussions de tension comme nous avons introduit les tensions.
Nous les désignerons avec les mémes notations que pour le mouvement. On pourrait
refaire 4 leur propos la méme étude. Leurs lois de variation en un point donné sont
celles que nous avons vu pour les tensions : relation involutive entre la tangente et
la percussion de tension.

Comme dans le cas des fils nous n’acceplerons pas de percussions finies appli-
quées en un point de la surface ou sur une ligne car nous serions conduits, soit & une
variation de vitesse infinie, donc discontinue; soit & des percussions de tensions infi-
nies. Dans les deux cas nous aurions arrachement de la surface. En appliquant les
théorémes généraux sur les percussions et en suivant une méthode calquée sur celle
que nous avons suivie dans le cas du mouvement, on trouve les équations des per-
cussions et de la {variation de vitesse. On peut aussi obtenir ces équations en inté-
grant les équations du mouvement pendant la durée du choc,

’

\ Ho(P —W) +-

N

da

A\/E——%B\/E =o,
(16) AVG = aM', — bM',,
| BVE = M/, — cM’s.

Nous avouns 6 équations différentielles entre 6 inconnues : a, b, ¢ et les trois
composantes de la variation de vitesse.

Si nous voulons suivre une méthode calquée sur celle que nous avons vu a pro-
pos des fils en éliminant la variation de vitesse, on forme trois équations aux déri-
vées partielles en a, b, ¢, facile & écrire en principe, mais d'une grande complica-
tion. Si on veut au contraire commencer par éliminer les percussions de tension, on
retrouve les équations de comptatibilité pour les vitesses.

On peut remarquer que la premiére équation vectorielle (16) fournit deux équa-
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tions aux dérivées partielles et une équation en termes finis. Il suffit pour cela de
faire le produit scalaire par un vecteur normal :

H:(P—W).N—\/GA.\, + VEB. N, =o.

Percussions sur un morceau de plan complétement libre. — Cet exemple parti-
culiérement simple va donner une idée de la difficulté du probléme et des circons-
tances exceptionnelles qui peuvent se présenter,

Nous prendrons des axes Oxy dans le plan considéré¢. Soient p, ¢, r les compo-
santes de la percussion directement appliquée, u, v, w les composantes de la varia-
tion de vitesse. Les équations du probléme sont :

-

: A B
r(P—W)-FE—'S?—O,

A =aM,—bM,
B = 6M', —cM,
M, W, =M, W, =o,
M, W+ M, W, =o,

M', et M, sont désecleurs unilaires portés par Ox et Oy. u, v, w, a, b, ¢ sont
solutions du systéme

e(p—u) +a'z_b'y: 0,
F(q_v)_'b't+ C’y":O,
¢(r—w)y=o,

'

—_— !
u, =1, =o,

u'y + v, = 0.
Les trois derniéres donnent immédiatement
u=g(y), v =f(x), S'@+g'(y)=o
et en donnant des noms convenables aux constantes :
u=—o(x—:i), v=w(y—1y,)-
Cela signifie que pour un morceau de plan parfaitement souple, dans sa position

plane, la vitesse normale peut étre arbitraire, mais la projection de la vitesse sur le
plan tangent est une rotation de vitesse angulaire «» autourdu point z,, y,. On peut
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déterminer immédiatement les trois constantes en appliquant le théoréme de la
variation de quantité de mouvement suivant Oz

«~»/f§($’+}")’1$dy :ffp(xq—yp)dxtly

et le théoréme sur la variation de vitesse du centre de gravité projetée sur le plan:

des xy
VG/f;d.z dy :f/l’“;dw dy.
s

Si nous nous bornons & la recherche de la variation de vitesse, le probléme est
terminé car nous connaissons la variation de vitesse sur le plan des xy et la troi-
siéme équation fournit la variation de la vitesse suivanl la normale. Nous allons
maintenant voir s’il est possible de déterminer les percussions de tension, c'est-a-
dire les trois nombres a, 6. ¢. Nous avons pour cela seulement deux équations :

a,—b,= colx—x)—cplx,y),

Cly - b’: = P(U(y" yo) —?q(‘tv y)

Soit a,, b,, ¢, une solution de ce systéme. Essayons de voir si elle est unique,
nous poserons pour cela :

a=a,+«, b=2§,+6, c=c,+v,

a, 8, vy satisferont au systéme

La solution a, b, ¢ est telle que sur le contour, les percussions de tension lui
sont tangentes, ou exceptionnellement nulles. Soit £(f) et 7 (2) les coordonnées d’un
point du contour, les composantes de A et B sont a, — b et b, — ¢; sur le con-
tour on doit avoir

— b b__—-c
= dy d4E T dy

i

ou encore
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Commie ces relations sont linéaires, =, 8, v doivent aussi y satisfaire.

i J
" "

o ON en déduit » = ¢",+ & une fonclion additive de y prés, fonc-
tion que nous pouvons supposer nulle, car cela ne modifie pas . On peut de méme
prendre v = 3",= & une fonction additive de x prés que l'on peut encore supposer

nulle. On peut aussi dire : la premiére équation en x, §, v permet de poser

Posons % =y

* = 7.'3;’ ﬁ - '/_',y
La deuxiéme nous donne :
Q:-;'y, y=14v.
par comparaison :
=4, =7 donc 7 =13 —

et on arrive bien au résultat annoncé. ¢ sera défini & la fonction additive
Ax + By 4 C prés.
Sur le contour nous aurons :

@ B T s
B T

oSY

ce qui nous permet d’évaluer

AR R 4 i —_— R 2 ‘:__:';
dc?x'_?.r‘ds frydﬂ——°(71 d3 e"ldyl)’

dy', =35 (q'ds —&'dy),
[ SN 2- T e
do', = 27'(Fdq —+'df),

or les parenthéses sont nulles puisque nous sommes sur le contour; les deux fonc-
tions ¢, et ¢, sont donc constantes sur le contour, soient A et B 'leurs valeurs.
Sans modifier «, 8, y on peut retrancher Ax + By & ¢ ce qui nous permet de sup-
poser que ¢', et ¢, sont nuls sur le contour. Par un raisonnement semblable on
voit que d¢ est nulle et que ¢ peut étre supposé nul sur le contour. Traduisons en
langage géométrique. La surface X, lieu du point z = 4(x, y), esttangenteau plan
0y tout le long de la projection du contour, puisqu’en ces points la fonction est
nulle ainsi que ses dérivées des deux premiers ordres. En ces points nous connais-
sons donc I'indicatrice qui est parabolique, comme il faut s’y attendre. En effet les
tangentes asymptotiques sont définies par :

ol LR o O
Y I,dx 29 .rydxdy + Y y’dy =0,
3(n"da — 2z dody +2"dy') = o

dy  dn

ou (' dz—Edn) =o, 22,
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Nous trouvons une direction double, celle de la tangente au contour. Récipro-
quement, prenons une surface se raccordant au plan des xy le long de la projection
du contour, et qui soit réguliére ainsi que ses -dérivées des deux premiers ordres,
elle satisfait & toutes les conditions que nous avons imposées, el ses dérivées par-
tielles peuvent 8tre prises pour v, 8, x respectivement. Il ne nous parait pas possi-
ble de déterminer d'une maniére plus précise les percussions de tension qui dépen-
dent d’une fonction de deux variables & peu prés arbitraires & moins de faire inter-
venir la théorie de I'élasticité. On peut remarquer que les génératrices rectilignes
qui, avant ou aprés le choc se déplagaient d’'une maniére continue par rapport aux
éléments matériels de la surface, subissent, au momeat du choc, une variation brus-
que de direction.

Existence d'une solution pour le systéme (16). — Le probléme particulier traité-
nous améne 3 nous demander si 'ensemble des systémes (15) et (16) posséde une
solution unique et bien déterminée quand on suppose connue la forme de la surface,
son contour, la distribution des percussions extérieures, et que 'on sait que sur le-
contour les percussions de tension lui sont tangentes, et qu’elles sont réguliéres sur
toute la surface.

Si, par une méthode quelconque, nous connaissons les percussions de tension sur
toute la surface, le systéme (16) fournit les variations de vitesse. Nous allons recher-
cher maintenant s’il est possible de déterminer les percussions de tension connais-
sant les variations de vitesse, exactement comme dans le cas du plan. D’'une maniére:
précise nous allons d’abord rechercher si la solution est unique. D’aprés le caractére
linéaire des équations, s’il existe deux solutions, leur différence satisfait au méme:
systéme ol on a remplacé les vitesses et les percussions extérieures par zéro. En.
d’autres termes, nous voulons voir si I’absence de percussions extérieures et de varia-
tion de vitesse conduit a la seule solution identiquement nulle bien évidente.

Pour avoir des calculs plus simples, nous prendrons comme parameétres les coor-
données x et y dela projection de M sur le plan des ay. Nous avons

ds® = (1 + p')dx’ + 2pgdxdy + (1 + ¢*)dy*, H=1+p+¢

et les équations s’écrivent avec ces paramétres :

Hp(P—W) + 5 (A5 @) — 3 (BYi 5 7) = o,
AVi+ ¢ = aM, —bM,,

B\/1+p =M, —cM,,

M'.(1, 0, p), M (0.1, q)
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ou
He(p—u)+a,— ¥, =o,
(16" He(q—v)+ ¢, — b, =o,
He(r—w)+ %(ap—bq)— T% (bp—cq)=o.
En désignant cette fois par a, b, ¢ la différence de deux solutions elles satisfont

au systéme :

2 o
a,—b, =o,

¢, —b,=o,

Q y Q b )

—(ap—bg) ——(bp —c¢q) = 0

v (@b — 5y (P —<q ,
dont la derniére se simplifie, ce qui est conforme & une remarque déjd faite. Elle
s’écrit

ra—asb+tc=o.
Les deux premiéres équations nous permettent de poser

a=4"s, b=y

;
o
il

-G
,

en répétant un raisonnement fait dans le cas des percussions sur un morceau de
plan. ¢ sera donc solution de I'équation :

- P ol ol —
(l/) tf.r’ 28.:41!/-‘—].‘/”2——0

el sur le contour nous devrons avoir :

a b c ra — 2sb + bc

AF T TdEdq  dqt . rdT—asdidq + e

Or le dernier numérateur est nul. Supposous que le contour ne comporte aucun
arc d’asymptotique. (Le contour est formé d’'un nombre quelconque d’arcs possédant
une tangente ou les conditions précédentes sont réalisées; en un point anguleux, on
voit aisément que a, b, ¢ sont nuls avec des percussions extérieures). Comme le
dénominateur de la derniére fraction est différent de zéro, on en déduit que les déri-
vées secondes de o sont toutes nulles sur le contour. Comme dans le cas du mor-
ceau de plan on voit que » est défini & la fonction additive Ax +By 4+ C pres. On
démontre de méme que <',, ¢/, et ¢ peuvent étre supposés nuls sur le contour en
tout point ot la tangente n'est pas asymptotique. Nous allons montrer que dans ces

Fac. des Sc., 4° série, t. 1. 5
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conditions ¢ est identiquement nulle. Nous ferons nos calculs sans supposer que
r, s, t sont des dérivées secondes, hypothése que nous n'utiliserons qu'en dernier
lieu. Soit u(x,y) une fonction arbitraire, définie dans le méme domaine que g,
continue ainsi que ses dérivées des deux premiers ordres. kn intégrant sur la sur-
face S(M) limitée a son contour ¥ I'équation & laquelle satisfait 3, nous aurons :

f[u(l?”_l,s — sy, +ry')drdy =o,

gue I'on peut mettre sous la forme :

( ), Q N dad
//[ iu——:p sua—xgy>—<su-a—;'z— uv >] xdy = o.

Si nous intégrons par parties, nous trouverons une intégrale curviligne qui sera
nuile car elle coniient ¢', et %', nuls sur le contour. ii reste :

R d Y 2 2
f[l‘u,(ﬁ u-——ysu) (\T su—-;)—;m)]d:cdy:o.

Nous allons intégrer une deuxi¢me fois par partie. L’intégrale curviligne sera
nulle car elle contiendra 4 nul sur le contour, Il nous restera :

ot P
ff ——tu—z(xaysu—l-?y—,lu]dwdy_o,

qui doit avoir lieu quelle que soit la fonction u. Si u, r, s, ¢t sontdes fonctions quel-
conques, le crochet s’écrit :

bt
28

QX dy \y

Dans le cas actuel, seule la premicre partie subsiste. Dans tous les cas, le crochel
est une fonction arbitraire de deux variables, et par suite ¢ est identiquement nul.

Nous avons montré ceci : Si les percussions extérieures sont données, ainsi que
les varialions de vitesse, il existe au plus une distribution de percussions de tension,
4 condilion que le contour ne comporte aucun arc d’asymptotique. En d’autres ler-
mes, une distribution de percussions exiérieures étant donnée, si nous prenons arbi-
trairement une distribution de vitesse, le raisonnement prouve qu’il y a au plus une
distribution de percussions intérieures. Nous allous essayer de montrer que si elle
est effectivement arbitraire, il est impossible de déterminer les percussions de tension,

Regardons maintenant comment il est possible de déterminer a, b, ¢ sur le con-

c\a 28 ) < W/' Ms n
ox by dy Dm\v

o

oy

)y

ql
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tour en supposant connue la variation de vilesse. a, b, ¢ sont déterminés par des
éguations de la forme :

ra —ash 4+ te = 0(x, y),

ou nous choisirons pour y et ¢ des fonctions bien déterminées. On peunt voir
comme précédemment que I'on peut poser

a=oa—y, c=v—1,
"o A X
11-—by, {y_‘b.r’
a—{-—y_:;",”yz,
—
b —— Y xy
c+"p=/‘.°”.r”

¢ étant déterminé sans ambiguité. ¢ est alors solution d’une équation de la forme :

t?".t'_ 23:?”.2_:1 + ":.9"”! =7ry + t"'f + b.

Nous pouvons donner une sigoification ‘géométrique a son second membre, en
nous servant de I'équation que 'on obtient en faisant le produit scalaire par le vec-
teur normal de I’équation des percussions. Nous avons mis cette équation sous la
forme :

He(P—W).N=1/GA.\, —VEB.Y,,
qui devient en introduisant les composantes des tensions
Heo(P—W) . N = (aM', — bM',). N/, — (bM', — cM'y) . V',
et, en dérivant les relations
M,.N=WM,;.N=o,
on a finalement :
aN .M — 20N . M"g +¢N. M'ye = — He(P— W).N,
(17) Da — 2D'b + D¢ = — *s(P,, —W,),
qui avec nos variables actuelles s’écrit :

(7" ra—ash +tc=— G +p +¢)e(P,—W,)

wms
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Si le contour ne comporle aucun arc d’asymptotlique, nous connaissons ainsi
a, b, ¢ sur le contour, ou les trois dérivées secondes de z, grice aux formules :

(18 a b e ra—asbitc  —(+p+¢)e®,—W,)
) GE T Taidy  dn AT aesdide v idw . rd® f asdidy + e

Puis, comme

do' — ?" sd%+ ?r/

L

d"n di,y = ?"xyd“i + ?”y’d-rl ’ d'{’ - ?,Ldi + ?’yd-,l ’

ry

on en déduit la valeur de ¢ sur le contour. Relativement & 1'équation (17") nous
sommes ramenés a un probléme semblable & celui de I’équation de Laplace : trouver
une solution prenant des valeurs données sur le contour. Suivant la valeur des coef-
ficients, le probléme ainsi posé n’est pas toujours bien déterminé; mais nous avons
des renseignements supplémentaires car nous connaissons aussi les dérivées du pre-
mier ordre. Si, & partir de ces données, on cherche a calculer ies dérivées secondes,
on retrouve les valeurs de départ de a, b, ¢c. Connaissaut donc ¢ et ses deux pre-
miéres dérivées, c’est-a-dire une multiplicité M,, d’aprés le théoréme de Cauchy, il
existe une solution et une seule se raccordant & la multiplicité. Or, en général, une
telle solution n’est pas réguliére a I'intérieur du contour. Pour qu’elle le soit, il nous
faudra donc écrire certaine condition pour la multiplicilé, c'est-a-dire, ﬁnalement’
pour la vitesse qui ne peut donc étre choisie arbitrairement. Cette condition nous
I'obtiendrons en suivant une marche analogue A celle qui fournit I'identité de Green
pour I'équation de Laplace. Nous poserons

A ¢ = tq'”.t’,“ 28 :l"”::y + ,'C?"y'

et nous calculerons _/:/‘:'pAq«dacdy sur une surface quelconque en suivant pas a

pas le calcul fait & propos des percussions dans le plan. Par des intégrations par par-
tie, nous écrirons successivement :

A ded o 2 L __D__.,’ _,_a_,,’ dxd
\“ 'L.y— \xn.ﬁ‘ s‘\..‘f‘ll sDyT'I "\y’fy xy

, Q Q VAN h} A\ ,
LI/(S?_T_ £ ’,)di’-i— {(lut S‘r’y\)dy_fftf'z Edr’t_\—yJs>__.?”<D(L‘.;S——b—y"b")_|dxdy: ‘4_117

o

b! D!
I _/<p<-—-~js—‘T;ur)dx-}-:;(——"t——vbs)dy—//" (—— t—2 2oy vs + Y u/)d:)cdv
=f<f(s+'z—"'.'4'y‘)dw+%(t'!/.r,—8'3«'y)dy—f/?ﬁ'!«dwdy=13—1',

L=1,—1,+V;
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donc

ff(-l,d" — ¢Ay)drdy =f['?4(8 ¢ re) —e(sy —rd)lde + [ty —s¢') — (U, — s¥))dy
=~/ [r(sd, —149)) —s(ed,— Vel )lde +[s(ed, —9¢') —t(z 2 — by’ )]dy

Zf (3%, — 4 (rd + sdy) — (¢4, — b¥') (sdow + Ldy),

) f fe3s—randedy= [, — ¢ )dp— ¥ — 1344

Cette relation est valable quelles que soient les fonctions ¢ et J, pourvu que
r, s, t soient les dérivées secondes d’une méme fonction. Supposons que ¢ soit solu-
tion de

(17) Az = w(x, v), w=—0+p +¢):(P,—w,)

et que 'L soit une solution de A+ = o, larelation devient

ffw@d:ﬂd)/:f.....,
¥ c

ou 7 ne figure plus que par ses valeurs et celles de ses dérivées premiéres prises sur
le contour. ¢ intervient par ses valeurs prises & l'intérieur du contour. Si en parti-
culier le domaine choisi est la portion de surface considérée, on a :

(20) f /; odrdy 34 (¥, — ¥/ )dp — (¥, — ¥9',)dq,

ce qui montre que v, %',, ¢, ne peuvent étre choisis arbitrairement sur le contour,
o et ¢ étant donnés.

Voyons maintenant comment on calcule ¢, ¢',, o', surle contour. La suite d'éga-
lités (18) donne a, b, ¢ sur le contour; il en résulte la connaissance de ¢"s,¢",,,4",
d'ou ¢, ¢', et v sur ce méme contour.

La relation (20) fait donc intervenir ', v, 6 c’est-a-dire les trois composantes
de la vitesse. Elle doit étre vérifiée pour toute solution de AL = o qui dépend de
deux fonctions arbitraires d’une variable. Si on rapproche ce résultat du fait que la
vitesse est déterminée quand elle est connue sur le contour, et dépend donc de deux
fonctions arbitraires d'une variable, il semble que le probléme est possible et bien

déterminé.
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Cas ou le contour comporte des arcs d’asymptotique. — Reportons-nous au
groupe de relations (18) permetlant d’avoir les composantes des percussions de ten-.
sion sur le contour. Supposons qu’au point considéré la tangente soit asymptotique,
qu’il s’agisse d'un point isolé du contour ou d’un point d’une asymptotique. Denx.

cas peuvent 8tre possibles pour nous : ou bien W, =P, , les tensions ne sont pas

o
déterminées complétement et la relation qui manque est remplacée par la précé-
dente; ou bien ce numérateur est différent de zéro, et les tensions sont infinies au
point considéré. Si ce dernier cas est possible, comme le mouvement peut étre con-
sidéré comme la limite d’une succession de percussions suffisamment rapprochées,
les tensions seront infinies sur toutl arc d’asymptotique du contour, et en tout point
du contour ou la tangente est asymptotique. Pratiquement, si au cours du mouve-
ment, une tangente devient asymplotique, en ce point la surface va se déchirer. Ceci
se produit, non seulement pour les surfaces & courbures opposcées, mais aussi pour
les surfaces & courbure totale positive, au moment ot en un point du contour I'un
des rayons de courbure devient infini ot Pautre nul, comme cela se produil par
exemple dans certaines déformations d’un morceau de sphére.

Maniéres de réaliser pratiquement une surface déformable. — Nous indiquerons
d’abord une méthode qui permet d'en counstruire avec une cerlaine approximation,
basée sur la réalisation matérielle approchée d’un fil 4 I'aide de petites barres, atta-
chées bout 4 bout. Celte méthode qui, du point de vue analytique, revient i rempla-
cer 'arc par la corde donne d’une maniére intuitive des résultats pour une courbe
grace a un passage a la limite. Les résultats ainsi trouvés ne sont pas probants, car
nous avons mis en évidence certaines discontinuités dans le mouvement des fils, ce
qui indique que nous devons nous méfier de certains passages a la limite. Notre -
courbe, remplacée par ce systéme de barres de méme densilé que la courbe, donnera
une approximation d’autant meilleure que la plus grande des barres sera plus pelite.
Nous allons remplacer de méme la surface déformable par un systéme de barres.
Supposons tracés deux systémes de lignes coordonnées, ou plus exactement deux
familles de ces lignes suffisamment rapprochées. Chacune de ces lignes sera rempla-
cée par une suite de barres dont les extrémilés seront des points de croisement con-
sécutifs des deux familles. Mais il est manifeste qu’'un tel systéme de barres aura
plus de degrés de liberté que ceux voulus, car un petit quadrilatére limité & quatre
barres ne sera pas indéformable, et la ligne passanl par une diagonale ne sera pas
de longueur constante. 11 nous faut donc une surface découpée en triangles et non
en parallélogrammes. Nous voyons immédiatement une fagon de procéder en rem-
plagant une des familles de diagonales de nos quadrilatéres par des petites barres.

Nous allons rechercher comment il faut découper la surface en triangles de
maniére que, par chaque sommet, il passe le méme nombre de triangles. Nous suppo-
serons que le nombre de sommets intérieurs est grand, par rapport an nombre de-
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-sommets situés sur le contour. Pour simplifier, nous cousidérerons un contour formé
d’une seule ligne. Il nous est toujours possible de supposer que par une déformation
continue, non astreinte & conserver les longueurs, nous avons amené tous les trian-
gles & étre dans un méme plan, et nous supposerons de plus que les cotés ont été
rendus rectilignes. Soient ¥, §, A, le nombre de triangles, de sommets et de cbtés.
Entre ces trois nombres nous avons la relation :

F—A4+S=1.

Commencons par faire un raisonnement rapide, en introduisant le nombre ¢ de

. . . Sq
barres aboutissant en un sommelt intérieur. Nous avons donc environ — barres,
2

I'erreur provenant des sommets sur le contour. Nous aurons aussi

| &

triangles en-

viron, car un triangle a trois sommets. Comme sensiblement :
’ /
A4S ¢ 9N _ g, _1
P—A-}-S_,_{_Skx 2+3>_s&1 )

-on en déduit une valeur approchée de

(-4

qui est petit par rapport & S. Nous sommes conduits & prendre ¢ = 6. Nous obte-
nons une figure analogue au pavage du plan en triangles équilatéraux.

Regardons d’une maniére plus précise les quantités négligées. La somme des
angles de tous les triangles est 2F droils, puisque nous avons F triangles. Autour
de chaque sommet, nous avons 4 droits. Or la quantité 4S — 2F représente la
somme des angles extérieurs du polygone frontiére, c’est-a-dire

4m — 2(m — 2) = (am + 4) droils,

si m est le nombre des barres frontiéres. Or notre hypothése sur le grand nombre

d t rient S est grand com m*. Ler tS'd'a
e sommets revient & supposer que § est grand comme m®. Le rapport = a done

S . . S
comme partie principale 2. Un raisonnement semblable prouverait que 3 2 comme

partie principale 3. En transportant dans la formule du début, on voit bien que le
second membre n’est pas du méme ordre de grandeur que les termes du premier.

Un tel mode de découpage peut servir & la définition de l'aire d’une surface,
comme limite de la somme des aires de ces triangles.
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Autre méthode. — Imaginons reliée matériellement sous forme d'un solide la
surface sur laquelle sera applicable la surface souple que nous voulons construire.
Nous tragons trois familles de lignes coordonnées convenablement espacées qui réa-
liseront nos petits triangles du paragraphe précédent. Fixons des fils parfaitement
souples et inextensibles sur chaque fil des trois systémes précédents. II ne restera
plus qu’a noyer le tout dans une mince pellicule de caoutchouc, pour avoir une sur-
face inextensible et souple. Le role du caoutchouc est d’empécher tout glissement
des fils & leur point de croisée. On pourrait se contenter de deux familles de fils, &
condition de ne pas exercer d’efforts de traction sur la surface. Il est bien évident
que, pour une surface de caoutchouc réalisée de cette deuxiéme maniére, les efforts
pour la rouler sont moindres que ceux qu’'il faut faire pour que les angles varient aux
croisements des fils. Si la surface ne doit pas subir de gros effort on pourra la réali-
ser de cette deuxiéme maniére qui est plus simple.

Equations que I'on peut obtenir pour ie mouvement d’une surface déformable
considérée comme limite du systéme de barres dont nous avons parlé plus haut. Sup-
posons que u,, u,, u, définissent nos trois systémes de lignes coordonnées; u, par

exemple est une fonction connue de u, et u,. Pour avoir des équations simples,

4
nous supposerons que notre systéme de barres est sans masse, mais que les masses
sont concentrées aux points de croisée des fils.

Ecrivons qu’il y a équilibre entre toutes les forces qui agissent sur un sommet M,

y compris les tensions et les forces d’inertie.
3T, +3T, +3T,+ m(F—TI"Y=o0.

On remarque que les 8T sont du premier ordre par rapport aux longueurs, tan~.
dis que la masse est du second, comme étant propor-
tionnelle & la surface de I'hexagone dont M est le
centre. Nous obliendrons toutes les équations dési-
rées en c¢crivant le développement de 3T jusqu'au
second ordre. Les éléments du premier ordre donnent

T T T
—du, + — (la,—{—-‘—“du3=o.
1 2 ¢ l‘ll

.~ 4
u u

Or les du ne sont pas indépendants, car lorsqu’ils tendront vers zéro, le triangle
qu’ils forment restera semblable 4 lui-méme, donc :

VEds, _ VEdu, _ VEds, _

sin «, sin «, sin «,

2R,

T, sina, T, sine, T, sino,

[V RV
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Les éléments du second ordre donnent de méme

3T, sin*«, T, sin®a, 'T, sin*«, _._m T —F)
wm:  E, w: E, ;o E, 4R*

Or m =3:S, S surface du triangle formé par les trois éléments d’arc, puisque
la masse représente le demi hexagone entourant M.

m
4R’

O

38
4 R*°
Or dans le triangle

S=-;—bc sinA:%l.R’sin A sin B sin G,

m 35 . . .
- — SIn 0(, sin TX’ sSin aa.

4R* 2

O

D’oul le systéme d’équations

T sin «
-~ =" :0,
du \/E
(21) S PT sin®« 3¢ (D’M F> Sin = sin = sin o
W E . a2 \ e % * 32
| dV.dM = o,

la derniére équation représentant la condition de compatibilité pour les vitesses. Les
sommations sont étendues & u,, u,, u,.

Précisons que dans ces équations les vecteurs T sont tangents a la ligne coor-
donnée dont ils dépendent. En effet, en se reportant i la maniére dont ils ont été
introduits, chacun d’eux est une réaction portant sur une barre sans masse. Cette
barre ne subissant que deux telles réactions, elles sont donc portées par la droite
qui les joint. Du systéme d’équations précédent on ne peut espérer passer au systéme
(14) car les forces introduites n’ont pas la méme signification mécanique.

Mouvement et percussions des surfaces qui restent constamment réglées. —
Une maniére de réaliser matériellement de telles surfaces consiste a4 remplacer dans
Fune des constructions données précédemment les fils ou chainons constituant les

Rac. des Sc., 4 série, t. L. 16
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lignes figurant les génératrices par des tiges rigides. De celte maniére la surface res-
tera certainement réglée dans le cours du temps.

Nous avoans vu que dans de telles conditions le vecteur rotation est constant tout
le long d’'une génératrice. Les équations établies & propos des surfaces quelconques
restant applicables sur elles-mémes sont ¢videmment valables, mais il est possible
d’avoir un systéme plus simple en se débarrassant en partie des tensions. Nous sup-
poserons la portion de surface considérée simplement connexe et limitée & un con-
tour rencontré en deux points seulement par chaque génératrice. Soit « 1e parameé-
tre sur chaque génératrice, ce sera par exemple la longueur de génératrice a partir
d’un point connu; chaque génératrice sera définie & son tour par un paramétre B
qui, variant entre 8, et 8,, fournira tonte la portion de surface étudiée. Nous appel-
lerons dS la portion de surface comprise entre les génératrices £ et B + df, dp sa
masse, A son centre de gravité, ou plus exactement la limite de ce point quand d3
tend vers zéro. Le systéme des forces extérieures agissant sur la portion de surface
considérée esi équivaleni & un vecleur ¢df et un couple ydf issus de A. Nous
emploierons ces expressions car ndus allons écrire le théoréme du centre de gravité
et celui du moment cinétique par rapport & ce point. Il nous est nécessaire, aupara-
vant, de préciser la nature du systéme des réactions le long d'une génératrice. Le
long de tout élément da de cette droite nous avons une réaction élémentaire située
dans le plan tangent. La somme géométrique sera un vecteur R que nous devons
considérer comme arbitraire car les tensions peuvent avoir une direction quelconque.
Si nous prenons le moment G au point A, nous obtenons un vecteur perpendicu-
laire & la génératrice sans autre précision. Il est manifeste qu’un tel systéme de
tensions est trop général, car il conviendrait aussi & des réactions de directions
quelconques assujetties i la seule condition de rencontrer la génératrice considérée.
Nous compléterons cette étude en écrivant que la génératrice infiniment voisine ren-
contre les lensions puisqu’elles sont dans le plan tangent, ou ce qui revient au
méme, que le moment au point A + dA est perpendiculaire & la génératrice qui -y
passe. Nous devrons donc avoir :

t.G=o, (t+dt).(G+dG) =0

ou, ¢ vecteur unitaire de la génératrice,

G.dt+t.dG =o,

que 'on peut obtenir en différentiant la premiére relation le long du lieu de A. Or
on sait que

dG = RAdA
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et par suite

dt dA
G.E+R.<—Zi{;—/\t>—0,

qui est la relation cherchée.
Le théoréme du centre de gravité donne immédiatement :

dp. ., dR
ag Tt g

L’application de celui du moment cinétique nécessite la connaissance du vecteur
moment cinétique. Nous ferons la remarque que la portion de surface limitée & deux
génératrices infiniment voisines est un systéme matériel infiniment voisin d’une
barre dont on sait que l'ellipsoide d’inertie par rapport A son centre de gravité est un
cylindre de révolution. Si Id8 est son moment d’inertie par rapport & un axe quel-
conque passant par A et perpendiculaire a la génératrice, et si Q, est le vecteur pro-
jection de la rotation sur un plan perpendiculaire & la génératrice, ou sur le plan
normal de la courbe C(Q), le moment cinétique est le vecteur I1Q,dB. On en
déduit : ‘

équation vectorielle ne fournissant que deux relations scalaires comme on le voit en
faisant le produit scalaire par £. On voit d’abord que le second membre donne zéro
car il représente des vecteurs perpendiculaires &4 ¢ en tant que moments de vecteurs
rencontrant la génératrice ou la génératrice infiniment voisine (pour G). Pour le
premier membre, faisons la vérification. Posons

Qv:uw,

u étant un vecteur unitaire portant Q, et « un scalaire, par dérivation on en déduit :

d do i
-%.Q,:g—a?+0)$2/\u,
= ou+ wl,

QAu= m‘t/\ll,

ce qu’il fallait démontrer.
Rappelons-nous maintenant que Q n’est pas quelconque, mais que la tangente &
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la courbe C(€1) est parallele a ¢. Nous avons le systéme suivant (ui comporte
14 équations entre 14 inconnues : R(3), G(2), V.(3), I'x(3), Q(3) :

, dw dR
‘ [Ad’5 —{44—71—'(;', 3
(49 o dG
s~ Tt ?
dt d\
Gd—p—i—Rde/\t\):O, I
dQ
N\ — —
Nz = o 2
dV, = QAdA, 3
AT
l‘A'— - 3

On devra intégrer ces équations différentielles sachant que pour 8, et B,, R et G
sont nuls. On peut voir facilement (ue ces conditions sont équivalentes au théoréme
du centre de gravité et du théoréme du moment cinétique de toute la portion de sur-
face considérée.

Si nous considérons maintenant le cas d’une distribution continue de percussions
sur toute la portion de surface, nous aurons un systéme analogue au précédent. Nous
appellerons W la variable de vitesse de A, € la variation de rotation correspon-
dante; ¢, ¢ définiront le systéme de percussions données agissant sur la surface
limitée & deux génératrices infiniment voisines; R et G définiront le systéme des
percussions de tension. Nous aurons alors le systéme :

dy. dR
g Radetl
\d;@ .+d§, 3
a0, _, ., dG 2
dg 7T dp’
dt dA
G.-E-{—R —ﬁ—/\t)_._o, 1
dQ
l/\-m-——o, 2
dW = QA dA. 3

qui fournit 11 équations entre les 11 inconnues : W(3), Q(3), R(3), G(2).
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