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INTRODUCTION

§ 1. — La présente étude concerne la résolution approchée de
certains types d’équations différentielles ou intégrales rencontrés
couramment en physique mathématique, et dont les solutions satis-
font & des conditions déterminées aux bords du domaine d’intégra-
tion. En l'espéce nous nous limitons au cas simple du domaine
linéaire et nous considérons I’équation diftérentielle linéaire du second
ordre dont la solution prend des valeurs déterminées aux extrémités
du segment d’intégration. C’est donc le cas du probleme de Dirichlet
considéré dans le domaine & une dimension. Dans le méme ordre
d’idées nous traitons le cas de 1’équation de Fredholm.

Ce mémoire trouve son origine dans la méthode d’intégration
approchée de Walther Ritz (*), méthode rendue rigoureuse et étendue
en particulier par les remarquables travaux de M. Kryloff (*). Notons
également a ce sujet le mémoire fondamental de M. Plancherel (3).

A coté de la méthode de Ritz vient se placer d’une part celle « des
moindres carrés » (employée par Boussinesq), d’autre part celle dite
« des réduites » ou encore « des coefficients généralisés de Fourier »
mais qu’il convient mieux d’appeler « Méthode des Moments ».

Les méthodes de Ritz et des moindres carrés font intervenir essen-
tiellement des conditions d’extrémum d’une intégrale définie. La
méthode des moments se libere de cette condition. Elle généralise les
deux premieéres.

Notre mémoire a pour objet d’apporter une contribution & I'étude
de I'intégration approchée effectuée par les méthodes « des moindres
carrés » et « des moments ».

Nous exposons succinctement ci-apres les mécanismes des trois
algorithmes et donnons des indications sur les principaux travaux
qu’ils ont motivés.

(') Walther Ritz. — (Fuores (Gauthier-Villars, édit.).

(?) N. KrYLOFF. — Mémorial des sc. math., fascicule XLIX, 1931.

() PLANCHEREL. — Sur la méthode d’intégration de Ritz. Bull. sc. math., tomes 47,
48 (1923-1924).

Thése Bergeot. 1



2 INTROD UCTION

§ 2. Méthode de Ritz. — W. Ritz suppose que I’équation différen-
tielle & intégrer est ’équation d’Euler résultant d’un probléme d’ex-
trémum traité par le calcul des variations.

Soit par exemple I’équation du second ordre :

(1) Ly) =y" + p)y' + qlx)y = f(x),

dont la solution y (x) est par hypothése définie sur le segment (a, b)
et nulle pour x = a, x = b. On peut écrire (1) sous la forme

d
@) AMy) = gz H@)y'] + Qa)y = F(a)

ou l'on a :
r

pdx
I@)=e"™ , Q@) =q¢@)I@), F@) ={f=)l);

on a essentiellement I (z) > I, > 0.
L’équation (2) est I’équation d’Euler annulant la premiére varia-
tion de
~b
(3) ) = | 11y — Qui* + 2F (@)ylda.
Soit sur (a, b) un systéme orthonormé complet de fonctions ¢,(x),

répondant aux conditions aux limites, 0,(a) = ¢,(b) = 0, la solution
n

approchée yn = Za‘}'.)cpk () d’ordre n, est déterminée d’aprés Ritz

0
en écrivant que les coefficients

On est conduit & résoudre le systéme algébrique linéaire en a@®
suivant :

b
(%) f [Ap) — F@)@de = 0, (i =0, 1,---n).

rendent minima I'intégrale 3(y»).

Le calcul de Ritz, imposant la condition de minimum, implique que la
variation seconde soit nécessairement non négative, d’ou la condition :
Q () <0, (e <z < b); Ritz démontre sous la réserve que les coeffi-
cients de I’élément différentiel de (3) sont continus, que y, tend uni-
formément vers y (z).

Par ailleurs M. N. Kryloft (loc. cit.) étend la méthode au cas ou
Q (x) n’est pas nécessairement non positive, ce qui libere de la con-
dition de minimum pour (3) et impose seulement & cette intégrale
d’8tre « stationnaire ». En outre par diverses méthodes il donne des
majorations numériquement calculables de ’écart | y(z) — y. () |. En
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particulier il compare y, () au développement direct Y, (z) de y (z)
en série de Fourier de fonctions g (x).

§ 3. Méthode des moindres carrés. — a) Reprenons I’équation (1) :
Ly) = y" + p@)y’ + q(@)y = fx);

les coefficients a® du développement y. sont ici obtenus en écrivant
que I'écart quadratique moyen

b
ﬁ (L) —f(o) 2z

est minimum.

On est alors conduit & résoudre le systéme algébrique suivant en
a(n) .

k .

b
®) ﬁ (L(yn) — f(@)]L{gi(@)}dz = 0, (@ =0,1,---n).

Dans une note (1) M. N. Kryloff conclut & la convergence des approxi-
mations dans le cas de I’équation y'’'+ ¢(z)y = f(x) lorsqu’on a
g (2) < Opoura<<ax<b.

Dans un autre mémoire (2) M. N. Kryloff considére I’équation :

[p@)y'] + [9(x) + MK (2)ly = f(x), (y(a) = y(b) = 0),

et sous les conditions p(z) = p; >0, ¢ () +2K(2) <0, (¢ <2 < b),
il majore | y — yn | par I'expression k, \/ ot k, est un nombre fixe
et ou ¢, — 0 quand n = . C’est une condition de convergence
uniforme.

Par ailleurs dans le méme ordre d’idées M. Picone (3) utilise la
méthode des moindres degrés avec intégrale « chargée » (dont celle
des moindres carrés n’est qu'un cas particulier) pour la résolution
approchée de ’équation :

B@y'] + Ale)y = fx), (yl@) =2,  yb)=F)

ou §, A, f, sont des fonctions continues, ainsi que leurs dérivées ;
M. Picone forme des majorations des écarts |y, —y|et |y, —y'|.

(*) KrYLor¥. — C.-R. Acad. sc. Paris, t. 181, p. 87.

() KrYLovF. — Sur différents procédés d’intégration approchée. Ann. Fac. Sc.,
Toulouse, t. XVII (1925), p. 181.

(®) PicoNE. — Rendiconti Circ. Math. Palerme, t. 52 (1928), p. 225-253.
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b) La méthode des moindres carrés s’applique aussi & 1'équation
de Fredholm :

b
(6) L(y) = y(z) + j; Kz, s)y(s)ds = f(x)

lorsque cette équation posséde une solution unique.

Dans le cas d’un noyau syméirique défini, M. Kryloff (*) démontre
que vy, tend vers y en moyenne quadratique quand n — « et qu’en
imposant & K(z, s) et a f(x), certaines restrictions (par exemple
celles de Lipschitz), on alim y, =y et de plus I'ordre de petitesse

n — o
de | y,—y | peut étre évalué.

Sous certaines restrictions complémentaires, le calcul s’applique
aux noyaux symétrisables.

D’autre part, M. Picone (loc. cit.), employant la méthode des
moindres carrés avec intégrale « chargée » démontre sans supposer
que le noyau est symétrique défini, que y, tend vers y en moyenne
quadratique.

§ 4. Méthode des moments. — «a) Soit I’équation différentielle (1),
a savoir :
Lly) = 4" + p@)y' + q@)y = f(2)
telle que la solution y(x) cherchée est unique et définie sur le seg-
ment (a,b) avec les conditions aux limites : y(a)=y(b)=0. La mé-
thode des moments consiste & déterminer les coefficients o de la

n

solution approchée y, =Ea<2‘?,{(x) en écrivant que les n + 1

moments ’

b
(7 ﬁ (Lyn) — f(@)lgs(2)dz, (i =0,1,---n)
sont nuls.

M. N. Kryloff (*) étudie un cas plus général ou les multiplicateurs
des moments sont, non pas les fonctions ¢,(x), mais un opérateur
M(g;(z)) convenablement choisi, par exemple un opérateur diffé-
rentiel et il considére 1’équation

Liy) = y" + q(@)y = f(z)
(Y KrYLOFF. — Ann. Fac. Sc. Toulouse, t. XIX (1927), p. 173.

() KryLoFF. — C.-R. Acad. sc. Paris., t. 182 (1926) p. 676 et Annales fac. sc.
Toulouse, t. XVII.
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ayant une solution y(x) (nulle pour £ = a et £ = b) unique et dé-
finie sur (a,b).
Dans ce cas, il prouve que sous la condition qu’on a :

b
f L(z)M(z)dx > 0, on peut écrire |y — yn | << kea
a

ou k est un nombre fixe et ou 'ordre de petitesse de ¢ peut étre
évalué en correspondance avec les conditions restrictives imposées
a q(z) et a f(x).
On voit que pour M(z) = z on généralise la méthode de Ritz
et que pour M(z) = L(z), on généralise celle des moindres carrés.
Par ailleurs, M. Krawtchouk (%) considére le cas plus général d’une
équation différentielle linéaire d’ordre %

L(y) = 4" + Ay~ + -+ Ax(o)y = f(z)
dont l'intégrale cherchée y(z) est unique et vérifie sur le segment
(0,1) les conditions aux limites :

k—1
(8) Y [ay(0) + By} =0 i=1,2, - k);
j=0

par hypothese les fonctions #,(x) du développement approché
n

yn = 2 a%o,(z) vérifient les conditions (8) et les dérivées ¢ (x),
1

(t = 1, 2... ) forment un systéme complet ; M. Krawtchouk donne

alors le résultat suivant :

!

y= lim y, ¢y = lm ¢u- -y~ D= lim ytk—1,
n—» % n—»w n—w

sans qu’il soit besoin de faire intervenir pour les coefficients de
I’équation L(y) = f(x) des conditions restrictives de continuité.

M. N. Kryloff (*) traite aussi les cas d’une équation différentielle
linéaire d’ordre 2n dont la solution cherchée répond & des conditions
aux limites du type (8) ; I'’équation de Fredholm donnant la solution
cherchée posséde un noyau de Schmidt et si G(z,s) est la fonction
de Green du probléme, il utilise pour former le développement
approché les fonctions singuliéres @ (x) telles au’on a :

ERSENCLION
G(ﬂ’),S) *‘% U 7

(*} KrawrcHOUK. — C.-R. Acad. sc. Paris, t. 187, p. 411 et t. 189, p. 439.
() KryYLOFF. — Sur la résolution approchée des équations différentielles linéaires.
Bulletin Acad. sc. U. R. 8. S., 1930, p. 363 a p. 380.
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il majore |y —y, | et donne la majorante sous forme explicite ;

le calcul suppose toutefois que la fonction ¢(z), (coefficient de y

dans I’équation différentielle), est bornée supérieurement en valeur
absolue.

b) En ce qui concerne l'intégration approchée de 1’équation de

Fredholm par la méthode des moments, rappelons les résultats
suivants :

M. N. Kryloff (1) considére I’équation
1
L) = ylo) + 2 [ Kslylodds = fia)

ayant une solution unique ; les coefficients o'’ du développement

approchée y, = Za(,’j)cpk x) (ou les ¢, (x) appartiennent a un sys-

0
téme complet) sont obtenus en écrivant que les n 4+ 1 moments
f [L(yn) — fIM(s0)dx (t=0,1,---n) sont nuls;

M désigne un opérateur convenablement choisi, par exemple :

1
M(z) = z(2) + f K, (x, 5)2(s)ds
0

M. N. Kryloff remarque que le systéme algébrique linéaire en a%’
est résoluble si on a

1
) L(y)M(y)dz > 0.
Jo

Il suppose que les noyaux K et K, sont symétriques, définis, et
arrive aux conclusions suivantes :

1
si K, K; et K, :f K(t, )K,(¢, y)dt sont définis,
0

si les signes de 7 et 2, sont tels que les valeurs
1
A f [ K (z, y)¥(x)b(y)dzdy
0 /o
1
n [ [ K ppptarmdady
vo Jo

1 1
Ny {0 d()' Ka(x, y)¥(x)4(y)dzdy

(*) KrYLOFF. — Annales Faculté sc. Toulouse, t. XI1X (1927), p. 177.



INTRODUCTION 7

sont positives quelles que soient les fonctions ¢(x) de carré sommable,
on aura :

1
lim ly — ynl?dz = 0.
n—wJy

Sous réserve d’hypothéses restrictives pour K, K,, f, on pourra trou-
ver l'ordre de petitesse de | y — vy, |.

D’autre part, M. Krawtchouk (1), sans faire intervenir des con-
ditions de symétrie pour le noyau, et considérant le cas ol on a
M(z) = z démontre que si la dérivée y(1+%) (0 > 0) existe, on a :

lim y, = y.
n — o

§ 5. Questions concernant lintégration approchée traitées dans
ce mémoire. — A. Nous avons pensé qu’il était intéressant d’apporter
une contribution & I’étude de I'intégration approchée par la méthode
des moindres carrés et par celle des moments en traitant des cas
simples, & savoir :

Meéthode des moindres carrés :

Intégration de 1’équation de Fredholm ;

Intégration de 1’équation différentielle linéaire du second ordre
y'" + px)y + q(x)y = f(x), ayant sur un segment fini une solution
unique, nulle aux extrémités du segment.

Méthode des moments.

Intégration de I’équation de Fredholm.

Pour I’équation de Fredholm, nous ne faisons pas intervenir des
conditions de symétrie pour le noyau.

REMARQUE. — Nous utilisons comme valeur approchée de la so-
lution des développements polynomauz, et prenant le segment (—1,-+1)
comme segment d’intégration, nous avons été conduits & comparer
Yo au développement direct d’ordre n, Y, de y en série de polyndmes
de Legendre.

Ainsi logiquement, nous avons du faire précéder I’étude de I'in-
tégration approchée d’une premiére partie (chapitres 1, 11, 111, IV
du mémoire) relative aux développements en série de polynomes
de Legendre, car il nous est apparu nécessaire pour nos calculs, de
préciser et d’étendre certains points de cette théorie.

Les chapitres v, vi, vii, du mémoire sont consacrés aux trois pro-
blemes d’intégration approchés traités, au sujet desquels nous don-
nons ci-apres quelques indications succinctes.

(1) KrawtcHouk. — C.-R. Acad. sc. Paris, t. 188 (1929), p. 978.
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B. METHODE DES MOINDRES GCARRES. — a) Equation de Fredholm
(chap. v). — On considére I’équation de Fredholm

+1
va) + [ K, s = fl@

ayant par hypothése une solution unique.
n
La solution approchée est de la forme polyndmale y, = 2 a‘“zt
0

Nous supposons K(z, s) borné, sommable et f(z) de carré sommable.
Nous démontrons que ¥, converge vers ¥ en moyenne quadratique.

Sous réserve de certaines conditions restrictives concernant le
noyau K(z, s) nous démontrons que |y, — Y, | (ou Y, est le déve-
loppement d’ordre n de y en série de Legendre) tend uniformément
vers zéro pour — 1 < x<{ + 1 et nous donnons une majoration de
Pécart.

On en déduit une majoration de |y — y,| en fonction de |y — Y,
ou ce dernier écart peut en général étre évalué directement en par-
tant des données du probléme.

b) Equation différentielle linéaire du second ordre (chap. vi), soit :

L(y) = y" + p@)y’ + q@)y = f(x)

ou p, ¢, f sont de carré sommable ; la solution est par hypothése
définie et unique sur le segment (— 1, 4 1) et nulle pour x = =+ 1.
n
S se . — N g™ 2y ok
On veut calculer une expression approchée y, = Za,c (11—
0
de cette solution par la méthode des moindres carrés.

, d; . .
Nous démontrons que y, et 7%" convergent uniformément pour

. 2y,
— 1 < x < + 1 respectivement vers y et y’, et que a;yz tend vers y'’

en moyenne quadratique.

C. METHODE DES MOMENTS. — FEquation de Fredholm. — La so-
n
lution approchée est de la forme y, = 2 a’z* et on suppose que
0
K(z, s) est borné, sommable, et que f(x) est de carré sommable.
Les multiplicateurs des moments sont : 1, z,.....2".....
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L’étude de la question conduit & considérer 1’équation auxiliaire :

+1
Yn + A [ . (K(x, 5)Jayn(s)ds = [f(x)]n
ou [K(n, s)], désigne le développement d’ordre n en série de Le-
gendre par rapport & x du noyau, et ou [f(x)], est le développement
d’ordre n de f(x) également en série de Legendre. Il faut s’assurer
que lorsque n — ® cette équation a une solution unique, c’est-a-
dire que 2 n’est pas un zéro de D™()) (dénominateur de la résolvante
relative & [K], quand n— oo.

Nous avons donc été conduit & étendre un théoréme de Tricomi (1)
relatif & la majoration de I'écart | D(2) — D™(2)| ; nous avons du
alors faire quelques restrictions sur la nature du noyau entrainant
quelques propriétés particulieres pour [K(z, s)];, & savoir par exemple
quon a lim [K(z, s)] = K(s, s).

n—»x xr =S

Sous ces réserves, nous démontrons que y,—>y en moyenne qua-
dratique et que | Y, — y, | converge uniformément vers zéro pour
—1 <2 <+ 1 quand n—> ; en outre nous formons une majoration
de Vécart | Y, — |-

D. REMARQUE. — Ainsi qu’il ressort des calculs développés au
cours de cette étude, on voit que des hypothéses restrictives per-
mettront de serrer de plus prés les majorations. C’est une question
de cas d’espéce.

§ 6. Questions relatives aux développements en série de polynémes
de Legendre (chap. 1, 11, 111, 1v du mémoire). — Nous donnons tout
d’abord en partant de ’expression des polynémes de Legendre X,(x)
donnée par Stieltjés, des précisions sur les expressions approchées
de ces polyndmes ; nous établissons aussi des majorations de | X,, +
X1 | et de | X, — X, ;1| quand n— %, dont nous aurons besoin
dans la suite.

Dans le chapitre 11, nous considérons d’abord le développement
en série des fonctions de carré sommable ; dans ce cas, nous attirons
Pattention sur le fait que la convergence de la série de Legendre
en un point intérieur & (— 1, 4+ 1) dépend seulement de I’allure de
la fonction au voisinage du point, tandis que pour la série de Fourier,
ce résultat subsiste si la fonction est seulement sommable. Nous vé-

(1) Tricomi. — Aui Lincei., vol. XX XIII, 1¢r semestre, p. 483.
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rifions alors pour les fonctions de carré sommable que si le critére
de Riemann-Dini est vérifié en un point z intérieur a (— 1, 4+ 1),

la série de Legendre converge vers % [f(x — 0) + f(x + 0)].

Pour les fonctions sommables, nous étendons le théoréme de
Gronwall (*) relatif & la convergence des moyennes arithmétiques
S’,, du 1¢er ordre des développements en série de Legendre au cas o
f(x) est uniformément continue sur (a, 4 1), (—1 << a<< + 1), et nous
démontrons que S’, converge uniformément vers f(x) sur (e, + 1)
ou (¢ <<a < + 1). (Méme résultat sur un segment aboutissant au
point x = — 1.)

Dans le chapitre 111, nous envisageons les développements des
fonctions & variation bornée ; nous apportons un complément (*) aux
principaux résultats de Burckhardt, Stone, Hobson, Dunham
Jackson, en faisant intervenir en particulier, dans les conditions de
convergence, le cas ou f'(x) est de carré sommable sur tout le segment
{(— 1, + 1) ou seulement au voisinage des extrémités du segment.

D’autre part et toujours dans le cas des fonctions & variation
bornée, I’étude de I'intégration approchée nous a incité a recher-
cher des conditions suffisantes pour que le développement d’ordre n,
S,(x) de f(x) en série de Legendre puisse étre, en valeur absolue,
borné supérieurement par un nombre fixe indépendant de » ; nous
démontrons que si f'(x) est de carré sommable sur les segments
(— 1, —a)et(z, + 1) ou (0 << < 1), ]| S.u(2) | est pour —1 << + 1,
bornée par un nombre fize indépendant de n mais dépendant de .

Dans le chapitre 1v, nous donnons quelques théorémes sur la corré-
lation existant entre la convergence en moyenne quadratique et la
convergence uniforme, en fonction de la rapidité de décroissance de
I’écart quadratique moyen (3).

Soit par exemple sur le segment fini (a, b) une fonction f(z) de
carré sommable, développable en série généralisée de Fourier de
fonctions continues g,(x) orthonormées sur (a, b), et telle que cette
série soit uniformément convergente sur (oc, f)oulona:a<a<<[s

L= n
< b; soit une suite de fonctions ®,(z) = Z‘ aPvi(z), (n=0,1,2... )
=0
qui converge vers f(z) en moyenne quadratique. Si ’écart quadra-
tique moyen décroit avec une rapidité que nous précisons, on est
assuré que ®,(x) tend uniformément vers f(z) sur (=, 3).
(1) GroNwALL. — Laplaschen Rethe. Math. Ann. Bd 74, 1913.

(?) Notre note aux C.-R. Acad. sc. Paris, t. 199, p. 1363.
() Notre note aux C.-R. Acad. sc. Paris, t. 199, p. 1181.
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Nous appliquons ce résultat & une suite de polyndémes conver-
gente en moyenne quadratique vers f(z).

Dans le méme ordre d’idées, nous démontrons le résultat suivant :
au lieu de la suite ®,(x) définie comme ci-dessus, soit une suite de
fonctions F,(x), de carré sommable, convergente en moyenne qua-
dratique vers f(x). Nous disons alors que la suite [F,(x)],, (ou [F,]. dé-
signe le développement d’ordre n de F, en série de Fourier de
fonctions o;(x)) converge uniformément vers f(z) sur (=, ).

Nous appliquons ce résultat au cas ou les fonctions o,(x) sont des
polynomes de Legendre normés.

RemarQuEe. — Ces résultats trouvent une application immédiate
dans bien des cas d’intégration approchée dés qu'on a pu établir
que la solution approchée converge en moyenne quadratique vers
la solution cherchée.

Nous tenons & exprimer notre respectueuse gratitude aux per-
sonnalités qui nous ont guidé et ne nous ont ménagé aucun encou-
ragement, MM. M. Fréchet, N. Kryloff, P. Montel.

Nous adressons aussi tout spécialement a M. P. Flamant nos re-
merciements pour les précieux conseils qu’il nous a donnés au cours
de I’élaboration de notre travail ainsi qu’a MM. R. Thiry et G. Cerf,
qui également ont bien voulu examiner nos mémoires et nous faire
I’honneur de constituer le Jury.






PREMIERE PARTIE
SERIES DE POLYNOMES DE LEGENDRE

CHAPITRE PREMIER

SUR LES POLYNOMES DE LEGENDRE

I. — FORMULES USUELLES. FONCTION Xg(x).
II. — EXPRESSION EXACTE DES POLYNOMES DE LEGENDRE DONNEE PAR
STIELTJES. FORMULE DE GRONWALL.
, dXp(cos §
III. — EXPRESSIONS APPROCHEES DE Xp, (2) ET DE —"(de—)

MAJORANTES DES EXPRESSIONS

| Xalz) + Xusalz) | et | Xale) — Xnsala) | .
I. — FORMULES USUELLES. FONCTION Xj(z)

§ 1. Formation des Polynémes de Legendre. Relation de récurrence.
Fonction de Christoffel. — Les polynoémes de Legendre ou fonctions
Xu(z) (n = 0,1, 2.....) sont les coefficients du développement de
I'expression

(1 — 22z + 2~ suivant les puissances croissantes de z, a
savoir :

) (1 — 2 4+ a?) 2= Xy + Xga + -+ + Xy 4+ -

On a: X, =1, X; =z, et X, est un polyndéme entier en z de
degré n.

L’équation X,(x) = 0 a toutes ses racines réelles, et comprises

entrex = — 1etx — + 1. Cesracines sont égales et de signes con-
traires deux a deux.

Pour z pris sur le segment (— 1, + 1), on a: | Xa(z) | < 1.
D’autre part :

Xo(+1) =1, Xu(—1) = (—1n
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Nous donnons la relation de récurrence bien connue entre les
fonctions X, (x), X, 4(x) et X, 1(x) : On a,

) (n + D)Xur1 — 20 4 DaXy + Xy = 0.

On désigne souvent sous le nom de fonction de Christoffel 1’expres-
sion suivante qui intervient dans la théorie des développements
en série de polynomes de Legendre :

(3) Py, 8) = Xo(@)Xo(8) 4+« 4+ 2n 4+ 1)Xu(x)Xn(s)

et on démontre qu’'on a :

Xnp1(8) Xon(®) — Xn(8) Xy 1(2)
S —X

(4) Pz, 5) = (n + 1)

§ 2. Formules relatives 4 la dérivation des fonctions X,(x). Ortho-

1 dX

gonalité des fonctions X,(x). Valeurs de f X”d—xp dz. Formule de
1

Melher. — Nous mentionnons une suite de formules connues :
Si n est pair, on a :

an+ 1
dx

(5) = 2n 4+ D)X + 20 — 3)Xn—2 + -+ + 5X, + X,

Pour » impair, on a :

dX,
(5" ___dx‘H- = (2n + 1)Xn + (2n —_ 3)}("__2 4 3X1;

En outre pour n pair ou impair, on a :

dX, dX,
6) o T g =@+ DX+ @0 — D)X 00+ 83X + X,

On connait encore les formules suivantes :

() o T a1 —= (Xn — Xpt1)  (Catalan)
aX dXn 1

(7) d:;—l — = )17' i po (Xn + Xpy1) (Catalan)

) d)fl;“ —di’g’j‘ = (22 + 1)Xu  (Christoffel)

Entre X, et ses dérivées premieéres et secondes, on a la relation
bien connue :

) (@2 — 1)X,)" + 22X, —n(n + 1)X, = 0.
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Les polynomes de Legendre forment un systéme orthogonal sur
le segment (— 1, 4+ 1) ; on a en effet :
n+1
(10) XuXadzr =0 pour m Zn.
—1
Pour m = n, on a :

+1 . 2
f_ Xide = 50—+

On voit donc que les polynémes P,(z) tels que

(11) Pu(z) = n(x>\/ 2n +1

forment un systéme orthogonal et normal sur le segment (— 1, + 1).

~+1
— Valeurs de } X %&’ dx
—1
t+1
(12) Pour p<<n+41, ona: ’ X, ddX” dr =0
x
Ti
(13) pour p=n +1, ( Xnd”dx=2

u—i
n et p de pari-
+1 ax >2; tés différentes
(14 peur p>n + 1, ona:f X, "dx__/
_ \;0 n et p de méme
3 parité

Ces formules (12), (13), (14) ont été démontrées par Brand, (Thése,
Bruxelles, 1887). Cette thése constitue avec démonstrationsa appui
un formulaire trés documenté relatif aux polynémes de Legendre.

— Expression de X, d’apres Melher :

Posant z = cos b, (0 <5< =), Melher donne la formule suivante
dont nous trouverons !'utilisation dans la suite :

1 . 1
o cos(n + = )cdo 9 = sin <n + 2>9d;a

= 0 V2(cos ¢ — cos 0) Je v2(cos b — cos o)

(15)  Xa(x) = Xy(cos 0) =

II. — EXPRESSION EXACTE DES POLYNOMES DE LEGENDRE DONNEE
PAR STIELTJES. FORMULE DE GRONWALL

§ 3. Exposé succinct sur le calcul de Stieltjés. — Stieltjés (1)
part de la formule connue :

X 1 [ zhdz
o) = 2‘%]0\/22 — 22z + 1’

() StiELTIES. — Polyndmes de Legendre ; Ann. de Toulouse (1), 4, 1890.
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ou ¢ désigne un contour fermé enveloppant les points
E=gx 4+ Va2 —1 et —1 = ¢ — a2 —1.

Tous calculs faits, il aboutit au résultat suivant valable pour
O<th<nm

V2 sin 0

. 1 =
’ X partie réelle de : e l[<n+§)g——7‘] xfl A= du
0

Vu(l—Ku)
. T
- 8@(6 —_ Q)
oul’ona :cosf =2, K = Sem
prise sur le segment (0, 1).
Stieltjes remarque qu’on a :

s Xu(cos ) =
(16)

, et ol u est une variable auxiliaire

S O S
VI—Ku =), 1 —Kusin?¢’
faisant usage de l'identité
1 . - e g (Ku sin? ¢)»
T Kusmtp — L Rusinto oo 4 (Rusin® o + 7 e
il forme le développement de (16) limité aux p premiers termes et
donne une majoration de la valeur absolue du reste R,. Nous nous
bornons au cas ou 'on a p = 1 et nous donnons une valeur détaillée
du reste. On a donc pour p =1 :
1 Ku sin? ¢
1-——Kusinzv=1 T I — Ku sin? ¢’
d’ou

T (1 —ur Lt —a)n < Ku sin? ¢
0 Vu(l — Ku)du - ?:j; du."o Vu U+ 1 — Ku sin? v>d0

1
= fl(i_u)nu_zdu_{__j: [‘1 duftK(i—u)n\/uSinz"do
Jo 2, @),

1 —Kusin2¢

On sait que d’aprés un résultat classique on peut écrire :
1 I'(n 4 1)[‘<1>
1 —3 2
[ 1 —uru du= 1
/0 l‘(n + 1 + §>

ou 1" est le symbole de la fonction d’Euler de seconde espéce.
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o+ 1(3)
Posant : C, == —2L, I’égalité (16) s’écrit :

n 1
F<n+1+i>

S ()

(17)& Xaloos ) =Co V2 s b T 2350
. g ei[("%)e—ﬂ

X partie réelle de —

1 /o - .
K(1 — u)"Vu sin? ¢
X{Oduto 1 —Kusin2y

I
\ @y

(%

Formons la partie réelle de la quantité entre parenthéses de (17).
Remarquons que 'on a :

i(e-f—;)

e __sine-—icos()
T 2sin0  2sin6 O’
Par conséquent :
K 2 sin2 6 — y sin% ¢ — 2 sin 9 cos 6

1 —Kusin? ¢ — 4 sin? 0 cos? 6 + (2 sin® 6 — u sin? )2’

Nous posons :
2 sin% § — u sin? ¢

5 A, u, ) = T T eos2 b + (2 sin 6 — u sin? )2
(18) - ~ — 2 sin 6 cos 0 ’
(8, ¢) = 20 cos2 0 F (2sin®? 6 — u sin? )2
d’ou
K

T —RKusmte — A9, u, o) + B9, u, ¢).

L’expression complexe du deuxiéme membre de (17) s’éerit :
( 1 = .. 1 =
?cos[ n -+ 5 OHZ]—l- v sm[ n —+ Q)B —Z]g
1 T _
X [ du [ (1 — u)*Vu sin? 0 [A(0, u, ¢) + iB(Y, u, ¢)]de,
JO v

dont la partie réelle que nous désignons par (P-R), s’écrit :

(19)  (P-R). =f01 du“’;ﬂ @ —wva cos[<n + ;)e _ Z]A(e, u, 0) —

— sin[(n + %>6 — E]B(e, u, v) : sin? ¢dy,

Thése Bergeot. 2
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d’ou pour la valeur exacte de X,(cos5) : (0 << 6 < )

cosI <n + ) Z] 9 1
n 0) = Gy o
(20)  Xufoos 0) = C V2 sin 0 72/2 sin 6

X (P R)n.

§ 4. Majoration de la valeur absolue de l’expression (P-R),. For-
mule de Gronwall. — Remarquons qu’on peut écrire :

(21) | cos[(n -+ %)0 —Z]A((), u, v) — sin [<n -+ %) Z: B(0, u, ¢) |
< VIAGE,w, )P + B0, 0, O
soit : cos[(n -+ %)0 — Z]A(ﬂ, u, v) — sin[(n + %)0 — Z] <

1
<

/
. 1
2 sin 0 2 - in2 0 — gz sin® ¢)2
\/cos 0+ AT (2 sin% 0 — u sin2 ¢)

Comme l'indique Stieltjes dans son mémoire (loc. cit.), le maxi-
1

1 . .
\/cos2 0 4 A sin®h (2 sin? 0 — u sin® ¢)2

mum de expression

fon] 3 1 1
est égal a Tooso ] pour sin?§ < <3
et & 2 sin § pour sin?6 > ;,
Ce maximum est compris entre 1 et 2.

On a donec :

(22) |cos [(n -+ %)ll——z]A(l), u,y) —sin [(n—}— é)()—Z]B(O,u,a)|< ﬁ.

Comme dans I'intégrale double de (19), la quantité (1 — u)* \/u sin2¢
est essentiellement positive, on a, en appliquant le théoreme de la
moyenne

( v 2
(23) (PRl =— ’snli ,00)] f (1 — u)n/u sin? ¢ do,

u; étant pris sur le segment (0, 1), ¢; sur I’arc (o, n), ces deux valeurs
u;, ¢;, dépendant de n, mais | N,(4, u;, ;) | étant quelque soit
bornée supérieurement par le nombre 2, (0 <5< 7).
Par ailleurs on a :
T
f sin? gdo =
0

b

[N

(%
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D’autre part, on sait que I’on peut écrire :
1 1
11 \/_ r'(n 4+ '1)1‘<1 + §> '(n 4 1)F<-2—> 1
0 r<n+1+§> t(nt1+5) 7F

d’ou

1 — = 1
\/0‘ 1 — u)"\/udu = Cnim’
C, étant Pexpression définie plus haut au § 3.

On a donc pour la majoration de | (P. R), | :

. 2 =z G,
(24) I(P°R)”[<2sin ()ZZn—i—S.

Pour passer 4 la formule donnée par Gronwall (!) pour I’expression
de X,(cos p), il suffit d’écrire (20) sous la forme suivante, ou (P. R),
est donné par (23) :

Cn ‘ < _11> (0 uz,()z) .
\/2sineécos[n+2 ]+4(2n+ 3)sin 6|’

formule ayant un sens pour 0 << § <<m.

(25) X,(cos 0) =

III. — EXPRESSIONS APPROCHEES DE X, (x)

§ 5. Expression approchée de X,(z) donnée par Darboux. — Pour
z pris & l'intérieur du segment (— 1, + 1), et posant z = cos 6,
(0 << 6 << 7), Laplace a donné pour valeur approchée de
X, () = X, (cos §) expression suivante :

2 1 T
Favie el 2 =ik

Darboux (), dans son mémoire sur 'approximation des fonctions
de grands nombres, donne la formule :

AR
e - a - 7 =
Roleost) = wnﬂ\/z —oos[(n 4 3)0 4]+W;

ou, dit-il, p est une fonction inconnue de 5 mais qui demeure quel que
soit n, inférieure & un nombre déterminé quand § reste compris

(Y) GroNwaLL. — Laplaschen Rethen. Math. Annalen, Bd 74, 1913.
(®) DarBoux. — Journal de Liouyille, 1874 et 1878.
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entre ¢ et # — ¢/, ¢ et ¢’ étant deux nombres fixes. Darboux ne pré-
cise pas la forme de la fonction p.

Dunham Jackson (*) utilise pour la valeur du terme complémen-

taire £ I’expression suivante :

nyvn
2 an(h)
nesinld n

ou il considére |a,(5)| comme bornée supérieurement pour
e < § < m—z¢, ¢ étant arbitraire mais fixe.

Ogura (%) emploie le méme terme complémentaire que Jackson
ou, dit-il, on a | a,(6) | < K, K étant un nombre fixe indépendant
de n et 4.

Avyant & utiliser ’expression approchée de Xn(x) = X, (cos §) nous

avons estimé nécessaire de préciser la forme du terme complémen-
taire

§ 6. Précisions sur la forme du terme complémentaire dans 1’expres-

sion approchée de X, donnée par Darboux. — Reprenons la formule
(25) donnée ci-dessus.

La valeur C, qui y figure a été définie au § 3, & savoir :
§ /1
B I‘<n + 14 %)

qui en développant les eulériennes s’écrit :

Cn=

Cn

Nous disons qu’on peut écrire :

2
Cp = —= (1 + ),
N
ou ¢, tend vers zéro commei quand n tend vers l'infini. Dans son
mémoire (loc. cit.), Stieltjes écrit C, = 72: (1 + o) ou, dit-il, o,
s

. 1 . . .
tend vers zéro avec - quand n tend vers l'infini, cette assertion est

insuffisante pour ce que nous nous proposons d’obtenir.

() DunuaM JacksoN. — Transac. Amer. math. soc., 1912, V, 13.
(2) OcurA. — Tohoku Math. Journal, V, 18, 1920.
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La formule de Wallis donne :

= 22.42. ... (2n)? 1
5 =35, . @On—1p an g5 ouloma 004
d’on cn=§2-ﬁ%—1\/gv’m—jﬂ l\/n\/i-i-;;,
1 T3
Or: (1+2in>§=1+%2£n+ .....
Done : Cp = %_(1_{_ &),

Vi
.. . 1
ou ¢, est un infiniment petit de Uordre de -

Ceci établi, on voit qu’en posant N,(4, u;, ¢;) = M(n, ) on peut
écrire (25) sous la forme :

y { _ M(n, 6)
Xn ==
(cos 0) = \/2 = cos L< ) 4] V nw 4(2n 4 3)\/2 sin’/

R R . <n n 1>0_3r] L2 eMe)
\/nx \/2 sin 0 L 2 4 V= 4(2n + 3)\/§Sin3/” 0

d’ou :

cos _<n + )0 Tr]
2)° & 0
(26) X,(cos 0) = u + 1_ M‘gj’ ),
\/n-r: \/2 sin 0 n\/n sin’2 §
ou | My(n,6) | est bornée supérieurement par un nombre fixe
quel que soit n et pour 0 < 6 < 7.

On peut aussi écrire immédiatement I’inégalité :

‘2— cOoS [<n - %>0 - Z]
\/; \/2 sin 6

ou H est une constante absolue.

1 H

(27) /T, 3/ ?
ny/nsin'?§

Xa(cos 0) —

§ 7. Autres majorations de | X,(z). |

Burckhardt (*), dans son mémoire sur les séries de Legendre éta-
blit la formule suivante :

Wi _ 1
2 X
28) X< U= e

valable pour — 1 <& << + 1.

() BurckHARDT. — Sitzingsberichte Akad. Miinschen. Math. iind Phys. (1909)
Mém. no 10, p. 1-13.
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Gronwall (séries de Laplace, loc. cit.) part du calcul de Stieltjes
(loc. cit.) et démontre la formule suivante :

l‘1I‘
2 (2) (n+1) M(O,n,0)
w <n+1+ )\/ZSIHG

Xa(cos ) =

ou l'on a quel que soit n :
| M, n, 0)| < 2, ceci pour 0oL =y

il vérifie qu'on a :

9 '(%)”” 1
= <

3

St 2 (A=),

)
et en déduit :

1
29 Xa(cos 0) | < ——= —-
) | 2ol \/2nrr \/sin
dX,(cos 0)

§ 8. Expression approchée de . — Dans le Journal de

do
Liouville (1874), Darboux donne sans démonstration la formule
suivante :

dXn(cos 0) . n_. 1 ™
do - 2\/27: sin 0 s1n[<n + i)o J \7‘;’

ou p, est une quantité finie pour chaque point défini par = cos 4,
x étant intérieur & (— 1 + ¢, 1 —¢'), ¢ et ¢/ étant des nombres
fixes positifs, ceci quel que soit n.
Il est intéressant de préciser la forme du terme complémentaire.
Des égalités (7) et (7') de § 2 on tire :
dXn

dr T 1 — x2(X" 1 — 2Xa);
Posant £ = cos 6, on a :

dXa(cosb) n

db " sin 9 [COS 0-X (COS 0) - Xn-—i(GOS 9)]

Or, on a :

1 T
2 COSK”‘"Q)(’_ZI] N 1 M, (n—1,0)
Vin—1)= \V/2 sin 0 (n—10\/n—1 sin’l* 0

)

Xn_. 1(0086) =
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Remarquons qu’on peut écrire : ! = 1_ + A et
\/n —1 Vn ¢1(n)
1 1 1
— = = 4 - )
(n — 1)\/n —1 n\,/n ¢2(n)
ou L et —— sont quand n —~ o respectivement des infiniment
ei(n)  ga(n)

petits d’ordre :% et g D’ou :

[
2 9% (”_2) —Z]+ 1 My(n —1,6)
\/r?r \/2 sin 0 n\/)_z sin’/z 0

) 1 I
2 sinocos[<”—i>0_£]+ 1 My(n—1,5)

Xu—1(cos 0) =

#1(%) \/2m sin”/2 0 go(n) sin’lz 0
1 ™
_ 2 R LG | I AR T
B vV n vV 2sin 0 m sin’/2 0

ou I'on a quel que soit n et pour 0 <6< m: | My(n—1,%) | < H,
H’ étant un nombre fixe.
Remarquons qu’on peut écrire :

cosf. cos [(n -+ %)0 — Z] —Cos L(n — % )0 —2] :—sin[(n + %)0 —ZJ sin,

on obtient donec :

—2 sin[(n + ;—)0 — Z] sin 0

\/nw \/2 sin 0

dXa(cos 0) n
db T sin b L

1 My(n, 0) cos 0—M'y(n — 1,6)
+ —= 7 ,
n\/n sin’ * 0

ou l’expression M(n, §) cos § — M',, (n — 1, 5) est nécessairement
bornée supérieurement en valeur absolue par H + H'.
Finalement on a :

. 1 m
an(GOS 0) _ 2\/’-" s [(n ” 2>_—- 4] + 1_ M2(n, 6)
db N Vr o \/2 sin 0 Vn sin’’2 §

oul'ona|My(n,5) | << H 4 H', ceci quel que soit n et pour 0 <0< 7;
¢’est bien lexpression de Darboux ou la fonction p, est précisée.
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§ 9. Majorantes des expressions
| Xan(z) + Xn+1(x) l et l X, (x) — X‘n-l—l(x) |'

— La fonction X,(2) + X,,(z) est égale & 2 pour z = 4 1
et & zéro pour x = — 1, ceci quel que soit n ; entre — 1 et -+ 1
elle tend ponctuellement vers zéro pour n croissant indéfiniment.
Etant donné les discontinuités présentées par X,(z) et X,,,(x)
aux extrémités de lintervalle (— 1, + [1) quand n —> o, il est
utile dans diverses applications dont nous aurons & nous occuper
plus loin, de savoir comment, sur un segment fermé (— 1, z,),
(— 1<z, << + 1), la fonection X,(x) + X,,(x) tend vers zéro ; &
savoir : tend-elle uniformément vers zéro sur ce segment (— 1, z,) ?

Il ne nous est pas apparu que la question fit précisée par des
formules classiques.

Nous avons donc été conduit & établir une majorante de 1’expres-
sion | X,(z) + X,11(2) | ce qui nous a permis de conclure que sur
le segment (— 1, z,) la convergence pers zéro est uniforme quand
n tend vers l'infini.

Le probleme se pose de la méme fagon pour I’expression
Xu(z) — X,pq(x) sur le segment (z, + 1).

Posons F,(z) = Xu(x) + X, ;1 (2).Soit un point pris sur le segment
(— 1, x,) et défini par son abscisse x telle qu'on a : — 1 < z < %,

Nous voulons démontrer qu’étant donné un nombre positif 7
choisi arbitrairement, on peut trouver I’entier N, tel que pour tout
entier n > N on ait en tout point du segment fermé (—1,z,) I'iné-
galité : | F,(2) | <<#, d’ou résultera la convergence uniforme vers
zéro de la fonction | F () | = | X, + X,11 |

Posons x = cos 5. Le segment (— 1, -+ 1) est remplacé parle
segment (0, =) ou — 1 correspond & = et 4 1 & zéro.

Faisons correspondre 6, & x,. Au segment (— 1, x,) correspond
Parc (4, ™) ; soit 6 pris sur (5, ).

D’apreés la formule de Melher (15), § 2, on a :

1 3
() COS <n + e -do ~gCOS 1 + —)9 - do
Fo(x) = Faufcos0) = 2 J } # + 2 ' 2
™ Jo V2(cose — cosb mJo V2(cosy — cos0)

soit :

»pcos (n 4 1)g-cos 5
Fu(cos0) = \/2\/0 qu;;

V(cos ¢ —- cosb)
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posant p = n + 1, on écrit :

\/ 1+ cosg)
N { —_—
1"p (cos 0) = j cos py 505 ¢ — 0080 de

soit encore :

0v(1 4 coso)(h — o) 1
31 F f .
G1) p—a(cosh) = "ﬁ Veose — cosl \/()——cpcoslm19 d

Considérons la fonction :

(1 + cos¢)(h — <)

yle) = cose — cos
que nous écrivons
cos & .
B S 2 o
y() = v \/ e T = V(%) X yale),
sin sin
2 2
en posant
? b—o
B [S{o}\) 9 B —-—2—'
Yi(9) = \/W ) Yals) = "
3 sin —

Nous disons que la fonction y(¢) est positive, bornée et décroissante.
En effet :

a) le numérateur de y,'(¢) se réduit a

[2sm0 ‘|2- sin 5 : OOS—Q cos —5 q’] = — [sino—_g—c‘> sin—z + COS-;] ;

Pour 0 << 9 <, 0 <6 <« la quantité entre crochets est essen-
tiellementpositive. La dérivée y',(¢) est donc négative, la fonction
y1(p) est décroissante.

On a de plus :

0
1 (e} '2—
= — 0) = _—
yl(O) \/ ) et ?/1( ) \/2 Sing
sin —2- 9

b) En ce qui concerne y,(¢), le numérateur de la dérivée s’écrit
1 0 — o 00— ¢ ) —
T c0s [tg 5 3 (P] >

On a : cos ! —; £~ 0 vu les limites de variation de o et §; sous les
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R oy 0—o
mémes conditions on a : tg :

0 — L )
> —2—?; la dérivée est donc néga-
tive. La fonction y,(¢) est donc décroissante et varie de

1 Ty

0) = — — a y(0) = 1.
y2( \/2 sin 2
2
La fonction y(9) = V2y1(¢)ys(9), positive, bornée, décroissante, atteint

SON maximum pour o = O, a savoir :

\/0

y(0) = 0’

sin & 3
et sa valeur minima pour ¢ = %, & savoir :
Cco8 i
2
0)) = —_—
y() 0
2

La plus grande valeur que peut prendre y(¢) est donnée par la
valeur maxima de y(0) quand 6 varie sur (9, ).

. 0’
sin 5
2

Posons y(0) on vérifie que pour§ =0 z(5) = + oo.

Cette fonction décroit quand § croit, passe par un minimum positif
et atteint la valeur \/= quand § = =.

Comme 6, est fixé supérieur & zéro, il existe un nombre que nous
désignons par M(5,) qui est la borne supérieure de z(5) = y(0) quand
4 varie sur (4, ).

Nous pouvons fixer cette borne supérieure :

0

On vérifie que pour 0 <H L rona: iogg
smz
d’out :
) = < T on <z
sini 0

Donc, nous pouvons prendre : M(5,) = \/—
0
Revenons maintenant & la fonction F,_, (cos §) définie par (31).

Posons ¢ = (5 — ¢)p. On a : dp = —%dap.
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La fonction y(¢) se transforme en une fonction positive de J que
nous désignons par Y({), et qui est bornée supérieurement par le
nombre M(5,) défini ci-dessus.

I’expression (31) devient dongc :

_ % pb cos (pb — &) dq;
F,__4(cosh) = ﬂu{; Y (V) —-——\/4’ \/p

qui s’écrit :
(32) F,_4(cosb) = \/_SCOSpO J;peY( )C:;Sq}dqaﬁ—smpﬁ [(; ququ/z

Quand ¢ croit de zéro & pf, o décroit de § a zéro, Y(J) est donc une
fonction bornée, positive, et croissante.

En appliquant le deuxiéme théoréme de la moyenne aux intégrales
du deuxiéme membre de (32), on a pour la premiére :

me( )CO/S':J v Y(pO—O)fp cosqu(w‘ M(5,)
0

ou £ est tel que 'on a 0o <<Z<<p¥4.
On peut écrire :

pb cosQJ

JoVe

dy

~pYcos ¢ rEcosy

OSY | < a
Jo Ve *’l\ Jo Ve

ou pf et £ ont des valeurs positives indéterminées.

(‘PG cos d,»

v

d¢,

m»l

1
Comme — \/_ est une fonction positive et decrmssante pour J croissant

on sait d’aprés un raisonnement classique que est bornée

supérieurement par un nombre fini bien détermme quand k varie

sur I’axe (0, o). Nous pouvons donc fixer une constante absolue

~PYcos Lp

Un calcul identique peut étre exécuté pour la deuxiéme intégrale
s e .

P v
du deuxiéme membre de (32), et 'intégrale I S\I;,IT' d} est également
JE ¥

bornant supérieurement I’expression :

dy

bornée en valeur absolue par une constante absolue.

Compte tenu de ces résultats, et faisant p — 1 = n dans (32)
on a :

A
(33) | Fu(cos0) | = | Xau(cosh) 4+ X, ; 4(cos0) 1<m
0

ou 2 est une constante absolue.
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Remarquons que 6§, étant sur (0, =), on a

11
—_ < —_———
{ — 0
Vi V2’\/sing—(2
d’ou :
| Xa(cos0) + X, 4 4(cos0) | < Tl_x_—?;
\/2\/n\/sin§°
or

.0 1 — cosb 1 — x5
sin 20 — 0 _ 0
2 \/ 2 \/ 2
nous écrivons donc :
)\1

(34) | Xa(@) + Xp44(@) | < Vi(l — a)tt

(A, = cte absolue);

Cette formule établit la convergence uniforme vers zéro, au voi-
sinage de — 1, de I’expression considérée quand rn tend vers I'infini.

Si on considére expression | X, (z) — X,1(2) | ou l'on a :

xg v <+ 1, — 1l <zy <<+ 1,
on démontre de fagon identique que l'on a :
I8
| Xalo) = X s | SO ygim Oa = o absolue)s

Pexpression considérée converge uniformément vers zéro au voisi-
nage de 4+ 1 quand n tend vers l'infini.



CHAPITRE II

DEVELOPPEMENTS EN SERIE DE LEGENDRE

I. — CONDITION DE FERMETURE.

II. — SUR LES DEVELOPPEMENTS DES FONCTIONS DE CARRE SOMMABLE.
III. — SUR LES MOYENNES ARITHMETIQUES.
IV. — DERIVABILITE DES DEVELOPPEMENTS EN SERIE DE LEGENDR,

I. — CONDITION DE FERMETURE

§ 10. Développement formel en série de polyndomes de Legendre.
Condition dite « de fermeture ». — Les polynémes de Legendre étant
orthogonaux, le développement formel d’une fonction f(x) en série
de Legendre peut étre obtenu par le procédé de Fourier ;
soit S,(x) = a,X,(z) +...... + a, X, (x) ce développement ;
les coeffficients ont pour valeur :

+1
ak=2k2+1f | Xulofteids, k= 0,1, 2,

Ce développement formel suppose seulement que f(x) est sommable.
Si f(x) est non seulement sommable mais encore de carré sommable,
les coefficients @, peuvent étre obtenus en rendant minima l'inté-

grale

[fz) — 3 a:Xi(z) Pde.
0
Désignons par 3" l'intégrale 3, rendue minima. On a :

" .o “—H

+1 LA
glm) — 2y o N % .
n L1 [f(z) Pdx 220‘216—}—1}0

On peut donc écrire :

. l - 2 prt
2§2k T= %%‘2" 1 lf_l fle)Xufw)de | < [ | [fle)pda.

o —

]
La série E %Lj-i est donc absolument convergente.
0
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D’autre part, nous vérifierons tout a I’heure qu’on a bien pour
toute fonction f(x) de carré sommable :

1\ +1 2
(2) 22‘(2k + 1)[ f . f(x)Xk(w)dx]= f , [f@)rde
- _ _

Cette égalité définit la condition de fermeture du systéme de poly-
némes X,(x).

§ 11. Les polyndomes de Legendre forment un systéme complet. —
n
Soit un polyndéme Q,(z) = 2 oAk de degré n, comportant n + 1
0
coefficients o{" arbitraires. On peut déterminer ces coefficients en
écrivant que l'intégrale

I, = { [f(x) — Qu(x)]?dz  est minima.

v—1

On vérifie sans difficultés que ce polyndme ainsi déterminé est
identique au développement limité d’ordre n de f(x) en série de
Legendre. Les deux problémes se rameénent algébriquement l'un &
I’autre.

Remarquons que pour 3 définie au § 10, on a:
BPZ 0=
Si 1¢” désigne I, rendue minima, on a aussi :
I(m) > Iglmz > >... I(m) ’1(”‘)

Un systéme d’une infinité de fonctions orthogonales sur un
segment déterminé est dit complet ou fermé s’il est impossible de
trouver une autre fonction qui ajoutée a ce systéme forme un nouveau
systeme orthogonal.

On sait (Y) que pour qu’un systéme orthogonal soit complet, il
suffit que la condition de fermeture (2), ci-dessus définie, soit sa-
tisfaite pour toute fonction de carré sommable.

Les polynomes de Legendre forment un systéme complet ; quoique
ce fait soit apparemment connu, nous n’en avons pas trouvé de dé-
monstration ; nous en détaillons une ci-apres.

Soit f(z) de carré sommable, et soit S,(x) le développement de
Legendre limité d’ordre n de cette fonction.

(1) Par exemple : GoursAT. — Traité d’Analyse, t. I11, 3¢ éd., p. &445.
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+1
Posons 3" = [ [f(®) — Su(®)]’dz, on sait qu'on a
J—1
3;”"}32,;’)1 >.... La condition de fermeture est satisfaite si on a
lim 3 = 0. Ce résultat sera acquis si * étant arbitrairement
n =— o

choisi, on peut trouver n tel que 'on aura 30" < ¢®; on aura aussi
nécessairement :

3g’2—p<€27 P“—:O’ 17m

Soit fau(x) le développement limité d’ordre n de f(x) en série de
Fourier sur le segment (— 1, + 1). Les fonctions f.(z) sont continues
et ainsi qu’il est connu, les coefficients de f.(x) rendent minima

+1
lintégrale H, = r [f(x) — fa(x)]2dz; On a en outre, H” désignant
la valeur H, minimée : HI > H{®, > .......

On sait par ailleurs que les suites de fonctions sin p.x, et cos px
forment un systéme complet, et qu’en conséquence, la condition de

fermeture étant satisfaite, on a lim H{” = 0.

n = *®
Choisissons arbitrairement un nombre positif ¢,. Nous pouvons
trouver i tel qu’on ait :

+1
f_ ifle) — FlolPde < o

Par ailleurs f;(z) étant continue, on peut au moyen du théoreme
de Weierstrasse, trouver, étant donné un nombre positif ¢, arbitraire,
un polynéme R,(x) tel qu'on ait

[ fiz) — Ra(2) [ <5, —I<2z<<+1;
soit n le degré de ce polynéme. On a ainsi :
t_'_ 1
|, ) — Ruapar < 24
—1

Considérons maintenant un autre polynoéme de degré n, Q.(x),
dont les n + 1 coefficients sont tels que ’'intégrale

+1
L, = ( [fi(x) — Qu(x)]?dz  est minima.
1

v —

On a nécessairement :

1 +1
7 ) — Quayras < f 1) — R < 243

—1
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tous les polyndmes Qq(x) de degré q (g > n) qui miniment 'intégrale
L, sont tels qu'on a :

+1
[t — Q@F <24 caronaiLi> L,

Ceci posé, on peut écrire :

+1
f_1 [f(2) — Qulx) Pdx =j:_ [(f—‘ fi) + (fi — Qu)PPdw

d’ou

f_ [f(2) — Qu( x)]2dx<[\/ u‘; (f — fi)?dx +- \/ j Qn)2dx:|2

d’ou finalement :

+1 .
f_1 [f(x) — Qu(@)Pda < [y + /25, %

[

r+1
Comme S,(z) minime ’intégrale J [f(x) — Su(z)]? dz, on a néces-
—1

sairement :

+1 1 _
ﬁ [f(@) — Su(z) Pdo < ]_1 [f@) — Qu@)Pdz < [& + V25,

et on a aussi :

+1 Y
f [f(x) - S”-l—"(x)]zdx < [El. + \/252] ’ r= 07 17 2. 00,

La question suivante se pose alors :

Etant donné arbitrairement un nombre positif ¢ trouver un
entier positif n tel que 1’on puisse écrire : ¢ + \/2 & < . Il suffit
de prendre 5 << ¢ ; on en déduit f;(x) d’ordre i. Ensuite on prendra

g€ — 81
V2
aura

52 -

d’ott en choisissant R,(x), on déterminera n tel qu’on

| fil@) — Ra(@) | <

Dans ces conditions, on aura bien :

+1
f [f(x) — Supr@)Pde < 2, r=0,1,2..
—1
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II. — SUR LES DEVELOPPEMENTS DES FONCTIONS
DE CARRE SOMMABLE

§ 12. Remarque générale. — Haar (!) démontre le théoréme sui-
vant :

Soit une fonction f(x) définie et de carré sommable sur le segment
(— 1, +1). En tout point intérieur a Uintervalle (— 1, + 1), la
différence entre le développement d’ordre n de f(x) en série de Legendre
et le développement d’ordre n de f(x) en série de cosinus obtenu suivant
le procédé de Fourier tend vers zéro quand n tend vers Uinfini.

La question de la convergence ponctuelle du développement de
Legendre d’une fonction de carré sommable sur (— 1, - 1) en un
point intérieur & cet intervalle se trouve ramenée & celle de la con-
vergence de la série de cosinus en ce point.

Par ailleurs, Dunham Jackson (%) cite le théoréme suivant :
St f(x) de carré sommable sur (— 1, + 1) est identiquement nulle
sur Uintervalle o —»n < x < 5+ 7 contenu dans (— 1, 4 1), le
développement S,(x) de f(x) en série de Legendre converge uniformé-
ment vers zéro pour x < & < f3.

En fait, pour une fonction de carré sommable, la convergence de
la série de Legendre en un point intérieur a I'intervalle (— 1, + 1)
dépend seulement de I’allure de la fonction au voisinage de ce point,
ainsi qu’il résulte du théoréme de Haar, tandis que pour la série de
Fourier, le méme résultat existe sans qu’il soit nécessaire que la
fonction soit de carré sommable, il suffit qu’elle soit sommable (3).

§ 13. Application du critére de Riemann-Dini aux développements
en série de Legendre des fonctions de carré sommable. — Nous
énoncons et démontrons le théoreme suivant :

Théoréme :

Si la fonction f(x) définie et de carré sommable sur (— 1, + 1),
est telle qu’au pointz, (—1 < x << + 1), les conditions a) et b) sutvantes
dites « conditions de Riemann- Dint » sont satisfaites, a savoir :

a) f(x — 0) et f(x + 0) ont des valeurs bien déterminées,

(1) HAAR. — Rethenentwicklung nach Legendreschen Poly. Math. Ann., Bd 78,
1917.

(®) DunuAM JAcksoN. — The theory of approximation. Amer. Math. Soc. Col-
loquium Publication 1930. Vol. XI, page 71, th. XIII.

(3) LEBESGUE. — Séries trigonométriques.

Thése Bergeot. 3
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b) les intégrales

f(s) — flx + 0)

x4+ h \
f s ds (h>0)1
v S e — 1 0 existent,
s) — f(x —
[ [ fe =0 g

alors la série de Legendre de f(x) converge au point x vers la valeur
1
5 [fe —0) + f + 0)].

Soit S,(z) le développement limité d’ordre n de f(x) en série de

Legendre ; on écrit en utilisant la formule de Christoffel (4),§ 1:

1 [+t
\Sn(m) =3 f_ P )f(s)ds

( _n +1 f+1xn+1(3)xn(x) — Xa($) Xn1y(2)

2 —1 §—X

3)

f(s)ds,

\

d’ou :
1 & —h

SSn(x) =3 f; . Po(z, $)f(s)ds

+h

3

(4) ¢ 1 1 [+
( + 5 f P2, 5)f(s)ds + 5 [x +h<l>n(x, s)f(s)ds 3

X
—
Nous nous proposons de démontrer qu’on a, x élant intérieur a

. 1 .

lim S,(2) = 5[f(w —0) + f(@ + 0)].

Remarquons qu’on a :
1(* 1 1 .
(5) —2. _1¢n(x. s)ds = 3 + 5 Xo(2) Xniq(2) 5

en effet

L “ I o + 1
2£1fbn(x1 s)ds :tf;l [2 XO(.’I))XO(S) —I—- con + n ;_ Xn(x)Xn(s)]ds,
d’ott compte tenu de (8), § 2 : a savoir :
2k + 1)Xa(s) = Xiga(s) — Xiy(s),

on aboutit & la formule (5). On vérifie de méme qu’on a :

1 [+t 1 1
) 3). e s = — Xl Xoralol
x
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et de (5) et (6) on tire :

+1
) ; f ®u(@, s)ds = + 1.

Nous démontrons maintenant que si f(x) est de carré sommable,
on a:

8) lim %[ Du(z, s)f(s)ds =05 (—i<<a<z<<+ 1),
n=o»“/—1
et :
(Y
lim 5 ®,(z, s)f(s)ds =0; (—il<<z<<b<<+1).

n=m2 b

En vertu du § 7, (28), nous avons

2V2 1
| X )|<\/‘/ = (—i<z< 41
Posons K(x) = 2\/2 7 ! ; K(z) est finie en tout point z in-
= V1—a?

térieur & (— 1, + 1)
On peut écrire :

. X”+l('g) f(S)dS

1 a
Qu{— 1CIJ,L(:c., s)f(s)ds =

22 fisyas,

d’ou :

@ 5| [, ooas|
AL | [ Xaga(s) 1 ¢ Xa(s
<M2[ﬁﬁﬁﬁmﬂmﬂﬂﬂhxmﬂ

Posons F(s) = ng(i)—x pour — 1 s<a, et,

F(s) =0 pour a<<s<+ 1.
F(s) est de carré sommable sur (— 1, + 1). On a done :

_'_
f_ [F(s)ds = f [F(s)Pds < f [f(s)]2ds ;

or la série

QR

%}:(% + 1)[];—:1F(S)Xk(s)ds]2

0
converge absolument (§ 10).
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Done
u+1
klim V2k +1 lf F(s)Xk(s)dsl =0;
= —1
en conséquence :
lim n +_1
n=uw \/n

De (9), on déduit done :

('“ Xut1(8)f(s)

v—1 $—Z%

dsl:O.

(10) lim - %f‘ai Pz, s)f(s)ds = 0 ; (—l<<a<<z<<4+1).

n=ow

Un calcul analogue donne :

+1
(11) limé , Pp(x, $)f(s)ds = 0; (—1 <<x<<b<<+4 1)

n=—aw

Revenons a ’égalité (4) ; Posons :

O 1 x_hq, ( d ©_1 x+h¢,
3 a(z, $)f(s)ds, n =5 (2, $)f(s)ds,
—1 z—h

L%

1 (Tt
et 9= 5 [ vte, s
r+h

ona: Su(z) = 1P 4+ 19 4 19,
Vu les résultats (10) et (11) on conclut au fait que :

lim 1P =0, lim I®=0.

n = o n —= o
Ecrivons :

-k {x Pu(z, s)f(s)ds + %fﬂ—h‘l’ (@, 9)f(s)ds
n = 9 " 2 :t e !

Sx—h
ou bien I?® = L® 4+ L& L® et L désignant respective-
ment la premiére et la deuxieme intégrale du deuxiéme membre
de I®. Nous nous proposons de calculer lim I = lim S,(z).

On peut poser : T T
LY =5 [ ol 9)0) — flz —0) + flo — O)ks,

ou :
x

LY = 1f(gg — 0) | ¢n(x, s)ds +

§—X

) 1f () = 1@ =0 5 (X p44(8)Xa() — Xil9)Xop(®)]ds.
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nr—h

1= 1 (= 1
5 dy(x, s)ds = 5 Ppu(z, s)ds — 5 J ®,u(z, s)ds ;
2 z—h 2. 1 2 —1

en vertu de (b) et (10), il vient :

S
(12) lim Qu’x—hq)n(x’ s)ds =

n = w

| T

Nous cherchons maintenant la limite pour n—>w de la deuxiéme
intégrale du deuxiéme membre de L.
Posons = cos0, s = cosg, appelons J I’élément d’arc corres-

pondant & h. Cette deuxieme intégrale que nous désignons par J.
s’écrit alors :

o+t f"“f(cos 9) — fleos (0 + 0]

cos o — cos 0

[Xnr1(cos o)X (cos 6)

— Xa(cos 9)X,14(cos 0)] sin ¢do

Le point zest tel qu'ona —1 <<z <+ 1,d’010 <9< = ; 'intervalle
(x — h, z) est intérieur & (—1, + 1); on a donc 0 <<h << f + 5<<m, et
o pris sur le segment (4, § + 0) ne peut atteindre ni la valeur zéro
ni la valeur =.

D’aprés ’hypothése de I’énoncé du théoréme, I'intégrale

fx fis) — fle —0
r—h

s—zx
a une valeur finie ; la fonction lf(cos ¢) — floos (0 + 0] sin cp‘
cos © — ¢os 6
a donc une intégrale finie sur tout intervalle (9, § -+ ¢) intérieur
a (0, m).

Il en est de méme de la fonction

f(cos ¢) — fleos (0 + ())]lzlf(coS ) — fleos (O + 0)]

oS ¢ — €OS 9 | cOS ¢ — €OS 0

sin 301 X S~l~I—1_CP
pour 0 <o <m.
Dans l'expression de Ja, écrivons le produit suivant :
n+1
(13) g [Xnri(cos 9)X,(cos 8) — X, (cos ©) X, (cos 0)]

en y remplacant X, et X,,, par leurs valeurs (26), § 6, & savoir :

1 n
cos[(n + ﬁ>6 — —]
Xn(cos 0) = 2 _2.*‘ i + ! Ml(’:’e).
Vo \/2 sin 6 m\/n sin’
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Ce produit (13) se décompose alors ainsi :
10 un terme :

n+4+1 1
%
™ Van + 1)

cos| (45 Yo Jeos[ (n-+5 Jo—7 | —eos[ (-t 5 o Jeos(n-+5)o 5]

\/sin ¢ sin 0

20 Une somme de termes ayant en facteur quand n — o une quan-

tité devenant infiniment petite comme% , et dans lesquels la va-

riable ¢ apparait au dénominateur dans les expressions ou

\Vsin ¢

sm13'2 , qui restent finies pour 0 <o <<m.

3° Une somme de termes, ayant en facteur quand n — oo une

quantité devenant infiniment petite comme r%’ la variable ¢ appa-

raissant au dénominateur dans 'expression 51;11372; , qui reste finie
pour 0 <<o<I=w

Ajoutons qu’aux numérateurs des termes envisagés sous 2° et
30 ci-dessus, la variable 9 n’apparait que dans des cosinus ou dans
la fonction M;, expressions bornées supérieurement en valeur
absolue.

Sous les conditions qui viennent d’étre énoncées, on conclut que
les parties composantes de J» qui comprennent les intégrales des
termes envisagés sous 2° et 3° ont pour limite zéro quand n — % ;
en effet, les intégrales proprement dites sont finies puisqu’on a :
0<g<g<<g+ o< =; elles sont en outre affectées de facteurs

Lo . 1 . 1
décroissants soit comme 5 801t comme b quand n — oo,

Il reste maintenant & considérer le terme que nous avons men-
tionné sous 1°; on peut I’écrire :
1)(¢+0)sin T 1)(s—0)sin ¥ 1
n 1 cos(n+1)(¢40)sin D) —sin(n+41)(s— )smT

14 —_—
14 =/ n(n+1) \/sin 6. sin o

Considérons par exemple au numérateur la partie en

cos(n + 1) (¢ + 0) sint’p—z_—6
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qui dans D’expression de J, fait intervenir I'intégrale :

sin ede.

nad e+8f(cos',o)—f[cos(9+0)] cos(nJri)(c,:—i-e)sin%_—0
(15) I,

:\/ln(n+1)
Ona:

cos(n + 1)(v + 5) = cos(n + 1)g cos (n + 1)5—sin(n 4 1)psin(n + 1)

dans (15) apparaitra donc l'intégrale

642 [ o—
Vv n:r:u . OOSV( g:r:_t)“ ﬁ cos(n+1)e f(coscis waﬁé 0+0)] \/S‘n ede.
=\/ nn 1 v

c0s ¢ —cosf) \/sinf

Dans I’élément différentiel, le facteur de cos (n + 1) est som-
mable ; 'intégrale précédente a donc zéro pour limite quand n — oo.

De méme dans (15) on considérerait I'intégrale en sin(n + 1)o
et on démontrerait qu’elle tend vers zéro.

Considérant au numérateur de (14) le terme

sin(n—i—l)(cp——())sin?—;ﬂ,

on ferait un raisonnement identique aboutissant & la méme conclu-
sion.
Finalement, on a donc :
lim-J, = 0.

n=aw
Compte tenu de ce résultat, on écrit :

g

. 1 1
lim LY = lim- [ @ua, 9)fts)ds = 5@ —0);

n=ow0 n=cw </ r—h

De la méme facon, on démontrerait que l'on a :

x -+ h
lim L? = lim. % ®,(z, s)f(s)ds = %f(x +0);

n=ow n=aw x

D’ou, en conclusion et pour — 1 << x << + 1:

lim 8,(2) = lim: I¥ = lim LY + lim Ly'=3 [f(x —0) + flz + 0)].

n=ow n=ow

III. — SUR LES MOYENNES ARITHMETIQUES

§ 14. Fonctions sommables ; extension du théoréme de Gronwall
sur les moyennes arithmétiques du 1¢r ordre des développements
en série de Legendre. — 1° Gronwall (*) a démontré le théoréme sui-
vant :

(1) GroNwALL. — Laplaschen Reihe. Math. Ann., Bd. 74, 1913.
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Soit f(x) absolument intégrable sur le segment (— 1, + 1) ; soit
S.(x) le développement de Legendre limité d’ordre n de f(x); soit
S'n(x) la moyenne arithmétique du 1°* ordre des développements S;(z)

1

a savoir : S', =
"1

(S¢ + Sy +.....S,) ; alors en chaque point x
ou les valeurs

lim f(x == ¢) = f(x == 0) existent,

g =
les moyennes arithmétiques du 1€ ordre convergent vers la limite sui-
vante :

lin: S)0) = %[f(x 4 0) 4 fle—0)];

Si f(x) est continupoura<lz<b,(—1<La<b<+1),la conver-
gence est uniforme pour

o <z<{b oulona a<<a <<b <hb

REMARQUE. — Du calcul de Gronwall on déduit immédiatement
que ce résultat subsiste si f(z) est intégrable au sens de Lebesgue,
¢’est-a-dire sommable.

20 Gronwall ne démontre pas que si f(x) est continue sur le segment
(a, + 1), la continuité étant uniforme jusqu’'au point -+ 1 inclus,
la convergence est uniforme sur le segment (', 4+ 1), (' <2< + 1),
(a' > a).

Nous nous proposons de démontrer ce résultat complémentaire
qui résulte d’ailleurs du calcul de Gronwall et qu’il est facile de
mettre en évidence en modifiant convenablement les champs d’in-
tégration. :

Nous reprenons donc ci-aprés le calcul de Gronwall en y apportant
les modifications de détail utiles :

Hypothése : f(x) est supposée sommable sur (— 1, + 1) et unifor-
mément continue sur (¢, + 1), (— 1 <ae<< +1).

A. Soit la sphére de rayon 1 sur laquelle nous prenons deux points
M(%,9) et M(5',¢'), dont les coordonnées cartésiennes sont :

!

[ x = sin 0 cos ¢ (x:sin‘i’cos:p’
M: y=sinbsino M’:?-yssine’sinq:"
.z =1c¢080 z' = cos b’

~

Le point O étant le centre de la sphére, 'angle MOM = y est tel
qu'on a :
cos y = sin 0 sin 6’ cos (¢ — ¢’) + ccs 6 cos 0.
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Designons par F(, ¢) une fonction sommable définie sur la sphére
Son développement d’ordre n en série de Laplace est :

~ 2k 1 . 2w
(16) \ 4+ f dy’-F(0', ¢') sin 6. { Xan(cos y)dg’,
0

0 1%

ou X,(cosy) désigne le polynome de
Legendre d’ordre n relatif a la va-
riable cos ;.

Supposons que la fonction F(5,0)
soit constante sur chaque paralléle
5 = const. Cette fonction est alors
indépendante de ». Désignons-la par
f(cos ). Nous référant aux coordon-
nées cartésiennes précisées ci-dessus,
on définit ainsi sur ’axe des z et ,
pour — 1 <z + 1 unefonction fig. 1
sommable f(z) = f(cos §).

Dans ces conditions, le développement de Laplace limité d’ordre n
de cette fonction s’écrit :

n‘ . g 2%
(17)  Su(cosd)=Sn(z) = ZZA 4_: L [ do’- f(cos8')sin6’- Xn(cosy)de
0 0 0

On vérifie (voir par exemple Fejer () que ce développement
(17) n’est autre que le développement de Legendre, & savoir :

(17) Su(z) = S_
0

Xk(z)f f(s)Xx(s)ds.

C’est en partant de (17) que nous conduisons le calcul. Posons :

an(cosy) = Xy(cosy) + -+ + (2n + 1)X,(cosy),
et :

1 -
o'n(cosY) = m[%(cos‘r) 4 -+ Fon(cosy)].
On voit d’apreés (17) qu'on a :

T 2%
(18) S)/(2) = Si'(cosh) = zj—ﬂf d0’-f(cos 0')sin 0’~f o,/ (cosy)do'.
0 0

() FEsgr. — Mémoire sur les moyennes arithmétiques. § k. Math. Ann., t. 67
1909.
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B. — Le calcul relatif & la convergence de S,(z) repose essen-
tiellement sur ’emploi de valeurs majorant | s,(cos y) |
et

1 = 2T

i }0 . }0 | /(cosy) | sin0'ds’-do'.

{Gronwall, loc. cit., Lukacs (1)). Nous rappelons les résultats de ces
auteurs.

Posant ¢ = cos y et utilisant la formule de Christoffel, (3), (4),
§1,o0n a:

1 1

19) w0 = g [ X0 — 4+ 10X, 40| = Z Tl
0

1—1

ou l'on a posé :

RS
Un =7 1%){,@).
Gronwall démontre que pour 0 <<y <m, on a:

12 1

20 | on'(co < S —
@ o) | < Ve Ve i

Soit maintenant :

T 2R -
() = 2= f f | si(cos) | sinvds'an’ = L f | o/ (cosy) | dw.
00 JK

ou dw = sin4'd5'de’ désigne I'élément superficiel de la sphére, et

ou ’ indique que l'intégrale est étendue a toute la sphére de sur-
K

fac.;e K. On voit que p,' ne dépend pas de la position du point M(4, ¢) ;
on peut prendre 5 = 0, ainsi M est au pole nord de la sphere.
On a alors cos y = cos ', d’ou :

97&’(0, ?) :% / [ c'"I(cos 0’) i sin 0"+ dY’
o
ou en posant cos §' =t
1 [+
@1 o =g [ e | d
J—1

Gronwall et Lukacs démontrent que p,’ est borné supérieurement
quel que soit n ; on a donc

(22) o < G ou C = cte absolue.

(2) Lukacs. — Sur les séries de Laplace. C. R. Acad. sc., 1913, t. 157.
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C. — Comme f(z) = f(cos 6) est indépendante de ¢, considérons
f (cos 6), sur le grand cercle de plan ¢ = 0, (voir fig. 2).

Soit Ab’ le segment sur lequel f(z) est uniformément continue ;
on a: Ob' = a, OA = + 1, la continuité uniforme existant pour
aLe L+ 1.

Soit BB’ la corde passant par b’ et perpendiculaire & OA. Posons

AOB = . L’arc de continuité uniforme est défini par 0 L6 L .
Le point &' définit une calotte
sphérique de pole A de diamétre
BB’ qui constitue la zone de
continuité uniforme de F(f,¢), en
I’occurrence f(cos ) = f(z).

Soit M pris sur 'arc AB, et
défini par langle 6 = AOM,
(om = z = cos 0).

Considérons deux points M, et
M,, encadrant M, pris sur le cercle
de plan ¢ = 0 et définis respecti-
vement par les angles 6§ —¢ et
6+ ¢, ou ¢ est une petite quantité
positive. On suppose § < o —=.
On se propose de démontrer que S,'(cosg) converge uniformément vers
f(x) pour 0 <6<«

Nous formons donc une expression majorante de | f(cos 5)—S,/(cos g) |.

De (18) on déduit :

.

(23) f(cos0) — S,/(cosb) = [!—if[f(cos 0) — f(cos 6')]s,'(cos y)dw ;

en effet, pour écrire (23), il suffit de vérifier qu’on a

Zf?—j an'(c08 y)dw = 1.
WK

A cet effet, posons dans (18) :f(cos’’) = 1 quel que soit 6’ ; on
a alors

-~

. 1
Sa'(z) = A ’Kcn’(cosY)dm.
Or :
$:(0) = - [Su@ + -+ + Sula)];
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Si nous désignons par ®,(z, s) la fonction de Christoffel définie
précédemment (3), § 1, on a :

1 [+
Si(z) = if bp(z, s)ds = 1,
0

ceci quel que soit %,
d’ou on déduit S,'(z) = 1 (quel que soit]n).

Désignons par K, la surface de la zone engendrée par ’arc M,;M,.
Autour de I’antipode M’ de M considérons une calotte sphérique,
de pdle M', limitée par le cercle de diametre M,” M, ; soir 29 la
valeur de l'angle M,’OM,’. Désignons par K,la surface de cette ca-
lotte.

Désignons par K, la surface du reste de la sphére. On a bien
K=K, + K, + K,

On peut écrire (23) sous la forme abrégée :

1 1 1
f(cost) — S;'(cos ) = 4—_f + s { + = {‘
‘J Ky JK,y

J K

Nous calculons maintenant des majorantes des valeurs absolues
des 3 intégrales figurant au 2¢ membre de (24).

1
b K

< max. | f(cos0) — f(cos®’) | 41—11] | ou'(cosy) | dw

D. — Majoration de

On a:

1
=38

d’ou, en vertu de (22) :

(25) léf

Remarquons que 4’ défin't un point pris sur K,.
L
b ),

<Zl;c|f(cos!))l-fl; Icnl(cos~{)ldw+£; ] If(cos 6)] - | (cosy) do.

< max. | f(cosb) — f(cos®’) | x C. (G = cte absolue).

E. — Majoration de

On a:

(26) l:—;ﬁ

De (19) on déduit

1 2
1 Un(eosy) | + | Xy q(e0sy) [ 75575

| oa'(cosy) | < T—cosy
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L’angle 6§’ définissant un point sur K,, on a :
r sy n
cos y est compris entre — 1 et — cosd, et I'on a :
| o(cosy) | < 2.
L’inégalité (26) devient donc :

f’ if(cosﬂ |- ngdm + 41_”.2];2[ f(cost’) | dow.
1
aj;<

car on a :

soit :

@7) | fcost) |+] 1 — coss | + ) | do,

( dw = 27(1 — cos?).

J Ky

=),
4 %

L’intégration ayant lieu sur K, I'angle y est inférieur & n. Nous
rappelons l'inégalité (14) :

F. — Majoration de

.

12 1 .
(1—cosy)Vsiny V2n + 1’
cos y atteint son maximum pour y = ¢, valeur qui correspond au
minimum de (1 — cosy) \/siny, on a dong :

12 1 .
(1 — cos ¢) \/s—in—a \/m

|sn(cos v) | <

| on(cos y) | <

Or, on peut écrire :

1
=),

< |f(cos 0) | X max. | g,(cos ¥) | .%'fdw
“JEK

-+ max. | sa(cos v) If—r [ | f(cos 07) | dw,
= Jx
d’ou :
12

28 —_—,
@9 (1 — cos <) \/sine\/2n + 1

< {|f(cos )| + G §

1
),
Ks

ou nous avons posé :

(29) G=%memmu

G a une valeur finie bien déterminée puisque f(cosb5) est sommable.
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G. — Majoration de | f(cos6) — S,'(cos 6)|.
En résumé, de (25, (27), (28), on déduit :

(30) | f(cos 8) — S,(cos 0) | <C max. |f(cos 8) — f(cos 8')|-C
6’ sur k,
+ | f(cos 8) | (1 — cos 3) + % [ | f(cos 0) | dw
12
0 G —— .
i [flcos8) |+ G | (1 — cos e) y/sine\/2n + 1
Cette inégalité est valable pour § = =.

Supposons maintenant 0.<6<¢;la zone sphérique K, se réduit a
une calotte sphérique, et on vérifie que I'inégalité (30) subsiste sans
modification.

Il faut remarquer qu'on doit nécessairement supposer qu'on a
6 < a—ccar si § tendait vers«, on ne pourrait plus utiliser I'inéga-
lité (20) (valable seulement pour 0 <y <C=) car on pourrait avoir
v =0.

L’inégalité (30) donne donc une majoration de | f(cos § — S'y(cos §) |
valable pour 0 <6 <L a—-.

H. — Convergence uniforme de S,’ vers f(z).

Il suffit de démontrer qu’on peut définir ¢ de fagon qu’une quan-
tité positive » étant donnée arbitrairement, on puisse trouver un
entier positif N tel que pour tout entier n > N on ait :

| f(cos ) — Sy(cos B) | << m , 0<<hH<La—e

10 f(cosg) étant uniformément continue sur I’arc AB, on peut trou-
ver ¢ tel que pour tout couple de points de I’arc AB définis par
6,6' ou 'on a |5 — §'| <e, on puisse écrire :

| f(cos 6) — f(cos )| < 3-
20 soit M la borne supérieure sur I’arc AB de la valeur absolue
de la fonction continue f(cosf5). On a :

[ f(cos 0) | (1 — cos 8) < M(1 — cos 3),

et choisissant convenablement d on peut avoir 1 — cos 0 arbitrai-
rement petit.

3° f(cos 6) est sommable ;f | f(cos §') | dw» dépend de la position
Ko

de M, mais pour M fixe décroit si K, décroit, c’est-a-dire si 0 dé-
croit ; cette intégrale a pour limite zéro quand d — 0.
On peut donc, étant donné une quantité positive »' définir &
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tel que pour toute position de M sur AB telle que: (0<CH<C x—¢),
on puisse avoir :

| f(cos 0) [dw < 7.

Nous choisirons donc o de facon a satisfaire & I'inégalité :

| feos 0) | (1 — cos &) + -21—n { If(cos 0') | dw < 1?1,

JxKy
Ceci posé, = étant fixé d’aprés 1°) ci-dessus on pourra trouver N
tel que pour tout >N on aura :
12 )
§ 1 f(cos 0)] 4+ G ! AR —
Hr ) ((1——0055)\/sina\/2n—|—1 3
Finalement on aura bien déterminécet N tels que pour tout n>> N
on aura en application de (30) :

[ f(cos 0) — S,(cos 0) | <r,

ceci valable pour 0 <9 La—e.
La convergence uniforme de S»' (cos 6) vers f(cos 6) pour
0oL a' avec o' <<a sera bien assurée.

. T . g
REMARQUES. —Si on a o> 9 M peut occuper la position corres-

pondant & § = 5, ou des positions voisines telles que l’antipode

M’ et M soit & lintérieur de la zone engendrée par I’arc M,M,. La
démonstration développée ci-dessus reste valable sous la réserve
que K, soit bien telle que définie précédemment mais que pour K,
on considere la zone engendrée par M;M, diminuée de la partie de
K, empiétant sur elle.

Une démonstration identique & celle qui vient d’étre exposée
pourra étre construite pour un segment de continuité aboutissant a
Pextrémité (— 1) de lintervalle (— 1 4 1), c¢’est-a-dire au point
A’ antipode de A.

Le théoréme de Gronwall cité au début de ce paragraphe (§ 14)
est donc complété comme suit :

St f(x) sommable sur (— 1, + 1) est uniformément continue sur
le segment (a, + 1), (—1<<a<< +1),la premiére moyenne arithmétique
des développements de f(x) en série de Legendre converge uniformément
vers f(x) sur (&' + 1)oulona<<a' <+ 1. On aurait un résultat iden-
tique pour un segment de continuité aboutissant au point (— 1).

En particulier si f(x), sommable sur (— 1, 4 1), est continue pour
—1<e<<+ 1, la premiére moyenne arithmétique converge uniformé-
ment vers f(x) sur le segment (— 1, + 1) fermé.
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IV. — DERIVABILITE DES DEVELOPPEMENTS EN SERIE
DE LEGENDRE

§ 15. Sur la dérivation du développement d’une fonction continue.
Extension. — Soit f(z) ayant sur (— 1, 4+ 1) une dérivée f'(x);
nous ne faisons pas, d priori, d’hypothéses sur f(z) et f'(x) autres
que celles concernant la sommabilité de ces fonctions sur (— 1, 4 1).

Soit Sa(z) = 2 arXw(x) le développement d’ordre n de f(x) en
0
série de Legendre.

Les coefficients g, sont solutions du systéme linéaire

+1 "
(31) f [fa) — Y X Xidw =0, i=0,1,---n.
0

—1
n—1
On peut former le développement d’ordre n — 1, 2 be X de f'(x),

0
ou les coefficients b, sont solutions du systéme

n—1

/'c_'_. 1 | )
(32) J [f@) = Y bXplXide =0, i=0,1,---n—1.
—1
0

n—1
On peut ramener identiquement une forme Z Xz donnée &
n 0
une forme z 0. X', les coefficients 3, pouvant étre déduits des %
1
par résolution d’un systéme linéaire, ces deux formes étant de méme
degré. Nous remplacons dans le systéme (32) par le systéme équi-

valent :
n

+1
(33) f [f'(z) —deXk']Xidx =0, i=01---n—1.
—1
1

Nous rappelons les formules (12), (13), (14) du § 2 & savoir :

+1
Pourp <<n 41, ona: X Xpdzr = 0
J—1

+1
Pourp=n 41, ona: f XaXpdr = 2
—1

+1 ~ 2(p,n, de parités différentes)
Pourp >n-+1, ona: X Xpdx =
1

~* 0(p,n, de méme parité)
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Le systeme (33) s’écrit donc :

, r1

gZdl 4 ody 4 2y 4o = J Xdf (@)
(24) +1

) %y + 2y + - = | X, f(a)de

J—1
L e T
+1

d’ou : 2dlc = — [ . [Xk..}.{ _ Xg_l]fl(x)dx

Supposons maintenant que f(x) soit continue sur (— 1, + 1);
on a alors :

+1
2dy = — [(sz — Xk_,)f(x)]ii + [_1 [X'kg1 — X'—if(2)d.

La premiére parenthése du deuxiéme membre est nulle. Compte
tenu de (8), § 2, on écrit :

Xy — Xy = (2% + )X = ————

+1
[ Xif(x)dx
d’ott : dp =" —

——__H—— = Qp
[ X3dx

—1
n

La dérivée de 2 arXx est donc bien identique au développement

0 n

direct d’ordre n — 1 de f'(x) en série de Legendre, & savoir 2 dr X1,
n—1 1
c’est-a-dire Z bi Xx.
0

En conclusion. — Si f(z) est continue sur le segment (— 1, + 1),
la dérivée du développement d’ordre n de f(x) au point x = x, est
identique au développement direct d’ordre n — 1 de f'(z) en ce point.
La convergence de ce développement dérivé est donc dépendante des
conditions suivant lesquelles f'(x) est développable en série convergente
de polynomes de Legendre.

Par extension, et au point de vue formel, si f(x), f'(x),....[P (x)
sont continues sur le segment (— 1, 4+ 1)\ la dérivée (p + 1) du

développement de f(x) au point x = =, est identique au développement
direct de fr+Y(x).

Thése Bergeot. 4



CHAPITRE III

DEVELOPPEMENTS EN SERIE DE LEGENDRE
DES FONCTIONS A VARIATION BORNEE

I. — PRINCIPAUX RESULTATS CLASSIQUES.
RESULTATS COMPLEMENTAIRES.
II. — LIMITATION SUPERIEURE EN VALEUR ABSOLUE DES DEVELOPPEMENTS EN

SERIE DE LEGENDRE DES FONCTIONS A VARIATION BORNEE.

I. — PRINCIPAUX RESULTATS CLASSIQUES
RESULTATS COMPLEMENTAIRES

§ 16. Sur les théorémes de Burckhardt, Hobson, Stone et D. Jack-
son. — Le résultat fondamental relatif & la convergence des déve-
loppements en série de Legendre des fonctions a variation bornée,
est donné par Burckhardt (1). 1.’objet de son mémoire est ’établisse-
ment du théoréme suivant :

St f(x) est a vartation bornée sur le segment (— 1, + 1), le développe-
ment d’ordre n, Sa(x) de f(x) en série de Legendre converge en tout point

tntérieur a (— 1, + 1) vers %[]‘(x + 0) + f(x — 0)]quand rn — oo.

En particulier sur tout intervalle de continuité intérieur @ (— 1, + 1),
la convergence de Sn(x) vers f(x) est uniforme. A la fin de ce mémoire,
Burckhardt indique qu'une légére modification du calcul permettrait
de conclure que Sa(+ 1) et Sa(— 1) convergent respectivement vers
f(+ 1) et f(— 1) quand n - .

Il ne faut pas présumer que si un segment de continuité aboutit
4 une extrémité du segment, la convergence sera uniforme au voi-
sinage de cette extrémité. Le calcul de Burckhardt ne permet pas
de conduire & ce résultat, qui d’autre part ne peut étre obtenu ac-
tuellement qu’a la condition de faire des hypothéses complémentaires
sur f(z), ou ses dérivées, au voisinage des points — 1 ou + 1.

En 1909, Hobson (3) donna le théoréme suivant :

(*) BurckHARDT. — Sitzungsberichte Akad. Miinchen, Math. Phys. KI. 1909
mém. n° 10, p. 1-138.
() HoBsoN. — Procedings London. Math. Soc., Série 2, t. 7, 1909, p. 24-39.
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a) Si f(z) est a variation bornée au voisinage des points (— 1),
ou (+ 1), il n'est pas suffisant que f(x) soit sommable sur le segment
(— 1, + 1) pour que le développement Se(x) de f(z) en série de Le-
gendre tende, pour n — oo, vers f(— 1 + 0) et f(+ 1 — 0), lorsqu’on
a respectivement x = — 1, et x = 4 1

b) il est néanmoins suffisant que f(x) soit a vartation bornée sur
(—1, +1).

¢) Par atlleurs le résultat est encore vrai si f(x) devient infinie en
un nombre fini de points (situés entre — 1 et + 1) avec un ordre d’infi-

nitude inférieur d %
A part la question concernant les infinis de f(z), le résultat &)
d’Hobson confirme ce que dit Burckhardt.

Nous citons les théorémes suivants démontrés par Stone ().
THEOREME A. — Soit

x z -+1
fo =—0+af(— 0+ [ [ posts o [ fayae exite;
Sn(x) converge uniformément vers f(x) pour —1 Lz < + 1.

+1 +1
f"dx existe, done f ) [f'(z) | dz existe ;

f'(z) est continue et nécessairement & variation bornée ; f(x) est
aussi continue et a variation bornée.

Ce théoreme démontre I'uniformité de la convergence jusqu’aux
points (— 1) et (-4 1). Pour tout segment de continuité intérieur
a (— 1, + 1), il n’est qu'un cas particulier du théoréme de Bur-
ckhardt (loc. cit.), faisant état d’hypothéses plus restrictives que
celles formulées par ce dernier.

TutoremME B. — Soit

r1 1
[l@) = f(—1) +]—_1 fl(x)dz  ou ] ) f?(x)dz existe,

la série Sn(x) converge vers f(x) pour — 1 <<x << +1; la convergence
est uniforme sur tout intervalle intérieur a (— 1, + 1).

La fonction f(z) est continue et & variation bornée, vu I’hypothese
faite concernant I'intégrabilité de f'2.

Ce théoréme se trouve inclus dans celui de Burckhardt et est plus
restrictif, puisque Burckhardt ne fait aucune hypothése sur l'inté-
grabilité de f'%.

() StoNE. — Legendre Polyn. Annals of Math. Princeton Univ., 27, 1925-26,
p. 321-329.
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Nous démontrerons plus loin que I’hypothése de l’intégrabilité
de f2 au voisinage des extrémités du segment (— 1, 4 1) entraine
la convergence uniforme au voisinage de ces points.

Nous mentionnons ci-aprés deux importants théorémes de Dunham
Jackson () qui ont un rapport direct avec les critéres relatifs & la
convergence uniforme ; nous ne donnons pas d’autres résultats de cet
auteur qui ont pour objet principal ’ordre de grandeur de I'approxi-
mation obtenue par les développements en série de Legendre, ques-
tion qui n’est pas étudiée dans notre mémoire.

TutoriME 1. — St f(z) est d variation bornée pour — 1 Lo <<+ 1,
avec une vartation totale Vet identiquement nulle pour a—n <2<+ n
contenu dans (— 1, + 1), st Sa(x) est le développement limité d’ordre n
de f(x) en série de Legendre, on a pour n > 1 et o« o < [5:

| Sa(z) | < —2V, ou C,' dépend seulement de .

Nous donnerons tout & I'heure un résultat analogue dans le cas ou
f(x) est identiquement nulle pour ¢ << 2z < + 1.

TutoriME 11.— Sif(x) a une dérivée p*" i variation bornée ; st V
est la variation totale de f(x) pour—1 <o < + 1, et si Sa(x) est le déve-
loppement limité d’ordre n de f(x) en série de Legendre, on a pour
n—>=p:
to | @) — Sule) | < 2%

TS pp—%
pour — 1 Lz < + 1, Qpr, dépendant seulement de p ;

20 | o) — Sul) | < o
nP
pour —1 +n Lo 1 —n, Q,,,] dépendant seulement de p et ».
Sion a p = 1, la convergence uniforme a lieu pour —1 <<z <+ 1,
(la, dérivée premiére est & variation bornée), mais I'intérét du théo-
réme réside aussi dans le fait qu’il met en évidence I'ordre de grandeur
de ’approximation.

§ 17. Résultats complétant les précédents (2). — Nous avons été
conduit & établir quelques propositions complémentaires ol nous

(*) D. JacksoN. — The Theorie of approximation (Amer. Math. Soc. Collog.
Public., 11, 1930, p. 71-76.)

(%) Les principaux résultats de ce paragraphe 17 ont fait objet de notre com-
munication & I’Académie des sciences parue aux C. R. : tome 199, p. 1363.



DEVELOPPEMENTS EN SERIE DE LEGENDRE 53

faisons intervenir la condition de sommabilité du carré de la dérivée
de la fonction, soit sur tout le segment (—1, 4+ 1) soit seulement au
voisinage des extrémités de ce segment.

TutorEME 1. — Soit () @ variation bornée sur le segment (—1, + 1)
continue sur(1—ze, 1) oue estun nombre positif fize (—1 <1 —e<<+1),
et possédant au point x = —+ 1 une dérivée & gauche.

On suppose que sur (1 —e, + 1) la dérivée f'(x) est de carré sommable.
Alors on a :

\ MV ff“
| Sul+ 1) ——f(+1)l<\/~— +\/f_€[f(x>]2dw

ou ) est une constante absolue et on [V.f]'5° désigne la variation
totale de f(x) sur le segment (—1, 1 — ¢).
Un résultat analogue existe au point x = — 1.

On a
1 1 "
Sw(+ 1) =5 2@k + DXf(@) da;
v 0

Compte tenu de la formule
n
X+ Xy =22k + )Xe,  (6) §2,
0
il vient :
L s Wax
Sa( + 1) = i\f;—l f@)[Xn + X5 14ldx + ‘Qﬁ_sf(x)lxgt + X a]dz.

La fonction f(z) étant & variation bornée, on peut intégrer par par-
ties, & savoir :

[N

€

m Su(+ 1) = 5} f@Xa(e) + X, @1

I ] 1 X X +1
— 3T+ X @] + 30X + Xarn

1
—% L,[XWC) + X, ., (@dlf(@)],

ou les intégrales du deuxiéme membre sont prises au sens de Stieltjes.
On sait qu’on a

[Xalz) 4 Xn+1(x)]z————1 =0 et [Xalx)+ Xn+1(x)]z=+1 = 2.
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On déduit done de (1) :

@) Su+ 1) —f(+ 1]

1 1—:z
<i f_ | IXu(o) + Xasa (014110

L+t
+3 \ﬁ | [Xal@) + Xapa(#)1dlf(2)]
Or on a :

1

5 < max. | Xa(z) + Xap1(z)] '[V'f]i—

e
—1?

1—¢
[ @) + Xasa(ondifo)]

J—

et d’apres I'inégalité (34), § 9, on écrit :
1

M
| Xa(x) + Xn+1(x) I < \/g Sy 0 = ote absolue),
Finalement on a donc :
1 r—c 1 . B
@) 5 J—1 [Xn(2) + X1 (@)1d[f ()] iﬁ IV f]i_:.

En ce qui concerne la seconde intégrale du deuxiéme membre
de (2), remarquons que f(x) est continue sur le segment (1 —e, -+ 1)
nous pouvons donc écrire d[f(z)] = f'(z)dx et en utilisant I'inégalité

de Schwarz former I'inégalité :
1 1
<V [ Xt Xeapae
1—c¢

Y
X \/fi_sf'z(x)dx
\/ d [Xn—{— Xy Pd

/T
X \/ f1 _ sf'%c)dx.

Une nouvelle application de I'inégalité de Schwarz donne :

A1 , \/ ) _¢T—“}
\/J_ [Xy -+ Xnpaltds < j | Xido +\/J_ dexs

\/[\/2n+1 \/2n—|—3] \/n

1 +1
i\ﬁ—s[x"m + Xnga(@)]f'(@)dz

soit encore :

1

5 [Xn(x) + Xua(@))f (@)do| <
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On a done :

1 1 1 o
5 ﬂ _E[Xn(x) + Xup1(@))f'(2)de | << \771\/ Jl_ f3(x)de ;
Compte tenu de (3) et (4), 'inégalité (2) s’écrit :

6) IS+ 1) —f+ 1)I<\/ ; Jvzﬂm \/ f S

ou 2, est une constante absolue.

(4)

Tutorime II. — Soit f(x) une fonction @ variation bornée sur le
segment (— 1, + 1) et identiquement nulle sur le segment (z, + 1) pris
sur (— 1, +1). Le développement d’ordre n, Sa(x), de f(x) en série de
Legendre converge uniformément vers zéro pour o' < x < + 1, ou
Pon aa << o' <<+ 1. Pour préciser, on a sur le segment fermé (o', +1)

G
| Su(@) | <) 1 f(— D | + [V-f@)] 1g——:~—~
Va(z — a)
ou C est une constante absolue et ot [V - ]‘(.70)]0‘_1 désigne la. variation
totale de f(x) prisede x = — 1 d z = a.

Nous avons vu [(3) § 13] que 'on a :

1 [T
Su(r) = 5 L 1 P(,8)f(s)ds

ou Pn(x,s) désigne la fonction de Christoffel.
Dans le cas actuel on écrit :

Su(e) = 5 J:‘l’n(x,s)f(s)d&

f(s) étant & variation bornée, posons f(s) = f(— 1) + P(s) — N(s)
ot P et N désignent deux fonctions bornées, positives, non décrois-
santes.

L’application du deuxiéme théoréme de la moyenne donne :

L

© S0 =) | Blesis + gPle—0) [ bufods

' Sn

1 e
— iN (2 — O)j Dy(x,s)ds
&'n
ou l'on a :
— 1 <bh<aq, —1 <k <a

1 - .
La fonctlon , ou on considere s sur (— 1, «), est positive et crois-
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sante puisque x est pris sur («, + 1) ; on peut donc écrire, toujours
en application du deuxiéme théoréme de la moyenne :

1 t 1 =
if Pl s)ds = ’125_ x__df:" [Xn 41 (@) Xa(8) — Xu(®@)Xn +1(5)]ds,

ou & est tel que Pona:—1 <& < a
Appliquant la formule (8) § 2, il vient :

1= 1 1 Xa a
I B T ko e SR
Xu(@)

X a
P "““’X"}c,.s'

Or Burckhardt (loc. cit) et D. Jackson (loc. cit) démontrent que pour
—1L2r+1ona:

| X4 1(x) — Xn—a(z) | < CT_ (ot C' = conste absolue).
Vn
De (7) on déduit done I'inégalité :
1 (= n+1 1 A1 Xngr | 1 [ X
(8)'21;1("”(%,3)(18 < 2 ‘(L‘-—a.2c |2n+1 \/ 2n+3 \/n+1]

Comme nous considérons que la valeur z peut atteindre la valeur
(4 1), nous majorons | X;(z)| =0, 1..... par le nombre (+ 1)
On vérifie alors aisément que de (8) on déduit :

9) \%fa ®,(z, s)ds ¢ 4t

<xTa;'3'7— ;o <<+, (=),
Considérons maintenant I'intégrale 5 f Pu(z, s)ds ;La fonetlon

est positive et croissante ; un calcul analogue au précédent condult a
I'inégalité :

10) ‘ 1 ~a l c

3 L D,(z, s)ds | <

4
Jea —a 3 n

De (6) on déduit, compte tenu de (9) et (10) :

4C/
(A1) 184(@) | <} 1) |+ P —0) + Na—0) { 577
soit encore :
A1) 1800 | <= 1) | + [V o, | e
n ~ i _1 )3\/ .‘11 . J)

inégalité valable pour o << x < + 1. Sa(z) converge donc uniformé-
ment vers zéro pour ' < & < + 1, (<< 2 <<+ 1)
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TutoriME II1. — S7 f(z) est une fonction d variation bornée, conti-
nue sur le segment (— 1, + 1), et si d’autre part la dérivée premiére
f'(x) est de carré sommable sur ce segment, alors le développement
d’ordre n, Sn(x), de f(x) en série de Legendre converge uniformément
vers f(x) pour — 1 <L o < + 1 quand n - oo.

Nous écrivons :

+1 dSn
7 [ — S22 do = 4 =8+ 0 —112) — Sy

d’ou :

+1 dS,
)= Su) | < I+ 1) =S+ 0+ [ | — 52|
d’ou :
5 " dS.1?
”_S” < 1 '—STI 1 2 4 _n )
| F@) —Sul@) | < | (1) —Su( +1)| +V \/”/_1 [re— 2]

Or d’aprés le théoréme I énoncé et démontré tout & I’heure,

| f(+ 1) — Sa(+ 1)| tend vers zéro quand n— © au moins comme i_
n
D’autre part vu les résultats du § 15, f(x) étant continue, on sait

n

que - est identique au développement direct d’ordre (n — 1) de

f'(x) en série de Legendre. Donc f'(x) étant de carré sommable, I'in-
~+1 2

tégrale] [f’ — %] dz n’est jamais croissante et a zéro pour
—1 - .

limite quand n — o. On déduit de ces remarques que S«(z) converge

uniformément vers f(z) quand n — o pour — 1 Lz < + 1,

TutoriME IV. — Soit f(x) une fonction a vartation bornée sur le
segment (— 1, + 1), continue sur (=, + 1) pris sur (— 1, + 1), et telle
que f'(z) soit de carré sommable sur («', + 1), &' = a ; alors Sa(x)
converge uniformément vers f(x) pour v 4+ »n L x < + 1 ou lon
a:0<7n<l—u.

Désignons par A le point défini par x = — 1,y = O et par B le
point défini par x = o', y = f(«').

Considérons la fonction f,(x) définie sur (— 1, «’) par la droite AB
et sur (#', + 1) par la fonction f(x).

La fonction f,(x) est continue et sa dérivée f,'(x) est de carré som-
mable sur (— 1, + 1). Posons fy(z) = f(z) —fy(x) ; poure’ Lo <L + 1
on a f(x) = 0.

Désignons par S{(zx) et S{(z) les développements respectifs
d’ordre n de f, et f, en série de Legendre.
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D’aprés le théoréme III, S’ () converge uniformément vers f,(x)
pour — 1 Lo << + 1.

D’aprés le théoréme de Burckhardt (loc. cit.), S& (x) converge uni-
formément vers f,(x) pour « << z < + 1.

D’aprés le théoreme I1I, S®(x) converge uniformément vers
fao(x) = O pour o' <z < + 1.

On déduit donc de ces considérations que S,(x) converge uniformé-
ment vers f(x) pour v +n o<+ 1,0ulona:0<<rn<Cl—o.

Un raisonnement analogue qu’il est superflu de développer per-
met d’énoncer le théoréeme suivant :

TaEorEME V. — Soit f(x) une fonction continue et a variation bor-
née sur le segment (— 1, + 1), et telle que la dérivée f'(x) soit de carré
sommable sur les segments (7, + 1) et (— 1, — «), tels qu'on a :
0<a<< + 1. Alors le développement Su(x) converge uniformément vers
flx) pour —1 <o < + 1.

II. — LIMITATION SUPERIEURE EN VALEUR ABSOLUE DES DEVE-

LOPPEMENTS EN SERIE DE LEGENDRE DES FONCTIONS A VARIA-
TION BORNEE

§ 18. Position de la question. — Pour les applications dont nous
aurons 4 nous occuper ultérieurement, et restant dans le domaine des
fonctions a vartation bornée, nous sommes amenés & définir des condi-
tions suffisantes telles que I’on puisse fixer un nombre indépendant
de n et de z, bornant supérieurement | Sa(x) |, lorsque x occupe une
position quelconque sur le segment (— 1, 4+ 1), —1 Lo << + 1.

Les critéres de convergence donnés précédemment ne permettent
pas d’arriver a ce résultat.

Prenons, par exemple, le calcul de Burckhardt, développé dans son
mémoire (loc. cit) ; Burckhardt écrit : (f(x) étant & variation bornée,
x étant pris entre — 1 et 1) :

1 r4+1 1 ~r—s 1
Su() =5 f . Pu(2,8)f(s)ds =3 } : bo(2,9)f(s)ds -+ f(z—0) f Pu(x,5)ds

x
v &—

v T—¢

1 /= 1 Xt s
+3 | 10— f@—0Pueds 5 | T — o+ O)ulzs)ds

1 x4 1 r+1
-+ Qf(ac + O)J by(x, s)ds + i] D,(x, s)f(s)ds.
x <
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Pour prendre un cas simple, supposons f(s) seulement bornée,
non décroissante, telle qu'on a f(x 4+ 0) > 0, d’ou la condition
f(s) — f(x 4+ 0) = 0 valable pour s > z ; soit alors :

1

x-+¢ 1
gf (f(s) — @+ 0)]Pu(w, s)ds =5 [f(x +-=—0)—flx +-0)]

rrte
I b,(x, s)ds

2

oulon a:xz <& <z -+ ¢ ; on peut écrire :

z+ ¢ z+ e _
%f o(z, $)ds — n g— 1 [ XnJr_l(s)Xn(xi a}:(n(s)Xn“(x) ds -
§ Jen -

n

pour s croissant dans Pintervalle d’intégration, la fonction

1
g est
décroissante et positive, d’ou :

e + < 1 1 E'n
S T ot =" e [ 60X — X0 Kaaelds

n — &
oulona:in<<én<<x -
En effectuant un calcul analogue acelui développé au §17 (Th. II),
on aboutit au résultat suivant :

1 x4+ <
5 [ &, (x, s)ds

JEn

3G

< —
(¢, — 2)4v'n

ou C est une constante absolue.

Or &» dépendant de n est compris entre z et © + ¢, mais sa valeur
ne peut étre précisée quand n — oo. Il est donc impossible de fixer
une borne supérieure indépendante de n pour le terme

1 x -+ ¢
) e — e + o,
quoiqu’il reste fini.

Cet exemple simple suffit & montrer que le calcul de Burckhardt
ne permet pas de fixer une borne supérieure (indépendante de n et
de x) pour |Sa(z) |.

Nous sommes donc conduit & poser et & résoudre les deux problémes
suivants :

ProBLEME NO° 1. — La fonction f(x) étant d vartation bornée sur le
segment (—1, + 1), il est possible, sans faire d’autres hypothéses sur
f(x) ou sur ses dérivées, de limiter supérieurement, par un nombre fize
indépendant de n, la valeur de |Sa(z)|, lorsqw’on a: v < x <9, d ety
étant deux nombres fixes tels que — 1 <y <3 << + 1.

ProBLEME N° 2. — Sous des conditions restrictives concernant I’ al-
lure de f'(x) au voisinage des points x = — 1 et x = - 1, conditions
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que nous préciserons plus loin, il est possible d’étendre cette limitation
auw cas on on ay = — 1,9 = + 1, c’est-a-dire au cas ot lon a :
—1<s< + 1.

Nous nous occupons d’abord du probléme no 1.

On peut poser f(x) = f(x) + fo(2), f, et f, & variation bornée étant
définies comme suit :
\fl(x) =0 pour y—n4+0ex<{d+7v—0, v,8 n étant fixes
] et telsquellona: —1 <<y—n<<y<<d<<d4mn<<+1.
@) =fl@) pour —1<<2zy—n—0 etpour S47n4+0<Cal+1.
{ folxy=0 pour —1<{axLy—n—0 etpour s+ +0<2z<{+1.
(fol@) = f(x) pour y—a+0<L e <849 —0.

Désignant par Sa(z), S{(z), SP(x), les développements respectifs
d’ordre n des fonctions f, f;, f,, en série de Legendre, on a bien :

Su(z) = Sy (x) + SP(@).

D’aprés le théoréme de Dunham Jackson mentionné au § 16,
(Th. I), on a pour y < 2 <L 0:

C
S| < vyt

ou Cx est une constante qui ne dépend que de 7.

La limitation supérieure de | Sa(x)| pour y < @ < ¢ existera si
nous pouvons borner supérieurement | SP(z) | pour y < z < 9,
résultat qui existera a fortiori 8’il est acquis pour y — »n < < 9 + n.

En résumé, la question sera résolue si on démontre le résultat
d’ordre plus général suivant, (que nous énoncons sans nous en tenir
a la lettre des notations employées ci-dessus), & savoir :

TaEOREME. — Soit une fonction f(x), a variation bornée sur le seg-
ment (— 1, + 1) identiquement nulle pour — 1 <oz << — o —0 et
pour o -+ O < 2 < + 1, (# désignant un nombre positif inférieur a
-+ 1) ; tl existe un nombre fixe indépendant de n et de x, (x étant tel que
Pon a — o < & < #), bornant supériecurement | Su(x) |, Su(x) étant le
développement d’ordre n de f(x) en série de Legendre.

La fonction f(x) étant & variation bornée, on écrit :

fx) = f(—1) + P(z) — N(z) = P(x) — N(x),
ou P et N désignent deux fonctions bornées, positives, non décrois-
santes. Le deuxiéme théoréme de la moyenne donne :

Su@) =5 f_ iz, f(5)ds =3 Plo—0) ﬁ i (z, s)ds— gy N(—0) j Dol $)ds
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ou 'on a :
—a <& <<a —a<<H,<a

On voit donc qu’en définitive,la limitation supérieure de | Sa(2) |
sera assurée sous les conditions qui viennent d’étre énoncées si on

b
f Dy(x, s)ds
Ja

peut borner supérieurement la valeur de I’expression

ou a et b sont deux nombres tels qu’on a :
—l<—aLa<bLla<<+1

et ou x définit un point intérieur ou extérieur au segment (a, b) mais
tel quona —z Lo < + 2

Le théoréme que nous allons démontrer au § 19 donne donc finale-
ment la solution du probléme no 1.

Ensuite, nous passerons au probléme n° 2.

§ 19. Théoréme concernant la limitation supérieur de I’expres-

b
f Du(x, s) ds|.
a |

TutoriME. — Soit un 'segment (— o, + ), (od = est un nombre
positif inférieur a -+ 1), et soit un segment (a, b) pris sur (— a, + @),

tels quon a: —1<<—o < a<<b<+ a<<+ 1; la valeur absolue
b

de | Du(z, s) ds, ou x occupe une position quelconque sur.le segment
a

sion

(— o, + a), (—a L 2 < + 2) est majorée par un nombre fint, indé-
pendant de n, x, a et b, mais dépendant de «.

Pour obtenir ce résultat qui nous appartient nous avions tout
d’abord décomposé la fonction ®» en une succession de termes d’une
telle forme que nous avions pu parvenir & majorer I'Intégrale ; cette
méthode conduisait & des calculs tres laborieux. M. P. Flamant, pro-
fesseur & 'université de Strasbourg, a bien voulu nous indiquer une
démonstration plus simple que nous substituons a la nétre ; la diffé-
rence essentielle provient de ce que M. Flamant opére directement
sur la primitive tandis que nous nous intéressions tout d’abord 4 la
fonction & intégrer.

On raisonne d’abord sur une intégrale indéfinie, obtenue par le
procédé suivant :
d’aprés la formule de Christoffel (8), §2 —, on a:

f 2n 4 1)Xa(s)ds = Xp11(s) — Xp—a(s).



62 INTEGRATION APPROCHEE DE QUELQUES EQUATIONS SIMPLES
Or d’aprés la formule (3), § 1, on a :

(2, 8) = Xo(2) Xo(s) + 3K (2)X(8) + - -+ + (20 4 1) Xy(2) Xa(s),
d’ou :

f@n(x. s)ds == s 4- Xy (@)[ Xy(8) — Xo($) | 4 + -+ + Xn(@)[Xnp1(5) — Xa(s)] ;
regroupant les termes et tenant compte de X, (z) X(s) = x, on a :

f‘bn(x, sids = s — x + [ X () Xp(s) — Xy(@)Xy(8)] + -+

("

<o+ [ Xaea(®) Xals) — Xa(@) Xo—a(8)] 4 Xon() Xnpa(s)-
Sur l'intervalle (—1, + 1) et @ fortiori sur (— «, + «), on a
ls—2 <2, [ X@) <1, | Xaals) | <1
d’ou une limitation :
s —2 4+ Xa(@)Xayq(s) | < 3.

Il reste & envisager
k=n—1

Y Xk Xeqals) — Xisa(@)Xi(s))
k=1

On pose :

x = cos 0, § = €08 ¢,
a = COS p — a = ¢08 (T — u).

On a bien :

—r <L et s< + 2,
Fi 3. 3 soit
p<b e m—p
Dans la formule (26), § 6, le dénominateur du dernier terme est
supérieur & un nombre fixe sin 3/2‘u. ; on peut donc écrire :

V2 cos [(k + %)0 “—Z] N plk, )

X ) = e 3
v{cos 0) \/k-:c sin 0 k 2
— 3 T
Xpy1 (€08 ¢) = V2 COS[(k + 2)? B Z] plk +1,¢)
TR R Vi + =sing % + 1)

ou on a :
| p(%, 0) |

<P P étant bre fixe.
Ip(k-i—i,‘?)lg\ étant un nombre fixe
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Il en résulte que ’on écrit :

/ o0
Xk (cos '1)X/,~+1(COS 9) = \/k(k 1 snos +
T 1) sin 0 sin ¢

= 1 T 5 3 14
(12) +\/2 cos[(k —{—-2)0——[;] plk+15) V2 cos[(k —1—2):9—5]})(10’0)
V= sin 0 (k4 1)"2 Vik + Dnsing gl
Pk, ) plk + 1, ¢)
k3/2(k + 1)3/2

En appelant Ty, ; , ; le groupement des trois derniers termes du
membre de droite de (12), on a :
V2P V2P p?

Trpgr| < ——— e - .
| Torl < Vesing &%k 4+ 1) Vasinp £k 4 1)% + KTk + 1)

Dans X (cos 5) Xy, 1(cos @) — X1 (cos 6) X; (cos @), on aura
Ty, 01— Try1, » qui admettra une limitation double. Si on fait
varier k, ces termes donnent naissance & des séries convergentes ; en
prenant la somme de toute la série on aura une limitation valable
quelle que soit la valeur de n.

Il ne reste & envisager que le premier terme du deuxiéme membre

de (12).
Pour son numérateur on écrit :

2 cos[(lc + %)e — Z]c()s [(k + %)G _ Z] —

/

= cos| (k5 )0+ (k + 2)e— 3]+ eos] (5 3)0—(5+3)e] =
DTN 8 o o

Groupons avec le terme analogue provenant de
— X 4 1(cos 8)Xy(cos o),

on aura provenant de ce second terme :

anf o o (s S]] o s 2

la somme s’écrit :

200s(k+1)(zp+0)sinq’;9——2 sin (K 4+ 1) (¢ — 0) sinc‘p_;o.

La partie restant & considérer et provenant de

X (cos 0)Xgpq (cos 9) — Xiyq (cos 0) Xy (cos )
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est donc :
g —0 e+ 0
2 sin 2 cos (K + 1) (e + 0) 2 sin 2
=/sin 0 sin ¢ VE(E + 1) m/sin 6 sin ¢

On a dans chaque partie un premier facteur commun & tous les termes
analogues quel que soit k; il multipliera une somme de termes sin ou
cos dont les angles croissent en progression arithmétique, et ces
termes sont affectés de coefficients décroissants.

Il résulte du calcul classique que I'on a :

[cos pr 4 cos (p + L)r =+« 4 cos nr| | - 1
|sin pr -+ sin (p + 1)r 4 - -+ —{—sinnrlg

3
2
si uy,... Un,... est une suite de nombres positifs décroissants, le lemme
d’Abel donne :

| up cos pr + upi1cos (p + 1)r + -++ + u, cos nr| ] up
|up sin pr + up 1 sin (p + )r + -+ 4 uy sin oz | ) S

sin

NI~

sin

Pour la somme de cos on a :

k=n—1

2 cos (K 4+ 1) (o + 0)
k=1 Vk(k + 1)

sin

?—1—0;
2

p<0, eKr—p, dot pCT5—<Tr—up,

comme on a :

on peut écrire :
o+ 0

’-—:sin‘ 5 > sin g,

sin

done :

—9
2 sin ¢ 3 k=n—1

I cos<k+1>(so+<>)[< VZ
=\/sin 0 sin ¢ 1 VEE + 1) = 8in? u

Pour la somme de sinus, il faut éviter sin & —2_ " au dénominateur.
Ona|o—6|<n— 2.
Soit le cas ol : ¢ — 6§ > 0, O<cp—6 T:—Zy

Soit p la partie entiére de —» on écrit p <;—<pr+ 1;

D’apres I'inégalité 0 < o —6 <m—2p,0ona: p > 1.
k=p—1 k=n—1
On partage la somme en 2 parties : 2 et 2 .
k=1 k=p
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Pour la deuxiéme, il vient :

hk=n—

lein(lc—i—l)(o-O
=, Vkk+1)

1
\/p(p -+ 1) sin ¢ ; b

¢ —0

2
_\/1—‘_7 f)' o — 0

p+1) sin —

on majore chaque facteur en tenant compte des résultats suivants :
on a:

1 .
1+ » <2;(p+1)(9—5>r; la fonction %cest croissante dans

le premier quadrant d’ou :

9—-——0

™ T
—p 5 — i
2 < 2 _2 .
Low—0 LT coS
siu —5 sm(ﬁ—p)
on peut donc écrire :
k=n—1 1:,‘_ o=
é sin (k£ 1) (¢ —0)| ;522 " V2(1 2)
P ————— xx — e — .
— \/k(k+1 T COS 1 COS

Il reste & considérer le commencement de la somme (qui d’ailleurs
ne contient aucun terme lorsque p = 1).
On écrira :
k=p—1 k=p—1
N sin (kB4 1) (e —0) \'1
= VEE T+

sin (£ + 1) (¢ —0)
E+1 )

1
[+
k= 1
Le plus grand arc est p(¢ — 6) << = ; donc tous les sinus et par suite

tous les termes sont positifs. On augmentera donc la somme en aug-
mentant le coefficient de téte, d’ou :

k==p—1 k=p—1

p
in (k + 1) (¢ —96) 5 v sin (k4 1) (3 — 6)
3) Y TR V26— 0) :
k%; Ve +1) ,21 (k + 1) (o — )

.. . . sinz
Lasomme quiintervient est lasomme des valeurs de la fonction =

pour des valeurs de z en progression arithmétique, 2 (o —9), 3(p —0),
Thése Bergeot. 5
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etc... multipliées par la raison de cette progression. On voit donc
immédiatement qu’on a :

k=p—1
sin (K + 1) (¢ — 0) Tsin x
G=9 X Grn6— < e

et cette derniére intégrale a une valeur bien déterminée.
La somme du premier membre de (13) est donc inférieure &

o sl
Vi [,
0

Dans le cas ou on a ¢ = §, tous les sinus étant nuls, I'inégalité
subsiste évidemment. Quant au cas ot on a ¢ — § < 0, il se rameéne
au premier cas par changement de signe de tous les termes, ce qui
n’altére pas la valeur absolue.

En résumé, lorsqu’on se donne « ou ., la fonction primitive consi-

dérée {(Dn(x, s) ds, admet en valeur absolue une borne supérieure
dépendant de . ou « seulement.
b
L’Intégralef $u(z, 5) ds qui est la différence des valeurs de cette
a

fonction primitive pour s = b et s = a ne peut pas dépasser le double
de la quantité précédente. Le théoréme est donc démontré.

§ 20. Sur la question posée par le probléme n° 2 du § 18. —
Nous venons de démontrer que si une fonction f(x) est a variation
bornée pour — 1 o < + 1, son développement d’ordre n, Sa(z) en
série de Legendre est pour y << & <9, (7 et 0 étant deux nombre fixes
tels que — 1 << v << 3 << + 1), borné supérieurement en valeur
absolue par une constante indépendante de n ; toutefois cette cons-
tante dépend des nombres 7, 0. (Cette propriété faisait I’objet du pro-
bléeme no 1).

Nous supposons maintenant que, o. élant un nombre positif fize
inférieur d 1, la dérivée f'(x) de la fonction f(x) est de carré sommable
sur les segments (— 1, — o) et (+ «, +1).

Nous disons que, sous cette restriction,le développement d’ordre n,Sn(x)
en série de Legendre est borné supérieurement en valeur absolue pour
— 1 <2< + 1 par une constante indépendante de n ; cette constante
dépend cependant de o.

Nous en arrivons ainsi a la question posée par le probléme no 2.
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Décomposons f(x) en une somme de deux fonctions f,(x) et f,(x)
définies comme suit :

appelons A le point : z = — «, y = f(— a — 0),
appelons B le point : x = + o,y = f(4+ « + 0) ;
soit

sf](x) = flx) pour — 1 <2z —a—0etpoura 4+ 0Lz < + 1.
| fi(x) défini par la droite AB pour — o + 0 <z < + « — 0.
folr) =0pour —1 <o —a2—0etpourx + 0oz + 1.
fal@) = f(@) — f1(@) pour —a + 0 <2 L2 —0.
La dérivée f'(x) étant par hypothése de carré sommable sur (—1, — a)
et («, + 1), f(x) est continue et a variation bornée sur ces segments;
f.(x) est donc continue et & variation bornée pour —1 Lo < + 1.
On voit en outre que f;(x) est de carré sommable sur le segment
(—1, + 1.
Soient Sa, S{’, S les développements respectifs d’ordre n en
série de Legendre des fonctions f, f,, f,-
On a bien :

f(@) = fi(@) + folx), et:  Sy2) = SN(2) + Su®(z).

Majorons | S{’(z) | pour — 1 <z < + 1.
En vertu du Théoréme III du § 17, on a :

_ +1 1)ye
(@) — SP@) T < h(+ 1) —SP(+ D) +\/2\/ f_1 [ —% ]

()
comme d—; est identique au développement direct d’ordre n — 1

de f';(x) en série de Legendre on a :

e P L™
f [fl_'—%] dx éf [fi(z)j2dz;
—1 —1

on peut donc écrire :

_ /T
|Si(2) | < max | fi(@) |+ [Ai(+ 1) —SH(+D ]+ \/2\/]_1 [f1(x)]*d.

La fonction f,(z) étant continue sur (— 1, + 1), on peut facilement
exprimer une limitation supérieure de | f(+ 1) — SP(+ 1) |, en
effet :

on a vu au début de la démonstration du théoréme I du §17 qu’'ona:

1T ,
S;zl)( + 1) = 2] 1 fl(x)lXIn + Xn+1] dx,
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en intégrant par parties, il vient :

1 [t
SW+D=ﬁH4mﬂiﬁ1mw+&“mma

+1

comme on sait qu'ona: Xide = lapplication de I'inégalité
—1

2
2n +17
de Schwarz conduit & I'inégalité :

| SO 1) —fa(+ 1) | < %\/ / AT
ny .J—1

ol a est une constante absolue.
Finalement on a : pour — 1 < oz

k S(l\(x) | < max ] fulx) | + a\/f [f,(x)2dx

ol a' est une constante absolue ; on a ainsi la majoration cherchée
pour | SP(z) |.

Majorons maintenant | S(z) | pour — 1 Lz < + 1.

Nous avons vu que f,(x) & variation bornée sur (— 1, 4+ 1) est
nulle pour — 1 <o {—o2—0etz + 0Lz <+ 1.

Considérons les intervalles (— 1, — «/) et («’, + 1) tels qu’'on a :

—l<—d < —a<Ta<<ad <+ 1.

D’aprés le théoreme IT du § 17, on sait que S?(z) converge uni-
formément vers zéro sur les segments (— 1, — ') et (¢/, + 1); on
apouro’ Lz L+ 1:

[ SO () ] Vf2]+ PNy ¢ ou C = const. absolue,
(x —2)
et pour — 1 { & < — #' on a un résultat analogue.

Quant 3 la limitation supérieure de | SP(x) | pour — o' Lz L of
nous avons vu au paragraphe (18), en examinant le probléme n° 1,
qu’elle est assurée par un nombre indépendant de n et de z (mais
dépendant de «'). (Voir le théoréme donné a la fin du § 18).

Nous avons donc ainsi défini une majoration de S, = S¥ 4 S®
comme nous nous 1’étions proposé.

§ 21. Extension des résultats précédents a des familles de fonctions
a variation totale également bornée. — Soit F(x, 1) une fonction de
définie pour — 1 <2 << + 1 et d’un parameétre u susceptible de
varier de facon continue entre . = — 1 et p = 4 1.
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Nous avons ainsi une famille de fonctions qui par hypothéses
répond aux conditions suivantes :

a) 11 existe :

10 Un nombre positif fixe My, tel qu’on a :

20 Un nombre positif fixe M,, tel qu’on a :
IV-Fla, 0]} < My 5

On définit ainsi une famille de fonctions & un parameétre p. qui est
également bornée, et a variation totale également bornée.

b) En outre on suppose que pour toute valeur po du paramétre p.,
il existe deux nombres fixes a et b, indépendants de ., tels qu'on a
— 1 <<a<<b< + 1, définissant deux segments (— 1, a) et
(b, + 1) sur lesquels F; existe et est de carré sommable, et tels qu’on
a:

a
[ FR(z, p)dr < A
J—1

+1
f Fi2(x, wo)dz < B,
/b

A et B étant deux nombres fixes indépendants de

D’aprés ce qui a été exposé précédemment pour démontrer I’exis-
tence d’une limitation supérieure de | Se(x) |, on voit que les résultats
s’étendront d’eux-mémes a une famille de fonctions F(x, 1), lorsque
cette famille répondra aux hypothéses b) formulées ci-dessus ; on
aura alors dans ces conditions

+1
iSi:”’(x)I:[% f_ |l F(s, wis | < H

H étant un nombre fini, indépendant de p, de x, de » mais dépendant
de o.

Ces résultats sont naturellement valables pour une fonction de deux
variables x et y, & savoir F(x, y), définie sur le carré (— 1 < o < + 1),
(—1 <y <+ 1), lorsqu'on envisage le développement en série de
Legendre par rapport i I'une des variables, I’autre étant considérée
comme un parameétre.



CHAPITRE 1V

SUR LA CONVERGENCE EN MOYENNE QUADRATIQUE

CORRELATION EXISTANT ENTRE LA CONVERGENCE EN MOYENNE
QUADRATIQUE ET LA CONVERGENCE UNIFORME

§ 22. Théorémes généraux (). — Etant donné une suite de fonc-
tions répondant & des conditions particuliéres qui seront précisées, et
qui sur un segment fini donné, converge en moyenne quadratique
vers une fonction f(z) définie sur ce segment, nous exposons ci-apres
quelques résultats simples sur la corrélation qui existe entre la rapi-
dité de décroissance de I’écart quadratique moyen et le fait que sous
certaines conditions, cette suite converge uniformément vers f(x) sur
tout ou partie du segment.

TutortME 1. — Soit sur un segment (a, b): 1° une fonction f(x) de
carré sommable (L) (c. a. d. au sens de Lebesgue); 2° un systéme com-

plet de fonctions continues on(z), (n = 0, 1, 2,.....) orthonormées ;
30 une sutite de fonctions :

i=n
bufr) = D aPeifz),  (n=0,1,2,-+)
i=0
convergente en moyenne quadratique vers la fonction f(x); (nous dési-
gnons par v Uécart quadratique moyen).

St sur un segment (x, [3) tel que a < o << 3 < b, f(x) est développable
en série uniformément convergente de fonctions on(x), série obtenue selon
le procédé de Fourier, st nous désignons par M((ZZ g) le maximum sur

n

=
(er,3) de U expression \ / Z ¢i(x), et si étant donné arbitrairement un

1=0
nombre positif ¢, on peut trouver un entier positif N tel que pour tout

entter n > N on ait: 7 X M(Z), g) << ¢, alors la suite des fonctions
Ou(x) converge uniformément vers f(x) sur (z, f3).

(t) Notre communication & I’Académie des Sciences. C. R., t. 199, p. 1181.
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Désignons en général par la notation [F(x)]= le développement
d’ordre n d’une fonction F(z) en série de fonctions @,(x) obtenue sui-
vant le procédé de Fourier.

Posons

Ra(x) = f(z) — Pu(2).
Comme on a évidemment
[Pn(z)]n = Pa(2),
on écrit :
[Ro(@)]n = [f(2)]n — Pu() ;

on en déduit I'inégalité suivante :

(1) | f(2) — Pu(x) | < | [Ra(@)]n | + | fl®) — [f(@)]n | 5
Or on a :
@) [Ra(®)}o = ? K%i(),
1= 0
ou

b
Y

va

L’égalité (2) conduit alors a l’inégélité :

@) | [Ru(o)la / pey /S ).
\/ Lg() \/ igo

Comme f(z) est de carré sommable on a nécessairement :
i=n A b

) X< | ift) — duw) e = o,
i=0 v

Compte tenu de (3) et (4), I'inégalité (1) s’écrit :

/Tff—
| (@) — #al@) | <y /X 6i@) + | @) — [fi)n |
\/ i1=0
soit :
) | fla) — Pula) | < Mg + | f@) — [f@)a | -

Puisque [f(z)]» converge uniformément vers f(x) par hypothése, la
convergence uniforme de ¥,(x) vers f(x) sera assurée, si, étant donné
un nombre positif ¢ arbitraire, on peut trouver un nombre N tel que
pour entier n > N on ait :

My ) < e
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TukorEME II. — Soif sur un segment (a, b) : 1°) un systéme complet
de fonctions continues o4(x), (n = 0, 1, 2.....) orthonormées ; 2° une
fonction f(x) de carré sommable (L), développable sur (v, () tel que
a L %< b, en série uniformément convergente de fonctions v,(x),
série obtenue sutvant le procédé de Fourier ; 3° une suite de fonction
Frn(x) de carré sommable (L), convergente en moyenne quadratique vers
f(®) ; soit v, Décart quadratique moyen ; le maximum sur (2,[3) de

/l =n
Vexpression \/ 2‘ o¥(x) étant désigné par M{y (x, 3 nous disons que
t=0
si ¢ étant un nombre positif fixé arbitrairement, on peut trouver un
nombre entier positif N tel que pour tout entier n > N on ait :

YnM g) < ¢, alors, de la suite des fonctions Fa(x) on peut déduire
une nouvelle suite de Fonctions [Fa(z)]n, (n = 0, 1, 2...), (ou [Fa(x)]n
désigne le développement d’ordre n de Fa(x) en série de fonctions ©,(x)
obtenue suivant le procédé de Fourier) et qui converge uniformément
vers f(z) sur le segment (7, [3).

On a :

2 = J [f(x) — Fu(x)2dx avec lim », = 0.
o a n—w
Posons

Ru(z) = f(x) — Fu(@) ;

Désignons encore par la notation [ J» le développement en série
de fonctions g«(z) obtenu suivant le procédé de Fourier.
On a :
d’ott on déduit I'inégalité :

| @) — 1Fu@)] | < [ [Ra(@) | + | @) — [f(@)]n |
Reprenant sans modification le raisonnement de la démonstration du
théoréme I précédent, a partir de I'inégalité (1), on aboutit & 'inéga-
lité :
| f(@) — [Fu(@)al | < iy + | f@) — [f@)h |

d’ou sous les conditions précisées & I’énoncé on conclut & la conver-
gence uniforme de [Fa(2)]s, (n = 0, 1, 2.....) vers f(z) sur le segment
(, 7).

Remarque concernant les deux théorémes précédents.

Supposons que f(z) soit développable en série uniformément con-
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vergente de fonctions z,(x) sur le segment (a, b) ; on a alors a consi-
dérer M , et on remarque que I’on peut écrire :

b
1+n= /a [¢8(2) + -+ + ¢i(@)lde < (b —a) [M(ab]

b—a

Dans ce cas les conditions de convergence uniforme stipulées aux
Théorémes I et 11 ne peuvent étre satisfaites que si », tend vers zéro

d’ou

plus vite que ~1:
v

§ 23. Application du Théoréme I au cas ou on considére une suite
de polynémes convergente en moyenne quadratique vers la fonction
().

Soit une suite de polyndmes Qu(z), (n indiquant le degré),
(n=0,1,2,.....) convergente en moyenne quadratique vers la fonction
f(z) sur le segment (— 1, -+ 1) ; on a donc :

+1
12 = [ [f(x) — Qu(x)]2dx avec lim =, = 0.
J—1 n— oo

Désignons par Pj(z), j = (0, 1, 2,.....) les polyndmes de Legendre nor-
més, & savoir qu’on a :

R 2] +1
B/@) = X,(x) \/ ALl

Considérons que ces polynomes tiennent lieu et place des fonctions
orthonormées o.(x) des théorémes I et II.

Posant
Ra(x) = f(x) — Qu(=),
on a bien :
[Ru(@)]n = [fu(®) o — Qn(z), car [Qu(x)]r = Qn(2),
d’ou :
[Ru@)]s = 2@ + - + W@
ou
n) +1 . =
= f_ \ [f(x) —Qn(z)1Px(z)dz ;
On a done :

I[R"(x)]"lg\/ E ] 2 [P@]

3 i=20
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or

2n +1  (n 4 1)?
2 2

Pola))? -+ Pola))? < 5 + -+ +

et ceci pour —1 Lo <+ 1.
On en déduit donc
n+1 1
Wz
On peut alors écrire comme précédemment (Th. I) :

| [Rn(@)]n | <

| fl@) — Qu(2) | < /— + | fl) — [f(@)]n |

d’ou le théoréme suivant :

TutoremE 111. — Soit sur le segment (— 1, + 1) la fonction f(zx) de
carré sommable (L), développable sur ce segment en série uniformément
convergente de polynémes de Legendre ; soit une suite de polyndmes
Qn(x), n indiquant le degré, qui sur (— 1, + 1) converge en moyenne
quadratique vers f(x) ; soit v, Uécart quadratique moyen ;
nous disons que st, étant donné un nombre positif arbitraire ¢, on peut
trouver Uentier positif N tel que pour tout entier n > N on ait nym < e,
alors la suite des polynémes Qn(x) converge uniformément vers f(x) sur
le segment (— 1, + 1).

Passons maintenant au cas ou f(z) de carré sommable est seulement
développable en série uniformément convergente de polyndomes de
Legendre sur le segment (z, 5) tel que — 1 <<a << 37 << + 1.

Le calcul relatif au théoréeme III reste valable sauf en ce qui con-
cerne la majoration de la somme [Py(z)]* + --- + [Pa(2)]? ; nous
avons en effet & considérer que x est seulement intérieur a
(— 1, + 1) puisqu’on a: 2 < x < f3. i
ViV —a?
ou & est une constante absolue, et si nous désignons par 1 — p2 le
plus petit des nombres fixes 1 — o2, ou 1 — [5%, on peut écrire pour

oL Lfe
. 3 % + 1
|Pya)] < \/1—-}12\/ %

R 142 14 2n
ALt
h? 3
122

Oron a d’apres une formule classique (28) § 7 :| Xj(z) | <<

On a done :

Pl 4ok (< 4 2

[P + -« + [B@]* < & 5+ 1T —
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On a donc pour o L & < B

|[Rn(x)]nl < fin \/ + i E “2 32n7

[He) — Qn(x)]<nn\/ e 5 7@ — @,

De cette inégalité on déduit le théoréme suivant :

d’ou :

TutoriME IV. — Soit sur le segment (— 1, + 1) la fonction f(x) de
carré sommable (L), développable en série uniformément convergente de
polynémes de Legendre sur le segment (7, ) (— 1 <o <[z < + 1);
soit une suite de polynémes Qn(x), n indiquant le degré, qui sur (— 1,
+ 1) converge en moyenne quadratique vers f(x) ; soit u, U'écart qua-
dratiqgue moyen.

Nous disons que st étant donné un nombre positif arbitraire ¢ on peul
trouver un entier positif N tel que pour tout n > N on ait :

mV/i_l_i 2n<6

ou K est une constante absolue et ov 1 — p? est le plus petit des nombres
fizes 1 — 0% ou 1 — [, alors les polynémes Qu(x) forment une suite
uniformément convergente vers f(x) sur le segment (¢, [3).

§ 24. Application du Théoréme II au cas oit on développe en série
de Legendre d’ordre n les fonctions Fu(x), ( n= 0, 1,....) qui consti-
tuent la suite convergente en moyenne quadratique. — Au cours des
démonstrations des théorémes III et IV nous avons évalué des ma-
jorations de MEZ), sy lorsque l'on considére comme fonctions 7.(x),
les polynomes de Legendre normés.

Nous avons obtenu :

r=n
M = max. de : / = F————il—i
R \ V2
l—n —-——_—1 h2
n . [Bi@)]? L 3

M, ?')__1lréaf<g?\<?<'+1\/ 2‘ Pl <\/2 T et
ou h est une constante absolue et ou 1 — p? est le plus petit des
nombres (1 — «?) ou (1 — [33).

Nous pouvons donc déduire immédiatement du théoréme II les
résultats suivants :
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TatoriME V. — Soit sur le segment (— 1, ++ 1) une suite de fonc-
tions Fu(z), (n = 0, 1,....) de carré sommable, convergente en moyenne
quadratique vers la fonction f(x) définie sur ce segment. Désignons par
7y Uécart quadratique moyen et par [Fu(x)]n le développement d’ordre n
de Fr(x) en série de polynomes de Legendre.

— A 1 S0 f(x) est développable en série uniformément convergente de
polyndmes de Legendre sur le segment (— 1, + 1) et st étant donné
arbitrairement un nombre positif < on peut trouver I'entier positif N tel
que pour tout entier n > N on ait nz, < ¢, alors de la suite Fr(z) on’
peut déduire la nouvelle suite [Fu(z)]n qui converge uniformément vers
f(z) sur le segment (— 1, +1).

— B : St f(x) est développable en série uniformément convergente de
polyndémes de Legendre sur le segment (#, () intérieur ¢ (— 1, + 1),
(—1 <o<<fB<<+ 1) etsicétant choist arbitrairement on peut trou-
ver Uentier positif N tel que pour tout entier n > N on ait :

D
‘fm\/ 2- +m-—2“<57
(ou h désigne une constante absolue, et ow 1 — v? désigne le plus petit
des nombres 1 — 2% ot 1 — (32), alors, de la suite Fu(x) on peut déduire
la nouvelle suite [Fa(z)]n qui converge uniformément vers f(x) sur le seg-
ment (=, ().
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INTEGRATION APPROCHEE DE L’EQUATION DE FREDHOLM

I. — PoOSITION DE LA QUESTION. HYPOTHESES,
II. — INTEGRATION APPROCHEE AU MOYEN DE DEVELOPPEMENTS POLYNOMAUX.

I. — POSITION DE LA QUESTION. HYPOTHESES

§ 25. Position de la question. — Soit ’équation de Fredholm :

4_'_1

1) L(y) = y(@) +» » K(z, s)y(s)ds = f(x),

possédant une solution unique y (z) de carré sommable, condition qui
sera satisfaite sous les hypothéses que nous préciserons au § 26.
Le probléme est le suivant :
On détermine les n + 1 coefficients a3, (k = 0, 1... n) d’un poly-
k=n
néme ya(x) = 2 alz* en écrivant que I'intégrale
k=0

+1
) In = f_ . [L(yn) — (@) Pz,

est minima.

On forme ainsi au point de vue formel une suite de polyndmes que
Uon considére d priori comme une suite approchant la solution y ().

On cherche a déterminer les conditions de la convergence de la suite
yn(x) vers la solution y (x) ; tel est le probléme.

A cet effet, nous avons été amenés & comparer le polynoéme ya(z)
de degré n ainsi déterminé au développement direct d’ordre n de la
solution y(x) en série de polyndmes constituant un systéme orthogo-
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nal complet. Nous avons choisi le systéme des polynémes de Legendre.
(C’est pourquoi nous avons pris comme segment d’intégration le seg-
ment (— 1, + 1).

En ce qui concerne le calcul formel de y»(x), nous indiquons que les
n + 1 coefficients af” sont solution du systéme algébrique de n + 1
équations linéaires & n 4 1 inconnues suivant :

+1 k:—;n
®) f,[za‘" (@) — f(= ]L(x* =0, (i=01---n);
k

- =0

en effet nous avons bien :

k=n 1 k=n k=n

¥ < N

Ly, = Z aixk 4 A . K(z, s)< 24 '“S’C>ds 2 aMLi(x¥),
k=0 k=0 k=0

et ’annulation des dérivées de J» prises par rapport aux coefficients

al conduit au systéme (3).

§ 26. Hypothéses. — L’équation de Fredholm (1) répond par
hypothése aux conditions suivantes :

— 10 Elle a une solution unique, le déterminant D(2), dénomina-
teur de la résolvante est différent de zéro.

— 20 La fonction f(x) est de carré sommable (L).

— 30 Le noyau K(z, s) ou z et s sont les coordonnées d’un point
P du domaine rectangulaire fermé (— 1 <z < + 1),
(— 1 <s <<+ 1), est défini en chaque point P du domaine

L’ensemble des valeurs | K(x, s) | = | K(P) | est supérieurement
borné par un nombre fixe.

— 40 Si E désigne ’ensemble rectangulaire ainsi défini, I'intégrale

[ K(P)dP prise au sens de Lebesgue existe.
JE

— 5o Désignant par [K(z, s)]% le développement d’ordre n de
K(z, s) en série de polyndomes de Legendre par rapport a x, la variable
s étant considérée comme un parameétre pouvant varier de — 1 & + 1,
(—1 << s+ 1), onsuppose que K (z, s) satisfait & des conditions
telles que | [K(z, s)]¢ | reste bornée supérieurement par un nombre
fixe, indépendant de n, de =z, (—1 <<z < -+ 1), et de s quand s varie
de —t1a+ 1, (—1 s+ 1.

— 6° On admet des conditions analogues pour le développement
[K(z, s)];, x variant de — 1 a + 1.

En ce qui concerne les hypothéses formulées ci-dessus en 5° on
peut préciser un cas particulier ou elles sont satisfaites et qui résulte
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des considérations exposées au § 21 au sujet des familles de fonctions
a variation totale également bornée.

Nous pouvons par exemple admettre les conditions suffisantes sui-
vantes :

— A. — K(z, s) étant considéré comme définissant une famille
de fonctions de z, (— 1 < # < + 1), ou s remplit 'office d’un para-
metre s; variant de facon continue (— 1 < s; < 4+ 1), la famille de
fonctions K (z, s;) est a variation totale également bornée.

Une hypotheése identique est faite pour la famille K(x, s), s étant
la variable, x; le paramétre.

— B. — Il existe un nombre positif, fixe, «, (0 << 2 << + 1), tel
que sur les segments (— 1, — ), (#, + 1), les intégrales

—ar 2 1 2
[ [“5] do—ar et [LK] dz — BE,
J—1 Lox o o

existent et que dans leurs ensembles respectifs les nombres A? et B?

soient bornés supérieurement par des nombres fixes A% et B2 quand s
varie continue de — 1 a + 1.
On admet des conditions analogues pour les intégrales

— B oK |2 1K T2
f | )KI ds = A2 et f FE] ds = B2,
1 LoS._ JB, oS

oul’'ona0<ff << + 1, les nombres A et B étant dansleurs ensembles
respectifs bornés supérieurement par les nombres fixes A'2 et B2

§ 27. La solution y (z) est de carré sommable ; majoration de I'in-
+1
tégralef y? (x) de. — Le calcul que nous développons au cours de
—1

ce chapitre implique la sommabilité de y?(x) sur le segment (— 1, 4 1)
les hypotheéses du § 26 permettent de I’affirmer et de fixer de fagon

+1
explicite un nombre majorantf yA(x)dx.

En effet :
Soit I'(z, s, ) la résolvante de I’équation (1), on a :

n+1
) = fl@) = |t fte)ds

Posons

+1
X_(.’)?) =f 1 P(x’ S, )\)f(S)dS )
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nous formons :

1 1
| vate= [ i) — s
—1 J—1

d’ou en appliquant I'inégalité de Schwarz aux intégrales figurant au
développement du second membre de 1’égalité ci-dessus, ou bien
encore (ce qui revient au méme au point de vue du calcul) en majorant
la distance (*) des deux fonctions f(x) et % y(x) on obtient 'inégalité :

+ § +1 ST
@ L Y@l <) f_ | F@de+ 121y f_ | @

n+ 1
Par hypothese ' f(x)dx aune valeur finie déterminée puisque f(x)

est de carré sommable ; il suffit de prouver qu’il en est de méme pour
la fonction y(x).
Suivant la notation classique, on a :

DIk

l‘(w7 $ )\) = D()\) 2

done :

(5) f_+17 (%) dz = [D(l) f dxl { D(%) f(s)ds]

Nous nous proposons de déterminer un nombre positif fixe H tel que
pour (—1 Lo+ 1) et (—1 s+ 1), on ait sous les hypo-
théses du § 26 :

DG <H

Appliquant I'inégalité de Schwarz a l'intégrale en s du second
membre de (5) on aura alors

41 4H2 +1
(6) /;1 72 (%) dz < [D()\)]Z fz(s)ds

')+1
La majoration de { y%(x)dx sera donc ainsi donnée de fagon expli-
=1

cite.
Nous évaluons le nombre H :

(1) La distance (f, g) des deux fonctions f(z) et g(x) de carré sommable est sur

(a, b) : (f. 8) = — = Pinégalité triangulaire donne (4&).
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Ainsi qu’il est classique, on a :

D(|2)= K(xs-{—/\j_ K(“Sl)dsl_;_...

am Z, 8, Sp
_Jrn" ...[—1 K(s s: )dsl R R U B,
Soit M la borne supérieure de | K(z, s) | sur le carré d’intégration,
on a :
|D(|x]<M(1+ oy, \/(n+1)n+1 Mn s

Posons £ = 2| ) | M il vient :
|D("|)\)|<M(1+}—L\/§°~+ +h—" /( S RPN
s : 1 n|\/ n ) + - ’

ou la série du second membre de cette inégalité est absolument con-
vergente.
Pour n > 1 posons :

hn T n h 1 nt+1 _
S VAT “"=uu:1:n+1\/<1+m> xVnt2

on a :

Vn+2

oy < h\/é —n“+—1, ainsi que Ay > Apyp

on peut choisir 'entier N tel que pour tout entier n > N on ait
an << 1 ; dans ces conditions la somme Sy = 1 + u; + ... + Uy,
a une valeur bien déterminée ; désignons par Ry le reste de la série
et par RY” une majorante de Ry. On aura alors :

| D(¥]2)] << M(Sx + RY™).

La valeurde H = M (Sy -+ R{"”)seradonc déterminée quand on aura
évalué R{".
On peut écrire
Ry = ux(l + ax+ox angs +++0);

et désignant par «’ la valeur de I’expression h\/e\/ +1 , il vient :
Ry <ux(l + o' +a24---)
nous avons donc :
1
1 — o

La valeur de H sera ainsi bien précisée.
Thése Bergeot. [3

%) R = uy
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II. — INTEGRATION APPROCHEE AU MOYEN DE DEVELOPPEMENTS
POLYNOMAUX

1
§ 28. La suite des intégrales / [L(yn) — f(x)Pdz, (n = 0, 1,...)
1

o —

qui sont minimées par la solution approchée y, est non croissante et a

zéro pour limite quand n — oo . — Nous avons vu au § 25 que les coeffi-
k=n

cients a{” de la solution approchée y,(z) =" E ax* sont obtenus en
k=0

rendant minima ’intégrale :

+1
= | ) — ).

Désignons par 3¢ la valeur de J» minimée.
Nous disons que la suite 3™ (n = 0, 1......) est d’une part, non
croissante, c’est-a-dire qu’on a :
‘)n = 3n+1 = .-

et que d’autre part pour r croissant indéfiniment ona: lim 3" = 0.
n = ow

En effet, on a vu au § 25 (équation (3)) que le calcul formel des
coefficients a{” conduit en posant

k=n.
®) Ra(z) = Liys) — fla) = D ay L¥) — f(z)

k=0
au systéme algébrique de n -+ 1 équations linéaires & n 4 1 incon-
nues suivant :

+1
f Ro(2)L(2')dz = 0, (z=0,1---n),

et I'on a :
+1
Jflm) = { \ Ridz.
Posons R,,; = R, — 0R,,; ; on écrit identifiquement :

+1 +1 +1
(9) Rﬁ+1d$ '+" (‘ Rn+16Rn +1dx = f R"Rn+1dx;
1 « —1 —1

. i=n-+1
Pexpression dR(,.1) est nécessairement de la forme z &;Li(xf).
i=0
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Or les coefficients a * " de y,,, rendant minima I'intégrale

fl+1
2 (m)
Jq R do =00

sont solution du systéme algébrique :

-+1
f Ropal(@)de = 0, (i =01---,n + 1);
1

On a donc nécessairement

/ R y15Rogadz = 0,
L% _‘1

et de (9) on déduit :

+1 +1
f R:,21+1dx = f Rn+1Rndx H
—1 —1
or :

+1 A1 +1 rlq
f (Rnp1— Ry)2dz = ] 2, 1dw + f Ridz—2 J RyRoy1dz>0
1 —1 —1 —1

d’ou

a1 +1
j Ridx > /‘ R2, ,dx.
1 J—1

La suite 3" est donc non croissante pour n croissant.

Ce résultat acquis, désignons par Ya(x) le développement d’ordre n
de y(z) (de carré sommable par hypothése) en série de Legendre.
Nous savons (§ 10 et § 11) que Ya(x) converge en moyenne quadra-
tique vers y(z) et minime I’écart quadratique moyen. On a en posant:

1
] [Y.(2) — y(@)Pde = <
—1
2 >¢e2 1 >--- et lime2 =0.

n=aoo
Or on a nécessairement :

(m) 1 , Gk
o = [ L) — s < |, 00 — fpds

et nous aurons démontré que 3% tend vers zéro pour n — oo quand
nous aurons vérifié qu’on a :

A
lim . [L(Yn) — f(x)Pdx = O.

n = o —_

Nous pouvons écrire :

1 1 +1 .
|, WY —fepas= | ¥a—y+ f_ K@) [Yals) —y(s)lds "o
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et majorant comme au § 27, on a :

1 v/
any ) ke <)y [y

—1 1
+1 1 %)
+i)\|\/\£1 dx[]j_l K(x,s)(Y"-—«y)ds] \

Si M désigne la borne supérieure de | K(z, s)| dans le domaine
(1 <<+, (—1 s+ 1) ou le noyau est défini, Piné-
galité de Schwarz permet d’écrire :

2

V(T _ / -
( 1 K(.’E,S) [YW(S) y(s)]dsg < 2M Ny

d’ott
+1 +1 2
—1 —1 ~

finalement, compte tenu de (10) et de (11) il vient :

A1
Sm) _

n

(12) Rz < (e + 2| 2 | Men)2 = <3(1 + 2| 2 | M)

Comme ¢, — 0 pour n — o, on a bien lim 3 = 0 c¢. q. f. d.
n = o

§ 29. La solution approchée y,(r) converge en moyenne quadra-
tique vers y(z). — On a :
+1

L(y) = y(z) + * fﬁi K(z,9)y(s)ds = f(x)
el
1
L(yn) = yn(x) + A J_1 K(x,8)ya(s)ds = Ra(z) + f(x).
De ces deux équations on déduit :

+1
(13) Yo —y + f_ K@) 5nls) — y(5)ds = ).

De la méme fagon qu’on a formé l'inégalité (4) de § 27, on écrit :
At 1 / 5 Y E— &
(14) j 1 (yn—y)2dx<3\/j | Ri@yda + |\/j RACLAE
ou |

r+1
7,(®) = }_1 I'(z, s, })Ra(s)ds.
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De (6) § 27, on déduit :

{'—H . 4H?2 +1 ,
- Xl(x)dx< [D()\)]2£1 R2(s)ds,

[

ou H a bien la valeur précisée au § 27. L’inégalité (14) devient alors :

+1 +1 2H 2

J—1

soit, compte tenu de (12) :

+1 29H 72
w [ | ye <20 + 20 ME[ L+ 10 I]

v —

Puisqu’ona lim ¢, =0, y.(x) converge bien en moyenne quadratique

n = w
vers y(x), et (15) donne une majoration de ’écart quadratique moyen.
Ce résultat existe simplement st les 19, 20,30 et 4° du § 26 sont réalisées.

§ 80. Application des résultats du chapitre IV. — Posons
L4210 M [1 , ]
(4210 1+ D = X
H'’ est une constante absolue et nous avons :

—+1
f  (yn — y)tde < SH™

Le théoréme III du § 23 (ch. IV) permet dans bien des cas d’espéce
d’étre assuré de la convergence uniforme de y,(x) vers y(z) pour
— 1 Lo+ 1;ilsuffit que y(z) soit développable en série Y,(x)
de polynomes de Legendre uniformément convergente et que ¢,

L 3 . 1
décroisse vers zéro plus vite que e

A titre d’exemple, supposons que y(z) ait une dérivée seconde a
variation bornée ; d’apres le résultat de Dunham Jackson, (§ 16,
Th. IT), on aura pour — 1 Lz < + 1:

| 9(@) — Yalo) | < o
nle

ou C est une constante absolue, d’ou :

+1 2C2
f [y(@) — Ya(@)Pdz = & <5

CV/2
e

Dans les mémes conditions, on pourra appliquer le théoréme IV du
§ 16 concernant la convergence uniforme sur des segments intérieurs

a(—1, 4+ 1).

soit &, < ; Ya(x) converge donc uniformément vers y(z).
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Nous n’insistons pas sur ces applications et donnons au paragraphe
suivant une comparaison directe de y,(x) avec Y, ().

§ 31. Comparaison de la solution approchée y,(r) au développe-
ment direct d’ordre n, Y,(x), de y(x) en série de polynomes de Le-
gendre. — Désignons comme précédemment par la notation [Fls le
développement d’ordre n de la fonction F(x) en série de polyndmes
de Legendre. Si F dépend de deux variables z, s, désignons en indice
supérieur la variable par rapport & laquelle le développement est
effectué ; par exemple [F(z, )] désigne le développement d’ordre n
par rapport a .

On a:
/ VS 1
ol =3 3 @ + 10X [ 16X t5ds
j=0 -
1] =n
(16 [L(x*)], = 3 E 27 + 1) ,(x)f L(s¥) Xy(s)ds
]:
e
(Ra(@)]e = 5 2, (27 + 1)X( x)f Ra(s)Xj(s)ds,
j=0
10 Nous disons que pour — 1 Lo < + 1,ona:

| [Ru(x )]n I << euHy,
ou H, est une constante absolue et ou ¢, a la valeur précisée au § 28.
Par une combinaison linéaire des équations du systeme

-+ 1
f Ru(@)L(@)dz = 0, (i =0, 1,---n) (xoir §28),
1

on a:

+1 +1
a7 f \ Ru(2)[ X;(2) + 1[ K(z,s)Xi(s)dsldz =0, (j=0,1,---n).
— —1

Portant} R.X,dz tirée de (17) dans [Ra(z)], de (16), on écrit :
—1

1 "1 1
[Ra(@)]n = — 5Xo(@) / 1 f Ra(t)K(t, 8)Xo(s)dsdt — - -
+1 41
. 2”;‘ L X f 1 Ru()K (¢, 5)Xa(s)dsds,
—1 J—1

soit : -

1 r+1 (I +1
[Ra()]n = — 5 { § 2‘ (27 4+ D)X(@)Ralt) « A f K(t, S)Xj(s)ds)dt

1

v—1 (].=0 —_ S
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soit encore :
» [t
(18) [Rafa)ln = — 5 | RalIK(L, o)l

Etant donné les hypothéses admises pour le noyau au § 26, nous
savons que | [K(t,2)]; | est bornée supérieurement par une constante
indépendante de z, n, ¢, donc absolue ; soit M' cette constante. L’éga-
lité (18) permet d’écrire :

| [Ra() o | ”'\/ f R2(1) th\/ f §K(t, 0) P,

valable pour — 1 Loz < + 1 On a donc :

(19) TRl 1< 10 Y2 42 5 MM

Le développement [Ra(x)]x tend donc uniformément vers zéro.
20 Du systéme (16) on déduit compte tenu de (8) :

k=n
(20) [f(@)]n = [Liya)le — [Ra(@)]n = 2 aP[L(x%)]n — [Ra(z)]n
k=0
Or :
]—‘ n 41
[f@)] = 5 Z 27 + 1)X¢(m)f [y(t) 4+ [_1 K{(z, 5)y(s)ds]X(t)dt.
=0
soit :
+1
(21) (@ =Yalo) 4+ [ Kz, 9yt

D’autre part
Lh=o [ " e s
Péquation (20) peut alors s’écrire :—
@) =) [ K ol — (Raln
De (21) et (22) on tire :
03)  yule) — Yala) + f (K (@, 5)20a(s) — 9(6)] = [Ra(e)s

Or on a identiquement :

+1
[ e [ R [ Kt

—1 o —1

+1
+ ] (K (7, ) — K(z, )| (gn — )ds ;
—1
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compte tenu de cette identité, I’équation (23) devient :
-1
(24) Yn(@) — Ya(z) 42 / \ K(z, )(ya(s) — Ya(s))ds = ¢n(z)
oul'on a :
A1 +1 )
en(@) =[Rn(2) ]n—) J \ K(z,8)(Yn—y)ds—h f . K (2,8)]h—K(z,s) § (yn—y)ds.

On arrive donc a une équation de Fredholm ou (y,(x) — Ya(x)) est
la fonction inconnue.
SiI'(x, s, 1) est la résolvante de I’équation (24), on a :

+1
Yn() — Ya(2) = ¢n() — f L(z, s, Nen(s)ds
—1

Or nous avons vu au § 27 qu’on a :

| T (z, 5,2 | < I—'%Im ou H = const. absolue ;

sinous désignons par ®»le maximum de |@,(z) | pour — 1 Lz <+ 1,
on a :
22| H

ceci valable pour — 1 <o < + 1.

. , 1
Nous disons que ®» tend vers zéro avec - et pour calculer une valeur

majorant ®», nous majorons les trois termes qui composent ().
Pour [Rr(x)],, on a vu (19) qu’on a :

[ [Ra(@)]a | < 2] “72%(1 +2 2 MM

D’autre part nous écrivons :

+1 1 1
) K(x,s><Yn—y>dsi<|M\/ [ K2<x,s>ds~\/ | o — s,
o) — J—1 _

soit :

+1 _
A R 90— s | < [2] VEMen

Désignons par M"’ la borne supérieure (indépendante de z, n, s) de
| [K(z, s)]; | et qui existe par hypothése ;
) + 1
compte tenu de la majoration de ’ (Yo — y)*dxr donnée au para-

J—1

graphe 29 nous avons :

) +1K z xM"’QizxMixz}I)
| K @K 0,0 ) < MW e L5208 L+ s
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Ces trois majorations comportent ¢, en facteur, on a donc :
b, < 5, H

ou H' est une constante absolue dont la valeur vient d’étre précisée.
On déduit donc de (25) :

(26) | Yo — Yo | el &1 +

2|>\[H>
) |
inégalité valable pour —1 <z < + 1.

L’expression (y.(x) — Ya(z)) converge donc uniformément vers
zéro pour — 1 Lo L + 1.

§ 32. Conclusion. — En résumé, étant donné une équation de
Fredholm

1
v+ | K, o) = 1)

ayant une solution unique, telle que le noyau K(z, s) est sommable
et borné et que f(x) est de carré sommable on est assuré que la solution

approchée
k=n

Ynl2) = Z (")xlc
k=0
obtenue suivant la méthode des moindres carrés converge en moyenne
quadratique vers la solution intégrale y(x).

Par ailleurs :

Si les hypotheéses complémentaires suivantes sont réalisées, a
savoir :

a) le développement [K(z, s)]} du noyau en série de Legendre
par rapport a z, reste en valeur absolue borné supérieurement par
un nombre fixe, indépendant de n et dex (—1 <z <+ 1) ainsi que
de s quand cette variable est considérée comme un parameétre con-
tinu qui varie de —1 a + 1;

b) méme hypothése pour [K(z, s)]5, z étant considéré comme un
parametre ;

alors, Uexpression (y,(x) — Ya(z)), ou Yrn(x) désigne le développe-
ment direct de y(z) en série de Legendre converge uniformément vers
zéro, pour —1 Lo <+ 1.

En particulier :

Si le noyau K(z, s) et f(z) remplissent en outre des conditions
telles que y(x) soit développable en série de Legendre uniformément
convergente sur le segment (#,)telquona: —1 << < 4+ 1,la
solution approchée ¥,(x) converge uniformément vers y(x) sur le
segment (z, 5).



CHAPITRE VI

METHODE DES MOINDRES CARRES
INTEGRATION APPROCHEE DE L’EQUATION
DIFFERENTIELLE LINEAIRE DU SECOND ORDRE

I. — PoOSITION DE LA QUESTION. HYPOTHESES. QUESTIONS CONNEXES.
JI. — INTEGRATION APPROCHEE.

I. — POSITION DE LA QUESTION. HYPOTHESES.
QUESTIONS CONNEXES

§ 383. Position de la question. Hypothéses. — Soit I’équation
différentielle linéaire du deuxiéme ordre
(1) y' + p@y’ + q@y = flo),

possédant sur le segment (— 1, 4+ 1), une solution unique y(x),
nulle pour x = = 1.

On se propose de calculer une expression approchée de cette solu-
tion y(x), qui soit de la forme

Yo = (1 — 2?)y(z),
Ila(x) étant un polyndme de degré n ; on peut encore écrire :
k=n k=n

Yo=(1—a) X a2k = ¥ am(x)

k=10 k=20

ou l'on a : ux(x) = (1 — 2?)a*.
Les coefficients a{” seront calculés de facon a rendre minima
Pintégrale
A1

@) = [f@) — @h + pvi + gy) Pl

Nous désignons par 3¢ D'intégrale J, ainsi minimée. Nous aurons
alors & examiner comment y,(x) converge vers y(x) ; cette question
dépendra, évidemment des conditions auxquelles les fonections p(x),
q(x), f(x) devront satisfaire. Notre hypothése est la suivante :

Les fonctions p(x), q(x), [(z) sont de carré sommable.
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§ 34. Formation de I'’équation de Fredholm & laquelle satisfait
la solution de I’équation (1). — Posons

I(z) = G'A" pdx, Az) =— 9(5'3)3'/”o pdx, F(z) = f(x)eﬁo pdz

I’équation (1) peut étre alors écrite sous la forme :

d
&) L@yl = Ale)y + F(2)

Pour former I’équation de Fredholm & laquelle satisfait la solution
de (1), intégrons suivant la méthode habituelle deux fois I’équation
(3) ; il vient :

z 1 s x 1 /s Z ds
(4) y:f;,dsmb{JA(t)y(t)dt+‘f_1d81(—8)j_1F(t)dt+C°f_1m+Ch

ou les constantes C, et C, sont déterminées par les conditions
y(#= 1) = 0. Appliquant la formule de Dirichlet aux intégrales

doubles de (4), posant :
Z ds _
ﬁ ok (1),

introduisant la constante 7, sous réserve que nous avons ) = 1, nous
formons Uéquation de Fredholm cherchée :

+1 1

(5) y(z) = A f K(z,t)A@)y(t)dt + f K(z,t)F(t)de
—1 —1

ou nous avons :

p .P R
pourt < z: K(zp) = (1,2)- b, —1)

6 o (i)(_l_ 17 - 1)
©) ‘ D(z, — 1)- B(1,1)
pour t 2 x . K((I),t) = — m
x
La fonction p(z) est de carré sommable par hypothése,f pdz est
Zo

x
pdx

Zo

continue, & variation bornée, et est bornée sur (— 1, + 1).

pdx .
En conséquence la fonction e'/;o = I(z) est donc continue,
positive, non nulle, et telle que I’on peut déterminer deux nombres
fixes h et h', supérieurs & zéro, pour lesquels on a :

0<h L)<
avec :

— 1<+ 1L

Les fonctions A(z) et F(x) sont, comme ¢(x) et f(x) dont elles dé-

pendent, respectivement de carré sommable.
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Nous pouvons écrire :

rx dS

"¢ ds
q’(xJ) zjt m“*_ " m

ou a est une constante et chacune des intégrales précédentes est
dans les limites de variation de ¢ et de x continue et & variation
bornée.

Pour chacune des variables xz, t, prise séparément, la fonction
K(z, t) posséde ces propriétés.

D’aprés ce que nous venons de voir, la fonction 1 est positive,

I(s)
bornée supérieurement ; les fonctions

1 z
®(1,2) :j —4—5; et bz, — 1) = ds
x

I(s) J—1 I(s)
sont donc des fonctions de z, positives, bornées et monotones. La
premiére P(1, x) est décroissante, la deuxiéme P(x, — 1) est crois-

sante. Elles sont toutes deux bornées supérieurement par ®(+4 1, —1)
Ces considérations précisent donc I’allure de la fonction K(z, t)
définie par les équations (6) et en particulier on remarque que cette
fonction continue en x et s, symétrique, s’annule sur les bords du
carré d’intégration défini par x = =1, t = = 1.
Posons maintenant :

ot
pdx
G(zt) = K(zt)e ™o

G(z,t) est comme K(z,f) une fonction continue,
et ’équation (5) s’écrit alors :

+1
(7 y(a@) + f | Gty = f

+1
. G(z,0)f(2)dt ;

Cette équation ainsi que I’équation (b) possédent une solution
unique, puisqu’elles sont formées en partant de I’équation différen-
tielle (1), qui par hypothése a une solution unique. On a donc
D), _ ;= 0.

§ 35. Propriétés de la résolvante de I’équation (7) ainsi que des
fonections y(z), y'(z), et y''(z). — Le noyau G(z, t)¢(t) ou G(z, t)
est continue, est discontinu sur des segments de droite paralléles &
’axe des z et qui correspondent aux points de discontinuité de ¢(f)
qui est seulement supposée de carré sommable.

Nous voulons préciser les propriétés de la résolvante de I’équa-
tion (7).
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A cet effet reprenons, en le modifiant comme il convient, le calcul
développé par MM. Heywood et Fréchet (). On a :

D(») 0, DE | %) = DOG(s,t)q() -+ Ris,t,}h),

ou
gt ;\)n +1 +1
R(s,t,\) =—2A j Aydsy4ooe e f f Apdsy -« dsp+ -+
—1
avec :
0 Gls,s) - Gls,sw)
G($1,t)G(81,81) * + + G(81,5n
A, = (;‘) (;1 D GO (e - glon)
G(“:mt)G(S:mSﬂ T G(S;hSn)
Posant :

R(S,t,7\) = q(t)Q(S,t,)‘%
on conclut suivant le calcul de MM. Heywood et Fréchet au fait que
la fonction I'(s, t, %) est continue.
La résolvante I'(s, ¢, 2), & savoir :

D(
Mst) = D) = Gl + Sl gt
n’est donc discontinue que pour les valeurs de ¢ qui correspondent
aux discontinuités de ¢(¢) et toute fonction de la forme :

+1
W(z) :f;1 Iz, s, N)e(s)ds,

ol o(s) est sommable, est continue.
On voit en outre que le second membre de (7), & savoir

+1
f1m%WMh

est une fonction continue de z.

Des considérations qui viennent d’étre exposées, il résulte que
y(x) solution intégrale de (7) est continue.

Quant a y'(x), on a de (3) :

' 1 T
y(@) = 15 ﬁ [A(@)y + F(z)]de + %’5;

y'(z) est donc continue (et & variation bornée, ainsi que y(z)) ;
par contre, vu les hypotheses faites sur les fonctions p, ¢, f de I’équa-
tion (1) on sait seulement que y'’ est de carré sommable.

() Heywoop et Frécuer. — L’équation de Fredholm et ses applications & la
Physique mathématique. Hermann édit. 1912, chap. 11, § 11, p. 54.



94
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EN RESUME :

y(x) et y'(x) sont continues et & variation bornée ;
y''(z) est de carré sommable.

II. — INTEGRATION APPROCHEE

§ 36. L’écart quadratique 3 tend vers zéro quand n croit indé-
finiment. — Nous avons vu au § 33 que la solution approchée est
de la forme :
k=n
yn(x) = 2 a;cn)uk

ou up = (1 — a?)ak;
k=0

Les coefficients a{” sont obtenus en écrivant que l’intégrale

+1
In = f_ . [f(@) — () + pyn + qyn))dz,

est minima. Désignons par 3" I’écart quadratique J» rendu mini-
mum.

Comme au § 28 on démontrerait qu'on a

(m) ~  ~(m)
Jn > :‘n—(— 1 > .
Nous disons qu’on a : lim 3" = 0.
n—»>®
En effet :

k n
Considérons une suite de polyndémes Za(z) =

FPur(z), ou les

I
Ip

k
59 sont choisis quelconques.

Si yn(x) désigne les polyndmes définis ci-dessus et rendant mi-
nima J», on a nécessairement :

Hm n — (' ' 24 T

\ [f (@) —(Zp+ pZ,,+ qZLn) Pdx

= 0, il suffit de prouver

Pour démontrer qu'on a lim 3™
qu’on peut former une suite de polynémes Z» — oo () tels que :

n — «©

+1
@) lim [f (@) — (Z, + pZ;, + ¢Zu)PPda
n—>w J—1
+1
n— o J—

W =20+ p — L) 4 qly — ZaFde = 05
En développant le carré de ’élément différentiel de cette derniére
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intégrale, et en appliquant ’inégalité de Schwarz, on voit de suite
que la condition (8) sera réalisée si on a :

SE | +1
g lim / ly' — Z'2dw = 0, lim { Py — Zp)2dz = 0,
9 n—® J——1 n—-wdJd—1
9) ? 1
lim ¢y — Zn)2dx = 0.

n-—wdJd—1

Formons Y,, développement d’ordre r de y(z) en série de Legendre
que nous désignons comme d’habitude par la notation [¢]- ; on a donc
Yr = [y],. Compte tenu des résultats du § 15, on sait que y et y’
étant continues sur le segment (— 1, 4 1) fermé, on a :

dY" ’ sz" "
de = Wl— et gz = W2

En outre, d’aprés le théoréme IIT du § 17 on sait que y et y' étant
continues, & variation bornée, et y'’' étant de carré sommable, les
développements Y, et Y’, convergent uniformément pour r — oo,
respectivement vers y et y' sur le segment (— 1, + 1) fermé.

Par ailleurs, y'' étant de carré sommable I'intégrale

+1 41
f (' —Yi)?de = { [y — [ -2PPda
+1 1

est non croissante quand r croit, avec :
1+ 1
lim [y" — Y7 2dx = 0.

r—oJ—1

fig. &

Les polyndémes Z.(z) ayant leurs coefficients 5 indéterminés
choisissons ceux-ci de facon a avoir :

(10) Yn+2 = Zn + 20 + Yns

S 3’n+“{n=Yn+2(+ 1)=Aa

o }_—1n+Yn:Yn+2('—‘1):Bb
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d’ou
1
2 = 5 (Aa — Bb)
(11) .
Tn = 5(Aa 4 Bb)
k=n
On aZn(z£ 1) = 0 ; Za(z) est donc bien de la forme 2 FPaH1 — 7).
=0

Nous voulons démontrer qu’étant donné arbitrairement trois

valeurs positives ¢, &, &, on peut trouver trois entiers positifs,
N;, N,, N, tels que :

bt +1

¢y —ZLn)%dx<max| y——anzf gPde?
1

10 pour tout entier n™> N, on aitf

+1 +1
20 » n>N, » f P2y —Zy)2dz-<max |y'—7Z,|? f prde<ed
1

+1
30 » n>N; » f (y" — Zn)?dz < 3.
—1
+1 +1
Comme [ pidx et f g?dx sont finies, il suffira de prouver
J—1 —1

que pour trois nombres positifs, ¢';, ¢’,, e choisis arbitrairement,
on peut trouver trois entiers positifs N’;, N',, N; tels que :

1" pour tout entier n > N} on aura | y — Zn | < ¢, (— 1<z L+ 1),
2 o> N o [y —Zi <4 (—1<e <+ D),
3 » n>N; » [—:1(3/’ — Zy)?dx < 3.
Or de (10) on tire o
1y —Za | <|y— Yool + ||+ |1al.

Comme Y, . ,converge uniformément vers y(z) sur le segment
(—1, + 1) fermé et qu'on a d’aprés (1) :

| on |

1
| ¥n | <[lAal+leH§=

il est évident que la condition 1') est satisfaite.
Considérons maintenant :

y,—‘ Z,n:y’——Y,n+2+“n=y”" [y’]"+1+1";
on a :

|y —Zn | <Y —Whga |+ ||,
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et [y'l. 1 converge, ainsi qu'on le sait, uniformément vers la
fonction y' sur le segment (— 1, 4 1) fermé. D’autre part o, — 0
quand n — o ; la condition 2') est donc satisfaite.

En ce qui concerne la condition 3), remarquant que

L'y = Yy = [v']
on voit que y'’ étant de carré sommable, on a bien :

A1 41
’ . (y" —_— len)2dx > J—1 (yu . Z”n+1)2dx 2 -
avec :
+1
lim. (y' — Z",)%dx = 0.

n—>w.—1
Ainsi nous voyons que les trois intégrales de (9) ont bien zéro pour
limite quand n — oo, d’ou en conséquence :

(12) lim. 5™ — ¢

n—

Posant
[(@) = y'n + py'n + qyn + Rula),
1
on voit que f R%i(t)dt décroit avec % et on a finalement
—1
l+ 1
(13) lim. R2,(t)dt = 0.

n—»owdJ—1
§ 37. Conditions suivant lesquelles y»(z), y»'(z) et y»"(r) convergent
respectivement vers y(x), y'(x) et y''(x). — 1° Considérons ’équation:
(14) Yo —Y" + pYn — ¥) + qlyn — y) = — Ralz) ;
Ya(x) — y(x) est solution de 1’équation de Fredholm

A1 +1
(15) yn—y+2 J_i Gr(ﬂv,t)Q(t)[yn(t)~?/(t)]0lt=—f_1 G(z, ) Ra(t)dt = $a(2),

ou l'on a 2 = 1; cette équation est la réplique de 1’équation (7)
du § 34, dont elle a le méme noyau, et 'on a bien D(2), _ ;=0 ;
(15) @ donc une solution unique.

Désignons par M, la borne supérieure de | G(x, ) | pour
— 1L+ 1, — 1Lt <+ 1;combinant le 1er théoréme de la
moyenne avec l'inégalité de Schwarz, on écrit :

"y e
16) | @) | <| J_{ Gz, t)Rn(t)dt]<Ml\/2\/ ]_1 R,(0)dt,

Thése Bergeot. 7
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et ceci pour — 1 o<+ 1; donc compte tenu de (13), () tend
uniformément vers zéro avec % sur le segment (— 1, + 1) fermeé.

Nous avons vu au § 35 que la résolvante I'(z, ¢, 2) peut étre mise
sous la forme

I(z, t, ) = G(z, 1)q(t) + Q(D(x . a),

ou Q(z, t, 2) est continue, donc bornée et ou ¢(t) est de carré sommable.
La solution de (15), y.(z) — y(x) est donc donnée par :
+1
ey =@ — [0

d’ou pour —1 Lz L+ 1

g lyn—y | < (‘1232“) | Ya() |

1 a1
( +m\/ I, [r(x,t,mzdt\/ jﬂ W(0)de %

-1
On voit facilement que I'intégrale ( I' dt est majorée pour
J—1

—1 <2z <+ 1parunnombre fixe ; on en conclut donc, compte tenu
de (16) que la solution approchée y,(x) converge uniformément vers y(x).

(17)

REMARQUE. — Il est aisé de calculer une borne supérieure (pour
g
—lLe L+ D) de] I dt. En effet :
—1

d’apres I’expression de R(s, ¢, 7) donnée au § 35, on a pour

— 1 s K<+ et — 1<t <+ 1
stk
1Q(s, 8, M) | = q(0) \ )' L q(t)dsl
~+1
NN —= ds; - - - dsn .
+ '! .J—1 q() S s
Posons :

0 G(s, §) - vvvrrens G(s, a)

A, ] G(‘s.:, ).

"= q0q(s) - qlsa)

o
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et désignons par 00" une valeur majorant |3, |, & savoir :

30m =\// (n + 1)+ 1. MO (théoréme de M. HADAMARD).
On a alors :

1
|Q<s,t,x>|<|x|-ia§m>|f lqlsy) | dsy -+

IM 5 | /_ gsy) | -+ | qlsn) dsy - dsgdoeov 4 ees,

ou bien, écrivant

A1 ot
(Maoias<viy/ [ =z
—1 J—1

1Qs,2,0) | <M [ MAV22v2 - - +‘ | M("+1>\/(n+ 1)1 (g)"(V2)" +

o

ou la série du second membre est absolument convergente. Pour
évaluer une borne supérieure de | Q(s, ¢, 2) | , nous sommes rame-
nés au probléme traité au § 27 quand nous avons majoré D({ | 2).
Désignons par Q la borne supérieure de | Q(s, , ) | qui sera cal-
culée comme au § 27.

Ceci posé, nous pouvons écrire :

ot Qlz, ,W]? Q \* (M
Sy rae= [ oo+ S50 T om< (ot gy ) S

soit :

+1 0O \2 _
[ (Mt s ) @
inégalité valable pour — 1 <z <<+ 1
20 Examinons maintenant comment y'n,(x) converge vers y'(z).
L’expression [ya(z) — y(x)] solution de (15) est une intégrale

nulle pour # = == 1 de I’équation différentielle suivante :

d
(18) Zo1@) (U — ¥)] = — q(@)1(2) (yn — y) — Rul2)I(2),

x
/ pdx
ou lon a : I(z) = ¢/  (voir § 34).
On a déja remarqué au paragraphe cité ci-dessus que I(x) est une
fonction continue supérieure ¢ zéro. Intégrons (18), il vient :

1 * 1 (* Cn
(19) yn—y “—Wx“)f_ﬂ(x)”x) (Yo —y)de—105 Liﬂn(x)l(x)dx-l-m’

ou la constante C» dépend évidemment de n.
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Nous disons que : lim. Cs = 0. En effet :

n -— «w

Remarquons que de (19) on déduit :
Co = I(— Dlyal—1) —y'(— D]
Dérivons (15) par rapport & x et faisons ensuite z = 1 ; on a :

( +1

=) — 1) 1 [ LG, 0] g0 — v
(20) -
- f [Gi(a, )] Rl

{ J—1 z=—1

T
//-T‘o pdzx _

G(z, t) = K(z, t)e"

Comme nous avons :

K(z, t)I(z),
il vient :

Gi(z, t) = K(z, )p(x)I(z) + Ku(z, )1(2).
Le noyau K(z, t) est défini au § 34 (équations (6)), et on a
K(z, t)o= -1 = 0.
D’autre part, on vérifie immédiatement qu’on a :

(1, 1) 1

(R, o= s = =G0, — 1) T 1)’

d’ou finalement :

d(1
(G, )]p=—1 = — <_1>_(~——|—L1:_f)—_1_)

n+1
Remarquons que la fonction ®(1,t) :j %, continue, bornée,
4
décroissante (voir § 34) est supérieurement bornée pour —1 <t +1
par ®( + 1, — 1) ; on a donc :
G, D]em—1 | <1

On déduit donc de (20) :

/ " T
gl yn(—i)—y(—-4t)|<Ill-_lrglﬁrij”\yn—yI\/Z\/f_1 @(t)dt

( +v2\/f R2(t)dt.

1
Comme ; converge uniformément vers y et que [ RZdt tend
J—1

(21)

M

. , i 1
vers zéro, il est évident que y,(— 1) tend vers y'(— 1) avec o

donc que C» tend ~ers zéro.
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Revenons a I'équation (19) ; désignons respectivement par h et
h' les bornes inférieures et supérieures de I(z), (—1 <z +1);ona:

h/ 1
(@) —y@ | <3 | la@ | X|ym—y|de
J—1

22
( ) B 1 R ld lCnl
+z _11 n | 4z + n
d’ou :
| yn(@) —y'(2) | < max. | l '\/ﬁ\/ T
n\%) — Y \T . n s
Y y e Iyl f_1 ¢(z)da

o ) T e L LCal.

on voit donc ainsi que la convergence uniforme de yn(x) vers y(x)
entraine celle de y',(x) vers y'(x).

309 Nous considérons maintenant y''n(x) :
On a:

Yo—Y +IWn—Y) + qglyn—y) = —Ra
d’ou :
yr—y | <IRal+|p|[Xlyn—y |+ g X|n—y]|

Elevons au carré les deux membres de I'inégalité précédente, et
intégrons de — 1 & + 1 ; le calcul montre d’emblée que puisque y»
et y', convergent uniformément respectivement vers y et y' pour
— 1 Lz + 1, I'intégrale

+1 p . 1
[ (yn — y')2dx  tend vers zéro avec e
J—1

Donc y',(x) converge en moyenne gquadratiqgue vers y'' quand
n— .

40 ConNcLusioN. — Soit ’équation différentielle linéaire

Yy +py +qy=1f

ayant par hypothése une solution unique définie sur le segment
(— 1, + 1), nulle pour x = == 1, et telle que les fonctions
p(z), q(z), f(x) soient de carré sommable sur le segment (— 1, 4+ 1).

n
La solution approchée y,() »—-Eaﬁ.")(i — a?)z* obtenue par la
0
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méthode des moindres carrés, c¢’est-a-dire telle que les coefficients
a rendent minima intégrale

+1
f [F(@) — (5 + Dy + qua)l2de,

—1
répond aux conditions suivantes :

a) la fonction polynomale y,(x) et sa dérivée y',(x) convergent
sur le segment (— 1, + 1) fermé uniformément, respectivement vers
y(x) et y'(x) qui, vu les hypothéses formulées sur p, g, f, sont continues
et & vartation bornée. ‘

b) la dérivée seconde y''n(x) de y,(x) converge en moyenne quadra-
tigue vers y''(x) qui est de carré sommable.



CHAPITRE VII

METHODE DES MOMENTS.
INTEGRATION APPROCHEE DE L’EQUATION DE FREDHOLM

I. — GENERALITES. ITUDE D’UN PROBLEME PARTICULIER ET EXTENSION D’UN
THEOREME DE TRICOMI.
II. — INTEGRATION APPROCHEE.

I. — GENERALITES. ETUDE D’UN PROBLEME PARTICULIER
ET EXTENSION D’UN THEOREME DE TRICOMI.

§ 38. Objet de la question. Sur un probléme particulier. — Dans
Pintroduction, nous avons exposé en quoi consiste la méthode des
moments appliquée a l'intégration approchée, et nous avons attiré
I'attention sur le fait qu’elle généralise la méthode de W. Ritz
ainsi que celle des moindres carrés.

Nous avons donné des indications sur les principaux travaux qu’elle
a suscités et nous avons précisé le point de vue auquel nous nous
placons.

Nous considérons donc une équation de Fredholm :

~—1
(1) L) =@ + 1 | Kas)ys)ds = fla)

ayant sur le segment (— 1, + 1) une solution unique, D(2) 52 0 ;
on calcule la solution approchée d’ordre n, & savoir :

n
Yn = Ea(}?'ﬂv
0

en écrivant que les af” annulent les n 4+ 1 moments

41
) [ ) —faeds,  i=04,n

On est ainsi conduit au systéme algébrique linéaire de n 4+ 1
équations & n -+ 1 inconnues 4", suivant :

+ 1 /‘+ 1
(3) f L(yn)aidx =j f(z)aidz, t=01,--n.
—1 —1
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Sous réserve de certaines hypothéses que nous ferons sur K(z, s)
et sur f(z), nous étudierons la nature de la convergence de y, vers y.

Nous rappelons & ce sujet le résultat de Krawtchouck (C.-R.,
1929, t. 188, p. 978), & savoir :

Soit la solution approchée

Ym = @y + @y COS 7z 4 -+« + Ay COS MTX

obtenue en annulant les moments
~
/0 [L(yw) — f(z)] cos inz-dz, t1=01..-m

relatifs & ’équation
rl
L(y) = y(=) + 2 JO K(z,s)y(s)ds = f(2);
si y(x) a une dérivée d’ordre supérieur au premier, alors on a :
lim y,, = .
m-—>x0

Nous donnerons un résultat beaucoup plus général, ne faisant
pas intervenir I'ordre de dérivation de y et mettant en évidence la
nature de la convergence de y, vers y, ce qui résultera de la compa-
raison de y, avec le développement direct d’ordre n, Ya, de y en
série de polynomes de Legendre.

Or, au cours de cette étude nous aurons a considérerle probléme
suivant que nous traiterons d’abord ; la question de la convergence
des solutions approchées ne sera examinée qu’ensuite.

PROBLEME.

a) Soit d’une part I’équation de Fredholm

-1
(4) y(@) + % . K(z,s)y(s)ds = f()

qui, par hypothése, a une solution unique (D(%,) = 0) ;
soit, d’autre part, une suite de noyaux K,(z, s) en nombre infini.
A chaque noyau Ka(z, s), on fait correspondre I’équation
'-_'_1
(5) (@) 0 | Kalesyals)ds = fle).

b) On suppose que la suite des noyaux Kl(x, s) est telle que les
deux intégrales

+1 1
f f (K(z,8) — Kau(z,s)]2dzds et
—1 J

forment respectivement quand n tend vers I'infini deux suites ayant
zéro pour limite.

A1
| [K(s,5) — Kals,s)]ds

J—1
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c) Sous les hypothéses a et b, peut-on trouver un nombre entier
positif N tel que pour tout entier n > N I'équation (5) posséde une solu-
tton unique, c’est-a-dire que i, ne soit pas un zéro du dénominateur
D) de la résolvante relative au noyau Ka(z, s) ?

La réponse & cette question peut étre déduite de la généralisation
d’un théoréme de Tricomi.

§ 39. Généralisation d’'un théoréme de Tricomi. 1° Résultat de
Tricomi. — Tricomi (1) donne le résultat suivant :
Soient les deux équations de Fredholm

M
©) ya) 4+ | K@ay(e)ds = fia)

1
) s+ [ Koo = flo)
telles que par hypothese, on a :

| K(zs) | <M, |K¥zs)| <M powr 0<LI<+1,
i K(xas) - K*(x,s) ‘ < &
M et ¢ étant deux nombres positifs, fixes.

Si D(2) et D*() désignent les dénominateurs respectifs des résol-
vantes relatives aux noyaux K(z, s) et K*(zx, s),

®) 1DO) — D*0) [ <y Bl porat 4 e — o

n=1
Nous nous proposons de donner deux nouvelles tnégalités répondant
4 des hypotheses plus générales que celles de Tricomi.
20 Premiére extension du résultat de Tricomi.
Soient les deux équations de Fredholm :

b
9) y(x) + A ( K(z,5)y(s)ds = f(x)

b
(10) y@) 2 [ KAy = fo)

dont les noyaux répondent aux conditions (?) suivantes :

b ~b
O Reas<my @ [ Keeab<, (<o)
a a
(1) Tricom1 : Aui Lincet ; vol. XXXIII, 1T semestre, p. 483.

(2) Sur ces hypothéses : LEBESGUE. — Bull. soc. Math. de France,1908,t. XXXVI,
§ 9.
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*h b
. /a K2(z,s)K2(s,y)ds < H®, (II)’ ﬁ K #2(2,5) K #2(s,y)ds < H4, ;‘;2: 22
b ~b
(I1T) f K2(s,s)ds < H2, (ILI)’ J K*2(s,s)ds < H2
a a
~b
| K@) — Kr@eds < w2, (@<z<b)
a
~b
(V) § | (Ks) = K  [Ks) — Koo < oty sesh
a ? Y < b

b
f [K(s,8) — K*(s,s)]%ds <23

les nombres H et v sont fixes.

Les hypotheses (I), (IT), (I1I) d’une part et (I)’, (IT)’, (III)’ d’autre
part donnent un sens & D(%) et D*(2) dont les développements con-
vergent pour toute valeur de .

Les hypotheéses (IV) sont suffisantes pour permettre de construire
une majoration de D(2) — D*() ayant une forme analogue
A& celle donnée en (8) ci-dessus par Tricomi.

Nous allons démontrer qu'on a : (pour & —a > 1) :

® 3n
an Doy —0*0) | < 3 PIVIme — o f w4 o — 1,

n=1
3n

(pour b—a<(1 I'inégalité reste valable en y faisant (b — a) E=1).
En effet, on a:

D=1+ | Koottt [ o [y ot

Sy Sy

d’ou :

’

’ b
|10 —D*e) | <[] 1 oy 00— Ko ) |y -

n b rb vees
| [
Ecrivons :
= R AR
& K(sl, Sl) AN K(,gl’ Sn K_*(Sl, 5‘1) v K*(sl Sn)

....................................

(13)

dsl...dsn+...

(14)

K(sn, s7) - -+ K(sn, s0) K*(sp, 89) + ++ K¥(s, s ’

et posons K(z, s) = K*(z, s) + d(x, s). Portons cette expression
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de K(z, s) dans le premier déterminant de A ; décomposant ce
déterminant en déterminants d’ordre n, on voit que An est constitué
par une somme de déterminants de types suivants :
déterminants & n — p colonnes en K*, a p colonnes en d, que nous
notons par lesymbole A?
il y aura dans la formation de An:

n déterminants de type A},

n(n 9 —1 déterminants de type AZ_,

etc...

Désignons par : max. f f | AY_, | ds,...dsn, une borne su-

périeure de toutes les intégrales telles que] f | AF_, | dsy...dsn;

on aura nécessairement :

~b b b b
JJ ---flin|dsl---dsn\<n-maxf---flA;_lldsl---dS
\ a a a a

1 b b
(15) +n(n ).max[' ...flA?]_ﬂdSl...dgn_i_...
Ja a
b b
‘ .—y-max/ { | A%l dsy - -~ ds
\ Ja Ja

b b
Evaluation de : maxf f | A2 | ds,...dsn.
a @

Considérons un déterminant de type A?_, par exemple celui-ci :

K*(sy, 81) -+ K*(s3, $n—p)0(81, Sn—p 1) =+ * 8(S, sn)
(A%—p)a =

K*(sn, 81) -+ - 8(sn, Sn)
le fait que nous considérons tel ou tel déterminant de type AZ
n’enléve rien & la généralité du raisonnement qui va suivre.
Posons :
S = K*Z(Sl,&) + oo+ K¥(sa, ), i=1727"‘n—‘1’;
Ul:62(Sl7sl)+"'+62(3n181)7 l=n—P+1,n

n—d

En vertu du théoréme de M. Hadamard, on a .

f f n-— I dsl d

1b 4
j \/Slx-~-><Sn_,,><Un_,,+1><--~><Undsl---ds,.,
a
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d’ou compte tenu de I'inégalité de Schwarz :

b b
( f---flms-p)aws---dsn
6)
(\\/ Sl -+ XSp_pdsy - - dspX \/ [Un pr1X e X Updsye - -dsn
Ja Ja

Considérons :

b b
IS:["'[SIX"'XSn_pdsl"‘dsn,
Ja Ja

Pélément différentiel de I est un produit de n — p facteurs dont
chacun est une somme de n termes ; le développement de S, X...
X Sy, conduit donc & une somme de n*—? expressions (produits de
n — p facteurs) de la forme :

P = K*2(317 §1) X -0 X K*2(Sn—p, S"'—P)?

(1

ou si,....., s"~? désignent symboliquement un groupe de n— p
variables prises parmi les n variables s,..., sz, et ceci avec ou sans
répétition des indices ; quant aux variables de droite, s;,...., Spp
elles sont toutes distinctes.

Désignons par :
b b
max./ f Pds, - - - ds,
a a

b b
une borne supérieure de toutes les intégrales f <o f Pds,...dss. On
a a

aura nécessairement :

b b
i < nn—’p[max.f J Pds, - - - dsy].
a a

b b
Nous recherchons done une majoration def cee / Pds,...dsn pour
a Ja

tous les produits P.

Considérons dans P, un facteur K**(si, s;), tel que la variable de
droite s; n’apparaisse comme variable de gauche dans aucun autre
facteur.

b b
Dans l'intégrale f J Pds,...dsn, effectuons l’intégration par
a a
rapport a s.
b
Ainsi on introduit une fonction g(s?) :f K*2(s?, s5) dsi << H? (par
a

hypothése) et appliquant l’inégalité :

b b
f f-o-dsy - -+ dsn
a

~h b
<H2J "'{'lfldsr"dsm
a Ja
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valable pour | ¢ | < H? on a:

/ b b b b
| ff Pd51"‘dsn=f"‘f K*z(sl,sl)...
Ja a a e

n fois n— 1 fois

b *b
< He f j KH(st, sy) - K¥2(sL, i JKA(s+1, si)- - -
a

a
n—1 fois
e K*(snp, s, )dsy - - dSiqdSisy -+ - dSa

Au cas ol on aurait & = s;, il n’y aurait rien de changé au résultat,
puisque par hypothése, on a :

~b
J K*2(s, s)ds << H2,
a

Done toutes les fois qu’un facteur K** est tel que sa variable de
droite ne figure pas comme variable de gauche dans d’autres fac-
teurs, on peut le remplacer dans le second membre de I'inégalité
ci-dessus par la constante H2, I'ordre de l'intégrale multiple dimi-
nuant corrélativement d’une unité. Ceci reste encore vrai si st = s
ne figure pas dans un des autres facteurs.

Pour le produit P on procédera & I’élimination de tous les facteurs
K*2 répondant a cette condition.

Il pourra se présenter des cas ou quoique la variable de droite
d’un facteur K*2 figurera a gauche dans d’autres facteurs, on pourra
procéder a la réduction a la condition de poursuivre I’élimination
dans un ordre judicieux :

Pour fixer les idées, prenons un exemple :
soit n = 9, n — p = b, et donnons le produit suivant :

P = K*2(sy, 5;)K*2(s5, 55) K*¥(sg, 55) K*2(s5, 54) K*2(s3, s5)
facteur n° 1 v 2 ... 3 .. 4 ... 5

La variable de droite de 3 figure a gauche dans 4, celle de droite
de 5 figure & gauche dans 2.

Mais en éliminant dans I'intégrale, d’abord les facteurs dans ’ordre
1, 2, 4, les facteurs 3 et 5 pourront étre ensuite éliminés car leur va-
riable de droite n’apparaitra plus & gauche dans d’autres facteurs,
ceux-ci ayant disparu.

Il apparait donc que lorsque dans un produit P on aura procédé
4 Pélimination de tous les facteurs répondant 4 la condition ci-dessus
précisée, il ne restera plus qu’un groupe de facteurs tels que chaque

o KR(s s  K(S i) K250, 8, )e(s) < dSy -+ dsiydigg - dsn <
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variable de droite apparaitra comme variable de gauche dans un
autre facteur, et ceci dans les conditions suivantes :

10 le nombre des facteurs restants est pair :

chaque variable de droite n’apparaitra qu’'une fois & gauche dans
un autre facteur. Le produit sera donc composé de couples tels que :

K*2(s7, si) K*¥(ss, 5y),
ou si n’apparaitra dans aucun autre facteur.
20 le nombre des facteurs restants est impair :
on pourra coupler deux a deux comme ci-dessus les facteurs sauf

un ; ce dernier pourra d’ailleurs avoir ses variables identiques.
Comme par hypothése on a :

b b
f K*2(x, s)K*3(s, y) < H* et f K*¥(s, s)ds < H?,
a

v a
on pourra intégrer séparément chaque couple de facteurs ; dans
le deuxiéme cas, le dernier facteur restant sera intégré ensuite.
On fera donc apparaitre H? aux lieu et place de chaque facteur K*2,
D’une fagon générale, dans le deuxiéme membre de l'inégalité

b b
majorantf f Pds,...dsn, H* apparaitra a la puissance n — p.
a a

Supposons pour Uinstant b — a > 1. — Les intégrales

b b
f .. j Pds,...ds,,
a a

seront majorées par celle qui apparaitra en facteur de HZ2(»-?),

le facteur (b — a) élevé & la plus grande puissance. Ceci se produira

lorsqu’on aura a considérer une expression P telle qu’on pourra

mettre en évidence le plus grand nombre possible de produits

K*2(st, si) K*2(s;, s5).

n—p
2

by Si n — p est impair ily a au plusn

a) St n—p est pair il y a au plus

produits de cette sorte.

—p—

5 L produits de cette

sorte.

Dans le cas a), b — a apparaitra & la puissance
n—p_n+p

2 27

Dans le cas b), il y aura en plus des produits de deux facteurs une
fonction K*2 de sorte que b — a apparaitra & la puissance

_n—=p—1 _ntp—1
2 =3

n —

n
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En résumé, nous aurons pour la majoration de I :
b ~b
pourn — p pair : Ig= ’ ces ’ Syt Sppdsy---dsp
v a v a
nip
< nn‘—PHZ(n——p)(b _ (l) 2
<
(18) b b
pourn—pimpair:lssf f Sy Sp_pldsy - dsn
a v a

ntp—1
\ L nrrHn—pl(h — q) 2

Considérons maintenant
b ~b
JU:.f J Unpp1X -+ - X Uspds, - - - dsn,
v a a

vu les hypothéses IV ou K(z, s) — K*(z, s) = d(s, ) et compte
tenu des raisonnements développés ci-dessus, on voit qu’on peut
écrire :

b b
pour p pair : Jy ::f f Un—pp1 X+ -+ X Updsy- - - dsp
a a

2n—p

< nP?2(b — a) Tz
~ ’
(19 b b
pour p impair : Jy -.—_f f Up—pp1 X+ + XUndsy-« - dsn
a a

(1)
Lnee2pb—a)"\ 2 ).
Dans le produit Iy x Jy, Pexposant maximum de b — a sera %’—"
Nous reportant & l'inégalité (16), on aura :
gb

b b
fa .. fa J(Agﬁp)a!dsl- cods, <Vnn-Hiv)lg2(h — a) ¢ .

Le second membre de cette inégalité majore toutes les intégrales
de | A2 _ | ; il en résulte que d’aprés (15), on a :

b b 3n
f f | An | dsye-dsy <V (b — a) T [(H + ) — Hr,
d’ou finalement :
20) | D) —D*x) | < Y | x,ln\/ﬁ;’(b -—a)?){[(H + =)»— Hn],

n=1
inégalité que nous nous proposions d’établir.
On vérifie que la série du second membre converge pour toute
valeur de J.
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Pour0<<b—a-1, 'inégalité reste valable en y faisant b —a =1.

30 Deuxiéme extension du résultat de Tricomi. — Nous considérons
encore les équations de Fredholm (9) et (10) dont les noyaux K(z, s)
et K*(s, x) répondent respectivement aux conditions (I), (IT), (III)
et (I)’, (IT)’, (ITI)" précisées au début de Iexposé précédent relatif
4 la premiére extension du résultat de Tricomi.

Nous ne faisons pas état des conditions (IV) mais nous formulons
les nouvelles hypothéses suivantes :

b
g J K2(z, s)K*2(s, y)ds < H* )
%) (Ve

b
( [ K*2(x, s)K*(s, y)ds << H* S

(e <50

Posant
K(z, s) — K*(z, s) = é(z, s)

nous démontrons qu’on a l’'inégalité suivante :

AV TIY} Y
| DY — D*(x)|<d’lo\>\/ f f e, yddy + w0)\/ f 2(z, 2)dz

ou @, et ®, sont deux fonctions entiéres en 7.

En effet : reprenons I'inégalité (13) et la valeur de A» donnée par
(14). Nous pouvons écrire :

K(s1,81) - K(51, Sn-1)3(51,8n)|  [Ksy, 81)- - K(81, Su-2)3(51, Sn-1) K*(s1, $2)
Ap=|eeveenns R +
K(Sn, 31) .......... a(_gn’ Sn) ........ K*(Sn’ Sn)
8(s1, 51)K*(sy, 89) - + - - - K*(s1, n)
B . ,
(S, Sy) + v K*(sn, $n)

ott le second membre de I’égalité ci-dessus comporte ndéterminants.
Considérons un quelconque de ces n déterminants, soit :

K(Sla Sl) e K(sl’ S’U—l)a(sl,Sk)K*(Sl: Sk-’rl) e K*(SI) Sn)
(Ap)gm | v ovve
K(S",sl) ............ C(Sn, Sp)eee e K (Sn, Sn)
On a bien :
b b b b
(21) f .. f |An|dsy- - -dsp<n X max. de] . [(An)eldSy - - - dSn.
va a k=12,--'n a Ja
Posons :

K2(sy, s1) 4+ - + K2(sn, 51) = S
K*2(s;, $p) + -+ + K*%(sp, $) = Sy,
82(sq, s) + - -+ 4 3%(sn, St) = di-
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L’application du théoréme de M. Hadamard sur le maximum
d’un déterminant et de l'inégalité de Schwarz donne :

{I [ | (An)k|dsy-+ dsn<\,/ o olkds1 -dsp
(% a

(22)

/ b e
( o [ { Sy S a1 Sy don
\ v a a

Pour obtenir une majoration de

b b .
L= { [ Sy Sudsy -+ -ds
Ja Ja

nous voyons en examinant les calculs précédents (1r¢ extension du
théoréme de Tricomi), et sans qu’il soit nécessaire de les rétablir
pour le cas actuel, que les conditions (I), (II), (III), (I)’, (IT)’, (III)’,
sutvies des hypothéses (V) permettent dans la majoration de L, de
faire apparaitre H? aux lieu et place de K2 ou K*2.

On pourra donc appliquer les majorations (18) ou on fera p =1
et nous choisirons celle donnant le plus fort exposant de (b — a) ;
on aura donc que n soit pair ou impair et pour b —a> 1 :

n+1

L < ntH20(p —g) & .

Par ailleurs, nous avons :

~b b
J f dids, - -ds
a a

b ~b
—~ f co | ) e Bss) e o B2onse) | dsye - do
a

v Ja

I

b b b
(n—1) f / 3¥(a,y)dzdy- (b — a)"*+ j ¥z,x)dz- (b—a) 1,

D’ou finalement compte tenu de (22), I'inégalité (21) devient :

b b
f f |An|dsy: - -ds
b
\/ (n— 1) (b — ay— f j (e)dady + (b — ay— f 2(,2)do

n+1
X n T H”‘“l(b-—a) T
Thése Bergeot. &
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Remarquant que le radical du second membre est de la forme

Va2 + @2<|a|+|f], nous avons :

~b ~b
j ] | & | dsy- - -dsa
a a

b ) .
<\/ J j Bay)dedy X \V/n — 1\/m x H=1(h — )1+

3n—1

+\/] 2(z,z)de X \/m i H(b — a) &

inégalité encore valable, pour 0 << b — a <1 & condition de remplacer
dans le second membre b — a par 1.
Revenant a l'inégalité (13) nous avons :

/b b Ty
@) PO <nmy/ [ | 62<x,y)dxdy+¢2(x)\/ f (o,2)da

ou D,(2) et Py(2) sont deux fonctions entiéres en 2 données par les
séries absolument convergentes suivantes :

00 = 2 I},)L\ l'"\/ —1 \/nn—l-l Hr—1(b — ) 3 (n41)

n=1

3n—1
Py(t) = Z VIR0 —g)

n=1

§ 40. Solution du probléme posé au § 38. — Soient les deux noyaux
K(z, s) et Ka(z, s) définis pour —1 Lz + Let pour —1 s <+ 1
et répondant respectivement aux conditions (I), (II), (III) d’une
part et (I)’, (IT)’, (ITT)" d’autre part (cela quel que soit n), et en outre
satisfaisant ensemble ¢ Uhypothése V (20) et 3°) du § 39). On suppose
que les noyaux K. forment une suite infinie (n = 1, 2,....%0) telle
qu’on a :

+1 k1 SRR R |
lim f [K(z,s) —Ka(z,s))?dzds= lim f f 82 (z,8)dxds=0
—1

n—>w J—1 u——1 n—>w J—1
et
+1 +1
lim [‘ [K(z,2) — Kau(z,2)]%dz = lim { 2 (zx)de = 0
n—>w J—1 n—>ow o —1
De ces conditions, il résulte que si on se donne arbitrairement
le nombre positif ¢ on peut trouver N, tel que pourtout n> N, onait:

+1 1
f [ 8%(x,y)dady < €2,
—1 J—1
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et N, tel que pour tout n > N, on ait :

..+ /1
‘j 3% (x,x)dx < <%;
—1

Ces deux inégalités seront valables pour tout n > N, N étant le
plus grand des nombres N, et N,.

Considérons les D(2) et D™(2) relatifs aux deux noyaux K et Ka
de (23) on a pour n > N :

[ DG) — DM@) | << [#1(1) + Py(W)]e.

soient 7, 2, deux valeurs finies définissant un segment tel qu’on

a A < 2<% La somme @, () + P, (2) étant une fonction entiére,
on aura sur le segment (%, %;) :

[ 210) + P(0) | <&y
ou h est un nombre fini positif ne dépendant que de l’intervalle

(%1, 23) considéré.
On aura donc pour n > N et pour ; <A Xyt
| D) — DW(2) | ke
Nous prouvons ainsi la convergence uniforme de D®™(}) vers
D(%) sur le segment (3, 7).

Soient maintenant deux zéros consécutifs de D(}X), & savoir g,
ho, (2 < D), tels quon a :

~ - N —5
hg < rg < Ay

), étant la valeur figurant a I’équation (4) et telle que 'on a D(3,) = 0
Sans nuire & la généralité du raisonnement nous supposons que

pour % pris sur (X, 2;) on a : D(2)>0. On peut donc trouver deux
nombres fixes o et 3 tels qu’'on a :

ha < Dg— B <Idg <N+ a<< N,
sur Pintervalle (A, — (3, 2, + «), il existe un nombre positif d in-
férieur & D(2) ; on a donc D(2) > d avec d > 0.

Comme D®(X) converge uniformément vers D(X), on pourra
trouver I’entier N tel que pour tout entier » > N on aura :

| D@) — D) | < d,
d’ou
DW(R) > D) —d
et
D(hg) > 0.



116 INTEGRATION APPROCHEE DE QUELQUES EQUATIONS SIMPLES

En résumé :
DPour toute valeur de n>>N, ), ne sera pas un péle delarésolvante du
noyau Kn(z, ) de Uéquation (5), ce que nous voulions prouver.

II. — INTEGRATION APPROCHEE

§ 41. Hypothéses. — On considére I’équation :

+1
(24) L{y) = y(@) + & f | B@s)yls)ds = flz)

répondant aux conditions suivantes :

10 Elle posséde une solution unigue ; on a donc D(2) = 0.

20 La fonction f(x) est de carré sommable.

30 Le noyau K(z, s) défini en chaque point P de coordonnées z, s
dudomainerectangulaire fermédéfini par— 1o+ 1et —1 s <H1
est borné et mesurable ; si E désigne cet ensemble, I'intégrale

f K(P)dP prise au sens de Lebesgue existe.
E

40 Si [K(x, s)]7 désigne le développement d’ordre n de K(z s)
en série de Legendre par rapport & x, on suppose que K(z, s) satis-
fait a des conditions telles que | [K(x, s)]¢ | reste bornée supérieu-
rement par un nombre fixe indépendant de n, dex, (—1 Lz +1),
et de s, (—1 s <<+ 1),

Nous avons détaillé au § 26 des conditions suffisantes pour qu’il
en soit ainsi. Nous admettrons donc dans le cas actuel que ces con-

ditions sont réalisées.
50 De I’hypothése 4) ci-dessus, il résulte que l’expression
| [K(z, s)];| est bornée supérieurement par un nombre fixe in-

r =S
dépendant de n et de la position du point P quand ce dernier parcourt
la diagonale £ = s du point x = s = —1 au point x = s = + 1.

Nous supposons en outre qu’on a pour toute valeur s telle que

— 1 s+ 1
lim- [K(x,8)]3 = K(s,s).

n— o0 r=s
Ce passage a la limite peut avoir lieu sous des hypotheses simples :
Par exemple : nous avons supposé que les conditions du § 26 sont
satisfaites ; admettons en outre que le noyau K(P) est continu
partout dans un domaine contenant la diagonale x = s (depuis
le point £ = s = — 1, jusqu’au point z = s = + 1), ce domaine
pouvant avoir la frontiére suivante :
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d’une part, deux paralléles 4 la diagonale x = s, situées de part et
d’autre et & distance finie de celle-ci,
d’autre part, les bords du carré d’intégration partant respective-
ment des points z = s = — 1 et £ = s = + 1, jusqu’a leurs ren-
contres avec les deux paralléles 4 la droite x = s.
Ainsi étant donné les hypothéses du § 26 et les théoremes relatifs
a la convergence des séries de Legendre des fonctions & varia-
tion bornée, nous serons assurés qu’en tout point ¥ = s, § = S,
(—1<sy< + 1), on aura :
lim [K(=, so)ln = K(sgso)-
n—x = So
(Notre hypothése entraine d’ailleurs la convergence uniforme de
[K(x, sp)]; vers K(s, s,) sur un segment parallele a I'axe des z,
d’ordonnée s = s;, contenant le point z = s, s = s,, et intérieur
au domaine défini précédemment).

§ 42. Formation d’une équation de Fredholm en y» — y. — Nous

avons vu au § 38 que la méthode des moments conduit & écrire
n

que la solution approchée yx zzaﬁ?’)x’f a ses coefficients af® dé-
0

terminés par le systéme algébrique linéaire de n + 1 équations &

n 4+ 1 inconnues a{ suivant :

+1 +1

Une combinaison linéaire remplace le systéme (25) par :

+1 +1
(26) f , L(y)Xidx = { \ f (@) Xidz (i=0,1.-..n),
X étant le symbole des polynémes de Legendre.

Développant en série de Legendre les deux membres de (24), on
obtient :
(@7) Yalo) 0 | K G, alyeds = [F(ele

Du systéme (26), on tire :

A no +1 1 ’_“ 41
-22(21 + 1)Xy(z) f_ . L{ya) X(t)dt = 22(2f+ 1)X (=) f . (&) X;(t)dt.
0 0 -
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Comme yn(x) est un polynéme de degré n et que :
n

1 s +1 +1 r1
SR H0XG@ | X006 [ Kesnoisii= [ Kyl
0

- [

o

on a :
+1

(28) Ynlx) + % { \ [K(@, $)]yyn(s)ds = [f(x)]n}

o —

de (27) et (28), on déduit :

+1
(29)  Ya(2) — ya() + f_ K@, )3 § yls) — gals) {ds =0,

et de (24) et (28), on a :

+1
‘ Yn—Y + lf , K@ )lynls) — y(9)]ds = [f(2) ] — f(2) +
(30) ? B

+1
+ 2 f ) | K(z, 8) —[K(@, 9 | yuls)ds = An(2).

Ces équations (28), (29), (30), étant posées, nous passons & I'exa-
men des conditions de convergence de y(x) vers y(z).

§ 43. La solution approchée y.(x) converge en moyenne qua-
dratique vers y(x). — Le développement de la démonstration est le
suivant : Nous démontrons d’abord que y. étant solution de (28),

+1
Pintégrale f y2dx est bornée supérieurement par un nombre
—1

fixe, quel que soit n.

Il faut donc étre certain en premier lieu que si n — o ’équa-
tion (28) a une solution unique, donc que X n’est pas un zéro de
D®™(2) relatif au noyau [K(z, s)]7 quand n croit indéfiniment.

En outre, comme la résolvante de (28) est I'» :BW{WD(”)(Q)\)
et qu'on a :
. {1+1D( UCAPN d
Yo =[@)] + 5wy ), € I (s)Inds,

1
on voit que puisque f(x) est de carré sommable, I'intégrale j yida
—1

sera bornée supérieurement quel que soit n si l'intégrale

|
f f § DO | ) |Pdads,
—1 J—1

est elle-méme inférieure & un nombre fixe indépendant de n.
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+1
Ainsi, nous serons assuré que l’mtégralef A2(z)dx  (ou

o —

1
An(z) est le terme représentant le second membre de (30) tend vers
1

zéro quand n — ®, d’ou on déduira que] (y — yn)dzx — 0
1

n —
avec -.
n
Nous passons maintenant au détail du caleul.
10 L’équation (28) a une solution unique quand n — o .
Ainsi qu'on I'a vu au § 40, il suffit pour que ce résultat existe

qu'on ait :
Rt e . A1
31) lim / {K(2,5)—[K (2, 9)]; [*dods = lim f 53(, s)dads =0,
n—>wd—1 J/— n—>wd—1 J—1
et

+1 n1

(32) lim f | K(s, 5) — [K(z, $)I& 12ds = lim J 83(s, s)ds = 0.
n—wd—1 r=3 n—wd—1

Or K(z, s) = K(P), borné, mesurable dans I’ensemble rectangu-

laire défini par — 1 <z < + 1, — 1 s < + 1 est tel que

+1
f K%(P)dP existe.
—1

Soit M la borne supérieure de | K(s, z) | ; si si désigne une valeur
quelconque s telle que —1 <{s; << + 1,on a:
)

(33) K2(z, s;)dx < 2M2.

v —1

Désignons par on(s) la fonction positive

+1
on(s) = [ ' ?K(xv s) —[K(z, )]n %2d$,

Les fonctions ¢a(s) sont bornées dans leur ensemble et compte tenu
des propriétés des développements en série de Legendre des fone-
tions de carré sommable, on a :

t‘?n(é‘i) > onyq(si) >
e

(34)

lim ¢,(s;) = 0; (condition de fermeture)
n—»ow

ceci valable pour s; quelconque sur le segment (— 1, + 1) fermé.

Par ailleurs, pour n quelconque on a compte tenu de (33) :

+1
on(s) < maxde: f K2(z, s)dz = 2M2.
(—1<s<+1)J—1
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De ce qui précéde, on conclut que la suite des fonctions positives
et bornées g¢n(s), définies pour — 1 <s<{ + 1 converge entout point
s = s;, appartenant & l’intervalle considéré et pour n — ©, vers
une limite unique qui est égale a zéro.

L’application du théoréme relatif au passage & la limite sous le

signe J de I'intégrale de Lebesgue (*) concernant une suite de fone-

tions bornées permet de conclure qu’on a

+1
lim on(s)ds = 0

n—>w.—1

puisqu’en tout point s = sion a: lim ga(s:) =0.
n—»w
La condition (31) est donc bien vérifiée.

Incidemment, remarquons qu’on a aussi :

+1 41 +1 r+1
[ st = [ [ e, gaats >

inégalités qui résultent de (34).
En ce qui concerne la condition (32), il résulte des hypothéses
du § 41 :

A) que Dexpression | [K(z, s)Ii | est bornée supérieurement

xr =8
par un nombre fixe indépendant de n quand le point P parcourt la
diagonale x = s depuis le point # = s = — 1 jusqu’au point

r=s= +1;
B) qu’en tout point x = s,, s = s, de cette diagonale, on a :
lim  [K(z,s)]; = K(so, So)-
n—® X =8,

Les fonctions o» (s, s) sont donc bornées dans leur ensemble et
ont zéro pour limite quand — et il en est de méme des fonctions
o2 (s, ).

Du théoréme relatif au passage a la limite sous le signe { mentionné

o

ci-dessus, on déduit immédiatement la validité de la condition (32).
+1 1
20 L’intégrale {‘ ‘ { DOz | 1) |2 dads est quel que soit n bornée su-
J—1 S

périeurement par un nombre fize.

(1) Voir par exemple : LavALLEE-PoussiN. Intégrale de LEBEscuE. Classes de
BAIRE, etc. Gauthier-Villars, édit. 1916, page 44.
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D’aprés un théoréme de Tricomi () faisant suite & celui que nous
avons étudié au § 39, on sait que si deux noyaux K(z, s), K*(z, s)
définis pour 0z <{ + 1et pour0< s+ 1sont bornés supérieurement
en valeur absolue par un nombre fixe H et tels qu'on a :
| K (z, s) — K*(z, s) | < k, on peut écrire :

n—1 7
D) — D) | < 3 gy 4 For — T,
n=1

ot la série entiére en y converge absolument pour toute valeur de y.

Ce résultat reste encore valable si faute de pouvoir exprimer
sous forme précise la valeur 2 on pose l'inégalité évidente
| K — K*| < 2H.

Tout ceci s’étend naturellement au cas otona — 1 Lz <+ 1,
— 1< s+ 1, lorsque K(P) est défini dans le domaine ainsi précisé,
moyennant naturellement les rectifications de calcul a effectuer

pour obtenir une expression majorante convenable pour ce domaine.
Nous pouvons donc poser :

[DW(E|N) | = | D] 2) ] + d, 5,
ou pour la valeur de X considérée on a :

| d(z, s, | < d,

d étant une constante indépendante de x et de s.
On écrit ainsi :

bl b1 / ~+1 1
U{_l j_1 } DW(T]2) gzdxds<%\/(f_1f“1 §D(Z| 1) {2duds
ARl o1 )2
+\/{ f d?dxds
J—1J—1 5

+1 1
L’intégrale ( j § D™z | 2) §? dads est donc bornée supérieure-
1 J—1

o~ —

ment quel que soit n.
D’aprés ce que nous avons exposé au début du § 43, il en résulte
+1
que l'intégrale f y2dz est aussi supérieurement bornée par un
—1
nombre fixe indépendant de n.

n+/l
30 L’intégrale J (y — yn)?dz tend vers zéro avec % .
—1

() Tricomr. — Atti Lincet, vol. XXXIII, 1924, 2¢ semestre, p. 26.
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L’équation (30) donne :
+1

Y — Yo = Au(2) + f (2, 5, \)An(s)ds.
—1

L’inégalité de Schwarz permet d’écrire :

+1 ’ T
) 2
f_ ) (y—yn)?dz < ( \/ J_1 A, (x)dx
-1 1 2 \2
+ | n| \/‘/—_1 []—1 Iz, s ,)\)-An(s)ds] dxg
ou bien :
+1 /S )
(35) f (Y—Yn) 2dx<f x)dx X 1—{—]%1\/ f [ 2(x, sl)dxd85

De méme pour Ax(z) dont I’expression est détaillée en (30), on a :

+1 ’ +1
N Ai(x)dxq\/fi%mnff%zdx
Tt 1 2
) 2
+l%|\/ fﬂ j_1 §K—[K]n§2dxds\/ f_1 ynds:.
Posons :

f+ 1f+ 1 Phdads — 2, Ll— { (e — %
f-H {—l_ 1 — [K)Z! dxds =3 f_:iyids <M,

M étant un nombre fixe indépendant de n.
On a donc finalement de (35) :

+1
(36) f_ e < (ot MR ]

\ . 1
ol 7 et On tendent vers zéro avec o
La solution approchée ya(x) converge donc en moyenne quadratique

vers y(x).

§ 44. Comparaison de y,(x) avec le développement direct Y, (z)

de y(z) en série de Legendre. — En appliquant 'inégalité de Schwarz
on déduit de I’équation (29) :

+1
@ 1Ya—wi< g/ [ i onfasy/ [ e — s
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Vu les hypothéses du § 41, on sait que l'expression | [K(z, s)]; |
est supérieurement bornée par un nombre fixe indépendant de n,
de z, et de s. Soit K ce nombre.

Nous avons alors de (36) et (37) :

(38) LYo — 9 | <| 2| KV2(na 4 | 2| 8M)(L 4| 2] 7),
majoration valable pour — 1 <a < + 1.

L’écart Yno(x) — ya(x) tend donc uniformément vers zéro pour
— 1<+ 1.

On peut encore écrire :

ly = | <|y—Ya |+ [ Yo—unl,
d’ou de (38) :
B9 ly—yn| <ly—Ya|+[ KVt [n &ML 1] 3).
Si done, K(z, s) et f(x) remplissent en particulier des conditions
telles que y(x) soit développable en série de Legendre uniformément

convergente sur le segment (2, [3) tel que — 1 < o <<f-< + 1, la solution
approchée y,(x) converge uniformément vers y(x) sur le segment (=, [3).

§ 45. Conclusion. — En résumé :
Sous les hypothéses du § 41, on est assuré que la solution approchée

n
ya(z) = Y0z,
0
de I’équation de Fredholm

+1
g4 f K@, wis)ds = fla),

(solution approchée obtenue par la méthode des moments) converge
en moyenne quadratique vers y(x).

En outre, Y, (z) désignant le développement direct d’ordre n de
y(x) en série de Legendre, on sait que 'expression Ya(z) — ya(x)
converge uniformément vers zéro pour — 1 <{z < + 1.

Par ailleurs, si ’équation de Fredholm est telle que Ya(x) converge
uniformément vers y(x) sur le segment (2, ), (— 1 <o < < + 1),
alors yn(x) converge uniformément vers y(z) sur (z, ().

En dernier lieu 'inégalité (39) donne une majoration de ’écart
| y(x) — yn(x) | en fonction de I'écart | y — Yu | et d’un terme
complémentaire dont les éléments sont calculables. Ainsi peut-on

connaitre I’approximation obtenue par une solution approchée
d’ordre n.
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