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INTRODUCTION

de France (t. XLII, fascicule II, 1924) M. Cartan a montré
comment la notion d’un espace d’éléments linéaires & connexion
projective normale peut définir les invariants ponctuels d’une
équation différentielle y"' = f (z, v, y') du second ordre.

Le probléme ainsi posé est la géométrisation d’une équation
différentielle générale du second ordre, en ce sens que les courbes
intégrales d’une telle équation sont considérées comme les géodé-
siques d’un espace & connexion projective.

Dans ce mémoire nous cherchons une généralisation du pro-
bléme précédent étudié par M. Cartan. Un complexe de surfaces
F (z,y, z, a, b, ¢) = o étant donné nous déterminons une connexion
projective définie d’une maniére intrinséque et invariante, telle
que Pespace étant doué de cette connexion les complexes F = O
jouissent des propriétés d’un plan. Le probléme ainsi envisagé
est du domaine de topologie.

Dans le premier chapitre nous étudions le cas d’un espace a
trois dimensions en cherchant premiérement & déterminer la
connexion privilégiée (la connexion normale) dans un repére fon-
damental défini par les variables z, ¥y, z, et les paramétres non-
homogénes p, g de I’élément plan. Ensuite une fois la nature de
la connexion normale étant connue, nous fondons une théorie
des formes génératrices en partant d’un repére naturel par rapport
aux variables z, y, z ; mais cette fois en nous servant des para-
meétres homogenes de I’élément plan.

Dans le deuxiéme chapitre nous étudions en particulier le cas
de dégénérescence de l'espace d’éléments en espace ponctuel.
Nous montrons P’équivalence de cet espace ponctuel avec I’espace
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2 LES ESPACES D’ELEMENTS A CONNEXION PROJECTIVE NORMALE

projectif ordinaire. Nous vérifions ensuite I’équivalence de deux
connexions normales rattachées aux plans et aux géodésiques de
Pespace. Cette ¢onnexion normale commune étant la connexion
sans courbure.

L’espace étant projectif nous déterminons ainsi les conditions
necessaires et suffisantes pour qu’un systéme de deux équations
différentielles du second ordre soit réductibles & la forme :

Y =0 =0

Dans le troisiéme chapitre (17 partie) nous généralisons la notion
des formes génératrices pour un espace & n dimensions. Ainsi
nous déterminons la connexion projective normale qui définit
les invariants différentiels d’un systéme complet d’équations aux
dérivées partielles du second ordre. En étudiant le cas de ’espace
ponctuel, nous trouvons un ensemble des systémes associés & un
systéme d’équations différentielles du second ordre dans le cas
ou ce systéme est réductible a la forme y’ = 0 z"" = 0... etc., et
ainsi nous montrons que les conditions de réductibilité, s’ex-
priment toujours par P'intégrabilité d’un des systémes associés-

Dans la seconde partie du méme chapitre nous étudions som-
mairement les espaces d’éléments linéaires & connexion projec-
tive normale et nous définissons ainsi un générateur pour 1’espace
en I'appelant le potentiel affine de I’espace.

Enfin dans le dernier chapitre nous étudions les surfaces et les
courbes d’un espace d’éléments plans & trois dimensions en appli-
quant la méthode de repére mobile.

Qu’il me soit permis en terminant d’exprimer ici toute ma re-
connaissance et ma gratitude pour mon Maitre M. Elie Cartan qui
a bien voulu accepter la direction de ce travail.




CHAPITRE 1

LES ESPACES D’ELEMENTS-PLANS A TROIS DIMENSIONS

1. — LE REPERE FONDAMENTAL ET LA DETERMINATION
DE LA CONNEXION NORMALE

1. — Soit un complexe de surfaces :
F(z,u,23@,b,¢) =0

Pintégrale générale du systéme d’équations aux dérivées partielles
du second ordre :

< r= ¢, Y, 2 p, q)
1) (S=f(xv Y %, Dy Q)
t=42920p 9
ou les fonctions analytiques ¢, f, ¢ satisfont aux conditions d’inté-
grabilité.
2 2 ) % 2
|3+ a5+ 15+ N R T
@)
2 ? ) of @ 2 ?
(P f+¢ f S (NI S g "’+f
Y o
nous Nous proposons de chercher une connexion prOJectlve telle
que I'espace étant doué de cette connexion le complexe F = O
définisse les plans de I'espace.
Remarquons que le systéme (1) peut se mettre sous la forme
d’un systéme de Pfaff complétement intégrable :
( dz — pdx— ¢dy = 0
3) dp—¢dz — fdy = 0
(dq——fdx—wy =0
En se servant des opérations symboliques

d 2
%) V=t Pt ety

d d
(@ —?;-l-qaz-l-f‘—-l-‘!'—
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les conditions d’intégrabilité (2) s’écrivent :

de df
\& =&
o
dy ~ do

Nous aurons recours dans ce qui suit 4 ces opérations symboliques.

2. — Notions d’espace d’éléments plans. Un espace d’éléments
plans est une variété a cinq dimensions définie par un point appelé
le centre d’éléments et par un plan passant par le centre.

Un espace d’éléments & connexion projective est le résultat
de raccordement des petits morceaux d’espace d’éléments suivant
une loi bien déterminée, ce raccord se faisant de proche en proche.

3. — Soit alors le repére :

dA = wgA + o'A; + WA; + A4
) (dAl = A + wA; + ©jA; + i,
dA; = ng + waA; + wpA, + ngs
? dA; = ng + “’;Al + ‘”§A2 + ‘*’?xAs
ou le point origine A est supposé le centre d’éléments plan A, A,

A, définissant cette connexion entre les espaces projectifs tan-
gents.

Les composantes w} du déplacement infinitésimal de ce repére

sont des formes linéaires et homogénes par rapport aux différen-
tielles

dz, dy, dz, dp, dg.

Le point A étant le centre, les équations différentielles des points
de P’espace sont :

wl =0 w2=20 wd =

De méme A A; A, étant P’élément plan passant par le centre A les
équations différentielles des plans de Pespace sont

w =0 w? =0 ws = 0.
Sile centre A reste fixe en doit avoir :

wl'=0 w2 =10 wdi=0
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avec
de=dy=dz =0
il s’en suit alors que les w; sont des formes linéaires et homogénes
en dz, dy, dz seulement, d’autre part si le point A reste dans le
plan (élément-plan rattaché au centre) AA; A, on doit avoir
w3 = 0

avec :

dz — pdx — qdy = 0
donc «® est égal & dz-pdz-gqdy & un coefficient prés. Donc en dé-
veloppant dA suivant les différentielles dp, dg, dz, dy, dz-pdx-qdy
et en choisissant les coefficients de trois derniéres pour A,, A, A,
on aura :

(A)l = dx

w? = dy

w? = dz — pdxr — qdy
Remarquons qu’on peut encore ajouter des multiples quelconques

de A aux points A, A,, A, alors en choisissant convenablement.
les coefficients de ces multiples on peut avoir :

wi +w§+w§——-3w8=‘j\9dp+%dq

Nous appellerons un tel repére, le repére fondamental par rapport
aux variables z, y, z.

4, — Les équations des plans étant :
u)a = O u)i =S O u):; E—3 0
on doit avoir :
wd = m(dp — ¢dz— fdy) + nl{dg — fdz— $dy) + g(dz — pdz — qdy)

©)) w2 = mi(ap — ¢do— fiy) + n'(dg— fiz— dy) + h(dz — pdo— gdy)

on voit alors qu’il existe une infinité des connexions projectives
telles qu’elles imposent le complexe F = O comme des plans &
Pespace.

Ces connexions dépendent de six arbitraires m, n, m', n', g , h
avec des formes quelconques pour les autres w;.

Nous allons montrer que parmi ces connexions il existe une

seule privilégiée en ce sens qu’elle est déterminée d’une maniére
invariante.
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Pour cela nous allons écrire les équations de la structure de
I’espace.

of = (m’)’ — [wgwi] —_— [u)kw;‘]

@ o = (uf)' — {afu] — [u]ol]
o8 — () — 8] — [l
00 — (ul) — [oFl]

Dans ces formules I’indice muet k est 'indice de sommation.

5. — Annulons d’abord la composante Q° de la courbure :

o = (w3)' — [u)lwﬂ —_— [w%ué] — [ws(m'; — u)g)] =0

ce qui donne :
—[dpdz}—{dgdy]+m[(dp—ydz—ifdy)dx]4-n[(dg—fdz—idy)dz]
+ gl (dz—pdz—qdy)dz]+-m'[(dp—odz—fdy)dy]+n'[(dg—fdz
—Ydy)dy)+hl (de—pdz—qdy)dyl—| (wi—w() (dz—pdz—qdy) |=0

On peut annuler cette composante en posant :
m=n =1
m=n=0
ws — wy = gdz + hdy + y(dz — pdz — qdy)
On a ainsi :
wi = dp — ¢dz — fdy + gldz — pdz — qdy)
w; = dg — fdz — Ydy + h(dz — pdz — qdy)
Annulons maintenant les composantes Q! et Q2 de la courbure :
@ = (@) — [}(ed — )] — [w"ed] — [?e}] = 0
0 = (W) — [wod] — [wH(w} = o)] — [w'u] = 0

ce qui donne :

[dx(wi — wg ] 4 [dym}z] + [(dz — pdz — qdy)wé] =0
[dz}] + [dy(wf — wi)] + [(ds — pdz — qdy)wi] =0
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D’aprés le lemme de Cartan on trouve :

w] — wg = adz + Pdy + Ndz — pdz — qdy)
wy = Bdx + pdy + v(dz — pdz — qdy)
w3 = Mz + vdy + p(dz — pdz — qdy)
wj = o'de + P'dy + N(dz — pdz — gdy)

w — wp = P'dz + p'dy + v'(dz — pdz — qdy)
w3 = Ndz + v'dy + ¢'(dz — pdz — gdy)

Sachant que w} + w; + w} — 3 ) ne dépend que de dp et dg
on doit avoir :

w} + @ + wf — 3wy =0

ce qui donne :
+g=0

(8) P+uw+r=0
y=20

Annulons ensuite les composantes o2 et ) de la courbure :
Qi = (wi")’ —_ [wi’oﬁ] — [(wi — wg)mi'] — [u)fwg] =0
Qg = (mg)' — [mgm3] — [w;wi”] — [(mg — wg)wg] =0

ce qui donne :

— [dyda] — [dfdy] + [dg(dz — pdx — qdy)] — gldpdx] — g[dgdy]

— [«{(dz — pdz — qdy)] — (¢ — g)[dz(dp — gdz — fdy)] — (« — g)
gldx(dz — pdz — qdy)] — (8 — h)[dy(dp — ¢dx — fdy)] — (B — k)
gldy(dz — pdzx — qdy)] — (A — Y)[(dz — pdx — qdy)(dp — pdz — fdy)]

— o'[dx(dg — fdzx — Ydy)] — o'h[dx(dy — pdz — qdy)] — B'[dy
(dg — fdz — Ydy)] — B'Aldy(dz — pdz — qdy)] —N{[(dz — pdz — gdy)
(dg — fdz — Ydy)] = 0

et :

— [dfdx] — [d¥dy] + [dh(dz — pdx — qdy)] — h[dpdx] — h[dgdy]

— [wd(dz — pdx — qdy)] — P[dz(dp — vdz — fdy)] — Bgldz
(dz — pdz — gdy)) — p[dy(dp — 9dz — fdy)] — pgldy(dz — pd=

— qdy)] —[(dz — pdx — qdy)(dp — ¢dz — fdy)] — (' — g)
[dz(dg — fdz — Ydy)] — (B’ — g)hldx(dz — pdxr — gdy)] — (&' — k)
[dy(dg — fdz — {dy)] — (&' — h)h[dy(dz — pdz — qdy)] — (v' — )
[(dz — pdx — qdy)(dg — fdz — Ydy)] = 0
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On annule ces composantes en posant :

o (a——2g=:—: @—h———fp g — g—b—; a’=b—(pourlalfe)
) ( ' —2h = 24 B—rh= o B — f = —il’( ourla 2eme)
I =37 =3 g§= B=35p P

et en prenant pour ) et w) les valeurs suivantes (en tenant compte
des conditions d’intégrabilité (2)) :

w0 = (A —)(dp — vz — fdy) + ¥(dg — fdv — 4dy) — }

1 1
d( + f>+K(dz—pdx—qdy>+ °“’+4:§<§2+ q)+1—6

(5 + 50) a3 =3 oe + [+ 2355 + 3) +
(5 + 3035 =35l
3 = v(dp — ¢dx — fdy) 4+ (v — yY)(dz — pdx — qdy) — %d

. of Ll )t
( +aq) + Pl — pdz —gdy) + | 55+ Zag\5p T og ) T 16

(S + ) (e —5) o + [ + 133(3%+s§)+r%
(5L + )35t — 5]

Les équations (9) avec les deux premiéres équations du systéme
(8) donnent :

1/ of . A/.8f g 1 of
“~2<a"p—a‘q> @=Z(3a“q"a7») g*—-a( +aq>

= {E) ) el

On a alors le tableau suivant :

wl=dz wl=dy o =dz— pdz—qdy w}+w§+wg—3w8=0

wd = dp — gdx — fdy — —(— + z’f)(dz-—pdx——qdy)

&——dq——fd:c——nlady————( )dz——pdx——qdy)
wy—up=— g2+ :Dd” 4( L+ 2)ay + +(ds — pdo — gdy)

Wl — o = %(22 _ i'f)dx + 4<3§£ °“’>dy + Ndz — pdz — gdy)
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)
st e i e

? d 2
w? = ;dx + Z<3§£ (P>dy -+ N(dy — pdz — gdy)

1/,2 2 )
ot = (35— 2)de + 2y + (ds — pio— giy)
w! = Mz + vdy + p(dz — pdz — qdy)
w? = Ndz + v'dy + ¢'(dz — pdz — gqdy)

1
= (A\—7) (dp— pdz— fdy) + N(dg— fdz—ydy) — (;; n d; )

1
+ K(ds — pdz — qdy) + [ 2 + 7 :“q’(z; + )

+16(a,,+”£)(§—: §Z>]dz+[§i+i§£( %)

+1slop + 52) (0 —5p) Jo

) = Wdp —gdz—fiy) + (o' —x) (dg—fda—bdy) —7 (”—’+aq)

1
+ Pz —pia—ady) + [ L+ 7L (L 12 4 (%2 1 X

e [ 2 2 ) D

avec la conditions :

A+ v 4+ y = o (3¢ équation du systéme (8)).

On voit que la connexion dépend encore de 8 arbitraires 2, v, p,
X, v, ¢, P. K avec pour j une forme arbitraire.

Annulons maintenant la composante Q; 4+ Q) + Q — 3 Qf de
la courbure :

9 +92 403 —300 = (] + 0 + wi—3ul ) —4[whw! | —4f )’ |—4[w)w’]=0
d’ot :

[w)dz] + [widy] + [w)(dz — pdz — qdy)] =0
et d’aprés le lemme de Cartan on trouve :

Wl = a de 4+ o« dy + a(dz — pdz — qdy)
w)=adz + B dy + Y,(dz — pdz — qdy)
w) = adzr + ydy + ¥,(dz — pdz — qdy)



10 LES ESPACES D’ELEMENTS A CONNEXION PROJECTIVE NORMALE

On voit alors que ) et w; sont indépendantes de dp et dg annu-
lant alors les coefficients de ces différentuelles en w{ et en w on
trouve :

c 1% ¥ ' 1 22
¥ = &g * 301 = dlapog * 323)
2f 2% _A73% 2%
v <bp2+apaq> R—'Y_4<5}§+a~ﬁ§

qui, en tenant compte de :

A v +y=0
donnent :
r=— %z(:;z + a,,;; +34)
= %< bp2 + a;;fq + %)

On trouve alors pour ), ), w3 les formes suivantes :

I K 120/ af of (Yi af) 1d _j:
“ [ Tz bq(ap+aq>+16( +aq> 3ap—aq 4da: aq
of Aaf (20  of f ><a_f_' a:;) 1d< af
e +[az+4 ap<ap+aq>+16< LK) 3aq_ap Ldy\ap a_>
+ K,(dz — pdz — qdy)
{ 1 af [of 1 f of oY 1d
K az+4aq<ap+ W) s a)Cr %) -1
1Y of of aq; of
? ]d + az+4bp<ap+ >+16( +aq)( 6_9_513)
| —ia (ap 2) Jay + Ptz — pao — qd).
Kldx + P.dy + R(dz — pdz — qdy).
(Il est facile de vérifier, en tenant compte des conditions d’inté-
grabilité que les coefficients de dy et de dz successivement en «)
et wJ sont égaux).
La connexion dépend encore de 5 arbitraires p, o’, K;, P, R.
Annulons maintenant la composante Qf — Qf de la courbure :

Qg —_ Qg = (wg —_— wg)' — [wguﬁ] [w;wi] [wgmg] =0

(car [m?uﬂ} +4- [mgm2] + [w§w3j = 0),
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on trouve ainsi :

p= 11 (b S+ 2 b;zq + %) o= 11‘2<°p2a9 +2 bp:fq2 . b%)
= 1(5»‘ + 5%’) 16<ap A ?‘f)
48( + :Z)( ope afafq Tq;> 112 di(w» +2 a;?q + a%)
(o one) + 16 (o 52) (e + o)
+alepri)- 2+a;?q+z§i;;)—1%§;(a—;z+ s+ )

On a alors pour les composantes du déplacement infinitésimal :

11

+

P,

i

wl = dz w? = dy wd = dz — pdx — qdy
5 1/de of
Wl = p——q:dx—fay—-4<p+bq><dz—-pdx—-qay>
179 a4
wl = dg fdx—‘ydy—&<-a—£+%)(dz—pdz—-qdy)
?

el e (L 2

1 /3% o*f a%)
—<$+2@+@§ (dz— pdx— qdy

V)
mf:—:%;dx—i-é(‘g :—;)dy—{-i(aj::q f)(dz — pdz— qdy)
h=3(3 - Mas s Day 17 (2 + 2L Yds— pas—gay)
S A
+15(2 25+ ol — 24 s — pin — gy
wﬁ—w3=3:(3§€—3—§)dx+z(33 5
+ 5(— % +5p—£q+ o )(ds —pio — gay)
TRV A
+12< 3+ 2 apziq apaq)wz — pdz — gdy)

s 1/ 2% ?f a%
=1 (o + o)+ 1a( 5 o 23 )

2% of
+ 13ty 2 ona + ot ) @a— pa—giy)
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“3=[§+2¥<%+g)+16(@+zq)( :;—:_{;)

'"d (p a;)]
+ a’;+i§;(§§+a§)+16(a£+§§)<3§£~§7§>

~ iyt 30) ]
et o)+ 16(op  30) (o )

t +48(ap+a£)( 5% +S§é“$)

\, 1d/e% ., of
' ——1—2‘%<;}—7~2+ prbq )](dz — pdz — qdy)

=[5 a3 el 30 (33 g o o)
[batin:;( )+ 16( a‘i)( :;) @ (a;+aq)]dy

Halopsame) + 16 ) G+
+8(3p5e )3+ opng T 25

1 d [a% 2f ,
1—2,1—( —5+ 2 apbq a—ég)](dz—pdw—qdy)

=2 (s ogme) 16 (o + 32) (s )
| +48<§§+z,£)(20p + i~ o)
— 2y o 2yt o) o i+ i)
+asap+ ) (e + i)
+aa(nti)(— °2s+$afq %q>

1d 2 dy+ R
\ gy f? bpbq+ Y + R{dz — pdx — gdy).

La connexion ne dépend plus que d’un seul arbitraire R.
Avant de pousser plus loin le normalisation de la connexion,
écrivons les équations de la conservation de la courbure pour les
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composantes ', 0%, 0°, 0, 0, 0} —0F, O + Q} + 0 — 3QF qui
sont annulées déja. En posant pour simplifier ’écriture :

0 —Q)==— (0 —0f)=0] —0=— (0] —0}) =0
on trouve :
(e 14 [wl] 4 [w}] =0
(0’0, ]+ [wle] +[wie}]=0
[m3QgJ + [o.\fQ%] + [wgﬂg] =0
[w'ai]—[o'e] +[w'ai] =0
]+ [wios] —[wio] =

. N N 2 1
on voit d’aprés ces relations que les composantes Q, Q1, Q; de la
courbure sont complétement déterminées et si ’on pose :

ot =alo’’]+ blw'o’] + dlo’ul] + oo} + flluo’] + gl w'ed]
+H[o}] 4+ {wlol] +mw'o}] +ni wlul],
on a en particulier :
al=nl=0 c=bi=my, hy=fi=k,

les six derniéres étant les seules composantes du tenseur de cour-
bure qui dépendent de 'indéterminé R.
Annulons maintenant :

b§+f§=mz+kl =C3—|-h3,

on trouve ainsi pour R :
b2f 3241 a2f OZ‘P ﬂ 2
R=16 <ap“ + apaq><apbq T > T84 (ap qu)
B o\ 1 of < I o
T 192 (ap2 +2 500 T og? > i8 < + q> 2+ 25 p%g T apog®
of 2% A’ ¥ 1d < ?*f 2%y
48 ( + ><apzaq +2 apag? + ?) 24 dx\ >p® 5+ 2 apq + apag?

1 d [ d% ?3f a%p % o3 % >
T 2hdy <apzaq +2 apaqz ag® ) +a <ap2az +2 2pagaz + 2q%z )"

successives de ¢, f, ¢ interviennent seulement jusqu’a quatriéme
ordre et que par rapport aux z, y, z ces dérivées ne sont que du
premier ordre seulement.
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La connexion ne dépend plus d’aucun arbitraire, nous ’appelle-
rons normale suivant M. Cartan.

I1 est facile d’examiner que les conditions imposées pour normer
la connexion sont invariantes (vis-a-vis de changements de va-
riables indépendantes).

On sait que les premiers membres des relations (7) (les compo-
santes de courbure de I’espace) sont les composantes d’un dépla-
cement infinitésimal rattaché a4 un cycle élémentaire, de sorte que
les variations subies par le points A, A;, A,, A, dans le dévelop-
pement du cycle sur I’espace projectif ordinaire tangent en A,
par rapport au repére initial rattaché au point, A sont données
par: .

TAA = oA 4 Q'A, 4 ©°A, + Q%A
& AA; = QA + Q1A + OfA, 4 QA
AA; = QA + QA + QA + O3A;
AA; = QA + QJA, + QZA, + 9JA,.

(10) )

19 les conditions :
ol =0 02— 0% =0,
expriment 'invariance de A (’absence de torsion ponctuelle) dans

ce déplacement.
20 les conditions :

Qg=0 Qi-":O Qg=0,

expriment Pinvariance de I’élément-plan AA;A, rattaché au
centre A (I’absence de torsion tangentielle) dans ce déplacement

7. — On peut voir directement ces propriétés sur les équations
finies du groupe engendré par la transformation infinitésimale
rattachée au repére (10). Exprimons en réalité que le point :

M =A+y'A + 3%As + 5°A,,
est fixe dans I’espace, les variations relatives de ses coordonnées
dans le développement du cycle élémentaire sont :

Ay’ 0! (o1 —2f)y’ + 0y’ + 2y’ — (el + 0By’ + oy’ )y’
(11) §Ay® 40 4 aly’ + (e} —ap)y® + ofy’ — (@i’ + 23" + 0y’ Jy* =0
Ay + 9 + fy’ + ofy” + (9§ —af )y’ —(oly' + " + o5’ )y’ =0

0

I

I
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En tenant compte des conditions :
=0 =0 =0 =0 =0
@ —0)=0 of + 9 + 0} —30)=0.

la transformation infinitésimale (11) s’écrit :

( Ayt + (o — )y + o + oy’ — (aly' + 9 + 9’ )y =0
(12) ] 8y + ely' (o) — o)y’ + 03y’ — (o' + oy’ + ')y’ =0

{A?f — (o' + o9’ + 239')y* = 0.
avec la condition :

o+ 0. —200 =0

on voit que pour :

on a :
Ayl = Ay® = Ay’ = 0.

donc le point origine A reste fixe.
De méme pour :

¥ = 0.
on a :

Ay = 0.
donc I'élément - plan AA; A, reste fixe.

8. — Ecrivons les équations finies du groupe correspondant a la
transformation infinitésimale (12) on trouve :
Cony At ay? + dy
@) 1Y of + df + o
. 1 + b'yz + b'lys
3y _ Y
(7/) -1 +cyl + c'yz + cﬂya

On voit alors que o} — o) = 0 exprime qu’en dehors de 1’¢élément
plan y® = 0 il n’existe aucun autre point isolé invariant. On peut
rattacher une propri étégéométrique 4 la condition @3 — o) =0,
Soit A une direction issue du point fixe A le groupe (13) la trans-
forme en une direction A’ passant par A, soit alors (B, B’), (C, C)s
(D, D')... ete... des couples de points homologues. Les droites
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BB’, CC', DD’,... etc... se rencontrent en un méme point situé
dans P'élément plan AA; A, ce qui exprime une sorte d’équi-

. —  —> —> > —>
pollence projective pour les vecteurs (AB,AB'), (BC, B'C')(CD,
C_IS'),- -+ On peut dire alors que le groupe (13) transforme les
directions issues du point fixe A par équipollence.

Enfin en écrivant la transformation dualistique infinitésimale

de (12) on a :

Ay + ) + (9 —2f) & + 9, =0

AL + 07 + @ T (0] — Q) =0

Aty 4 0F -+ 93h + €38 =0

C’est une transformation infinitésimale engendrant un groupe
affine ; la condition :
o + 0 — 200 =0
exprime que ceci est un groupe de Mobius (I'existence d’une
mesure absolue de volumes) ce qui correspond pour le groupe
fini (13) & la condition :
abl — ba' =1,
on voit ainsi que les conditions :
Ql_'—_O Q2=0 93=0 Qi_—:o Qg=0
ol ol 4ol —300=0 of—0j=0,

correspondant aux propriétés géométriques intrinséques sont
invariantes. Il faut remarquer que ceci tient & ce que les compo-
santes ci-dessus de la courbure se répartissent en des groupes
jouant le role de tenseurs partiels par rapport aux changements
de repéres laissant fixe le point A et ’élément plan AA; A, c’est-a-
dire pour un changement de repére :

A=A
X1=AI+QA
A, = A, + BA

&=A3+AA2+FA1+VA7
les composantes :

-1 =2 = -3 =3 =0 =1 =3 = —
¢ @ 9 o o 9ol—a 9o 470+ 2 — 39,

de nouveau tenseur de courbure s’exprimant linéairement en
fonction des mémes composantes de l’ancien tenseur de cour-
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bure de I’espace. D’ailleurs en plus Q', Q2 O3 forment & eux seuls
un tenseur partiel, ainsi que ©*, o}, ol
Enfin la derniére condition que 'on a considérée pour la déter-
mination de Vindéterminé R revient & Pannulation du tenseur
contracté de courbure :
Rii = R—]i‘jk-
En réalité :
b+ fs =0,
est exactement la composante :
Ry = Rgs + Ris,

du tenseur contracté de courbure et par le théoréme de la conser-
vation de la courbure (relative aux sept composantes nulles) on
voit facilement que toutes les autres composantes du tenseur
contracté de la courbure sont identiquement nulles. Ainsi la condi-
tion :

R33 = 0,
est invariante.

9. — Cette connexion projective normale exprime en quelque
sorte les invariants différentiels du systéme (3) vis-a-vis du groupe
de transformations ponctuelles les plus générales.

En géométrie projective la notion d’élément est sa propre dua-
listique et en considérant le repére dualistique formé par les
plans :

P = [AAA,] Py = [AAJA;] Py = [AAA;]  Ps = [AjAzA]
et en indiquant par ] les composantes du déplacement infinité-
simal de ce repére on trouve :

B 2 __ .3 3__ .3 0 __ .2
o) —(D2 W = (J.)l W = W ‘ml—-(l)3
1.0 __ 3 .8 2 __ .2 3 __ .2 0 __ __ 1
ml 0= (1)3 (02 ?31 == (,01 ‘ml (V) 'EY2 = w3
1 1 0 3 .1 3 __ .1 0 0
B, = W] w, Wy = W W w,=w Wy = W,
1,0 2 __ 0 3.0 __ .3 __ .0
©y Wy Wy == wy Wy — Wy = Wy — Wy,
on a ainsi

=0 M=0=0 =0 =0 0o—0)=0
O+ I + 0 —303=0 Qy=0,

Qi = Qik étant le tenseur contracté de courbure.

HACHTROUDI. 2
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On voit alors que la dualistique d’une variété d’éléments i
connexion projective normale est encore une variété d’éléments
& connexion projectile normale. La relation qui existe entre les
deux variétés dualistiques exprime géométriquement la correspon-
dance qui existe entre les systémes d’équations aux dérivées par-

tielles déduits du complexe :
F(z, Y, %, a, b, ¢,) = 0’
Pun des systémes étant
r= 9 ¥, % P, 9

§ = f(IC, Y%, D )
t= ‘P(m,y, z, p, 9)1

Et ses transformées par une transformation ponctuelle quel-
conque, P'autre systéme étant déduit de F = O en considérant
z, y, 5, comme des constantes et a, b, ¢, comme des variables.
Ainsi les plans de la variété dialistique seront fournis par la méme
équation F' = O en considérant z, y, z comme des constantes et
a, b, ¢, comme des variables.

II. — LE REPERE NATUREL ET LES FORMES GENERATRICES

10. — Nous dirons qu’un repére est naturel par rapport aux
variables z?, 2%, 2 si les w! étant les composantes du déplacement
infinitésimal du repére :

dA = woA + WA,

dA; = WA + fA, (1, k=1,2,3---n)
on a:

o =dz' o + 0} 4 o — 3wy = Cidu

u; étant les paramétres homogénes de I'élément plan passant
par le centre A de coordonnées z!, 2%, 2°. Il est évident que u,, u,,
u; n’ont pas d’individualité & eux seuls et c’est leurs rapports
mutuels qui interviennent dans la détermination des wl. Ainsi

dans le repére naturel les formes «! sont données par :
. — .
w; = Thdz" 4 C'du;

les r}, étant homogénes et de degré zéro par rapport aux u; et
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C¥ étant homogénes et de degré moins un par rapport aux u.
Ces derniers coefficients satisfont en outre aux conditions :

uka‘ =0.
11. — Les équations différentielles du complexe F = O g’écri-
vent alors en remplagant p et ¢ respectivement par: — %1 et — %:
3 3

udat + uyda? + ugda® = 0

“ qu. — 1 2
) s du; — du, + Ldz' 4 Mdz? = 0

22 Ju — duy + Mda? + Nda? = 0
3
les fonctions analytiques L, M, N, étant homogénes et degré un

par rapport aux u; satisfaisant aux conditions d’intégrabilité
suivante :

u2L13 — ulMlg == ua(le - M‘ 1) + us(MLl — LM2) + u3(NL2 -— MM2)
uMjs — mN, 5 = ug(M;p — Njy) + ug(MM! — LN?) 4 ug(NM? — MN?)
ou 'on s’est servi des notations :

oF oF
= e i Fz

(Nous avons supprimé la barre pour les indices supérieurs car,
comme on verra dans la suite, il n’existe pas des indices supérieurs
individuels, excepté zéro, tandis que pour les indices inférieurs,
pour éviter 'ambiguité avec les indices essentiels, nous nous
sommes servis de la barre pour indiquer I'indice qui s’ajoute par
suite d’une dérivation par rapport aux )

12. — soit alors le repére :
®) IA = oih o+ WA,
dA; = wA + wiA;
exprimons que le point :
M=A+ yA
reste fixe dans I’espace on trouve les conditions :
“) dy' + o + o' — oy’ =0

ol w; — w) est remplacé par w; ce que nous ferons désormais
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toutes les fois qu'on aura a s’en servir des w{ — ) dans les for-
mules symboliques.

Supposons maintenant que le point M appartient & I’élément
plan u; on doit avoir :

wy = Yt + uy® + uy® =0
et les conditions (4) s’écrivent alors :
) wdy’ + u’ + gyt =0
d’ou en tenant compte de :
uy' =0
on trouve :
wo' + (wor — dugy® = 0.

Telles sont les conditions différentielles pour qu’un point appar-
tienne & I’élément plan u;. Ces conditions s’écrivent :
" uiwt = 0
© (@r — dug)y* =0
avec la relation :
() wy' =0

En remplacant y® tiré de la relation (7) dans la deuxiéme des
équations du systéme (6) on a le systéme différentiel des plans de
Yespace qui est :

Uyl + uyw? + uge? =0

u (‘*’i"—‘”g) + uz“’% + us“’%—dul— :_; [ uy “’é + uz“’:«zx'l‘ u; ( wg—wg) —du3] =0

®

1 2 0 3 Uy 1 9 3 0 1
gy wy—wg) + ua“’z—duz—;a [ulwz 12503+ 5 (w§—w() —dug =0

13. — Supposons maintenant que le repére (3) est un repére
naturel et exprimons que le point M appartient & I'élément plan u;,
le systéme différentiel (8) s’écrit :

uydat + u,daz? + ugda® = 0

ul( ‘”i—“’g) +uywi+ u3‘”i_dul— Z‘z [ u “’; +ugwitus (wi’——wg)—d% ] =0

)

u .
uﬂ"}z +u, (ﬂ’z—“’g) +us wg—duz—;: [ u, ‘”% +ugws+ ua(wg——wg)—d% ] =0



LES ESPACES D’ELEMENTS A CONNEXION PROJECTIVE NORMALE 21

Ce systéme doit étre une combinaison linéaire des équations
du systéme (1) ce qui donne les conditions :

0, (01 —wp) + 10} +ugoi—du,— %: [ Uy g+t wf+uas( ug——wg)—-dus]
= g(u,dz + u,da? + u,dad) + m<—s—ldu3—— du, + Lda' + dez)
3
+ n(g-z duy,—du, +Mdz' + Nd:z:2>
(10) :

003 + g (wg—wp) +- uawg-—duz—z—: [ w34 Usws 4 u3(m§—wg)——du3 ]

= h(u,d2" + u,d2” + udz’) + m’( Z—ldua— du, + Ldat 4 de2>
3

L+ n’(%:dus — duy + Mda? + Ndx2>

|
g, h, m', m, n', n étant homogénes et de degré zéro par rapport
aux u;.

Done pour que I’espace admette le complexe intégral général du
systéme (1) comme des plans il faut que les composantes ] du
déplacement infinitésimal du repére naturel satisfont aux équa-

tions (10). On voit qu'il existe une infinité de connexions projec-
tives satisfaisant a cette condition.

14. — Nous allons former maintenant des conditions invariantes
pour normer la connexion de P’espace.

Soit un cycle élémentaire et soient o} les composantes du dépla-

cement infinitésimal rattaché & ce cycle, on a pour la variation
du repére rattaché au point A :

AA = QJA + oA,
AA; = QA + ofA,
on aura par suite pour les variations des coordonnées ; du point :
M = A + yA;
les formules :
(1) Ay’ + 9 4 ofy* — oyl = 0.

Ce sont les équations d’une transformation infinitésimale.
Exprimons en premier lieu que le groupe correspondant laisse
invariant le point A origine du repére (’absence de la torsion
ponctuelle) on doit avoir alors :

Ayi=0 avec Yy =0
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ce qui donne :
Q=0 Q=0 Q=0
Exprimons maintenant que 1’élément plan u; reste fixe, alors
supposons que le point M appartient & cet élément plan on a :
wy =0
et comme on doit avoir aussi :
ui(y' 4+ Ay) =0

on trouve

uAy: =20
alors les équations (11) donnent :

uiglgyk =0

et en tenant compte de (7) on trouve :

( u1(9} - 98) + uzﬂ? + u3gi - ‘g‘i [ulﬂé + qug e "'3(933, — gg)] =0
(12)
( w05 + u,(0) — 98) + uy08 — %: [ulﬂé + u,0% + ua(gg _ 98)] =0

ce que ’on peut écrire :
m (9] — Q0) + Q] + us0] = u,0
m}Q; + uy(9F — ©F) + u30 = u;Q
Qs + U0 + ug(0F — Qf) = us®
Exprimons maintenant que uiAy: est un infiniment petit du
second ordre, on a :
wAY + uyte — oyt = 0
on doit avoir :
Q=20
ce qui donne :
(13) wQf = 0.

(La condition Q = 0 exprime que les directives issues du point
fixe A se transforment par équipollence par rapport & I’élément
plan u; (voir chapitre 1.8).

Alors la transformation dualistique de (11) s’écrit :

(14) At 4+ o) 4ot =0

(on a remplacé dans (14) of{—Q)par of) c’estune tranformation
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infinitésimal engendrant un groupe affine. Exprimons que ce
groupe affine est un groupe de Mobius, ceci donne la condition :

o + 0 4 0§ — 305 = 0.

15. — Le groupe fini correspondant a la tranformation (11) est
(yl)l — ayZ + by2 + cy3
L4+ + gy® + hy?
W2 = ayt + by + ¢y?
T+ 4 + gy + hy°
Wy — L Y e
14+ fy* + gy* + hy?

ou l'on a
(a— Duy + a'uy + a'ug =0
bu, + (o' — uy, + d'u3 =0
cuy + cuy+ (¢ —uy =0
abe
a'b'c
aye
on peut vérifier facilement les propriétés énoncées sur les équa-
tions finies de ce groupe.
On voit donc que pour normer la connexion on a sept conditions
invariantes suivantes :

=1

Q=0 @ =1.23)
wQ =0 (G k=123)
o1 + of 4+ 98 — 300 = 0.
Comme nous verrons plus loin ces conditions, ne déterminent
pas complétement la connexion projective et, il reste encore un
paramétre arbitraire dans la détermination des formes «. La con-

dition supplémentaire pour déterminer cet arbitraire sera formée
plus loin.

16. — Annulons maintenant les composantes o¢ de la courbure
on trouve :

Q; = (wi)’ — [wkw,i] =0
ce qui donne :
w]:: =T k}fdxh

avec :
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On voit alors que les C* sont nuls. Done si le repére est naturel
on doit avoir :
w} +w§+m§—3wg=0
ce qui donne le systéme
i
Iy = 0.
En tenant compte de :
ef=0 (j #0)
le systéme (10) donne alors :
m=n =1
m=n=0
et st 'on pose :
1 0 2 3 k3 h h
(w0 — wg) + mpe] + wpw} = w,lijds" = Tyde
1 2 0 3 k3 h h
(15) mw; + up(w; — ©g) + wyw) = wlyda” = Tyds
1 2 3 0 k3 k h
( mws + Ui + ug(w) — wy) = wyds’ = yda
le méme systéme donne les relations de conditions
r

iy = F;i
Uy

Iy — I’rm =L+ gy
Uy

P — §F23 =M + gu,

u
(16) Ty — u“:P33 = gug

u
rm"‘;zfm =M + hy,

| Tog — Luszzs =M + hu,
| 3
\\ Pog — %zrss = hug

Les I';; étant homogénes et de degré un par rapport aux u;.

Annulons maintenant la composante o] + o) + o} — 30} ceci
donne :

[wfdxl] + [wgdx2] + [wgdxs} =0
d’ot :
co? = Tizd.’bk

avec :

0 0
Fyp=T
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Donc toutes les formes ! sont indépendantes des différen-
tielles dus et on a :

CF=0 (j=01,23)

Formons maintenant les conditions :

Wk =0
on a :
0 = (o) — [wf] — [wfuf] = 0
d’ou :
ulc(“’f)' - [‘”? . uk“’k] - [“’? . uk‘”ﬂ =0
Posons :

w = o = wdz®
et le systéme (15) s’écrit symboliquement :
u,cwi.c = W, = I‘ihda:"
donc la condition précédente s’écrit :
(17) (@) — [wfo] —[ofw] + [widu] = 0
mais :
(0) = [dryda®] = :%h{dukdx"] + g—'f[dxkdx”]

en tenant compte de ce que les w;, w], » sont indépendants des
duk les relations (17) donnent en premier lieu :

oly .
wf = ——Z—dxk
Uy
d’ou :
oT;
xk th
I"lh =
buk

©oaaees . _oF .
(ce qui légitime notre convention = Fé).
i
Et comme on doit avoir :
r fk =0

on a:

(18) N o
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alors le systéme (16) avec le systéme (18) donnent les valeurs I'y

en remarquant que 'on doit avoir :
k
ukriy' = ra‘i
et on a ainsi :

(_'_1,1; (Lu + 2M12 + N22)

Iy=L— %‘I(Ll + M?) +
Ty = Ty = M— (M2  N2)— JH(LE 4 M2)  S52(L0 + 2M2 4 N#9)
¥ oM (ug)* 1 4 12 22
Tgg = N — 5 (M! + N?) + ~p5- (LM + 2M2 + N%)
Py =Ty = — %3(]_‘1 4 M2) 4+ "1___“3(]_,11 4 2M2 4 Ne2)
Pog = Tgg = — %(M1 N2) 23 u2u3
(us)

(Lll + ZMIZ + N22)

= (L1 4 OMI2 4 N2,

Ty =

On voit ainsi que les composantes affines o (j == 0) du déplace-
ment infinitésimal du repére naturel sont complétement déter-
minées, et en posant :

luda;':_—:(l)
Tada® = w;
on a :
w"_—_—b_wzdx" wf..._‘ztf-‘_l‘fdzk
dUx ¢ oYy

Nous appellerons les formes w, w; ; les formes génératrices des
composantes affines du déplacement infinitésimal.

17. — Avant d’aller plus loin cherchons les composantes tan-

gentielles de la courbure de 1’espace. Les composantes w] (j =
0, 1, 2, 3) du déplacement infinitésimal du repére naturel étant

de la forme :
of = Tidg*
il est évident qu’on aura :
= Rlu[da*da’] + Ri{ du,da*]
nous appellerons les R]; les composantes tangentielles de la cour-

bure de Pespace et on a :

Rck'— 11‘—R17k’: h’( JZ0)
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et ainsi on a :
%y
ouoUy

h__ pit
Ry = I =

de méme :
hk h
uth']- = ukRij = 0

on a aussi un tenseur contracté :

R = RE = Yl = RE = R = 1§ = 25
buj
et comme :
I‘i’; =0
donce :
Rl=0 (7Z20)

18. — Posons maintenant :

w; = [gda
et formons les conditions (17) on trouve :
oy
ot
de 1a on trouve :
wls— uls =T wen — Line + rir h— Fi)zrjk
Ce systéme au nombre de neuf équations est surabondant et
il n’y a que cinq équations indépendantes parmi les équations
de ce systéme. En réalité écrivons le systéme développé, on
trouve :

[da'ds"] = wrg[dz"dz"] + 1,ir;[da"da’)

0 0 k 3
wlip — Uy = Lapp — Tiop + Talye — Telia

(19) usTs3 — uly = Tiop — Tigpp + LTy — Tyglys
( ugly) — wlyg = Tigp — T+ T Ty, — Tyl
En premier lieu on voit que si on fait ¢ = 3 dans la premiére
équation et ¢ = 1 dans la seconde en les ajoutant on trouve la
troisiéme équation pour i = 2 ce qui diminue le nombre des équa-
tions indépendantes d’une unité. En second lieu (pour i quelcon-
que) si on multiplie la premiére équation par u; la seconde par
u, et la troisiéme par u, en les ajoutant on trouve une condition de
comptabilité :

U (Fi2/3 —'ri3/2) +u, (Pisll —Tap) + us(Cy 12— Tiapn )4(usT 5 —usT 5 )T

(20)
+ (ugr — wTis) T + (Wl — wT)Tys = 0
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on peut voir facilement que ces trois conditions sont satisfaites
identiquement en tenant compte des conditions d’intégrabilité
et de leurs premiéres dérivées par rapport aux u;. Ces trois con-
ditions diminuent le nombre d’équations indépendantes du sys-
téme (19) de trois unités et on voit qu’il n’y a que cinqg équations
indépendantes parmi les neuf équations du systéme et la con-
nexion dépend encore d’un seul arbitraire.

19. — Posons :
0 = Rju[ds'dz"] + R} duw,da*]

on a ainsi :
oA on ok
Ry = Ry =Ty
d’ou :
on oh
(21) Ly = wly; = 0.

Posons aussi :
(22) R} = R{f = Ijf (tenseur contracté projectif de la courbure)

Dérivons maintenant la premiére équation du systéme (19) par
rapport & u, et la seconde par rapport 4 u, et diminuons les résul-
tats, en tenant compte de (21) et (22) on trouve :

2r — u,R) = — (Fi;n -+ I‘i?zfz + Pig/?:) — (ThTy + T + ThT)
+ TiTg + T30 + T4
et d’une maniére générale on a :
(23) 2r; — R} = —T i;l;k — 5T + r‘i:rk{;'
L’hypothése supplémentaire que nous admettrons pour nor-
mer la connexion de ’espace est ’annulation du tenseur contracté
projectif R} de la courbure. Nous allons voir que cette condition

est une condition unique,en réalité faisonsla permutation i < jdans
la formule (23) on trouve :

d’ou :
R R) R}
(24) a2 _2_ B8
w u, ug

donc la condition supplémentaire R} = 0 est une condition
unique, on trouve alors :

0 P h ko B
(25) 2r; = — Typ — Ty Ty + Tl
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(On peut voir facilement que :
I‘Oj = I‘?: = R?

%

est nul. En réalité on a :

21‘?7? = — riﬁk — nyh Tin — I‘Q‘}’Fk;’; -+ ngkj -+ l‘iﬁrk;:
mais en tenant compte de :
rillf- =0
on a:
= =8 = 0
d’ou :

0 R Kip b
R; = — ;T + Tl =0

car le second membre est identiquement nul.)

Ainsi la connexion ne dépend plus d’aucun arbitraire et si on
désigne par R} (j = 0, 1, 2, 3, ¢ = 1, 2, 3) le tenseur contracté de
la courbure on voit que la connexion normale est déterminée par
les conditions invariantes

=0 wof=0 =z(ei—0e))=0 R =0

?

20. — On peut facilement prouver P’équivalence des deux
repéres fondamental et naturel par rapport aux variables :

=z 2P=y BP=az

En réalité si dans un repére fondamental de la premiére partie
de ce chapitre on fait le changement de repeére :

gB = A

B, =A,—pA

26 1 1 3

(20) By = A;—gA,
B3=A3

on voit que les nouvelles composantes w} du déplacement infini-

tésimal sont indépendantes des différentielles. dp et dg. Il suffit
alors de poser :

| =%
p= ¢=—0

Uy L = —ug M = — usf F=—ug

pour trouver le repére naturel par rapport aux variables :

=2z P=y B=z
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De méme on peut voir que les conditions :
Q=0 =0 =0 =0 0o=0 o —a=0
o + 9 +0—390=0 R;=0
se transforment en :
Qi=0 quL‘=O 2(9::——-98)=0 Rz:o
() (n) i ) @)
I'indice (r) indiquant opération relative au vepére naturel.

On voit alors que la connexion normale rattachée 4 I’espace
montre l'existence d’'un repére naturel tel que les composantes
du déplacement infinitésimal du repére rattaché & un point de
I’espace ne dépendent pas des différentielles des paramétres de
I’élément plan rattaché & ce point. On peut prendre cette propriété
comme la définition de la connexion normale.

21. — En résumé on voit que cette connexion normale est
déterminée par la connaissance des quatre formes de Pfaff :
w = ydrt
w; = Fikdxk (i, k = 1,2,3)
Fek = Pki

les T'y; étant homogénes et de degré un par rapport aux u; et on
a les formules symboliques :

: oW ; 0y
% 7 T

27 W = — w,; == ——
( ) oU; v oUj

pour la_détermination des composantes affines du déplacement
infinitésimal du repére naturel. Les trois composantes :

w; = Tyda’

d’origine purement projectif étant données par

(28) 20y = — Fyp — T4y + T Ty

on voit alors que I'on a aussi :

0 0
Ty = Ty




CHAPITRE 1I

LE CAS DE L’ESPACE PONCTUEL

22. — Un cas particuliérement remarquable est le cas ou les
composantes R}} de la courbure tangentielle sont identiquement
nulles. Dans ce cas en remarquant que :

RLk - I‘Z;:
on voit que les Lij sont homogénes et linéaires en u; de 14 les for-
mules symboliques (27) et (28) du chapitre premier montrent que
les o', w), w? du repére naturel sont indépendantes des variables
ux, donc 'espace est ponctuel.

I est intéressant de trouver la forme générale du systéme diffé-
rentiel des complexes qui donnent naissance & des espaces ponc-
tuels. Posons :

T — vk
@ t;uk

les vy étant fonctions seulement des arguments 1, z2, 22 En se
servant des valeurs trouvées pour '} on voit que les 7} satis-
font aux conditions :

(1) .
g i
alors en posant :
Ty = E—E——}l’ul + Fuy, — Gu,
= 3H ZElul n 3H’4——- Eu2~ Ka,
) Ty = Flu, -+ E —2‘ Huz-— G'u?
@ 13=§—Q——4_:—]—)—’ul+Cua—E_I{:H,u3
S_Cu1+ uuz—H-ZE,u:%
Ty = Au, +Bu2——D g D’u3
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on trouve pour les fonctions, L, M, N les valeurs suivantes :

(ur.) ( u1) %y

Ay tB 2(:“1“2 (“1) > + Eay + Fu;—Gug

(u)?u Uy (u,)? (uy)? (w)? Tl
o |r=ai et oo oo

+ Hul + H'uz— K.u3

uluz

N — Aul(u2)2+B(u2) __2C1

l(u2)3 1 1y — Y
AL () —2D Ts+E u,+Flu,—G'ug

En posant :

on a:

d’ou on trouve :
gr==Ap3+szq+2Cpq+2Dp2+Ep+Fq+G

s = Ap?q + Bpg* + C¢*+ C'p* + (D + D)pg + Hp + H'g+ K
.t = Apg® + Bg® + 2C’'pg + 2D'¢* 4 E'q + F'p + G/

(4)

Telles sont les équations aux équations aux dérivées partielles
qui constituent le systéme différentiel des complexes :

F(z,y,2,a,b,c) = 0

tels que V'espace & connexion projective normale rattaché & ces
complexes considérés comme des plans soit un espace ponctuel.

23. — On peut former ces conditions en partant d’un repére
fondamental dans ce cas elles s’écrivent :

32(? 62‘1, a2f 324, a2f 32(?
¥ o XX _ R L
5 S g2 ap2 ap2 ~ dpdg 292~ apag
apaq Top? ! ag2 apq?

et un simple calcul montre que I'intégrale générale de ce systéme
différentiel est précisément le systéme (4) ou A, B, C,C’,D,D",E,E/,
F, F', G, G, H, H', K sont 15 fonctions des variables z,y, z satis-
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faisant & certaines conditions dites celles de I'intégralilité du sys-
téme (4). Ces conditions au nombre de 15 sont :

2A  3(C

L AH—BF'—C/(D + D) =0

B_24,aD—=D) | pe pey AH'—BH + BE'—AE =0

ay or ¥4

DC 2B ' 1

Q_QFAF—BH —CD+D)=0

aC ?E »(D+D’) oH’ ) s '
2@+§_-T——a—z-+2H (D—D')+ 2CE'—2CH —2AG =0
!

oC' E’ (D4 D) aH , , e '
2a—x +_67—-——by—~——§z—+2H(D —D)+2C'E—2C’'H'—2BG' =0
2D 2C! oH ; B 1 ' ' 3% s
267-—;5—§+2AK+H(D—D)+ZCF —EC'+BC'—C'H =0
3D’ oC oH’ . ' ' _
25_5/—§+2BK+H(D——D)+2FC—CE +AC—CH=0
oF oG ’ '
(6) g——a—w'{-C(E——H)—F(D—_D)’_’BG:O

B U | CE —H) — F(D' — D) — AG' = 0

7 oy T CE —H) — T ) —

2E oH 3K | , , ’ ’ no_
PTy~._350——o—z—,-2C(3r——2(JG-{-FF——HH +K3BD—D')=0
BE, DH' aK 1 1 1] ! I
SZ—E—E_ZCG + 2CG + FFF — HH' 4- K@3D' — D) =0
|

bF bG aH, 1 1 ] LA p—
ag+§—a—x+EH—-H2+F(E—H)—G(D+D)——0

oF oG oH , ' ’ no_-
. —a;—-;yﬁ-HE——H2+F(E—H)—-G(D—|—D)_O
oG 2K , ,

;y—-—g;+ FG' — HG + K(E—H) =0

2G' 2K , e , .
§~a—y+FG—HG + K(E'— H) = 0.

HAcHTROUDI. 3
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24, — Les composantes du déplacement infinitésimal dans le
cas d’un espace ponctuel sont :

I _w D o
wl — o) = yl dot = E— 5 d +3H B dy+-—————3 A D dz
w} = yj do* = Fdr + Ldy—{— Cdz
wl = Ylkdx" = ———de—-Kdy——-E + H dz
wg = Y00 = 3H - dx + F'dy + Cldz
3H' — E E—H 3])' D
() ot — g = g0 = 2 Fap ¢ T2 By 4 dz
wg = ngdx" = — Kdz —G'dy — H —Z E dz
W) = Y3, 4%F = E;___]ldx + C'dy + Adz
..,2 = Y2 dzt = Cdz + D_—de+ Bdz
H’ H ’ DI
o = et = — B gy HEE DA,
En posant :
(8) Wl = Y0 dz*
ou 77, sont donnés par :
0 a tk
) Ny =— ozh + it

on aura toutes les composantes du déplacement infinitésimal du
repére naturel. Dans les formules précédentes on a supposé :

r=a' y=22 z2=2°
avec :
wl=dl =dr «P=di?=dy ¥=dz®=dz

25. — L’espace étant ponctuel, il est aussi géodésique, c’est-a-
dire qu’il existe des droites (géodésiques) dans I’espace. Les droites
étant les lignes telles que A, dA, d2A (d, d? représentent des diffé-
rentielles covariantes) soient alignés. Il est évident que ces lignes
et leurs propriétés générales sont indépendantes du choix du
repére dans ’espace.

Nous allons montrer que les plans de l'espace sont aussi les
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surfaces totalement géodésiques, c¢’est-a-dire que les géodésiques

de l’espace passant par un point A et tangentes &4 un méme élé-

ment-plan constituent une surface totalement géodésique qui est

le plan passant par le point A et tangent a ’é1ément donné.
Prenons un repére fondamental :

wl = dz w? = dy w® = dz — pdx — qdy
on sait que dans le cas d’un espace ponctuel le repére fondamental
dépend de p et ¢ mais les propriétés locales de ’espace sont indé-
pendantes de ces paramétres et cette dépendance du repére n’est
qu’apparente) les équations des géodésiques de ’espace sont :

01 1
( dw' 4+ wges' + w'e) + wiey + wgw; _ dew? + wiw’+ wle? + w’wl + w’w)

10 ol = w2
(9 ( . dw® + wgw3 + wlwi + w2w3 -+ w3w§

w3

Prenons le plan :
=0 =0 o=0
les géodésiques tangentes a I’élément plan :
w =10
seront données par les équations :

1
g do' + wju' 4 wlu] + w’ey  de’ + wiw® + olel + o

(11)

w! w2
( wlwi -+ u)2wg =0
et sont donc contenues dans le plan :

W=0 =0 =0

26. — Prenons un repére naturel dans ’espace ponctuel, les
équations (10) des géodésiques s’écrivent, en prenant z comme la
variable indépendante :

d’x dz\? dz\? dy J[(dx\ [ dy\? dx\?
i+ ol ) + () 2 o (@)(@) + =(z)
dz dy S dy\? dz ,dy _

dy dzr\? dz\* dy Jdz(dy\? NE/AY
&?+G(ﬁ>+2K<E> &tCE\z) T E\&
,dz dy dz\? dy dz _

+2H Edz—{—F(E) +20d +2w T +B=0

(12)
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on peut montrer alors que la connexion normale projective ratta-
chée au systéme (12) pour que Pintégrale générale de ce systéme
soit considérée comme géodésique pour I'espace se confond avec
la connexion normale projective rattachée au systéme (4) consi-
déré comme le systéme différentiel des plans de I’espace.

En réalité la connexion normale rattachée au systéme (12) con-
sidéré comme les équations différentielles des géodésiques de
Yespace est définie par :

2@=0 &=0 =0 Y(—0)=0 R;=0

1

R;; étant le tenseur contracté de la courbure (voir E. Cartan, sur

Y

les variétés a connexion projective).

En annulant la torsion de ’espace dans un repére naturel par
rapport aux variables z, y, z, on trouve :

o = ot
avec :
Y = Y

alors en identifiant le systéme (12) avec les équations (10) des
géodésiques on trouve précisément le systéme (7) pour les compo-
santes wl(j = 0) du déplacement infinitésimal du repére.

Annulons maintenant la composante o} 4 22 4+ o} — 3qf en tenant

compte de :
w1 + @) + 0§ — 303 =0
on trouve :
ol = yhdat
avec :

0 — 0
Y = Yis

En annulant alors le tenseur contracté de la courbure on trouve :

o 1 it % b
Y = ﬁ(— 2uk + Yixk)

qui est précisément le systéme (9) on voit alors que le repére natu-
rel rattaché aux géodésiques se confond avec le repére naturel
rattaché aux plans ; donc la connexion normale projective est la
méme pour les deux systémes.
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27. — 11 résulte de 1a que la recherche des invariants différen-
tiels du systéme (4) et du systéme (12) sont deux problémes équi-
valents. Analytiquement ceci exprime queles complexes F =0 inté-
grales générale du systéme (4) passant par deux points fixes A et B
ont en commun une méme courbe qui est I'intégrale générale
passant par A et B du systéme (12).

28, — Supposons la connexion normale comme étant rattachée
au plan de l’espace, alors en remarquant que les composantes
¢! de la courbure sont indépendantes des u, (dans le cas de
Pespace ponctuel) pour un repére naturel ; on déduit des rela-
tions :

w2k =0

que toutes les composantes ¢! (k == ©) de la courbure sont nulles
(on peut facilement vérifier cette propriété en tenant compte des
conditions d’intégrabilité (6)) de sorte que, si on tient compte des
relations de Bianchi on voit que les ) aussi sont identiquement
nulles et I’espace est applicable sur I’espace projectif ordinaire
(Pespace localement ordinaire) et cette application se fait par une
correspondance ponctuelle qui se traduit analytiquement par la
transformation ponctuelle qui ramene le systéme (4) & la forme :
r=20 s=0 t = 0,

on sait alors que la méme transformation améne le systéme (12)
aussi 4 la forme :

P2_o &y

dz2 dz?
on voit donc, que contrairement & ce qui se passe pour le cas de
Pespace 4 deux dimensions, les conditions différentielles pour que
le systéme (12) soit réductible & la forme :

2z _ @y

dz? dz?
sont de premier ordre. Ce systéme des conditions est précisément
le systéme (6) qui exprime l'intégrabilité du systéme (4).

=0,

=0,

29. — Le complexe intégral général du systéme

r = Ap® + Bp?q + 2Cpg + 2Dp* + Ep + F'g + G

s = Ap*q + Bpg® + Cg* + C'p* +- (D + D')pg + Hp + H'g + K
t = Apg® + Bg® 4+ 2Cpg 4+ 2D'? + E'q + Fp + G
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est la transformée du plan :

ax +by+cz4+1=0
par une transformation ponctuelle convenable, et alors le sys-
téme conjugué joue le méme role par rapport a I’équation tangen-
tielle du plan (a, b, ¢, variables ; z, y, z constantes).

30. — En résumé on voit que si les composantes tangentielles
Rl de la courbure de I’espace sont identiquement nulles les
autres composantes du tenseur de la courbure sont aussi nulles et
I’espace est localement ordinaire. De 14 on déduit que la condition
nécessaire et suffisante pour que le systéme d’équations différen-
tielles (12) soit réductible & la forme :

d%x a2y
== @w=0

est que le systéme associé (4) soit complétement intégrable.

31. — On sait que si un espace de Rieman est & courbure cons-
tante il jouit de la propriété de libre mobilité et est soumis a
Iaxiome du plan (voir E. Cartan. Le¢ons sur la géométrie des
espaces de Rieman) alors comme on sait I’espace admet une repré-
sentation géodésique sur ’espace projectif ordinaire. Ce résultat
exprime en quelque sorte la relation qui existe entre les sys-
témes (4) et (12). En réalité si le systéme (12) est considéré comme
la géodésique d’un espace de Riemann cet espace est soumis &
Paxiome du plan et est donc & courbure riemannienne constante.
Dés lors on sait que l’espace & connexion projective normale
rattaché aux géodésiques de I'espace de Rieman sera & courbure
projective nulle. (Voir E. Cartan sur les variétés & connexion
projective).




CHAPITRE III

I. — LES ESPACES D’ELEMENTS-PLANS A » DIMENSIONS
LES ESPACES NON-HOLONOMES

32. — Soit un systéme de n équations de Pfaff & 2n — 1 varia-
bles que nous supposerons étre mis sous la forme

g w,dz’ = 0 h=123---n

M (wr—gm%—g@ﬂ=oQﬁ=1&&nm—4>

les L;; étant des fonctions homogénes et de premier degré par rap-
port aux u; et que nous supposerons analytiques par rapport &
tous les arguments qui y figurent.

Si le systéme (1) est completement intégrable, I'intégrale géné-
rale sera une hypersurface dépendant de n constantes arbitraires
et 8'il n’est pas complétement intégrale on peut dire qu’il repré-
sente une variété non-holonome & n — 1 dimensions. Dans ce qui

suit nous supposerons que le systéme (1) n’est pas complétement
intégrable.

33. — Nous allons montrer d’abord que I’on peut mettre le sys-
téme (1) sous la forme canonique surbondante suivante :

udz’ =0
du,— T dzt =0 (k=123 n)

(2

2)

les I';; étant homogénes et du premier degré par rapport aux u;
satisfaisant aux conditions :

3 1"/;§=0
&) rE— g

4 l'indice supérieur définit 'opération :

_2F,

- QU

Fk
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En réalité on peut mettre le systéme (1) sous la forme :

‘ u,dz’ = 0 h=123--n
4 )
“) g du, — 2 du, + gudz® — L, dz* = 0 hk=123---n— 1>
Un
d’ou P’identification des systémes (2) et (4) donne :
(5) Tip — %‘- Ton = Lin + ungi
avec :
gn=0 Lin=0(siiouh = n).

Le systéme (5) et les conditions (3) déterminent les I'y; d'une
seule maniére. L’équation (5) pour 2 = n s’écrit :

u;
(6) Lin — ;’ nn = Unfi
n

en dérivant (6) par rapport & u, et en ajoutant les résultats en fai-
sant successivement i = 1, 2, 3... n — 1 on trouve en tenant
compte de la deuxiéme condition (3) :

— (u____,.)2 s %8,
) P = — 2 0

Dérivons maintenant (5) par rapport a u; et faisons successive-
ment ¢ = 1, 2, 3... n — 1 en ajoutant les résultats on trouve :
__Unpp _ Unln 5 08 Un

Ipp = : T
(8) nh i n iowi n B

En dérivant Péquation (5b) par rapport & u, et en faisant 2 =
1, 2, 3 n — 1 ’addition des résultats donne en tenant compte de la
premiére condition (3)

] N7 1 38i
9) Yopn r.=LE+ (n—1)g—u, a_iu

d’autre part la dérivation de (6) par rapport & u, donne :

Ui o Ui _ o8
(10) P:‘?z— udn ]::n + W an = §; + U, SZ&;

la comparaison entre (1) et (9) donne :

(11) mor '—'1‘Fni=Lfk+ngi

(_un—)z nn Un
alors en tenant compte de (7) et (8) la relation (11) donne :

k k
L;; — nLj,

(12) i e



LES ESPACES D’ELEMENTS A CONNEXION PROJECTIVE NORMALE 41

alors des relations (5), (6), (7), (8) on trouve les valeurs des I'; qui
sont données par la formule générale :

- i
by =Ly + 57—

uiw, .
_ n(_nf———ff) (Lﬁj‘l — an’,g)

avec I';; = 0 si 'un des indices au moins est n.
I1 est intéressant de remarquer que si :

Li; = L]I'

43 (L;CL — ”Lii) + ng_u_i‘_—l (L];i — nLi

on a aussi :
Ty = Ty

34. — Soit le systéme de Pfaff :

(udz' =0

{ du; — Tada* = 0

nous allons déterminer une connexion projective telle que I’espace
étant doué de cette connexion le systéme (14) soit le systéme
différentiel des hyperplans de 1’espace. Nous dirons que ’espace
est non-holonome si le systéme (14) n’est pas complétement
intégrable.

L’espace sera constitué par le raccord entre les petits morceaux
des variétés d’éléments-plans. Une variété d’éléments étant for-
mée par un point A appelé le centre et un hyper-plan passant par
ce point.

Soit alors le repére projectif :
dA = w'A;
dA; = wjA + wfA, (i, k=1,2,3 --n)

(14)

(15)

oll » — w) est remplacé par o pour simplifier 1’écriture, Le
) 0 ) b]

point origine A étant le centre de I’élément-plan ayant pour
coordonnées z*, z2... 2~ et les paramétres homogénes de 1’élément-
plan étant u;, u,... un. Les composantes «{ du déplacement infi-
nitésimal du repére (15) sont des formes linéaires en dz' et du; :

(16) “’Z = szdxk + @ékduk
les v, étant homogénes et de degré zéro par rapport aux u; et les
CF étant homogeénes et de degré moins un en ux satisfaisant aux

conditions.
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Nous dirons que le repére (15) est naturel par rapport aux
variables 2*, 2%, 2°... zn si 'on a :

W= dat W= daPe 0" = do

(17) wi + wg + mg —|— P + w: B (?::kduk.

35. soit le point :

exprimons qu’il reste fixe dans I'espace on trouve.
(18) dy' + o' + wy — wiyy = 0.

Supposons que le point M appartient & I’élément-plan u; on
doit avoir :

(19) uy' =0
d’ou :
widy' + ydus = 0
alors le systéme (18) donne en tenant compte de (19) :

u-;co” = O
(20)

k
du,- — Up; = U;B.

Telles sont la forme des équations du systéme différentiel des
plans de Pespace relatif au repére (15). Alors pour que le sys-
téme (14) fournisse les plans de ’espace il faut qu’il soit équiva-
lent au systéme (20). Mais si le repére est naturel la premiére
équation du systéme (20) est identique & la premiére équation du
systéme (20) donc il suffit d’exprimer I’équivalence des autres
équations des deux systémes. Avant d’exprimer cette équiva-
lence nous allons nommer d’abord la connexion de I’espace en ce
qui concerne la torsion.

36.

Ecrivons les équations de la structure de I'espace :

o = () — [whl]

of = (o) — [ofo’] — [uhof]

0 = (wg)' — [wfw;]
la premiére est relative a la torsion de l’espace dont le second
membre est de la forme :

o' = Ry[dudz’] + Qi dz’da”]
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R étant le tenseur de la torsion tangentielle. Exprimons que
dans le déplacement rattaché a un cycle élémentaire la varia-
tion de 'origine A du repére (15) est indépendante des états inter-
médiaires de I’élément-plan rattaché & A on doit avoir :

Ry =0
ce qui donne :
F=0
donc les composantes affine ! du déplacement infinitésimal du

repére naturel sont indépendantes des différentielles du;.
Identifions maintenant les systémes (20) et (14) on trouve :

(24) wor = Pi,,dx" + u;s + g.iukdxk
ou :
(25) wetin = Tip + win + &itta

car w doit étre de la forme :
© = ka.’l}".

La relation (17) donne la condition :
(26) Y = 0.
Le tenseur de torsion de I’espace s’écrit alors :

Q?)kh = Yi-;. - 'fok'

Annulons maintenant le tenseur contracté de la torsion, on

trouve :

Y;.'i - Y::k =0
ou en tenant compte de (26) :
27 Yo = 0.

Exprimons maintenant que dans le déplacement rattaché & un
cycle élémentaire I’élément-plan u; subit une variation indépen-
dente des états intermédiaires du repére sur le cycle. Pour cela
écrivons la variation subie par le point :

M = A + yiAs

dans le déplacement rattaché au cycle on a :

(28) Ay’ + o + ajy* — o'y’ = 0.
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Supposons maintenant que le point M appartient & I’élément u:
on a:
wy =0
d’ou (28) donne :
uiAyi + uigi + uig}:c?lk =0
mais on a :
yhui + udy' =0
d’ou :
y'(Au; — u0f) —u0' =0
le premier membre doit étre indépendant des produits extérieurs
en [du, dz*] donc si I'on pose :
of = Rif{du,dz’] + Qfu[de'da']
on doit avoir :
29 wRY = 0.

Annulons maintenant le tenseur contracté R} de la courbure,

on a :
. . 1sik=j
i 510 § =§ J
(30) Riy = + #Ci oz ) 0sik )
d’ou :

Ril = vl + ¢/

et comme on a :

YZi =0
on trouve :

R = ¢

En annulant ce tenseur on voit que toutes les composantes

w), w) du déplacement infinitésimal du repére naturel sont indé-
pendantes des différentielles du; et la relation (30) s’écrit :

Rwh = Yzh
et les conditions (29) deviennent :
(31) . wyt = 0
alors les équations (25) avec les conditions (26), (27) et (31) déter-
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minent complétement les vi. En réalité dérivons I’équation (25)
par rapport & u; on trouve :

wl + Yo =h + 5 (m + wig)
d’ou d’aprés (31) :
(32) Y = T + (quh + wags)

faisons 2 = j et contractons, on trouve :
)
Ea—uh (wyn + gar) =0
h

ou :

(33) u; bz: +ngi+v=0

h
car g; étant homogeéne et de degré zéroon a :

Zk———-O

contractons maintenant l’equatlon (32) en faisant ¢ = j on trouve :

743 _
(34) uizb';h + i+ g =
h
en ajoutant (33) et (34) on trouve :
)
(r + 1) (g + v + uiz(g"aTtm =0
h
ou en posant :
g + e = Gy
ona:
aGh
(35) n+1)Gi+ u 2..
avec :

k
¢ %G 3G,
u = -
2 bu;,auk zau;.

kh

alors en dérivant (35) par rapport & u; et en contractant (faisant
la somme en faisant ¢ = 1, 2, 3... n) on trouve :

G:=0
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d’ou :
Yi=—g

alors ’équation (34) s’écrit :

38k
(n— 1)8‘1 - U"Ebuh
k

et en posant :

> m— 1

oup

ceci donne :

8i = uig
d’ou :
uiyr + ung = — wigh + wagi = 0
ainsi I’équation (32) donne :
vl =r]

Les connexions ainsi définies dépendent encore de neuf arbi-
traires car les composantes :
0)2 = ngdxk

ne sont pas encore déterminées.

Les composantes ¢/ de la courbure de 'espace sont :

o] = Rij[du,dz"] + Qli[ da'da’]
avec :
ik ik

n=Th

; ; ; ; C . (1sih=j

p = T — Tl + ThTf — Thrh — oY, o) = ,
Qi ihfk awm + Tl alin n ik V0 sihz)
ou lindice précédé d’une barre définit Popération :

Fio =z

Les quantités R’ sont les composantes du tenseur de cour-

bure tangentielles mais les quantités Q}, ne forment pas un ten-

seur car du; n’étant pas un tenseur il y a des termes complémen-
taires qui interviennent dans le calcul.
Posons :

L3
Dui = dui — Upwg
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les quantités ainsi définies ont un caractére semi-tensoriel et on
peut écrire :

; i A ; P
o} = Ri[Duda"] + Rly[dz'ds"]
avec :
j i T i
Rl = Qlwn + TialTu — ThTy

ces quantités sont les composantes du tenseur de courbure pone-
tuelle.
Annulons maintenant les composantes du tenseur contracté :

h
Rik = Rikh
on trouve :
0 h Al -
(36) (n —1)Ya = — Ty — Tyl + Tals
La connexion ainsi définie est bien déterminée d’une maniére

intrinséque et invariante. C’est la connexion normale suivant
M. Cartan.

37. En résumé on voit qu’étant donné un systéme de n
équations de Pfaff 4 2 n — 1 variables on peut toujours rattacher
une connexion projective intrinséque & l'espace telle que le sys-
téme proposé soit le systéme différentiel des plans (variétés planes
holonomes ou non-holonomes & » — 1 dimensions) de I’espace.

Cette connexion intrinséque jouit des propriétés suivantes :

10 le tenseur de la torsion tangentielle est nul.

20 ]e tenseur contracté de la torsion ponctuelle est nul.

3¢ le tenseur contracté de la courbure tangentielle est nul.

RiI=0

40 le tenseur u,RY est nul (on peut dire que le tenseur R} est
symétrique par rapport aux indices supérieurs).
50 le tenseur contracté :
Ry = R?kh_

de la courbure ponctuelle est nul.

38. — Le cas des espaces sans torsion. — Le covariant bilinéaire
de la premiére équation du systéme (14) s’écrit en tenant compte
du systéeme (14) :

(wide’)’ = (Tyy — T,)[do'dz][med - (uidz.)]
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si le systéme (14) est semi-intégrable (c’est-a-dire que le covariant
bilinéaire de la premiére équation s’annule en vertu du systéme
lui-méme, on doit avoir :
[(udz) (udz?)] = 0

d’ou :
@37) u(Tyj — Tji) + wlie — Tig) + u)(Cas — Tin) =0

En dérivant 'équation (37) par rapport & u; et en ajoutant les
résultats en faisant £ = 1, 2, 3, ... » on trouve ¢n tenant compt
des conditions (3) :

o

Iy=Ty
donc l'espace rattaché au systéme sera sans torsion. Un simple
examen montre que ceci entraine la symétrie des indices pour les
fonctions L« aussi et dans ce cas on a :

% w;u;

(38) Ty =L;— ! Li— e i+ ———Li%
n-+1 n+1 n(n 4 1)
on peut vérifier qu’alors le systéme (1) est aussi semi-intégrable.
I1 est intéressant de remarquer aussi que les équations (36)
montrent la symétrie des yj; et on a :

0 0
Yik = Yki

d’ou il résulte que dans le cas d’'un espace sans torsion la compo-
sante :

ol f ol et et

de la courbure de 'espace est identiquement nulle, car on a :

2= X () — (n+ 1) Xl o'ef]

et comme :

ei=0

on aura :

Y0l = (n+ 1) (¥ — i) do"da]

b
alors la symétrie des indices pour vj; entraine la nullité de la com-

posante 291 de la courbure de ’espace.

12
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Remarquons maintenant que l'on a :

o) = R duyda”] + QY| da'da’)

avec :
RY = 1}
alors en tenant compte des formules (36) on trouve :
Ri—Rk=0

le tenseur contracté de la courbure tangentielle est nulle (car
les composantes :

i_. pit
R;= Ry

de la courbure tangentielle sont nulles & cause des conditions (3)).

39. — Les espaces holonomes. — Si le systéme (14) est comple-
tement intégrable il représente une hypersurface dépendant de n
parameétres dans ce cas 'espace & connexion projective normale
rattaché au systéme (14) sera un espace holonome. Il est facile de
montrer que la compléte intégrabilité du systéme (14) entraine
celle du systéme (1), ce dernier systéme est alors équivalent & un
systéme d’équations aux dérivées partielles du second ordre.

Posons :

w =udr =0
w; = dui —_ [‘ikdzk =3 0

On a vu que Pannulation du covariant bilinéaire de la forme
en vertu du systéme (14) rend les fonctions I';; symétriques par
rapport aux indices. Le covariant bilinéaire de ; est :

((Ui)l == A,kh[dx"dm"]
avec :
(39) Ajin = Tap— T+ TinTp— TitTon

Pour que le systéme (14) soit complétement intégrable on doit
avoir :

[(»)w] =0
ce qui donne les conditions :
wAm + WA + whar =0

(Si I'on forme les conditions d’intégrabilité du systéme (1) on
trouve :

() whin + wAak + wAm = uCiu

HACHTROUDI. 4
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ce qui parait étre en désaccord avec la compléte intégrabilité
du systéme (1) mais si on dérive I’équation («) par rapport a u; et
on contracte en faisant i = 1, 2, 3... n on trouve :

(n4+1) Cu=uwAj+ AL + Wl + Ay + A+ A

car
i
2 uCy = Cipy
i

d’ol1 en tenant compte de (39) on voit que Ciu = 0 et les sys-
témes (1) et (14) sont simultanément intégrables).
Rappelons maintenant que I'on a :
Sy + Rlgp =T gh/k —T gk/h + Tl —T5r), + Dby —ThT,
en multipliant les deux membres par u; et en ajoutant en faisant :
Jj=1,2,3... non trouve :
(40) wlh — WY + w,Ri = A
ou en posant :
U Rz = B
Ui — weis + Bua = A
Un simple calcul montre que I’on peut mettre la formule (36)
sous la forme :
(n— 1)y = Aj,
d’ou (40) s’écrit :
(41) (n — 1) (WAL, — wAL) + Bun = A
en tenant compte de la relation qui existe entre les Ay,
on a :
(42) uBi + wBi + wBgy =0

Contractons maintenant ’équation (41) par rapport & A (¢’est-a-
dire dérivons la par rapport & us en sommant par rapport & ) et
remarquons que A, est homogéne et du premier degré en u; on
trouve alors :

(43) fn =10
I1 est facile de montrer maintenant que les systémes (42) et(43)
donnent :
Bin = 0
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En réalité dérivons 1’équation (42) par rapport & u, et contrac-
tons-la on trouve :

Bl + wBiy + (n —1)By, = 0
mais d’aprés (43) on a :

B?hlc = - B?kh =0

donc :
Bixn = 0
Ainsi on voit que dans un espace holonome on a :
[ J——
u R, = 0

de 13 on déduit facilement que I'on a identiquement :
w2 =0
d’ou le théoréme :

La connexion normale projective rattachée & un systéme
d’équations de Pfaff (1) complétement intégrable telle que ce sys-
téme soit le systéme différentiel des plans de l'espace jouit de la
propriété qu’elle laisse invariant 1’élément-plan u, rattaché au
centre A dans tous les déplacements infinitésimaux relatifs aux
cycles élémentaires.

40.

les ') = 7?7- sont indépendants des u, et 'espace est ponctuel.

Il est évident que si les T';; sont linéaires en u,les T'; et

Les composantes tangentielles R%; de la courbure sont identique-

ment nulles. On peut voir facilement que dans ce cas les rela-
tions :

montrent que 'on a identiquement :

of =0
et alors le théoréme de la conservation de la courbure montre
que l'on a aussi :
o) =0
donc Pespace est applicable sur l'espace projectif ordinaire.
Dans ce cas le systéme différentiel (1) est réductible & la forme :

uidzt =

Ui __
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Posons :
Py = Alpy;

les Al, étant seulement fonctions de z!, z2,... 2" satisfaisant aux

conditions :
Al = Al
AL =0
o0 a ainsi
= Al da"
et les formules (36) donnent :
(n— )y = — AL, + AlAL,

ainsi on voit que les composantes du déplacement infinitésimal
du repére naturel ne dépendent pas des ur. Le systéme (38) donne
alors :

(44) Ly = oyt A — S A — 2% AL + Al
i j=1,2,3-n—1 k=Lm3m)

ainsi on trouve la forme générale des Ls; telle que I’espace rattaché
& lintégrale générale du systéme (1) soit applicable sur ’espace
projectif ordinaire.

Prenons maintenant comme paramétres de Vélément-plan
tangent les coordonnées non-homogeénes :

Ui

p; "

la premiére équation du systéme (1) s’éerit :
dx" — plda' — pida® — .-« —p*  da" ' =0

alors les p} sont les dérivés partielles de 2" par rapport aux autres
variables :

X"
Y3 —— —
Py = o
Posons de méme :
62.’,0"
P = axlax

et dans les équations (44) faisons :
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on trouve :

(45) Pl = AL ot + Al pipl + AL pipr + Al p?
(i,j=1,2,3--.n—-—1 k=1,2’3...n)

avec :

pr=—1
Telle est la forme générale du systeme d’équations aux déri-
vées partielles du second ordre qui sont réductible & la forme :
=0
Il faut se rappeler que les fonctions A}, satisfont :
10 aux conditions de symétrie :
A= A
20 aux conditions :
Al =0
3° aux conditions d’intégrabilité (que nous supposerons satis-
faites).
Le systéme (45) s’écrit :
P = Anpipipi — Anpip; + ALpipi 4 Aupipi — ALp — AL}
+ Ajpi— A} @, j,k=1,2,3---n—1)
Cherchons les équations différentielles des géodésiques de
Pespace, pour cela exprimons que A, dA, d? A sont alignés, on a :
dA = oA, '
A = WA 4 (do’ + wFwl)A,
d’otr :
do' fofo o'+l g3 .n—t)

wt wn

développées ces équations s’écrivent :
Po ., Ao dedet L detdeh
(dzm)2 — 7k dyn dyn dan *h dxn dan T

i=1,2,3.n—1 kh=1,23--n).

(46)

Nous dirons que le systéme (45) est le premier systéme associé
au systéme (46). Donc pour que le systéme (46) soit réductible & la
forme :
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il faut et il suffit que son systéme associé soit complétement inté-
grable.

41. — I’espace étant applicable sur I’espace projectif ordinaire
admet des variétés planes 4 ¢ <n-1 dimensions. Exprimons que le
point :

M= A 4 yA,

appartient & la variété plane de ¢ dimension définie par le sys-
téme :

7 yorb—prthyt=0 (k=123--¢ h=123---n—qg)
on a:
dyt 4 wi 4+ wzyk___ wll:ykyi =0

on trouve donc pour le systéme différentiel des variétés planes a
¢ dimensions :
dz7th — pitidgk = 0
(48) dpa+h 4 with — pg+hwf + P?”‘"gﬂ' — pg+lpz+hwlq:+l =0
(ki =123---q hl=123.---n—y9)

alors en posant :

wk = A¥dxi
1 i
et remarquant que :
+k
pq+h = ozt
k oxk

sont les dérivés partielles des deux premiers ordres des fonctions
294 par rapport aux variables z* on trouve le systéme des équa-
tions aux dérivés partielles du second ordre de la variété cher-
chée :

q+k q+h g+l Ag+h q+iAgth g+hAL
Pt = — AR — pITALL — pALL - PETA)
g+l g+spg+h g+ _g+hAR q+l gt+hak
(49) — PP ALY gy + PO PR Aj,q+t+P7' P A
g+l g+3 qg+hpk
+.pi pj Px Aq—H, g+

(i,j,k = 1,2,3 e q h,l’s = 1’2’3 LIRS 7 A— q)

Le systéme (49) que nous désignerons par le symbole SZ__ est

—q

le ¢® systéme associé au systéme (46). On voit donc qu’il existe
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en tout (n — 2) systémes associés au systéme (46) et la condition
nécessaire et suffisante pour que ce systéme soit réductible a la
forme :

a2y

@ =0
est que I'un des systémes associés soit complétement intégrable,
alors tous ces systémes sont complétement intégrables et il existe
une transformation ponctuelle qui les raméne tous (ainsi que le
systéme (46) lui-méme) & la forme réduite :

pit =0

42, — En résumé on voit qu’il existe en tout un ensemble de
(n — 1) systémes associés :

Shi s ST
(Pindice supérieur désignant le nombre des fonctions dépendantes
et I'indice inférieur celui des variables indépendantes) le dernier
étant un systéme d’équations différentielles ordinaires (et par
suite toujours complétement intégrable) tels que si 'un des sys-
témes est complétement intégrable tous les autresle sont aussiet
que de plus ces conditions d’intégrabilité entrainent la réducti-
bilité de I'’ensemble de ces systémes 4 la forme réduite :
2
oaoad

II. — LES ESPACES D’ELEMENTS LINEAIRES
A CONNEXION PROJECTIVE NORMALE

43. — Ces espaces sont fondés sur la notion des géodésiques.
Analytiquement ce sont les espaces qui admettent l'intégrale
générale d’'un systéme d’équations différentielles ordinaires du
second ordre comme des géodésiques. La connexion intrinseque
d’un tel espace définit les invariants différentiels ponctuels du
systéme proposé.

Avant d’entrer dans la détermination de cette connexion nous
allons normaliser d’abord le systeme d’équations différentielles
des géodésiques :

d2z' (  dxk
w iy = 12
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Posons :

dxt  dz®  dad dx»

le systéme (1) se transforme en :
\ dz* _ dzr

ut T ur

(ih <n—1)
(2) .
dut — Zdur + %L‘dx" =

les L étant des fonctions homogénes et du second degré en u* que
nous supposerons analytiques par rapport i tous les arguments
qui y figurent.

Nous allons montrer que le systéme (2) peut se mettre d’une
seule maniére sous la forme :

[dx  dx»
@ \w = (h<n—1)
(dw‘ + Tidzt =
ou :
i ol
(4) Te= —

les fonctions homogénes et du second degré I'isatisfaisant a la
condition :

®) sti=32 o
i o ur
En posant :
dz’ = v'dt
le systeme (3) s’écrit plus symétriquement :
— uh
) ( dat = urdt

! dui + 2ridt = 0
car on a :
whpl — ori
Le syteme (2) s’écrit alors :
dx* = ukdt
@ dut — % qur 4 Lide = 0
ce que I’on peut écrire encore en identifiant avec (6) :

u 1.,
Pt — M — = ¢
ur 2L
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d’ou d’apres la condition (5) on trouve :

n 1 A QR
r —'———'2‘—(n+1)uZL$
ce qui donne la formule générale :
i 1. w %
U=l —smnr 1)21‘"
Kk
Le systéme différentiel (7) prend ainsi la forme canonique (6)
et on voit que cette forme est bien unique.

44. — Etant donné le systéme différentiel (2) ou (6) nous allons
chercher une connexion projective telle que l'espace étant doué
de cette connexion les intégrale générales du systéme (2) soient
considérées comme géodésiques de ’espace.

Pour cela nous aurons recours a I’espace d’éléments linéaires.
Un espace d’éléments linéaires étant une variété constituée par
un point A appelé le centre et une direction passant par le centre.
Nous désignons par 21, 22, 2%.. z* les coordonnées du centre A et
par u!, u,... u» les paramétres homogeénes de la direction passant
par le centre.

45. — Soit alors le repére :
dA = w*A,
dA; = wiA + wiA,
nous dirons qu’il est naturel par rapport aux variables z; sion a:

ot = do* zwz = C::,,dub

@)

Les composantes ! du déplacement infinitésimal du repére
(8) sont de la forme :
“’Z = Yfkdxk + Cgkduk
les v}, étant homogénes et de degré zéro par rapport a u; et les
.. homogeénes et de degré moins un en u, satisfaisant aux condi-
tions :
uel, =
La transformation infinitésimale conférée par le déplacement
infiniment petit du repére (8) au point :
M= A | yA;
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s’écrit :

k % k h 0k k
9) dy 4+ o+ Y — oy =0

Exprimons que le point M appartient & 'élément linéaire u, on
aura :

yl y2 yn
=T =
ceci fournit, le systéme différentiel des géodésiques
{w! w? w"
(10) Sul_ﬁi_””—;z_"‘

du' + v'el = u's

Donc pour que le systéme (2) définisse les géodésiques de I'es-
pace il faut que le systéme (10) soit équivalent au systéme (3) ou

(6).

46. — Nous allons montrer qu’il existe une seule parmi les
connexions convenables pour I’équivalence des systémes (10) et
(6) qui est déterminée d’une maniére intrinséque et invariante.

Ecrivons la variation subie par le point :

M= A + yiAi
dans un déplacement infinitésimal rattaché a un cycle élémentaire :
(11) AyF + @F 1+ oyt — oyt =0

Exprimons maintenant que cette transformation laisse inva-
riante 1’origine A du repére (8) on trouve :

Ql —( 0 =0....0" =0

La transformation infinitésimale dualistique de (11) s’écrit
alors :

AL + 00 4 0%, =0
en exprimant qu’elle engendre un groupe de Mobius on aura :
292 =0
Annulons maintenant la torsion de ’espace on a :
Qk — (wk)’ . [(x)hu):J =0
d’our :

i v g.F
(x)i——Y,udx
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avec :

Y = Y
donce :

€l =0
et on aura :
(12) Swi=0

1

L’identification des systémes (6) et (10) donnera alors :
ol = 2r'dt + u'w
avec :
B = yidzk
de 13 on trouve :
uMde® = ar'de + u'v,da’

en se servant des relations :

do* = ukdt
on trouve :
(13) WM, = 2rt + u'uly,
La relation (12) donne les conditions :
(14) T =i =0
en posant :
ubye =y

v étant homogénes et du premier degré en u, I’équation (13)
s'éerit :
(15) whalyi = 207 + uy.

. |V i
Annulons maintenant la composante 2 o' de la courbure on

i
trouve :

] 0 k
w; = YA
avec :
0 0
Yiz = Yki-
Les composantes o/, o] du déplacement infinitésimal du repére

naturel sont indépendantes des différentielles du*. De 14 il résulte
que l'on a :

0} = Sly[duda" | + Qli[ds"da’]
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ou :
j j
Sitn = Yirn
sont les composantes réglée de la courbure.
Exprimons que dans le déplacement rattaché & un cycle élé-

mentaire la variation subie par ’élément u* est indépendante des
positions intermédiaires du repére sur le cycle. On a :

y* = ut-y
d’ou:
Ay* = yAu* + utAy
en tenant compte de (11) on trouve :
(16) Ad* 4 ulef = u'n.
I1 faut que le premier membre de (16) soit indépendant des pro-
duits extérieurs en [du* dz"] ceci donne les conditions :
'Sy =0
ou :
17) u"Y = 0.
Alors les équations (15) avec les conditions (14) et (17) déter-

minent complétement les ﬂ.‘,—, en réalité dérivons la relation (16)
par rapport & @’ on trouve :

k B i ki : i Y | i
uuY;.-hz'i'uY;h+uY;d=2F;+“‘a—w+°;Y

6i_§1sil=i
T 0silsd

d’ou en tenant compte de (17) et de la symétrie des y;; on a:
k i i i aY '\.

wya =T+ 5 + &y
en faisant | = ¢ et en contractant on aura en tenant compte des
conditions (14) :

1=20
d’ou :
ukY;.d =Ty

Dérivons encore une fois par rapport & u,on a :

witin + Yu =T
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d’ou en tenant compte de (17) :
. . 22
T =Tn = autoul’
Ainsi la connaissance de I'¥ suffit pour la détermination des
composantes affines ] du déplacement infinitésimal du repére

naturel. Nous appellerons I’étre géométrique I%, le potentiel
affine de I’espace.
I1 est facile de voir que :

23I'7

Sf _ 5
o T duidukdut

entraine la symétrie par rapport aux indices inférieurs et le tenseur
contracté :

A 5
Sitn = Tita = 0

est identiquement nul.
En posant :
o = Sc‘ikh[duhdxkj + Q‘Zkh[dzkdxhj

on a:

X . ) .y . o
i = T — Tion + Tl — Calin — Svan
(%, indiquant toujours le nombre de Kronecker) ou l’on s’est
servi de la convention :

oF
F/k = 37"

Les quantités Q/, ne forment pas un tenseur mais si I’on pose :
Du' = du’ + vl
on trouve :

o] = Sjy[Du'da*| + Rl da’da’]

Rim = Qlw + TiShs — TrSixs
forment un tenseur.
Annulons maintenant le tenseur contracté :

13
Rik = Rikh
on trouve :

(18) (n— 1)y = — I‘gk/h — Iyl + Tl
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Ainsi la connexion est complétement déterminée d’une maniére
invariante et intrinséque. Ce probléme constitue la généralisation
du probléme étudié par M. Cartan en 1924.

47. — Si le potentiel affine I' est une forme homogéne et qua-
dratique en ¢ on voit que ’on a identiquement :

St,:kh =0
et alors 'espace est ponctuel. Dans ce cas on doit avoir :
Li = Z—; Arufut + Abutet
¢t=1,2,3-n—1 kh=1,23-..n)

avec les conditions

Al =0
= Ak
Si on fait :
ur =1

on voit que les équations différentielles du systéme engendrant un
espace ponctuel sont de la forme :
/ d2x n ArF dzh dat dx" dxt dxk dx
@ T A g g dp + 2Am & + Al s g+ A% g
+ 2A§m 3;‘ + Al =

@ kyh=1,2,3--n—1).
C’est le cas étudié par M. Cartan dans ses Legons sur la théorie des
espaces & connexion projective.

On peut voir facilement que dans ce cas la connexion normale
définie dans un espace d’éléments-linéaires se confond avec la
connexion normale que I’on peut rattacher au systéme (19). En
réalité les conditions :

i

(19)

se réduisent & :

=0 30{=0 R;=0

]

qui sont les conditions de formation de la connexion normale
projective dans un espace ponctuel.




CHAPITRE 1V

THEORIE DIFFERENTIELLE
DES COURBES ET DES SURFACES

48. — Nous supposerons l'espace d’éléments-plans holonome
et & trois dimensions.

Une surface étant considérée comme le lieu de ses éléments-
plans tangents on voit que le déplacement infinitésimal d’un repére
rattaché & un point de la surface est & deux paramétres. Donc on
peut appliquer la méthode du repére mobile et généraliser les
résultats relatifs & une surface ordinaire pour les surfaces plongées
dans un espace d’éléments 4 connexion projective.

49. — Une ligne sera appelée asymptotique pour une surface
si elle admet en chaque point un contact du second ordre avec
’élément plan tangent & la surface en ce point. En se servant
d’un repére fondamental (Chap. 1, Ire partie) par rapport aux
variables z, y, z I'équation différentielle des lignes asymptotiques
d’une surface s’écrit :

(r — 9)da? + 2(s — f)dady + (t — Y)dy? = 0
ou r, s, t désignent les dérivées secondes :
2%z 22z 2%
T szaway t’—ayz'

Dans ce qui suit nous supposerons que la surface admet en

chaque point deux lignes asymptotiques distinctes.

50. — Particularisation des repéres raitachés ¢ un point de la
surface. — En un point de la surface z, p, ¢ sont fonctions de deux
variables indépendantes (par exemple z, ¥, ou u et ¢, si la surface
est définie paramétriquement). Soit le repére
dA = wiA + w'A; + W’A, + A,
dA; = oA + wjAr + WA, + wiA,
dA; = wiA + wiA; + wjA, + wiAg
dA; = wgA + WA + WA, + wiA,

1)
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rattaché & up point A de la surface. Les composantes ! du dépla-
cement infinitésimal dépendent de deux parameétres essentieles
u et ¢ et de dix parameétres inessentiels.

Nous désignerons par le symbole d la variation totale d’une
quantité par rapport & tous les paramétres et le symbole ¢ dési-
gnera la variation relative aux paramétres secondaires.

Prenons I’élément-plan AA, A, pour I’élément-plan tangent &
la surface on aura :

(2) wd =0

et en dérivant extérieurement cela donne :
(wlwi] “+ [w?wg] =0

d’ou d’aprés le lemme de Cartan :

3 _ 1 2
3) W =@ + G

3 1 2
Wy = Qo + A3

on sait que les quinze formes de Pfaff ), w?, v’ dépendent de
douze paramétres différentiels (du, dv) et les dix différentielles
des paramétres secondaires) done il existe trois relations indépen-
dantes entre ces formes et ce sont précisément les relations (2)
et (3). D’autre part o' et ’ sont indépendantes 1'une de I'autre
et indépendantes des différentielles des paramétres secondaires
car en fixant le point A on doit avoir :
dA = woA
ce qui monte que 'on a :
wh(d) = w?(3) = 0
Nous poserons pour faciliter ’écriture :
w(3) = ¢}
on a done :
(4) d=et=e=¢ =¢ =0

Ce sont les cing relations qui doivent exister entre les ¢! car ces
quinze formes dépendent linéairement de dix arbitraires (les diffé-
rentielles des paramétres secondaires).

51. — Les repéres du premier ordre. — Cherchons comment
varient les coefficients a,, a,, a; des équations (3) quand on change
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le repére rattaché au point A (I'origine A restant fixe). Ecrivons
les équations de la structure de 1’espace pour les composantes w?,

2 3 3 .
w’, wi, w; 0N A :

®)

La premiére équation développée s’écrit :
0 1y 1 2 1
de' — du! = (w) — wi)e' 4 €] F— (6 — €)o! — €fwy
ou en tenant compte de (4) :

Sw' = (eg — e})ml — e;m2

et de méme en déceloppant les autres équations aussi on trouve le
systéme :

Sw! = (eg — ej)o' — rw®
dw? = fw! + (e(o’—— &)’
(6) ) 3 __ N - S - 203
wy = (e — €5)wy + e

Dérivons extérieurement les relations (3) en tenant compte de
{(6) on a :

(8a'+ (60 —2e; —ef)a' —2€fa, o' + (3a,— 30, +(e)—el—€} + ¢} )ay,— €fa; )w® =0

(Bay~—eja, + (e)—e;—e;—e})a—efas)w' + (8a,—2eja, + (€f—2e;+¢3) ag)w’=0

les coefficients de ', w? dans ces écquations sont indépendantes
de du, do et w!, »?* étant linéairement indépendantes on doit avoir :

{ ta; + (eg —2e + €l)a;, — 261a; = 0
. 1 0o 1 2 3 2
(7) tay, — ezay + (e — €1 — €5 + €3)a, — €lay = 0

da; — 2eya, + (6§ — 2¢5 + &3)a; = 0

Les coefficients de a,, a;, a; dans ces équations sont indépen-
dantes et au nombre de quatre (car le coefficient de a, dans la
seconde équation est la moitié de la somme des coefficients de a,
et de a; respectivement dans la premiére et la derniére équations)
donc on peut choisir les accroissements des parameétres inessen-

HACHTROUDI. 5
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tiels tels que trois de ces coefficients s’annulent donc on peut
poser :

a4, =0 ay=1 a,=0
(Il est intéressant de remarquer que le systéme (7) engendre le
groupe de transformations linéaires qui conservent (a,)2— a, ag

4 un facteur prés). Le cas des surfaces aux asymptotiques doubles
étant excluon a:

(@)? — aya3 £ 0

a =10 a; =1 a; =0
correspondra trois nouvelles relations entre les o] pour les avoir
remarquons que les relations (3) s’écrivent :

3 2
W = W
3 1
Wy = w

alors en dérivant extérieurement ces relations on trouve :

@ m?l = bw! + b’ w} = byu! + by’
o] + w0 —wl — o) = Z(blwl + b2m2)
qui sont précisément les relations cherchées.
Donc pour un repére de premier ordre on a :

1 2 3 3 3 2 1 1 2 3
(9 e =¢ =ce¢ =6l =6 =€ =€ =€ +6—e-—e =0

ce sont les huit relations indépendantes qui existent entre les
quinze formes de Pfaff.

52, — Les repéres du deuxiéme ordre. — Les équations du sys-
téme (6) sont au nombre de (2) maintenant & savoir
(10) o' = (€] — e})w1 8w’ = (&) — ef)o’

Dérivons extérieurement la troisiéme équation du systéme (8)

en tenant compte de (9) et de (10) on trouve :
(280, 4 2(ed —e1)by + & —el)o' 4 (285, + 2(e)—e3)b; + 65— eh)w’ =0
ce qui donne :

28b, + 2(e)— )b, + & —¢) =0

28b, + 2(eg — €)b, + €5 — ey =0
les formes ey — e}, e3— e}, eg— €5, e;— €5 sont indépendantes on voit.
alors qu’en faisant varier les sept paramétres inessentiels b, et.
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b, subissent des substitutions linéaires indépendantes on peut
donc introduire les deux relations :
by=1"5,=0

on a ainsi les repéres du deuxiéme ordre qui dépendent de cinq
parameétres inessentiels seulement.
La troisiéme équation du systéme (8) s’écrit :

(11) o] 4 of — o} —w) =0
on a aussi:

w} =
(12) o — b

La dérivation extérieure du (11) donne en tenant compte de (12)

2 0 1 9
w3 — W) = ;¥ -

1 0 _ ool 2
w3 — Wy = G+ oW

(13)

et le systéme (8) donne :

w? = pw!
1 0
(14) 3 (.0; = 3(02

Les équations (13) sont les deux nouvelles relations entre les w
et on a de méme pour e’ :

0 1 0
(15) eg =€ €; = ¢

53. — Les repéres du troisiéme ordre. — Décrivons extérieure-
ment les relations (14) on trouve :

8b, + (e8——2e§ + eg)bo =0
8by + () — 2¢; + e5)by = 0

les deux formes de Pfaff qui figurent dans ces formules sont indé-
pendantes donc b, et by se multiplient par des facteurs quelconques
différents du zéro (on a supposé que la surface n’admet pas de
singularité au point A, les surface pour lesquelles on a 4,6, = 0
sont des surfaces R, ou R, que I'on étudiera plus loin) donc on
peut introduire :

Ceci fournit les repéres du troisiéme ordre qui dépendent seule-



68 LES ESPACES D’ELEMENTS A CONNEXION PROJECTIVE NORMALE
ment de trois parameétres inessentiels. Pour ces repéres les rela-
tions (14) s’écrivent :

ol =

i__ 2
ol — w

(16)

qui donnent deux nouvelles relations entre les w} ; en les dérivant
extérieurement on a :

o0 L 0 — Ol 1 2 1 2

n ) + w — 2wl = ¢! + (¢ Ru?)w = ¢ + Ao
0 1 2 — — 1 2

wg + w; — 20} = (03 212) + ¢0® = ko' 4 cw

ou RZ, et R}, sont les deux composantes o et o} de la courbure
suivant I'élément-plan tangent & la surface (cette courbure étant
définie dans un repére du deuxiéme ordre de la surface). Pour un
repére du troisiéme ordre on a :

el =
(18) g

Les seules formes de Pfaff ¢ non-nulles sont e, e, €3 et les équa-
tions (10) s’écrivent :

19) Swl =0 w2 =0

ainsi pour un repére du 3¢ ordre w! et w? sont indépendants des
paramétres inessentiels.

54. ¢. — En tenant
compte des relations (18) et en se servant des équations de la
structure de espace on trouve:
3w; — wg) = 2elu’

6((»2 - "’0) = 2¢jw’
8(ws — wp) = 2(egu’ + ew’)
8(“’3 — wp) = 2(es0’ + erw’)

Dérivons extérieurement les relations (13) nous trouvons :

{20)

8(u)§—wl)__8c ‘o' 4 3’

S(w}; — mg) = 8% w! =+ 3¢ w?
de 1 on déduit :

8¢, = 2ey 8e, = 2e5 Sey = 2e)
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&, el, €2 étant indépendants on voit que I'on peut introduire
encore les relations :
€ = Cy == €3 = 0

et les équations (13) deviennent alors

Ceci donne trois nouvelles relations entre les »! mais il est évident
que maintenant le repére ne dépend d’aucun arbitraire et les
coefficients de !, »® dans ces nouvelles relations sont les inva-
riants de la surface ainsi que les coefficients ¢, et ¢, des relations
(17) qui sont complétement définis maintenant.
Posons :
g =—3A ¢ =—23B
A et B sont les deux premiers invariants de la surface ; On a :
0] + 0 — wy — wg =0
wp + wp — 20} = — 3Aw’ — 3x0’
w) + ] — 205 = — 3a0' — 3Bw’
3, et 3a, étant les composantes R} et Ry, de la courbure de
Pespace suivant I'élément-plan tangent & la surface. En résolvant
le systéme précédent on trouve :
wi — wg = (2A + %)o' + (B + 24)w’
wp — wp = (A + 2a)0’ + (2B + ay)o’
w3 — g = (3A + 3x,)0" + (3B + 3a')w’
Différentions extérieurement les relations (21) on trouve :
[wge'] + [010®] 4 ¢ [w'’] =0
(22) o 2
[w307] + [wgo'] + y [0'e’] = 0
ou I'on a posé :
R%lz - Rglz = 2[5
R§12 - ng = 2y
les R}, représentant les composantes de la courbure de I’espace
suivant I'élément-plan tangent i la surface. Les équations (22)
donnent :
= (D — p)u' + Eo’
(23) wy = Fa' 4 (€ + 7)o’
vy = Cu' + Do’
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C, D, E, F sont les quatres autres invariants différentiels de la
surface. Les équations (23) sont les trois nouvelles relations entre
les wf qui pour les ¢] donnent :

et on voit donc que le repére du quatriéme ordre ne dépend d’au-
cun paramétre inessentiel et est complétement déterminé par la
connaissance de son origine A d’une maniére intrinséque.

55. — Elément linéaire projectif de la surface. — Les deux formes
wlw? et (w!)® 4 (»?)® (définies dans le repére intrinséque ou dans
un repére du troisiéme ordre) sont intrinséques. Elles sont apo-
laires 'une de 'autre, la premiére est la forme asymptotique de
la surface c’est-a-dire :

wlw? = 0

est 1'équation différentielle des asymptotiques de la surface.
L’espace étant sans torsion les tangentes conjuguées sont réci-
proques et I'équation :

(01 + (0?)? =0
définit les lignes de Darboux sur la surface et ainsi on peut géné-
raliser plusieurs notions de la géométrie projective ordinaire pour

les surfaces plongées dans un espace d’éléments-plan & conmexion
projective normale.

Nous appellerons suivant M. Fubini I’élément linéaire projectif
de la surface 1’expression :

(@) + (2

wlp?

Pour les variables indépendantes z,y et dans un repére fonda-
mental cet élément linéaire est de la forme :

Fo(v)(dy — 2dx)® + () (dy — vdz)®
(24) s = =0 —)idy — ) (dy — )

ou A et v désignent les racines de I’équation du second ordre :
t— VP +2s—flo+ (r—0e) =0
et 76 définit Vopération :

% d v | of of oy oy
%) = 5 + P£~Pg§+5§—292§,+2°@—93@+925
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Pour les surfaces pseudo-développables (les surfaces aux asymp-
totiques doubles) cet élément linéaire n’existe pas et pour les sur-
faces R; ou R, (les surfaces pour lesquelles ,b, = 0) cet élément
linéaire a pour le numérateur un cube parfait.

On peut généraliser la propriété d’égalité deséléments linéaires
projectifs pour un couple des surfaces projectivement applicables
dans un espace d’éléments.

56. Les surfaces pseudo-développables aux asymptotiques
doubles. — Ces surfaces sont définies par ’équation aux dérivées
partielles du second ordre :

(25) E—=MNP—(—ait—4 =0

C’est une équation de Monge. — Ampére aux caractéristiques
doubles et on sait que I'intégrale générale d’une telle équation est
constituée par I’enveloppe du complexe :

F(z,y,2 a,b,¢) =0

dépendant d’un seul paramétre (on pose b = b(a)c = ¢(a)) ce com-
plexe étant I'intégrale générale du systéme d’équations aux dérivée
partielles du second ordre :

r = 9(%, Y, 2, P, 9)

s = f(z, 9, 2, p, )

t= Y2, 9,2 p,q)
On voit que si I’on définit le plan tangent & une surface par une
surface du complexe F ayant un contact du premier ordre avec
la surface, les surfaces pseudo-développables sont celles dont le
plan tangent dépend d’un seul paramétre et elles ressemblent par
cette propriété aux surfaces développables de l’espace ordinaire
qui sont les enveloppes des plans dépendant d’un seul paramétre.
En définissant de méme le plan osculateur & une courbe par la
surface du complexe dont le contact avec la courbe est du second
ordre on voit que les surfaces pseudo-développables sont les enve-
loppes des plans osculateurs d’une courbe gauche (non située sur
une des surfaces du complexe F = O). En réalité d’aprés la théorie

des enveloppes on sait que Ienveloppe des caractéristiques du
complexe :

F(.’IJ, Y, % a, b,¢,) = 0
(26) ﬁ b = b(a) ¢ = c(a)
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est une courbe appelée I'aréte de rebroussement de I'enveloppe
du complexe (26) et cette courbe a un contact de second ordre
avec chacun des complexes (26) de sorte que ces complexes sont
les plans osculateurs de I'arét de rebroussement et par suite la
surface pseudo-développable est ’enveloppe des plans osculateurs
de cette courbe. Il est intéressant de remarquer que ces caracté-
ristiques sont précisément les asymptotiques d’une surface pseudo-
développable de lelle sorte que les asymptotiques d’une surface
pseudo-développable sont des courbes planes et dépendant de cing
paramétres arbitraires. La troisiéme définition des surfaces dé-
veloppables n’a pas d’équivalent dans les espaces d’éléments-
plans car il n’existe pas des droites dans ces espaces.

57. — Les surfaces pseudo-réglées R, et R,. — Supposons que
dans la particularisation du repére mobile il arrive que dans la
deuxiéme normalisation du repére on trouve :

hobs = 0
alors la méthode appliquée pour la troisiéme et la quatriéme par-
ticularisation n’est plus valable. On aura pour une telle surface
(R, par exemple) :

2

w =0
w]é = u)2
nous ne pousserons pas plus loin la particularisation du repére
mobile pour ces surfaces et nous contenterons de préciser quelques
propriétés géométriques de ces surfaces.

En remarquant que :

u)f =0
il est facile de voir que pour ’asymptotique :
©w2=0
on a:
dA = A + w'A;
d’A = (dwg + (wg)? + w'od)A + (do' + oy + v'w])A;
d’ou :
[AdAd?A] =0
de telles courbes que nous appellerons les courbes C, seront étu-
diées plus loin par leurs propriétés géométriques, remarquons



LES ESPACES D’ELEMENTS A CONNEXION PROJECTIVE NORMALE 73

ici seulement que les asymptotiques w? = 0 des surfaces R; ont
leurs plans osculateurs stationnaires en tous les points car elles
ont un contact de troisiéme ordre avec le plan tangent a la surface.
En réalité il est facile de déduire que ’on a aussi :

[AdAdPA] =0
d’ou :
d?A = oA + BA,
Pour les surfaces pseudo-réglées R, ou R, le numéroteur de
I’élément linéaire (24) de Fubini est un cube parfait, ainsi I’équa-

tion aux dérivées partielles du troisitme ordre de ces surfaces
s'écrit :

e S H%I — Ha§)+ H2(2b~f—?ﬂ’>——H<2°—f———?iP) _®

N °g °g o7
ou H désigne I'une des racines de I’équation :
(28) (t—9H2+2(s—HH+r—o =0

Si toutes les deux racines de (28) conviennent & (27) on trouve
les surfaces qui généralisent les surfaces biréglées de ’espace
ordinaire.

Les surfaces pseudo-réglées R, ou R, dépendent de trois fonc-
tions arbitraires d’un argument. En réalité considérons le systéme
de Pfaff :

wd=10
3 2
0)1'—-_
3 1
w2==(n
29
(29) wl-—|—w§——w8-——w3—0
w; =0
1 2
(,02=(1)

en formant les covariants bilinéaires de ces formes, les trois pre-
miers s’annulent identiquement en vertu du systéme (29) lui-
méme et les trois derniéres donnent :

(0} + 0 —of = 2 o — )] + 2[ o — ) ?]
(30) (“’1) = ("’1“"’3)“’ ] + R112[ ]
-_— (‘02)’ + (‘”2) = {(‘*’2""“’3)‘” ] [(2“’2‘—“’1)‘” ]+ P‘zw[“’ w ]

Le systéme (30) montre que le systéme (29) est en involution par
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rapport & »! et w? et que son intégrale général (4 deux dimensions)
dépend de trois fonctions arbitraires d’un argument.

58. — L’espace étant un lieu d’éléments-plans les courbes sont
considérées comme des multiplicité de Lie (I’ensemble d’une
courbe et de ses éléments plans tangents).

Nous dirons qu’un élément plan est tangent a laicourbe s'il a
un conbact de premier ordre avec la courbe, ainsi dans le repére .
[ dA = wpA + w'A; + WA, + W¥A,

dA; = ‘”?A + “’iAl + ‘*’fAz + w?Aa

dA; = “’gA + ‘”éAl + ngz + nga
 dA; = 0jA + wzA; + wiA, + wiA,
si on prend PI’élément-plan AA, A, pour I’élément-plan tangent
a la courbe on aura:

(31)

0wl =0
Nous définirons de méme un élément plan osculateur a la
courbe par un élément plan ayant un contact du second ordre

avec la courbe ainsi si ’élément plan AA; A, est osculateur & la
courbe on aura pour le repére (31) :

Lulwf + wzw::} =0
ainsi dans un repére fondamental le systéme :

wi=0

(32) 0lo? 4 vl =0
définit bien I’élément plan osculateur a la courbe et ainsi les para-
métres p et ¢ sont parfaitement déterminés en fonction de ¢ (para-
meétre essentiel de la courbe). Nous supposerons désormais que le

repére (31) est un repére défini par I’élément plan osculateur & la
courbe.

59. — Les repéres du premier ordre. — La direction [AdA] est la
direction tangente & la courbe et c’est évident qu’elle est dans
Iélément plan osculateur de la courbe.

Dérivons extérieurement la premiére équation du systéme (32)
on trouve :

(33) |
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ces deux relations avec la premiére du systéme (32) constituent
les relations qui existent entre les wl.
Prenons le point A, sur la direction [A dA] on aura :
w2 =20

et on a ainsi les repéres du premier ordre. En dérivant extérieure-
ment la derniére équation on a :

2 1
(Lll = ‘Yl(.u
(Siy, = 0la courbe est telle que I'on a :
[AdAd?A] = 0

ce sont les courbes &) et les relations (33) s’écrivent :

mg == a&n
(34) s L
wy = P
mais la deuxiéme équation du systéme (33) donne :
a=10
d’ou pour un repére du premier ordre on a :
(35) m2 = w3 = u)i == 0 m? = Ylwl (x)g = ﬁwl
avec :

1 2 3 3 3 2
€ =¢ = =€, =€ =¢€ =0

(comme dans la théorie des surfaces les ¢} sont pris pour ! (3)).

Le tableau des composantes du déplacement infinitésimal relatif
s'éerit :

0 0 0 0
& ef—e 0 0
e e e — ey 0
s € € e
avec :
o' = — (e} — eJ)w'.
60. — Les repéres du second ordre. — Cherchons comment

varient y, et 3 dans le déplacement relatif du repére. Dérivons
extérieurement les deux derniéres relations du systéme (35) en
tenant compte de (35) on trouve :

o — )] = [dno'] + nfo (o] — o)]
Blw' (0} — wi)] = [dBu'] + Blw!(w] — w) ]
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d’ou :
— dyy + (20] — ) —wglyy = M
—d2 4 (w1 + w) — o) —wy)p = po'
ce qui donne pour le déplacement relatif :
by — (261 — & —eg) = 0
8 — (e +e;—eg—e)p=0
on peut donc introduire les relations :
p=1
n=1

(si on a B = 0 les courbes sont planes c’est-a-dire sont situées sur
une surface des complexes F = Q) et on aura :

(36) ==l =0 o= =0
avec :
(37) 20} — wy — wy = Aot

1 2 0 3 1
W] + wy — wy— w3 = pw .,

Le tableau des composantes du déplacement infinitésimal du
repére s’éerit :
0 0o o0 0
e e1—ep 0 0
& & 2ea—e) 0
&5 e 6 3(d—e)

qui dépend de six paramétres. On a :

o' = — (e} — eg)w'.

61. — Les repéres du troisiéme ordre. — Dérivons extérieurement
les relations (37) en tenant compte de (36) on trouve :
B — 2w} — u) — (o — 36} + 3ul) = — po*
dp — plo] — wg) + 2(wf — w)) = o'
ce qui donne :
8\ — Ny — €)) — (&3 — 3e; + 3ef) =

0
bu — (el — eg) + 2(e; —el) =0
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donc on peut introduire les relations :

et on aura :
2 1 0 1
w3 — 3wy + 3w; = pw
(38) z 2 o_ 1
(.05——‘(_01=V0)

et les repéres du troisi¢éme ordre seront donnés par :

2 — w3 = w3 — — wl 1 w2 — 0 =
We = = = = =
() (.01 0 w: w 20.)1 w2 (l.)o 0

@ |

avec pour e} :
eﬂ_eo e3__eo
d=e=d=e=g==0 e—e=21_=2_2
1 2 1 1

0 2 3

2 — @0 1 — o0
e =¢e 83——82

Le tableau des composantes du déplacement infinitésimal
g’écrit :

0 0 0 0
el e} — eg 0 0
4
e 3 2(e; — e) 0
el el € 3(81 — eg)

qui dépend de cinq paramétres. On a :

Swl = —— (el — g0\l
w (el eo>w

62. — Les repéres du quatriéme ordre.—Dérivons extérieurement
les relations (38) en tenant compte de (39) on trouve :
dv — 2v(w} —wf) — (W) + w)) = — 20,01
do — 2p(v] —op) —h(vg— o) = — Bno?
d’ou :
&y — 2v(e} — eg) — (e}% -+ eg) =0
85 — 2p(el —€%) — 4(e} —e?) =0
on peut donc introduire encore les relations :
v=p=20
ce qui donne :

1 0 — 1 1 0 — v wl
wl -+ = J— = 4z
3 w2 20’1(» m3 w2 2 Im
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supposons o;7; 7 0 on trouve :

u% = sw!
40
(40) w0 = 1wl
2
Les repéres du quatriéme ordre sont définis par :

, @0 — 00 @} — w0

2 0 3 0
w2=w3=w3_—_0 (;)2=(q)3=:w1 u)l—-(:.\o:: =
1 1 2 1 0 2 3
@) .
( ol =gu) o? = of
\ 2 a1 3 1

Le tableau des composantes du déplacement infinitésimal rela-
tif du repére s’écrit :

0 0 0 0
e e} —_ eg 0 0
4
0 §e(1’ 2(6} _ eg) 0
e 0 e 3(e] — )

qui dépend des trois paramétres. On a :

bt = — (e — )t

63. Les repéres du cinquiéme ordre. — Dérivons extérieurement
les relations (40) en tenant compte de (41) on trouve :
ds — 3c(wi — wg) —e)=— lel
dr — 31:((»{ —‘”3) =+ eg = m1w1
ou pour le déplacement relatif :
8¢ — 30(8{ —_ eg) —_ eg =
ot — 31(6} — eg) -+ eg =

on peut introduire alors les relations :

c=1t=1
ce qui donne
1 0 1
ws = w2 = W
et d’ou
wy = Gwl
(42)

1 0
W) — Wy = MW
en remarquant alors que 'on a :

1 0
81—60=0
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on voit que :
Sw! = 0

w! est parfaitement déterminé en fonction de paramétre essen-
tiel ¢ et il fournit Parc projectif osculateur de la courbe (relatif
a l'élément plan osculateur).

Pour les repéres du cinquiéme ordre on a :

§w2=w3=wi=0 0] = W) = vy = w) =

43 2 0 3 0

(43) (w o wy — W Wy — W o W ol 41»0
1 W = 2 == 3 3 — W1 2‘—-“§ 1

avec pour le tableau des composantes infinitésimal du déplace-
ment relatif

0 0 0 0
e 0 0
(44) 0 g € 0
0 0 e 0

qui dépend d’un seul arbitraire.

64. Le repére intrinséque de siziéme ordre. — Dérivons extérieu-
rement la relation :

1 0
W) — Wy = MW
on trouve :
2
d'n —_ :_—3 “’(1) = C(.ol
d’ou :
2,
61] = § 61
on peut poser donc :
n=20
ce qui donne :
w}-——wg = m;-—wg = wg——-wg=0
et la relation :
wg = B’

montre que :
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est un invariant de la courbe. En dérivant la relation :
W} — wy = 0
on trouve :
) = 3bo'
b étant le deuxiéme invariant de la courbe, ¢! étant nul on voit
que la matrice du tableau (44) est identiquement nulle et le repére
du sixiéme ordre ne dépend d’aucun arbitraire.
On a ainsi les formules de Frenet généralisées :
| da
do
dA,
Z = 3bA + A,
dA
2= A+ LA, + A,

\‘—i%“::aA-{-Al—l—BbAz

= A,

ou :
w1=do-

est I’élément d’arc projectif osculateur de la courbe.

65. — Supposons que pour une courbe ont ait :
[AdAd2A] =0
on a vu que dans ce cas on aura :

et la particularisation du repére monile ne peut pas étre suivie
comme pour une courbe ordinaire. Le plan osculateur d’une
courbe étant défini par le systéme :

0.)3 =

w]wi 4 wzwz =0

(45)

il est facile de montrer que de telles courbes ont un contact du
troisiéme ordre avec leur plan osculateur. En réalité on a :

dA = woA + w'A; + WA, + WA,
A = (A + ()A; + ()A; + (do’ + v'o] 4 o] + w’wi)A,

le systéme (45) montre bien que I’élément-plan AA, A, est oscula-
teur 4 la courbe et on a:

A = (A + (o' + vlo] + W wp)A; + (do” + wlof + W*u})A,
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ol w}, »?, @} représentent les différences wj —w), 02 — wf, w3 — ]

La condition :

[AdAdZA] = 0

s’exprime par :
(46) w(do' + w'o] + ’wy) — o' (do® + o'w? + wzwg) =0

Cherchons I’expression d®A on a :

d3A = ( )A + (A + ( )Az -+ [wi’(dwl + wlw} -+ w2w;)
+ 0i(do’® 4 w'e] + w’ol)]A,

en tenant compte de (45) et (46) on voit que le coefficient de A,
dans d®A est identiquement nul donc les courbes C! ont un con-

tact de troisiéme ordre avec leurs plans osculateurs.

Considérons le repére dualistique du repére (31) défini par les
plans

P= [AAlAz] P, = [AAA;] Py = [AALA,] Py = [A1A2A3]
les courbes C, sont définies par :
[PdPd2P] = 0

ce qui exprime que les plans osculateurs infiniment voisins :
P 4 dP P+dP+%d2P

ont une méme direction commune avec le plan osculateur P ;
alors en remarquant que la direction (P dP) est la direction tan-
gente du caractéristique de plan osculateur on voit que les courbes
¢; ont un contact du second ordre avec les caractéristiques de
leurs plans osculateurs. Ceci est un résultat bien connu de la
théorie des enveloppes en réalité en considérant ’enveloppe des
plans osculateurs d’une courbe C!'I’aréte de rebroussement de cette
enveloppe est la courbe C; elle-méme et elle doit avoir un contact
du second ordre avec la caractéristique ayant un contact du troi-
siéme ordre avec les surfaces enveloppantes.

66. — Si dans la particularisation du repére mobile il arrive
que l'on trouve :

= =0

on sait que la courbe est plane. Ainsi les courbes sont telles que
HacHETROUDI. 6
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leurs plans osculateurs les contiennent. Dans ce cas si I’élément
plan AA, A, est pris pour I’élément plan osculateur de la courbe
les variations des points A, A,, A, sont toujours dans 1’élément
plan osculateur et on a :

dA = wiA + w'A, + oA,
dA; = oA + w1A; + oiA,
dA, = oJA + wiA, + w’A,

I1 est facile de poursuivre la particularisation du repére mobile
pour ses courbes, nous nous contenterons seulement d’indiquer
ici le tableau des composantes du déplacement infinitésimal du
repére intrinséque qui est du sixiéme ordre :

0 wl 0
aw! 0 w!
wl awt 0,

w! = do étant 1’élément d’arc projectif (osculateur) de la courbe
et (a) étant son seul invariant projectif.

67. — Si dans la quatriéme particularisation du repére mobile
il arrive qu’'on trouve

wy =y =0
il est facile de voir que la dérivation extérieure de ses relations

donne encore :

0

1
wg = Hw

si alors 0 52 on peut pousser encore plus loin la particularisation
du repére mobile et poser :

Lo
I
€

.

on aura ainsi de méme :
0] = 3bo!

b étant l'invariant de la courbe, les courbes telles que :

1
u)g.:(.ol w3=wg=0

généralisent les courbes de ’espace projectif ordinaire ayant pour
tangente les droites d’un complexe linéaire.

S’il arrive que dans la quatriéme particularisation du repére
mobile on trouve «3 = wj = wj) = 0 on ne peut pousser plus loin
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la particularisation du repére mobile et tous les repéres du qua-
triéme ordres ont équivalents. Ces courbes admettent oo 2 corres-
pondances ponctuelles qui laissent invariantes les propriétés géo-
métriques locales de la courbe et qui forment un groupe.

Les courbes telles que :

0 1 0
w3=w3=w2=0

généralisent les cubiques gauches de I’espace projectif ordinaire.
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