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ETUDE DES SPECTRES

DES

EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

DE LA

THEORIE DES PLAQUES ELASTIQUES

l. Introduction. — Le présent travail a pour objet Iétude des
spectres de deux ¢quations aux dérivées partielles du quatriéme ordre
qui se présentent dans la Théoric de I'Elasticité.

Considérons dans un domaine S du plan (2, v) I'équation

1.1) AAw — W2 = o,

et cherchons ses solutions diftérentes de zéro, qui s’annulent avec
leurs dérivées normales sur la frontiére C de S. La théorie des équa-
tions intégrales et les méthodes directes du calcul des variations
démontrent Pexistence de telles solutions propres pour une suite
dénombrable de valeurs propres du paramétre A2

(1.2) a2, X

[

b

que nous supposerons rangées par ordre de grandeur en tenant
comple de leur multiplicité, c’est-a-dire du nombre de solutions
propres indépendantes correspondanta chacune d’clle. La suite (1.2)
ainsi définie sera appelée le spectre de Péquation (1.1) relatif aux

THISE A. WEINSTEIN 1
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conditions aux limites

(1.3) w=o0, dw

—— =o.
dn,.

(Nous avons désigné par n, la normale extérieure au domaine. )
La méthode par laquelle nous nous proposons d’étudier ce spectre

pourra étre appliquéc sans changements notables a 'étude du spectre
de I'équation

1.4) AAW* + A*Aw* = o
relatif aux conditions aux limites

1.5) w* = o, dw =o.

Nous désignerons ce spectre par
(1 6) )‘L >"37

La théorie des specires des équations aux dérivées partielles a été
étudiée jusqu’a présent surtout pour les équations du second ordre.
L’exemple classique de cette théorie est 'équation

1.7) Au+wu =o,

dont le spectre relatif a la condition aux limites
(1.8) “w=o0

sera désigné par

(1.9) Wy Wy, ... (1)

Pour les fonctions propres nous emploierons des notations telles que

Wy, W, oWy, Wl oo Uy, W

)

Le Calcul des Variations nous donnera l'origine communc des
trois équations (1.1), (1.4) et (1.7). Nous verrons qu’elles sont les
équations d’Euler-Lagrange de trois problémes isopériméiriques pour
des intégrales doubles, généralisations immédiates a deux dimensions
de problémes bien connus pour des intégrales simples. D’ailleurs on
considére habitucllement I'équation (1.1) comme la généralisation
directe de (1.7) quand on aborde I'étude des équations du qua-

(*) On sait que les valeurs propres (1.>), (1.5) et (1.9) sont positives.
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trieme ordre ('), parmi lesquelles clle doit étre considérée, avec (1.4),
comme I'exemple le plus simple et le plus typique.

Pour ces raisons déja I'étude de nos équations s’impose dans le
domaine des Mathématiques pures. Mais U'intérét de la question est
considérablement augmenté par le fait que nos équations se pré-
sentent dans la théorie des plaques ¢lastiques. En effet, (1.1) et (1.4)
sont respectivement les équations des vibrations et du flambage
d’une plaque élastique, tandis que (1.7) est I’équation classique
des. vibrations d’une membrane. Les conditions aux limites (1.3)
et (1.5) signifient qu'il s’agit de plaques encastrées, c’est-a-dire de
plaques dont le bord est immobilisé de maniére a y maintenir le plan
tangent horizontal.

Un grand nombre de recherches ont permis d’établir plusieurs pro-
priétés du spectre et des fonctions propres du probléme des vibra-
tions d’une membranc a bord fixe, c’est-a-dire des solutions de
I'équation (1.7) avec les conditions aux limites (1.8). Citons comme
exemple le théoréme sur les lignes nodales, d’apres lequel les lignes
nodales d’une fonction propre appartenant & w, ne peuvenl par-
tager S en plus de n domaines. Ce théoréme combiné avec le fait
qu'une solution de Aw -+ wu = o ne peuat avoir de zéros isolés nous
donne immédiatement le résultat suivant : une fonction propre
appartenant a la premiére valeur propre o, ne peut avoir de zéro
dans S. par conséquent elle est unique & un facteur prés. Des théo-
rémes de ce genre ne sonl pas toujours vrais dans la théorie des
plaques; pour d’autres propositions la question n’a pas encore été
tranchée.

On connait explicitement les valeurs numériques des o, pour un
certain nombre de domaines, en particulier pour le cercle et pour le
carré. Par contre les A2 (et les A)) n’étaient connues jusqu’a présent
que pour le cercle ou elles s’obtiennent par 'intégration d’équations
ordinaires. M. Weyl a démontré pour un domaine quelconque la loi
asymptotique de la répartition des valeurs propres w,. Ila trouvé que
cette répartition est indépendante de la forme du domaine et qu’elle
est complétement déterminée par son aire (?). La démonstration de

(') Signalons cependant que la théorie de I'équation (1.4) nous apparaitra 1ége-
rement plus facile que celle de (1.1).
(®) H. Weyr, [1].



M. Weyl utilisait d’'une maniére essenticlle la connaissance des w,
pour un carré ct ne pouvait étre appliquée a la théorie des plaques.
Quelques années plus tard, M. Courant a réussi a tourner la difficulté
etadémontrer (') que les 17 se comportent asymptotiquement comme
les carrés des w,. Sa méthode s’applique sans changements aux 4,
pour lesquels on trouve la loi asymptotique 4, ~ w,. Le¢ procédé de
M. Courant utilise avec succés la définition indépendante des
valeurs propres (méthode des plus grands minima), dont il sera
question plus loin. Sa démonsiration n’exige plus la connaissapce
des valeurs propres pour un carré : il suffit de les connaitre pour un
cercle.

Signalons un autre principe, qui joue également un grand role
dans la théorice des lois asymplotiques des spectres de la membrane
et des plaques encastrées : les valeurs propres pour un domaine 5/,
contenu dans S, sont supéricures aux valeurs propres pour le
domaine S ().

Les lois asymptotiques, importantes en elles-mémes, trouvent des
applications dans la Physique Théorique. Cependant ce sont les
valeurs propres d’indice peu ¢levé qui jouent un réle fondamental
dans ’Art de Ulngénieur. Plusicurs procédés, dont le plus connu est
la méthode de Rayleigh-Ritz, ont été imaginés pour le calcul numé-
rique desspectres. La méthode de Rits permel d’établir une suite
non croissante de bornes supérieures pour chaque valeur propre (?).
En plus, il est toujours possible de choisir ces suites de maniére
qu’elles convergent vers la valeur cherchée (7). 1l est cependant évi-
dent que cc n’est pas la question de convergence, malgré son intérét
intrinséque, qui constitue le point cssentiel d'une telle théorie, mais

bien Uévaluation de Uerrcur commisc par Uapplication de la
méthode de Ritz (*).

(') R. CouraAxt, [1].

(2) Ce théoréme de monotonie, démontré par M. Hadamard, [1], a été retrouvé
par plusieurs auteurs.

(3) W. Rirz, [1]). Rappelons que le premier exemple calculé par Ritz lui-méme
furent les valeurs propres d’une plaque carrée vibrante, libre sur les bords.

(*) M. Prancnerer, [ 1], R. Courant, [2].

(*) Nous devons renoncer a citer les travaux sur ce sujet, d’autant plus qu’ils ne
trouvent pas d’applications dans notre travail. Bornons-nous & signaler quc dans
plusieurs de ces méthodes on se scrt de la fonction de Green, dont la détermination
n’est relativement facile que dans la théorie des équations différentielles ordinaires.
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Dans les applications, la méthode de Ritz eslL restée, suivant
lexpression de H. Poincaré, une « méthode d’ingénicur ». Le calcu-
lateur se contentc d’admeltre que la borne obtenue est voisine de la
valeur cherchée. (uand deux ou trois essais le conduisent a des
valeurs numériques rapprochées les unes des autres.

Signalons encore le fail suivant. La méthode de Ritz ne nous
fournit aucun renseignement général sur le spectre d’un probléme,
permettant de le comparer aux spectres de problemes plus simples et
mieux etudiés. Dans la theorie des plaques encastrées, le théoreme
de monotonie nous donne immédiateent un moyen de comparaison
entre le spectre pour un domaine S et le spectre du méme probléeme
pour un domaine circulaire contenu dans S (ou contenant S). Ce
procédé pourrait étre considéré comme supérieur a la méthode de
Ritz au point de vue théorique, mais la précision des résultats nume-
riques est loin d’étre satisfaisante.

Les conditions aux limites (1.3) et (1.3) ne sont pas les scules
qu’on est.amené a considérer dans la théorie de nos équations (1. 1)
et (1.4). Sile bord d’une plaque est immobilisé. sans étre encastré,
il faut remplacer (1.3) et (1.5) par les conditions

(1.10) w =0 Aa =o,

Jd.in w* =0 Aov*=o0

Les problemes amsi poses sont plus élémentaires que les pro-
blemes correspondants pour les plaques encastrées, car on vérifie
immeédiatement qu'ils se ramenent au probleme des vibrations d'une
membrane. En effet, les fonctions propres w, et «) sont, dans ce cas,
identiques aux fonctions propres u,, les valeurs propres correspon-
dantes ¢tant données par les équations 4} = w,, A},

Les vésultats du présent travail nous permettront de rattacher la
théorie des spectres des plaques encastrées au probleme des vibra-
tions des membranes. Il va sans dire que le lien entre ces problemes
est moins ¢vident que dans le cas élémentaire precédent. Nous trou-
verons que la détermination des spectres de nos équations (1.1) et
(1.4) relatifs aur conditions aux limites (1.3) et (1.5) peut étre
ramenée & Uétude d'une suite de problemes de vibralions forcées
d’une membrane. L'énoncé exacl de notre résultat sera donné au
paragraphe 16. Précisons ici, aulant que possible, I'énoncé sommaire
que nous venons de donner. Pour ¢tudier les spectres de nos pro-

= ®n.
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blémes ‘nous introduirons une suite de problémes auxiliaires d’un
caractére plus élémentaire. Ces problémes nous donneront des suites
non décroissantes de bornes inféricures pour les 12 et les 1), el nous
permettront d’établir des inégalités pour les valeurs propres. lci,
comme dans la méthode de Ritz, on peut s’arranger pour que ces
suites convergent, mais la question de la convergence constitue un
fait séparé que nous n’aurons pas a envisager dans le présent travail,
uniquement consacré a I’étude et a la comparaison des spectres de
divers problémes.

Pour construire des bornes inféricures des 12 et des A}, nous serons
amencs a considérer une suite d’équations du type

(1.12) Ao+ por=pr(2, y) (k=1,2,...)

avec les conditions aux limites ¢, =o. (Les p; sont des fonctions
harmoniques données; p désigne un paramétre.) Nous verrons que
les pr sont déterminées a partir des wz; d'autre part, il est bien
connu que les u; permettent d’intégrer les équations (1.12).

En résumé, la connaissance des fonctions propres u; permet,
comme dans le cas ¢lémentaire des conditions (1.10) et (1.11), de
Sfaire Uétude complete du spectre des problemes des plaques
encastrées.

On obtient des résultats analogues en imposant & w el w" des con-
ditions mixtes, c’est-a-dire les conditions (1.3), (1.3) sur une partie
de la frontiére et les conditions (1.10), (1.11) sur la partie complé-
mentaire.

Notre méthode admet des applications numériques. Combinée avec
celle de Ritz, elle fournit des bornes numériques inférieures et supé-
rieures pour les valeurs propres. On peut de cette maniére évaluer
Perreur attachée aux valeurs obtenues par la méthode de Ritz et
combler ainsi une grave lacune que présente ce procédé. Dans
‘certains cas nous obtenons la valeur cherchée a une erreur de
0,2 pour 100 prés.

Les résultats du présent travail ont été en partie résumés dans
deux Notes ('). Dans des publications antérieures j’avais indiqué des
inégalités pour la premiére valeur propre 1} (ainsi que pour 13)

(') A. WeIssteiy, (5], [6].
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dans le cas du carré. M. Tomotika a fait, d’aprés mes indications,
le calcul analogue pour A7 ('). Les résultats acquis depuis nous
permettront de faire rentrer ces cas particuliers dans le cadre d’un pro-
cédégénéral et deles débarrasser d’artifices étrangers a nos problémes.

Signalons enfin que nous avons primilivement entrepris nos
recherches dans le but d’¢lucider les solutions formelles, par les-
quelles plusieurs autcurs cherchaient a obtenir les valeurs de 4} et
de 3 dans le cas du carré. Ces calculs rappellent un procédé formel
par lequel Fourier avait obtenu en 1822 les coefficients de certains
développements trigonométriques. M. Picard signale ce « calcul
extraordinaire » dans un de ses Traités récents (?). En comparant
les résultats numériques, obtenus par des méthodes formelles, avec
les nétres, nous constaterons parfois une concordance imprévue, que
nous pourrons expliquer dans une certaine mesure (*). Il pourrait
paraitre inutile d’insister sur les procédés formels qui sortent des
cadres des mathématiques usuelles; qu’il nous soit pourtant permis
de signaler, a 'usage des calculateurs, que les méthodes rigoureuses
présentent, dans notre cas, des avantages indiscutables dans les appli-
cations numériques et que les procédés formels ne peuvent fournir
aucun renseignement sur les valeurs propres d’indice supérieur a un.

2. Rappel de quelques définitions. Fonctionnelles quadratiques et
formules de Green. — On désigne habituellement par fonctionnelle
bilinéaire symétrique, définie pour une certaine classe de fonclions.
un nombre Q(o, ¢) = Q(Y, ©) qui dépend linéairement des fonc-
tions ¢ et ¢. On obtient une fonctionnelle quadratique en posant
v =9 et 'on écrit pour abréger Q (o) au lieu de Q (o, ¢). Pour une
combinaison linéaire de n fonctions a coefficients conslants \;, on a

t) A. WewnstrIN, [1], [ ], {3], (4]. S. Tomorika, [1].

E. Trerrrz, [1], [2], a retrouvé mes inégalités numériques pour #) dans le cas
du carré, mais sa méthode ne permet pas d’obtenir des inégalités pour A, et A2
dans les cas ou n >>1. Ceci tient au fait que la théorie de Trefftz ne fait intervenir
ni les fonctions propres w, du probléme de la membrane, ni les suites des fonc-
tions harmoniques p, qui jouent un réle important dans nos recherches.

(2) E. Picarp, 1 1], p. 99.

(3) De méme que dans d’autres domaines ( par exemple en mécanique quantique)
la méthode rigoureuse différe ecssentiellement des procédés formels et ne permet
nullement de les justifier « posteriori.
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Pidentité

(2.1) Q(ZAi(Pi>= EL A AL Q(%i, k).

i—=1 Lk=1

On dit que la fonctionnelle Q est définie positive, si, pour la classe
de fonctions considérée, l'équation Q (¢) =o entraine ¢ =o.
Deux fonctions ¢ et ¢ seront dites orthogonales par rapport a Q si

Pon a Q(4, 4) —o.

Nous allons considérer en particulier les fonctionnelles bilinéaires
suivantes

(2.2) H (s, u.v>=ffq9wxdy,
(2:3) De, 9= [ [[(rto2rty) dzdy,
(2,4) o, )= [ [agspavay.

S

Nous utiliserons souvent une notation usuelle dans la théorie des
espaces de Hilbert, en écrivant (¢, ) au lieu de H( g, ¢).
En posant ¢ = ¢ on obtient les fonctionnelles quadratiques

(2.9) H(9)=ff92dzdj',
S

(2.6) D)= [ [ (o5 sp ey,

(2.7) I(9) :ffmw dz dy.
S

H(¢) est le carré de la norme hilbertienne de ¢. D(¢) est Iinté-
grale de Dirichlet. Cette fonctionnelle est positive définie pour la
classe des fonctions qui s’annulent sur la frontiére G de S. La fonc-
tionnelle I(¢) est égale a H(Ag).

Hypotheses sur le domaine S. — Nous supposerons que le
domaine S est borné et que sa fronti¢cre C se compose d’un nombre
fini de courbes fermées simples, chacune de ces courbes étant elle-
méme formée d’'un nombre fini d’arcs 4 courbure holderienne, se

raccordant sans point de rebroussement. Nous désignerons par s
Parc sur C.
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Formules de Green. — Nous utiliserons fréquemment les iden-
tités classiques suivantes, valables sous des conditions de centinuité
bien connues,

(2.8) (9, AY) + D (3, §)= fo—ds,
d
(2.9) (9 80— (4, a9) = [ (s ZE— 475 ) as
En remplacant ici ¢ par Ag, on obtient
- ay dAe
(2.10) (A0, AY) — (¥, M?)—vé(A?T% — ) ds

et 'on en déduit immédiatement la formule suivante :

(2.11) (9, AAd) — (¥, AAW
3 dAY dy dep
-*fc< Y e — 8y 72 )
3. Définition des spectres par des problémes variationnels. — Il

est bien connu que les valeurs et les fonctions propres des (1.r1),
(1.4) et (1.7) relatifs a des conditions linéaires et homogénes aux
limites peuvent élre définies par des probléemes variationnels. On esl;
amené & chercher les minima des rapports

I I D

(3.1) }—17 -5 et H’

pour loutes les fonctions satisfaisant a certaines conditions ().
Pour fixer les idées, nous allons considérer les problémes varia-

. I .
tionnels pour le rapport i € pour des fonctions s’annulant avec leurs

(1) Signalons que des probléemes analogues ont déja été traités pour des inté-

grales simples. Posons
1
L= [ 1)) da.
0

. I .
M. M. Janet, [1], a trouvé les minima des rapports i—"(k < n) pour les fonctions
k

qui s’annulent ainsi que leurs n —1 premiércs dérivées pour & = o et & =1. Les rap-

I D , L
ports fIi’ ot correspondent é n, 1_1 et I—o et les minima trouvés par M. Janet

correspondent & A7, A} et w.



— 10 —
dérivées normales sur la frontiére de S. Bien que la plupart des
considérations suivantes soient connues, il nous parait nécessaire de
les reproduire ici pour metire en évidence les résultats et Jes raison-
nements qui pourront étre appliqués aux problémes modifiés intro-
duits par notre méthode.

On peut définir les valeurs propres 23, 43, ... de deux maniéres
différentes par des problémes variationnels.

Définition des ), par récurrence. — 1} sera défini comme le

. . I(w) . s
minimum du rapport (w) pour toutes les fonctions « s’annulant

avec leurs dérivées normales sur la frontiére de S. Une fonction
minimisante de ce probléme sera désignée par o, (!).

Y . . 1
Pour n =1 on définit 2] comme le minimum de & pour les fonc-

. . .. .. dw .
tions v, qui, en plus des conditions aux limites & = 7 =0, satisfont
e

aux n - 1 conditions d’orthogonalité

=3

(3.2) H(w, w;)=o0 (f=t2,....n—1),

Une fonction minimisante de ce probléme sera désignée par w,. (La
démonstration de l'identité de la suite des A} ainsi définie avec
le spectre (1.3) sera rappelée plus loin.) Il est ¢vident que les A
définis par les .problémes variationnels forment une suite non
décroissante.

Soit d¢w une fonction arbitraire satisfaisanl aux conditions aux
limites, ainsi qu’aux n—1 condilions

(3.3) H(w, dw)=0 (r=r1,2....,n—1).

On aura, pour toute valeur de ¢, P'inégalité
[(wp+edw)2 22 H(w, + dw).

ce qui nous donne I'équation

3.4) T(wp, 3w) — A2H(w,, 8w) = o.

(*) Les conditions de continuité suffisantes pour assurer Pexistence des solutions
des problemes de ce paragraphe ont été étadiées par M. K. Friedrichs, [1]. Pour
les problémes modifiés ces conditions seront énoncées explicitement au para-
graphe 5. Bornons-nous & signaler que, dans ce dernier cas, elles scront moins res-
trictives.
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En posant dans cette équation dw = w;, on trouve, d’aprés (3.2),

les équations

(3.5) I(wn, w,) = o, H(wp, w) =0 pour i3 n,
I(wy)=22H(w,) (i,n=1,2,...).

Si dw ne satisfait pas aux conditions (3.3), nous poserons
n—t
(3.6) sw=%+2 Asew,,

t—1

les coefficients A, étant choisis de maniére que ow soit orthogonale
a Wy, Wa,. .., Wa_y. On aura immédiatement, d’apreés (3.5) et(3.4),

I(wu, 3w + A, w,) — A2 H (wn, 0w + ZA,w,)
=1(wn, ow) — A2H(wn, ow) = o,

ce qui démontre que I'équation (3.4) est remplie pour toute fonction
ow satisfaisant aux conditions aux limites, méme si elle ne satis-
fait aux conditions d’orthogonalité (3.3).

Equation d¥Euler-Lagrange. — Appliquons les identités de
Green. On déduit de (3.4), en laissant tomber P'indice n, I'équation
générale, équivalente a Pannulation de la premiére variation,

R ddw dAw _
(3.7)  H(AAw— A2, 8a)+£<Aw e — dne> ds = o.

. . d3 .

En vertu des conditions aux limites oo — —d—; = o, 'intégrale étendue
e

a C est égale a zéro. La fonclion dw étant arbitraire dans S, on obtient

pour w = w,, A>=1%2 I'équation d’Euler (1.1)

AAw — X2w = o.

Ce procédé démontre que chaque A* obtenu par un probléme varia-
tionnel est une valeur propre de I’équation (1.1) relative aux condi-
tions aux limites (1.2). La réciproque est ¢galement vraie. Nous
reproduirons ici 'élégante démonstration de M. Herrmann () qui a
simplifié la démonstration donnée primitivement par M. Courant.

Soit 22 une valeur propre de I'équation (1.1) relative aux condi-

(') H. HerrMann [1].
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tions (1.3) et soit w une fonction propre correspondante. Il s’agit de
démontrer que A2 est le minimum de I'un des problémes variationnels
considérés. Soit dw une fonction arbitraire s’annulant avec sa dérivée
normale sur la frontiére de S. On obtient immdédiatement. en multi-
pliant (1.1) par dw el en intégrant, I’équation

(3.8) I(w,dw)— 72 (w.dw) = o.

N - 1(w) . , . .
Posons 0w = ¢&. On trouve A2= W((%T;’ ce qui démontre l'inégalité
22277, Soit
(3.9) Mo, < W<

Posons dans (3.8) 6w = w,, ({=1, 2,..., n—1). On obtient
I(w,w,)— 2H(w.w,) = o.

D’autre part, on a. en posant dans (3.4) n =7 el ow=ww,
I(w, w)—2H(w, w)=0. Vu que I ¢t H sont des fonclionnelles
svmétriques, on en déduit

(A — X)) H(s.a,)=o.
Par conséquent v satisfait aux conditions d’orthogonalité

H(w,w)=0 (r=1,...,n—1).

ce qui monlre que A* ne peut étre inféricure a 7). En comparant ce
vésultat a Pinégalité (3.9), on trouve immédiatement 72 =12,, ce qui
démontre que la 'valeur propre 42 du probléme différenticl est égale
au minimum de 'un de nos problémes variationnels.

Définition indépendante des valeurs propres. (Méthode des plus
grands minima.) — Ceule définition. utilisée avec grand succés par
M. Couarant, permet d’établir des inégalités entre les valeurs propres
de différents problemes.

Soient ¢y, uy. ... @y_y, n—1 fonctions continues dans S (il suffit
de supposer qu’elles soient de carr¢ sommable). Désignons par
77(91y 925v oy @a 1) le minimum (ou la limite inférieure) du rap-
port —é—&—:?) pour toutes les fonclions <atisfaisant aux conditions aux
limites (1.3) ainsi qu’aux »—1 conditions
(3.10) H(o,¢,)=0 (r=1.2,... n—1)

qui remplacent les conditions d’orthogonalité (3.2).



— 13 —

On démontre que 22( gy, 9ay. .., ¢n1)<A2. La valeur A2 est le
maximum de ces minima, quand ¢, 9s,..., 9oy varient. Ce maxi-
mum est atteint pour ¢, = w,. La démonstration de ces propriétés est

. 1 . p. s
basée sur le lemme suivant : Le rapport (w) est inférieur ou
H(w)

égal a 22 pour toute combinaison linéaire a coefficients constants

w :ZAL w; des n premiéres fonctions propres &y, . .., w,. En effet,
A—=1

on a, dapres (3.5), T(w)—2n? H(W>_2A’(x —32)H(w)<o.

Déterminons les constantes A; de maniére a satisfaire les n—1

équations linéaires (3.10). D’aprés le lemme précédent, on aura les

., . , . I(w
inégalités 7 7:21-[( )> 2(91s 92 oo ov @u4). En posant ¢, = w,, on
, W,

trouve A} (w, .« Wn_y) =1}, cc qui achéve la démonstration.

Problemes migtes. — Les considérations précédentes s'appliquent
presque sans modifications a ces problemes.
Signalons qu’on obtient les fonctions propres satisfaisant aux con-

dw

ditions &= —— =0 sur une partic (' de G, el aux conditions
e

w=Aw =0 sur l'autre partic, (", en 1mposant aux fonctions w,
considérées dans les problémes variationnels, la condition

du
V= — =0

dn,

sur G'et w=o0 sur C". Il est supertlu d'imposer la condition Aw =o.

En effet, 'équation générale (3.7) se réduit pour une fonction
minimisante, a I'équation

f Au

étant arbitraire, on en déduit que Uéquation Aw = o

(13_0()

dow
La fonction .

est valable sur C’. La condition Aw =0 e¢sl une condition auxz
{imites intrinseque de nos problémes variationnels. Elle a lieu
AY

(1) e mode de raisonnement, d’alleurs classique, sera développe au para-
graphe 6.
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lorsqu’on n’impose aucune condition a la dérivée normale. De méme’
pour obtenir les conditions w = Aw = o sur toute la frontié¢re C, il

suffit d’imposer aux fonctions w du probléme variationnel la seule
condition aux limites w — o.

Problemes du flambage. — Pour définir les valeurs propres de
ces problémes par des problemes variationnels, il suffit de remplacer
le rapport — %) par Pexpression -, Les conditions d’orthogona-

PPOT ) P P D (w*) gona

lité (3.2) et (3.10) sont a remplacer par les équations

D(w*, w;)=o, D(w*. 9,) = o.

(On suppose que les ¢, ont des dérivées continues.) On aura, au lieu
de (3.7), ’équation suivante

H(AAw* + 2 Aw*| Sw™) +/ (Aw‘ %— — do* M) ds = o.
c

e dn,

De méme que dans les problemes relatifs a %, la condition Aw*= o

joue le role d’une condition intrinséque.

. . . .. I I
En résumé, nous pouvons dire que les minima des rapports ety

jouent dans la théorie des plaques le méme réle que les minima de
I'expression g dans le probleme classique des vibrations d’une mem-
brane.

Nous désignerons par Probléme 1 1'ensemble des problémes varia-
tionnels définissant le spectre du probleme des vibrations des plaques
encastrées. Ceci nous permettra de les distinguer des problémes
auxiliaires modifiés que nous serons amenés a considérer dans la
suite. Les problémes variationnels correspondants de la théorie du
flambage seront appelés Probléme II.

4. Les solutions indéfinies des equations AAw —A2w =0 et
AAw -+ 2" Aw* = 0. — Les fonctions qui satisfont a ces équations du
quatriéme ordre sont des sommes de solutions d’équations aux déri-
vées partielles du second ordre. Ce fait ¢lémentaire nous sera tres
utile pour P'étude des spectres des différents problémes envisagés.

Considérons d’abord Déquation AAw—2>w =o0. Soit A2>>o.
Désignons par A la racine positive de A2. Posons

(4.1) Aw + Aw =22 T.



On aura
(4.2) AU — 3T =o.
Par conséquent on peut écrire, au lieu de (4 1),

Aw +)w =AU+ AU=ATU+2U
ce qui donne

(4.3) Alw—TU)+1(w—T)=o.

On peut donc poser

(4.4) w=U+0

ou la fonction U satisfait a 'équation

(4.5) AU 4+ AU =o,

cfest-a-dire a I'équation indéfinic du probléme des vibrations d’une
membrane. En faisant la somme de (%4.2) et (4.5), on obtient I'iden-
Lité

(4.6) Ao =1 (T —=0) ().

Considérons maintenant ’équation AAw* -+ 2" Aw* = o pour X" 3£ o»
On aura

(4.7) A+ a =2"p(x, )

ou p est une fonction harmonique. 1l vient donc
A(w* —p)+ W (w*— p)=o.

Par consequent on peut poser

(4.8) w'=p+ U,

ou p et U satisfont aux équations

(4.()) A]):O,
(4%.10) AU+7*U=0

et 'on aura 'identité

(4.11) Aw* = — A U.

(') 1 parait que jusqu’a present on a utilis¢ (4.4) uniquement dans le probléme
des vibrations d’une plaque encastree circulane. Nous utiliserons (4.4) et (4.6)
pour un domaine quelconque.
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Applications.— Considérons d’abord I'équation (1. 1)avecles condi-
tions aux limites (1.10) : w = Aw = 0. D’aprés (4.4), et (4.6) Uet U
doivent s’annuler sur la.frontiére. Par conséquent U est identique-
ment nul dans S, tandis que U est une fonction propre u correspon-
dant & une certaine valeur propre A =w,. On a w = u, eL A= .
Réciproquement, toute fonction propre u, de (1.7), (1.8) est une
solution de (1.1), (1.10) correspondant a 12 = .

Pourles solutions de I'équation AAw” + A" Aw” = o, qui satisfont aux
conditions aux limites (1.11) : w* = Aw" == o, on trouve, d’apres (4. 8)
et (4.11), que p ct U s’annulent sur C. Par conséquent la fonction
harmonique p est identiquement nulle et w* est, d’aprés (4.7), une
fonction propre u,, correspondant a A} == w,. Réciproquement toute
fonction propre u, est une solution de notre probléme aux limites et
l'on a w,=1}. En résumé, les problémes aux limites correspondangt
aux conditions & — Aw — 0 et " — Aw" — 0 se rameénent immédia-
tement au probléme des vibrations d’'une membrane ().

5. Les problémes modifiés. — Nous nous servirons fréquemment
dans la suite du principe fondamental suivant : Si I'on remplace les
conditions imposées aux fonctions d’un probléeme variationnel par des
conditions moins restrictives, on oblient un probléme modifié, pour
lequel le minimum est non supérieur au minimum obtenu dans le
probléme initial. En cffet. la classe des fonctions considérées dans le
probléme modifié¢ contient la classe des fonctions envisagées dans le
probléme initial. De méme, en introduisant des conditions plus res-
trictives, on obtient un nouveau minimum, non inférieur au minimum
primitivement trouvé.

Ce principe général est classique. Il est d’ailleurs implicitement
utilisé dans la méthode de Ritz-Rayleigh pour le calcul des bornes
supérieures des valeurs propres d’un probléme donné.

Nous allons nous servir du méme principe pour obtenir des bornes
inférieures des valeurs propres de nos problémes. Pour fixer les idées
nous allons, comme au paragraphe 3, considérer d’abord le probléme
des vibrations d’une plaque encastrée.

(*) Les démonstrations usuelles utilisent le fait que le systéme des fonctions
propres u, est complet.
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Définition des problemes modifiés. — Soil

(5'1) Pl(%}’),Pi(w:)’)’ s Pk(d’”».}’), v

une suite arbitrairement choisie de fonctions harmoniques, linéaire-
ment indépendantes dans le domaine S. Nous supposerons gue ces
fonctions sont continues dans S+ C/('), et nous désignerons par

(3.2) P1(8), p2(s)y ..y pr(s),

les valeurs que prennent les pi(z, y) sur la frontiére C.

La suite (5.1), ou (8.2), que nous supposerons fixée une fois pour
toutes, nous servira dans la définition des problémes modifiés. Nous
Pappellerons la suite fondamentale de ces probléemes. Son choix est
pour l'instanl arbitraire, mais nous verrons plus loin qu’il existe des
suites privilégiées. permettant d’obtenir des résultats plus approfondis.

Nous allons définir maintenant, par des problémes variationnels,
une suile de bornes inférieures pour les valeurs propres 22. Envi-
sageons d’abord le probléme suivant : Déterminer le minimum

I(w)
de f(w)

dans S un laplacien de carré sommable et satisfaisant aux condi-
tions suivantes :

pour toutes les fonctions continues dans S + C, possédant

(5.3) w =0 sur C,
(5.4) (pk, Aw) =0 pour k=1, ..., m,

ot m désigne un enlier positif. Les conditions (5.4) expriment que
g p

le laplacien Aw estorthogonal dans S aux m fonctions py, ps, . . .\ pm-

Soit p},, le minimum dans le probléme considéré et soit w,,, une

fonction minimisante correspondante. Pour n>> 1, nous définirons

2 . parrécurrence : p2,, sera le minimum dans le probléme

qu'on déduit du précédent en ajoutant aux conditions énoncées

les n — 1 conditions d’orthogonalité

les valeurs

(3.5) H(w, w)=0 ({=1,2,...,n—1I).

Une fonclion minimisante correspondante sera appelée wppm.
Les théorémes d’existence démontrent Panalycité des fonctions
minimisantes dans le domaine S. Le laplacien d’une telle fonction

(1) Pour établir certains résultats, nous serons amenés a modifier ces hypothéses.

THESE A. WEINSTEIN 2
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est continu sur la frontiere C. De méme, sa dérivée normale, ainsi
que la dérivée normale de son laplacien sont continues sur les arcs
de C a courbure holderienne.

Au voisinage d’un point anguleux de G, les dérivées premiéres par
rapport & z et y d’unc fonction minimisante et de son laplacien ne

.. . P LI
peuvent devenir infinics d’un ordre supérieur & - -

D’apres le principe général, énoncé au début de ce paragraphe. la
suite

(5.6)

2 2 2
Himy H3m, cey Mane

est non décroissante. Nous désignerons I’ensemble des problemes
variationnels définissant cette suite par probléme 1,,; la suite elle-
méme sera appelée le spectre de ce probléme. De méme que 12, la
valeur p?,, peut étre définie par le procédé des plus grands minima.

Remplacons dans la définition de p;, les conditions (5.5) par
les n — 1 conditions H(w, o) =0 (i =1,2, ..., n 1), les o, dési-
gnant, comme dans le probléme 1, des fonctions arbitraires de carré
sommable. Soit p?, (91, ¢, ..., 9u_y) le minimum du probleme ainsi
posé. On démontre, comme au paragraphe 3, que le maximum de
M ( @1y @25 <. o5 9u_y) quand les o, varient, est égal a 27 el que ce
maximum est atteint pour ¢, = w,,,.

Vouvelle erpression pour les conditions (5.4). - Soit p(z, y)
une fonction harmonique dans S, et soit W(z, y) une fonction arbi-
traire, nulle sur C.

Supposons p et W suffisamment reguliercs pour qu’on puisse leur
appliquer la formule de Green

« aw dp \
(3.9) (p,aW) —W,ap) = [ (PG —W G ) s

On en déduit immédiatement identité fondamentale

(3.8) (p, aW) = [ p G d

Ceute démonstration suppose l'existence de la dérivée normale
de p sur la frontiére. Mais on peut. apres coup, se débarrasser de
cette hypothese : pour établir (5.8), il suffit d’admettre la continuité
des valeurs p(s). que prend p sur C.. En effet. on peut approximer
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uniformément la fonction p(s), continue sur G, par des fonc-
: . . (n(

tions p(*(s) possédant des dérivées holderiennes —ﬂ—lp—drfs—fs—) Les

fonctions harmoniqnes p!*) (z, y), correspondant aux valeurs p(#)(s),
tendront uniformément vers p dans S+ C. On sait, d’aprés la
théorie générale du probléme de Dirichlet, que les p*) possédent
des dérivées normales continues sur C. D’aprés ce qni précede,
I'identité (5.8) est démontrée pour les p™ (*). Par conséquent, elle
sera encore valable pour la fonction limite p.

L’identité (5.8) permet de remplacer les conditions (5.4) par les m
conditions aux limites équivalentes

d
(8.9) [PL(S)E(; ds=o (k=1,2, ..., m).
e e

Ces équations, fort importantes dans la suile, expriment que la
C e d .

dérivée normale #: estorthogonalesur C auxm fonctions py, pa,... \Pm-
Appliquons maintenant le principe général. Les conditions (3.9)

== 0, on trouve immé-

. . .. d
élant moins restrictives que la condition d:)
.

diatement les inégalités

LEm(S1s 92y o0y :Pll—l)g A2(%21, P2y vy Pnr)-
En posant ¢;= &, on en déduit les inégalités

1‘,‘/21"1 = H?/m(“’lm, Pty ooy Wn—i,m)§ )\%(Wlm» Wam,y ooy Wn—-i,m)§ )‘;‘i-
De méme, on trouve, toujours par le méme principe, les inégalités
pAm< P':Z:,m-»l .

En supprimant les conditions (5.9) on obtient, d’aprés les résultats
du paragraphe 4, un probléme qui se réduit immédiatement au pro-
bléme des vibrations d’une membrane (2). Par conséquent on a
w;<p?,.. (Il est évident que toutes ces inégalités sont valables aussi
pour le cas n =1, qui s’obtient en supprimant les ¢;.) En résumsé,

(1) Si s = s, est un point anguleux, on peut poser p (s) = p(s,) pour les s voisins
de s, Une transformation conforme de S en un domaine sans points anguleux
permet de démontrer (5.8) pour p(».

(2) Ce probléme peut étre consideré au point de vuc formel comme un pro-
bléme du type I,,. En effet, il suffit d’écrire en téte de la suite fondamentale la
fonction harmonique p,=o et de considérer le probléeme T,.
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nous avons obtenu pour n =1, 2, ..., les inégalités fondamentales

(5.10) iR Spies. SR

Le probléme I,, nous donne des bornes inférieures p?, pour
chaque 1. Les .}, sont des fonctions non décroissantes de m et ne
sont jamais inférieures a o).

Signalons que M. Courant avait déja établi, par une méthode diffé-
rente, les inégalités

(8.11) wi<AR (n=1y2,...).
Notre procédé, qui permet d’intercaler entre w? et A une suite

infinie de bornes inférieures, nous donnera au lieu de (3.11) des iné-
galités plus précises.

6. Les équations d’Euler du probléme 1,. ~ Dans les para-
graphes suivants m sera fixe; ceci nous permetira d’écrire

(6.1) B3 e BD e
(6.2) Wi, W, e, P

; 2 2 2 ,
au lieu de i, 22,0 oo oy By 2+ - €6 de Wi, Wany ooy Wnmy « o0 ().
Considérons Véquation

o . s , dow 8Aw
(6.3) H(AAw — 2w, 8) +‘ . <Aw e dw T ) ds =o.
Celte équation, qui est équivalente a Pannulation de la premiére
variation, est identique, aux nolations prés, a (3.7). Elle a lieu
pour & = w, et u2=p2. La fonction dw doit, d’aprés (5.3) et (8.9)
s’annuler sur C et satisfaire en outre aux m conditions

(6.4) SriEds=0 (k=10 m),
ez

i signifient 45w st sur C orthogonal foncti
qui signifient que Z7= est st orthogonale aux m fonctions p(s),

P2(8)s ooy pu(s).
On prendra d’abord, dans (6.3), pour dw une fonction arbitraire

(') Il ne faut pas confondre la suite (6.2) avec la suite des fonctions propres du
probléme 1. Ces derniéres n’interviendront plus dans les paragraphes suivants,
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s’annulant avec sa dérivée normale sur C. Cet artifice classique
démontre que w satisfail a U'équation d’Euler

(6.5) AAw — p2w =o.

Par conséquent I'équation (6.3) se réduit, en vertu de (6.5) et dela
condition o = o sur C, a la relation

. * L ddw
(6.6) ,/CAwdnc ds=o,

. . . . déw
qui exprime que le laplacien Aew est orthogonal a @, Sur C. Or, nous

ddw . .. .
avons vu que Z— est une fonction arbitraire sur (i, orthogonale
(4

api(s), pa(5)s « oo v pu(s). Par conséquent, Aw est. sur la frontiere C,
une combinaison linéaire des p;(s). En effet, on a pour tout systeme
de valeurs des constantes A,, A., ..., A, I'équation

e m
~ dow
(6.7) [(Aw ——Z Axp/.) an. ds = o.

hA=1

Déterminons les A; par les conditions

(6.8) ‘/(A(x'—i\4]7;)[),ds=(> (i=1,2,...,m),
«

c’est-a-dire par les m équations
m

(6.9) 2( /‘plpg rls>/\;,= [‘plAwds (i=1,2, ..., m).
< e

a=1

Le déterminant des coefficients fp,p/, ds est identique au déter-
(

minant de Gram des m fonctions indépendantes p,. pa, . ... pn- Par
conséquent, il est différent de zéro, el les équations (6.9) admettent
une solution unique. Il est permis de poser. dans (6.7), en vertu
de (6.8),

6—%:): = Aw — X \yps.
On obtient alors

f(Aw— SAppr)ds =o,
(
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c’est-a-dire

m

Aw =¥ Azipi(s) (M)
k=1

En résumé, on a, pour p? = p? et w = wy, 'équation d’Euler
AAwp — plwnp = o,

avec les conditions aux limites

(6.1p) Wp = 0,
m
(6.11) Aw, = ?anaknpk(s),
A=\
dw,
6.12) ./C.Pk%;[k:O (k=1,2, ..., m).

Nous avons posé Az= 2, a;,. Cette nolalion met en é¢vidence que les
constantes A;, inconnues a priori, dépendent de n.

Définition du spectre de 1,, par un probleme aux limites. —
Considérons, sur C, l'ensemble L, de loutes les combinaisons
linéaires a coefficients constants des m fonctions indépendantes
Pi(8), p2(s), - .-y pm(s). Les considérations précédentes nous aménent

“a poser le probléme suivant.
Probleme aux limites 1,,. — Déterminer le spectre de ’équation
(6.13) AAw — p2w = o

relatif aux conditions aux limites

(6.14) w = o,
(6.15) Aw appartient 4 'ensemble linéaire L,,.
(6.16) dew est orthogonale a ’ensemble linéaire L.

dn,

Nous avons vu que chaque p du spectre (6.1) du probléme varia-
tionnel I, est une valeur propre du probléme aux limites que nous
venons 4e poser. Réciproquement, toute valeur propre p2 du pro-

(') Signalons que notre démonstration est au fond identique a la démonstration
classique du second lemme fondamental du Calcul des Variations (voir par exemple
Goursa1, Cours d’Analyse, 111, 19>7, p. 546; Cotrant-Hrrseri, [1], p. 172).
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bléme aux limites est un p2. La démonstration de I'équivalence des
deux problémes est identique a celle du paragraphe 3. Mulu-
plions-(6.13) par une fonction dw satisfaisant aux conditions (6.14),
(6.15) et (6.16), et intégrons sur 5. On obtient par les formules de
Green 'équation

[(w, 30) — p2 H(w, 50) + f

vC

. dAw ddw _
<ow g Aw an. ) ds = o,

qui, en vertu des hypothéses sur dw, se réduit a I'équation

I(w, 3w) — p2H(w, dw) = o.

Cette équation est identique, aux notations pres, a (3.8). Par consé-
quent la démonstration de I’équivalence de nos problémes s’achéve
comme au paragraphe 3.

7. Réduction du probléme aux limites. — Nous allons démontrer
que le probléme aux limites 1, pour IP'équation du quatriéme
ordre (6.13), considérée dans le paragraphe précédent, se réduit a
un probleme aux limites pour un systéme de deux équalions aux
dérivées particlles du second ordre. A cet effet nous allons nous servir
des solutions indéfinies, étudiées au paragraphe 4. Soit =i une
valeur propre de (6.13) et w— w, unc fonction propre correspon-
dante. Soit p la racine positive de p?. D’apres les résullats du para-
graphe 4, on a dans S + Cles équations (4.4), (4.6), (4.5) et (4.2),
ou il faut écrire p au licu de ?. Notre fonction v satisfait aus con-
ditions aux limites

n

(7.1) W= 0, A =2p.2akp,((s),

n=1

les coefficients constants 2 pay étant inconnus a priori. (Nous avons
écrit pour abréger a; au lieu de a;,.) On déduit immédiatement de
ces équations les conditions aux limiles suivantes pour les fonc-
tions U et U du paragraphe 4 :

U+ﬁ:o; U—U =—2Xapi(s).

Par conséquent, on aura sur C.

U=—Za;p, l—=E(1rp1..
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Vu que pi(z, y) est harmonique, an peut écrire, au lieu de (4.5)
el (4.2), les équations

AU+ Zazrpr) + (U + Zaipr) =pZarpz,
A(U— Eakpk) — p.(U — Zakpl) =puXarpk,
Posons

m

o(@,y)=U(a, )+ X aipi(a, ),
k=1
m

o(@, ) =T(w, y)— X apr(z, 3).

k=1

On aura ¢ 4+ ¢=U+4 U=, de sorte que les équations (4.5)
et (4.2) prennent la forme équivalente

m

(7.2) Av+p.v=}12akp/”
hA=1

(1.3) A;—;u—):p.Zakpk,
k=1

avec les conditions aux limites

(7-4) Y =0, 0 = 0.

Les solutions de ce systéme doivent satisfaire, en oulre, aux
équations ( pz, Aw) = o, c’est-a-dire aux m conditions

(7.5) (pr, Ao +240) =0  (k=1,2, ..., m).

En faisant la somme de (7.2) et (7.3) on vérifie. en tenant compte
de (7.4), que les conditions aux limites (7.1) sont satisfaites. Signa-
lons qu’il ne faut pas confondre (7.2) avec I'équation des vibrations
forcées d'une membrane. En effet, le second membre contient les
coefficients a;, inconnus a priori. Celte « indétermination » est en
quelque sorte compensée par la condition supplémentaire (7.5).

En résumé, nous aurons, au lieu du probléeme aux limites 1, du
paragraphe 6, le probléme équivalent suivant.

Désignons par & . Pensemble linéaire des fonclions harmoniques,

ayant pour base p,(z, ¥), p.(2, ), -« .. pu(2, ¥).

Probleme aux limites I,,. — Déterminer les valeurs du para-
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métre p pour lesquels il existe deux fonctions ¢ et ¢, non nulles
simultanément, satisfaisant aux conditions suivantes. Les fonctions

Av +pe et Ap—pp

appartiennent a £, dans S, ct sont, d’apres (7.2) et (7.3), égales entre

elles. ¢ et ¢ ’annulent sur C; A (v —+ ;) est orthogonal aux éléments
de ¥, dans S.

Le paramétre p. est supposé positif. (Dans le cas contraire, le role
de ¢ et ¢ serait interchangé. ) Nous désignerons par

(7.6) | T T )

les valeurs propres de 1’ el par ¢p et o,(n =1, 2, ...) les fonctions
prop m €L P

propres correspondantes. Rappelons que 11, esl la racine carrée posi-

tive de la ™ valeur propre du spectre de 1,,.

Remarquons enfin que ¢ el ¢ satisfont aux équations

AAe + pAv =o, AAp —puAv=o,

dont la premiére est identique a 'équation (1.4) de la théorie du
flambage.

8. Les problémes modifiés de la théorie du flambage. — Ces pro-
blémes s’obliennent en remplacant, dans le probléeme 1,, les nota-
tions H, w, 72, p? par D. w*, 1", u”. Signalons qu’on a, pour une
fonction w”, nulle sur C, D(w") =— (w", Aw"). On trouve, au lieu
de (5.10), les inégalités

(8.1) WS pry S S

IN

A (n=1, 2, ...).

Donnons, comme au paragraphe 7, a m une valeur fixe, et écri-
vons p; et w; au lieu de p,, et w;,. La fonction w*= w, satisfail
dans S a I'équation A Aw” -+ " Aw™ = o, ainsi qu’aux conditions sui-
vantes sur G : @' = o; Aw” appartient a L,,. En plus, Aw" est ortho-
gonal a £, dansS.

Posons, pour p* =p, Aw* = " Zaypi(s) sur G, les coefficients a,
étant inconnus a priori. Les fonctions harmoniques Aw®+ p’o*
etp 2a; pi(z, y) prennent les mémes valeurs sur C. Par conséquent,
elles coincidenl dans S.



96 —

En résumé, on a I'équation

m
(8.2) A+ pw*:p*zak}lk(w,_}/},
A=1
avec les conditions

(8.3) w* =o0 sur C; (pi; Aw*) =o pour k=1, 2, ..., m.

L’équation (8.2) est identique, aux notations pres, a (7.2). Le
probléme modifié du flambage peut donc étre traité en: méme
temps que le probléme modifié des vibrations. Il est méme plus
simple que celui-ci, car on n’a qu’une seule équation a intégrer.

9. Intégration des équations des problemes modifiés. — Reprenons
I'étude des équations (7.2) et (7.3) avec les conditions aux limites
(T.4) et (7.5). Le paramétre p. est, par définition, positif. Par con-
séquent (7.3) admet pour chaque valeur de p une solution unique,
nulle sur C, qui est de la forme

mn
(9.1) ;=p2aivi,
j=1
ou les ¢, sont déterminées d’'une maniére univoque par les équations

(9.2) Avj— pv; = p; dans S (¢j = o sur C).

Une formule classique permet de développer ¢; en série de fonctions
propres du probléme des vibrations de la membrane.

Supposons ces fonctions propres uy, u,, ... orthonormées dans S.
Soit ¢’ =(p;, us) le a"™ coefficient de Fourier de p;(z, ). La
fonction ¢; sera alors donnée par la formule

- <~ Y ug
(9:3) b=—3 .

L’intégration de (7.2) est plus compliquée. En effet, p pourrait
étre égal a 'une des valeurs propres du spectre (1.7) du probléme
des vibrations d’une¢ membrane. Nous touchons ici & une des diffi-
cultés caracléristiques de nos problémes, que nous aurons a étudier
dans les paragraphes suivants.

Déterminons d’abord parmi les valeurs propres p. de I celles qui



— 97 —

sont différentes de tous les w, de la suite (1.7). Pour une telle

valeur u les coefficients «,, @., ..., a, ne sont pas simultanément
nuls. En effet. les relations @y = as =...= a,,= o enlraineraient
¢ = ¢ = w == 0, ce qui serait contraire a I’hypothése.

Les a; n’élant pas simultanément nuls, I'équation (7.2) admet une
seule solution, nulle sur C. Cette solution sera de la forme

m

-
(9.4) v:p.ZajVj,
j=1

les ¢; étant univoquement déterminées par les équations
J q P q
9.5 Avj+ py;= p; dans S vi=o0 sur C).
d R =P J

On aura les formules suivantes, analogues a (9.3)
T o)
Cs' U
(9.6) v :2 ¢ %o,
g — g
g=1

Posons w;= ¢; - ¢;. Les conditions (pi;Aw)=o, (k =1, 2, ..., m)
nous donnent /m équations linéaires et homogénes

m

9.7) ajpdwp) =0 (k=1,2, ..., m),
j=1
pour les m inconnues a;, ds, ..., Qu.

Il est aisé a voir que la matrice des coefficients ( pi, Aw;) est symé-
trique. En effet ¢; et ¢, satisfont aux équations

(9.8)  Avj+pre;=pj; Avg+pumr=pr (vj=vz=o0 sur G).

Multiplions ces équations par ¢ el ¢, respectivement el inlégrons
leur différence dans S. La formule de Green donne immédiatement

(9.10) (pss vx)— (P v,) =(vis Avj) — (v}, Avz) = 0.

Multiplions maintenant les équations (9.8) respectivement par p;
el p; et intégrons dans S. On obtient

(9.11) (Pis A0j) = (py, pi) — (Pt 95
(9.12) (pjs Aer) =(pi, pj)— 1(pj, 0&),



ce qui donne d’aprés (9.10)

(9.13) (Prs B9p) = (pys A0k)-

De méme on obtient
(plﬁ AV/) = <P/) A‘)l)7

et on en déduit immédiatement les équations cherchées
(9.14) (pr, dw)) = (p,, dw;) (J, hk=1,2, ..., m).

Le systéme (9.7) doit admetire par hypothese, des solutions a,,
g, ..., a, differentes de zéro. Par conséquent son déterminant
doit étre nul. Nous obtenons ainsi le résultat suivant :

Toute valeur propre ., différente des valeurs propres o, est une
racine de I'équation transcendante

(9.15) [ (pi,Aw;) =0 (j, k=1,2,. ., m) (Y).

Inversement toute racine de (9.15), qui est différente des valeurs
propres w, est une valeur propre du probleme aux limites I,

En effet, soit p. une racine de (9.15), différente des o, et soit R le
rang de la matrice des (g, Aw,). Les équations (9.7) admettent
m — R solutions indépendantes

allp, aP, ..., alh (h=1,>....,m—R).

Le rang de la matrice des a*’ est égal a m —R. On obtient, pour
chaque systeme des @, une fonction propre w = w'#, satisfaisant a
Uéquation Aw!® = 2uZa /' p;, sur C (2). Ces m — R fonctions w!#)
sont lin¢airement indépendantes dans S, car nne relation de la forme

entrainerait I'équation

A=1

(') Signalons que (9.15) ne depend que de p” Vour (9.17).
() Ceci démontre que les carres des racines u sont positifs. Nous pourrons donc
prendre w positif.
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c’est-a-dire, vu 'indépendance des pg, les m équations
m—R

Za(,{"chzo (k=1,2,...,m),

=1

pour les constantes C,. La matrice des @/’ ayant le rang m — R.
on trouve
C1= Cg== Cm._11= 0.

Nous obtenons par conséquent le résultat suivant : la multiplicité
d’une valeur propre p., différente des v, est égale v m —R.

Il est aise de former explicitement I'équation aux racines p, diffé-
rentes des . En effet, on a. par la formule de Parseval,

(9.16)  (piAw)) = B (pr,us) (8w;, 1) = W (Aw), ug)

Or, on a, d’aprés (9.2). (9.3). (9.5) et (9.6),

(Aw;, ug) = (A"/'*‘ A;}? uo) = (?P/"‘ .“-[Vl— "/]’ “0')

=|2p ———u.z —r 41 uy, u
s Btwy  p—owy] 0T

Y=1

(J)
(7) Cs

(J),\2
_ cd’ w3
= 2¢y —

v

Mo Wg ur—w

En introduisant cette valeur de (Aw;, u,;) dans (9.16). on trouve
Iéquation cherchée

©

W k98
Ce ' Co S
W — K7

g=1

(9.17) =0 (Jik=1,2,...,m).

Pour lécrire 1l suffit de connaitre les valeurs propres w, el les
fonctions propres u; du probléme de la membrane. Signalons cepen-
dant que dans les applications on réussit parfois a former (9.15)
sans avoir a recourir aux développements en séries de fonctions
propres uq. Rappelons encore que, pour le moment, il ne faut pas
tenir compte des racines de (9.135) qui seraient égales a des . Nous
avons. dans ce qui précéde, démontré que les racines positives
de (9.15) qui sont différentes des «», apparticnnent au spectre

(9.18)

1y M2y . ey By
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du probléme I’,. Rangeons ces racines par ordre de grandeur, en

écrivant chacune d’elles autant de fois que 'indique sa multiplicité.
Nous obtenons de cette maniére la suite partielle

(9‘19) Mgy  MBemgy  -o - (m1< ma, o)

de toutes les valeurs propres p différentes des w. Il est nécessaire de
signaler que nous ne connaissons pas les indices m,, m., ..., car
nous n’avons pas ¢ncore déterminé les p. qui sont égaux a des w.

On congoit immédiatement 'importance du prebléme qui se pose :
pour oblenir une borne inférieure de 27, il faut connaitre le p du
méme indice. Or, pour résoudre ce probléme il faudrait déterminer
aussi la suite partielle

(9.20) Yngy, Hagy  ee- (n<<na<...)

des p qui sont égaux a des w. L’ensemble des éléments de (9.19) et
de (9.20), rangé par ordre de grandeur, nous donnerait alors le
spectre (9.18) et nous permettrail de déterminer les indices inconnus.
L’étude de ces questions fera I'objet des paragraphes suivants.
Bornons-nous a signaler ici, que les valeurs propres o qui figurent
dans le spectre (9.18) ne sont pas nécessairement identiques aux

valeurs » qui sont des racines de (9.15) el que nous avons négligées
jusqu’a présent.

Probleme du flambage. — On vérifie immédialement que les

équations analogues 3 (9.15) et (9.17) s’éerivent sous les deux
formes suivantes :

(9.21) (P aw)) [ =0,

)

o
Sz
We— [

0=1

(9.22) =o0 (Jyk=1,2, ..., m).

Signalons que le calcul effectif de ( p, Aw}) se fait en supprimant
dans (9.16) la fonction v; et en remplacant p. par p*.

10. La répartition des valeurs propres du probléme des vibrations
d’une membrane dans les spectres des problémes modifiés. — Dési-
gnons par r, la multiplicité de w, (7 =1, 2, ...) dansle spectre (1.9)
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des vibrations d’une membrane. Soit

(10.1) uf™, Wy, ..., w

un systéme de r, fonctions propres correspondantes. Nous les suppo-
serons linéairement indépendantes. mais non nécessairement ortho-
normées dans S. La suite (10. 1) sera appelée une base des fonctlions
propres correspondant & w,. Pour mettre ces bases en évidence,
nous désignerons parfois la suite des fonctions propres par

\ .
(10.9) @i, W, ., w2, w®, W, ., W, ., W, ()

au lieu d’écrire comme jusqu’a présent u,, wa, - . ..
Abordons maintenant I’étude du probléme fondamental suivant :

Déterminer U'ensemble des valeurs propres du probléme de la
membrane qui appartient au spectre du probleme 1,. (Cet
ensemble peut éire vide, fini ou infini.)

Désignons par p, la multiplicité w, dans le spectre de I,. 11 est
évident que p, n’est pas nécessairement égal a r,. Nous conviendrons
de dire que la multiplicité p, est égale a zéro, si w, ne figure pas dans
le spectre de I, Ecrivons la suite (vide, finic ou infinie)

(10.3) Wy, Wy, eey Wy, ... (vi<<ve<<...),

des w qui apparliennent effectivement au spectre de I),. en tenant
compte de leur multiplicité p. On aura, en utilisant les nota-
tions (9.205, les équations p, = w, pour loutes les valeurs de
Pindice ¢. Les éléments de la suite (10.3) sont répartis d’une fagon
a priortinconnue dans le spectre de I, mais ’ensemble des éléments
des deux suites (9.19) et (10.3), rangés par ordre de grandeur,
permet de déterminer tous les indices. De méme, et cette remarque
sera imporlante, il suffit de connaitre tous les éléments de (9.19) et
de (10.3), inférieurs a une certaine quantilé donnée, pour pouvoir
déterminer leurs indices.

Rappelons que, pour définir les problémes I) (m =1, 2, ...) nous
nous sommes servi jusqu'a présent d’une suite fondamentale arbitrai-

(1) On sait que r, =1.
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rement choisic de fonctions harmoniques py, p., .... Nous verrons
qu’il ne sera pas facile d’énoncer, dans ces circonstances, une régle
générale et simple donnant les valeurs w qui figurent dans le spectre
de I',. Ces ditficultés nous améneront a chercher des suites fonda-
mentales privilégiées, pour lesquelles notre probléme trouvera une
solution satisfaisante. Nous établirons dans les paragraphes suivants
I'existence de telles suites et nous verrons qu’elles nous permettront
de résoudre en plus quelques autres questions intéressantes. Pour le
moment nous continuerons a nous servir d’une suite fondamentale
arbitrairement fixée.

Soit w = w, une des valeurs propres de multiplicité r=r, du
probléme de la membrane et soit (10.1) une base correspondante.
Pour abréger, nous écrirons o, r, p au lieu de w,, ry, p, et

(10.4) Ui, Us,

cey U

au lieu de (10.1).
Déterminons les conditions nécessaires et suffisantes afin que

notre w appartienne au spectre de I, , c’est-a-dire afin que p soit
positif. Remarquons d’abord que I’équation

(10.5) A(j——w;)=(02akpk

| qu'on obtient en posant . = w dans (7.3)] admet pour tout systéme
de valeurs @,, @, ..., @, une solution unique, nulle sur C.

Il en est autrement pour (7.2). La condition classique nécessaire
et suffisante, afin que I’équation

(10.6) Av—-i—wv:wzakpk

<=1

[qu’on obtient en posant p = dans (7.2)] admette des solutions
nulles sur C, est donnée par les r équations linéaires et homogénes

m

10.7) Zak(p;c, uj)=o (J=1,2, ..., 7),

=1

auxquelles doivent satisfaire les m inconnues a,, @s, ..., @m. Ces
équations admettent toujours la solution triviale

a=ay=...= am,;=o0.
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Formons les fonctions ¢ et v correspondant aux différentes solu-
tions de (10.7), la solution triviale n’étant pas exclue (*). Afin que ®
figure dans le spectre de I, il faut et il suffit que les m équa-
tions (7.5),

(pis Av +AV) = (pa, Aw) =0 (k=1,2, ..., m),

solenl satisfaites pour une au moins des fonclions w(: v+ (—;)
L’ensemble de ces solutions de (7.5) forme une multiplicité linéaire M.

D’une maniére plus précise, on peut ¢noncer le critére suivant :
La multiplicité p(2 0) de » dans le spectre de I, est égale au nombre
de fonctions indépendantes & dans M. Pour donner a ce critére une
forme maniable nous allons considérer séparément les cas r > m,
r=m, r<<m.

11. Les valeurs propres » de grande multiplicité. — Admettons
que la multiplicité r de notre w soit supérieure au nombre m des
fonctions p,, pa, ..., pm qui nous ont servi a former le probléme T,.

Ce cas pourrait se présenter pour cerlains domaines S, quel que
soit le nombre m. En effet. la multiplicité r = r, de » = w, n’est pas
nécessairement une fonction bornée de l'indice n (2). Les équa-
tions (10.7), dont le nombre est supérieur a celui des inconnues,
admettent, parmi leurs solutions éventuelles, la solution triviale

A1 =QAy=...= Ay =0,

a laquelle correspondent, d’apres (10.5) et (10.6), les fonctions

(11.1) v=o, v=biu+ b us+...+ bru,.

(') Signalons que ¢ n’est pas univoquemenl déterminée par les a;. En effet, on
peut toujours ajouter & ¢ une combinaison linéaire des fonctions propres (10.4). Ce
fait complique la détermination de la multiplicité de w.dans le spectre de Ip,.

. T T
(?) Prenons, comme exemple, le domaine — y <(x,y) < -’ due nous allons

considérer dans les applications. Les valeurs propres sont des entiers et la multi-
plicité r, de w,, qui est égale au nombre de décompositions de w, en somme de
deux carrés, n’est pas une fonction bornée de n. 1l n’existe aucun critére per-
mettant d’indiquer les domaines & r, borné.

TAESE A. WEINSTEIN 3
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les b; étant des constantes arbitraires. On aura

7
-
W=y et Aw :—O)Zbkuk‘
A=1

Les conditions (7.5) nous donnent les m équations linéaires et
homogénes

(11.2) Zbk(p,, wp)=o  (j=1,2, ..., m)
k=1

pour les r inconnues b;. Le nombre de ces équations élant inférieur
a celui des inconnues, on aura une ou plusieurs solutions indépen-
dantes, différentes de zéro, auxquelles correspondra le méme nombre
de solutions indépendantes v = ¢, données par (11.1). Nous obtenons
ainsi le résultat suivant :

Les valeurs propres o, dont la multiplicité r est supérieure am,
figurent toujours dans le spectre I,,. La multiplicité p(>> o) d’'une
telle valeur » n’est pas inférieure au nombre de solutions indépen-
dantes de (11.2). Pour déterminer complétement p, il faudrait tenir
compte des solutions éventuelles non nulles de (10.7) et appliquer le
critéere du paragraphe 10. Bicn que ces opérations permetlent de
déterminer p dans chaque cas particulier explicitement donné, le
résultat ne pourrait étre formulé d’une facon simple et générale.

Au premier abord cette difficulté pourrait paraitre trés grave. Mais
il est évident que, pour un m donné. elle ne se présente pas pour un
certain nombre v d’éléments w,, w,, ..., o, du spectre (1.9).
P'indice v étant une fonction monotone de m. lendant avec m vers
I'iufini. Faisons parcourir au paramétre m la suite des entiers 1, 2, ....
Pour un » donné¢, de multiplicité r, la difficulté disparait dés que m
dépasse r — 1. On peut dire que I'inégalité m > rest « généralement »
satisfaite pour un o donné. Celle remarque nous permettra de nous
débarrasser du cas m < r, mais il nous sera utile de considérer
séparément le cas « exceptionnel » m = r.

12. La suite adjointe de fonctions harmoniques. — Conservons les
notations du paragraphe 10. Soit @ = w, une valeur propre de multi-
plicité r =r,, et soit, comme précédemment u,. u,. ..., u, une base
correspondant a .
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Soit m = r. Proposons-nous de déterminer la multiplicité p de o

dans le spectre de I),. Dans ce cas, on aura, du lieu de (10.7), un
systéme

7

(12.1) Eak(m, u)=o0 (j=1,2,...,7)

i
A1

de r équations avec les r inconnues a,, @s, .... a,. On s’apercoit
immédiatement que la discussion se simplifie considérablement sil'on
fait I’hypothése suivante :

Le déterminant | (ps, u,)| de (12.1) est différent de zéro.
Les équations (12.1) admettent, sous cette hypothése, une
solution unique.
Ay=qas=...=ap=o0.

Les fonctions ¢ et ¢ seront données par la formule (11.1). Au lieu
de (11.2) on aura les équations

Ebk(l’lv ur)=o0 (J=1,2...,7)
A=1

dont le déterminant est le transposé de celui des équations (12.1).
Par conséquent il est différent de zéro. ce qui nous donne

1)1=b-3=...= br: 0.

La fonction ¢ = ¢ -+ ¢ étant nulle, il en résulte que » ne figure pas
dans le spectre de I, (c’est-a-dire que sa multiplicité p est égale a zéro).

La simplicité du résultat ainsi obtenu nous améne a préciser le
choix, arbitraire jusqu’a présent. de la suite fondamentale, dont nous
nous sommes servi pour définir les problémes I’,. Nous allons montrer
qu’on peut choisir ces suites de maniere que '’hypothése que nous
venons de faire soil vérifiée pour un numcérotage convenable des
fonctions py.

Dirivition. — Une suite de ry, fonctions harmoniques
(12.2) pi P s P
sera appelée suite adjointe a lavaleur propre v,. si le déterminant
(P, u(Jn)) ‘l (J, k=1,2, ..\, 7n)

est différent de zéro.
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Cette définition est évidemment indépendante du choix de la
base u{”, u{™, ..., ul’”. D’autre parl, on obtient une nouvelle suite
adjointe par une transformation linéaire, non singuliére, des pi'.

TaEorEME D FX[STENCE. — Il existe des suites adjointes & w, pour
toutes les valeurs de Uindice n.

La démonstration repose sur des lemmes trés simples.

Lemme 1. — Les dérivées normales
(12.3) duf®  duy® dul’t

) Tdn, ' Tdng’ ’ Tdn,
d’une base u'", u\", ..., ul¥ sont des fonctions linéairement indé-
pendantes sur la frontiere C de S.

Démonstration. — Soit R la distance d’un point (z, y) de S au

point (variable) s sur C. Désignons par Y,=Y,(R /) la fonction
de Bessel de deuxiéme espéce d'indice zéro. On aura, pour une
solution quelconque de I'équation Au + w1 = o, la formule classique
de Weber-Green,

- I dYo du
u(z, y)= 7‘/;<u an, dn )ds

()
qui se réduit, pour u = uj”.

U (=, y)——-—;cho(R Von)

.a

duy™
dn. ds.

du‘”) .
Par conséquent une égalité de la forme VC = o entrainerait
1

20, uf(z, y) = o,

Cq:sz...: Cr,,= 0.

Pégalité

ce qui donnerait

On peut énoncer un résultat plus précis.

(n)

du;
Lemme 2. — Les dérivées normales 7—— sont des fonctions inde-

pendantes sur tout arc ¢ de la frontiere C.
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Supposons qu’on ait sur un arc ¢ la relation linéaire a coefficients

constants
dum\
Z (:] / == 0.
dn,

Considérons la fonction propre, appartenant a w,,

w="YCju) (2, ¥).

Cette fonction s’annule avec sa dérivée normale sur c. D’aprés le
théoréme classique de Cauchy-Kowalewski. u est nulle partout, donc
on a

Ci=C=...=(C = 0.

(SiParc ¢ n’est pas analytique, on appliquera, a la place du théoréme
de Cauchy-Kowalewski, le théoréme d’unicité de Holmgren.)

Remarque. — Signalons que les dérivées normales de fonctions
propres u. appartenant a de différentes valeurs propres », ne sont
plus nécessairement indépendantes sur C. En effet, prenons comme
exemple, pour S le cercle z2—+ y2<1. Toutes les fonctions propres
de la forme JO[\/w(x'-’—i—‘y“)], ou /o désigne les racines (en nombre
mnfini) de la fonction de Bessel J,, ont des dérivées normales égales a
des constantes sur la frontiére.

Remarques sur les dérivées normales des fonctions propres u. —
Soit ¢ un arc de courbure continue et hélderienne. appartenant a la

frontiére de S.

St s dur .
La dérivée normale —— d’une fonction propre u admet, sur c,
e

une dérivée continue et holderienne par rapport 4 U'arc s. En
effet. u satisfait & P'équation de Poisson Au=—-— wu dans S (u=o0
sur C). Par conséquent, on peut poser, d’aprés un procédé classique,

: = ! dzdn—V
2.0 w(e, )= 3% f [ult mlog s dE dn — V(2. 7)

= P(z. y)—V(z, y),

ou V désigne une fonction harmonique dans S, prenant sur G les

mémes valeurs que le potentiel logarithmique P. On déduit immédia-
du

tement de (12.4) existence et la continuité de —
.

- Pour démontrer
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'existence d'une dérivée holderienne % ( %\) nous allons prolonger u
par zéro a Uextérieur de S. Soit K un cercle contenant le domaine S.
La fonction u satisfait en tout point (z, ) de ¢ 4 une condition de
Holder-Lipschitz, Ce fait cntraine existence de dérivées secondes
holderiennes de P(z, ). D’aprés un résultat classique (*) il en sera
de méme pour les dérivées secondes de V dans S —+ ¢, ce qui démontre
notre proposition concernant la dérivée normalede w==P — V.

Pour se rendre compte de 'allure de la dérivée normale en un
point anguleux de la frontiére, considérons, comme exemple, le cas
ou S est le secteur 0 SR <1, 0<6 <. (Nous avons désigné par R et §
les coordonnées polaires.) Les fonctions propres u sont données par
les formules
nwh

o4

i = sin

JE(R\/:)), J,,_E(\/g)so (n=1,2,...),
% o

N . . . . ntw
ou J, . désigne la fonction de Bessel d’'indice —

a .
Considérons le point anguleux R=o. Pour a<n les dérivées
normales restent bornées et continues au voisinage de ce point. Par

contre, certaines d’entre elles deviennent infinies (d’un ordre infé-

riear a é) pour < a <Z 27 (*). Signalons que les points anguleux ne
_Jouent aucun réle dans le lemme 2, mais, par contre. le théoréme
de Holmgren, sur lequel est basé celui-ci, est d’un caraclére moins
élémentaire que les moyens employés dans la démonstration du
lemme 1.

Nous sommes maintenant en mesure de donner la démonstration
de Pexistence d’une suile adjointe a w,. Posons

dult

(12.5) P (s) = T

(k=1,2, ..., ra).

Formons les fonctions harmoniques p{*(z, y) prenant les valeurs

(1) LicHTENSTEIN, (1], p. 58, 0.

(*) On obtient des résultats analogues, relatifs & ’allure des dérivées premiéres
dans le voisinage d’un point anguleux, pour toute fonction W satisfaisant & une
¢quation de Poisson : AW = f(x, ) (W — o sur G). La fonction f est supposée
continue dans S+ C. Ce fait m’a été communiqué par M. G. Giraup, auquel
j'adresse mes vifs remerciments.

Signalons que les fonctions propres ¢ et v du Probléme 1), satisfont aux équations
de Poisson (7.>) et (7.3).
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(12.5) sur C. Appliquons maintenant l'identité fondamentale (5.8).
On trouve

(/e)

(12.6)  (pl% ) =— L (pit", ) =— L [ p B
G

wn Wy, dn,

— ' 1) p) e
(O CP/. p',
. \ ) L\
Le déterminant | (p{", u{")] est égal [au facteur (—— E) pres} au
déterminant de Gram

® () (o
Ul)k pyt ds
C

des fonctions (12.5), qui sont, d’aprés nos lemmes, indépendantes
sur la frontiére. Par conséquent, ce déterminant est différent de
zéro, ‘ce qui démontre que nos pY" forment une suite adjointe a w,.

.Le procédé indiqué raméne la détermination de pi’(z, y) a la
résolution d’un probléme de Dirichlet. Le choix des valeurs de p{"(s),
donné par la formule (12.5), s’impose par sa simplicité. Mais il est
évident qu’il existe une infinité de fonctions pi(s) telles que le
déterminant

» lu,m
9 - (Y
(12.7) ljcp;; p ds

(Jok=1,2, ...

(Johk=1,2, ....r)

soit différent de zéro. Par conséquent, il existe une infinité de suites
adjointes a w,. Observons que les fonctions pi(z, y) prenant sur la
frontiére les valeurs données par (12.5), possédent certainement des
dérivées normales continues sur les arcs de C a courbure holderienne.

Ceci résulte immédiatement de la théorie générale du probléme de
dui

Dirichlet, envertn d’une remarque antéricure faite sur Uallure de

AdullV

dn

plus nécessairement continues ou méme bornées. Dans ce cas la
formule (12.5) ne donne plus des valeurs aux limites continues et
dérivables pour les p{"’. Mais, d’aprés ce que nous venons de dire, il
est possible de trouver, en vertu du lemme 2 (et méme d’une infinité
de maniéres), des fonctions pi(s), aussi réguliéres qu’on veut, telles
que le déterminant (12.5) soit différent de zéro. En résolvant le

probléme de Dirichlet correspondant a ces données, on trouve
immeédiatement des suites adjointes & w,,.

Au voisinage d'un point anguleux de la frontiére les
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13. Les suites fondamentales privilégiées. — Définition. Une
suite de fonctions harmoniques py, p,, ... linéairement indépen-
dantes dans S, sera appelée suite fondamentale privilégiée, sielle
contient des suites adjointes & tous les wo(n=1, 2, ...).

Il est facile de démontrer I'existence de telles suites. Prenons pour
chaque valeur de I'indice 7 une suite adjointe a w,. Soit

2 2 : :
(13.1) P40, P, oo P PV, o P e, P, L i,

I'ensemble de ces suites, rangées par ordre de grandeur de 7. Suppri-
mons dans (13.1) tous les éléments qui sont des combinaisons
linéaires des précédents. Numérotons les éléments indépendants dans
l'ordre dans lequel on les rencontre dans (13.1) et désignons ces
fonctions par

(13.2) Py P2 ooy Poa—ty; Pas Pots

Nous allons montrer que la suite (13.2) est une suite privilégiée.

Les fonctions p{, p{®, ..., p/” de la suite adjointe seront des
combinaisons linéaires

%
(13.3) o =Zchp, (k=12 r'n)
T=1
d’un certain nombre a(Sry+ ry+...+ r,) de fonctions py, ps, ..., Pa
de la suite (13.2). Vu que les p$” sont indépendants, le nombre «
sera non inférieur a r,. Posons, pour abréger 'écriture, r = r,. On
a. d’apres (13.3), 'équation suivante :

> (Pep uf™).. (pr,, u)

| (P, Wy | = 2 T

Ty 7y ov ey op =1 (me u(ln))‘ * ‘(p":r? u(rn))
(kyj=1.2,...,7r)

Le déterminant du premier membre étant différent de zéro, les
déterminants du second membre ne peuvent étre tous nuls. Par
conséquent on peut trouver parmi p,, p., ... pg, I fonctions

Pay Poay oo Pa, (o< as<l... < apla)

telles que le déterminant

i(Paln u;/t))[ (k,i:l, 2, """)
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soit différent de zéro. Ceci revient a dire qu'on peut extraire
de (13.2) une suite adjointe a w,. Nous utiliserons désormais uni-
quement des suites privilégiées. Les problémes, formés al’aide de ces
suites, seront appelés problemes privilégiés.

14. La suite privilégiée réguliére. - En posant, dans (13. 1),
(n) ug”
pi(s)= an. (k=1,>, ....,rp; n=1,2,...),

on obtient, par le procédé du paragraphe 13, une suite privilégiée
particuliére qui sera appelée suite privilégiée réguliére. A des chan-
gements de base u!", u{", ..., ul) prés, cette suite est déterminée

d’une maniére univoque par le probléme des vibrations d’une
(

o dul ..
membrane. Signalons que lous les —,~ sont des combinaisons
e

linéaires d’un nombre fini d’¢léments pz(s) de la suite réguliére.
(n)

Il est évident que la suite réguliére pourra étre définie si les dnk
e
satisfont aux conditions de continuité ¢énoncées au paragraphe 12.

Tutorime. — La suite privilégiée réguliere est fermée sur la
Jfrontiére:de S. — En effet, soit p(s) une fonction arbitraire, con-
tinue sur C, satisfaisant aux conditions

fp(s)pk(s) ds=o pour k=u1,2, ....
c

Soit p(z, y) la fonction harmonique prenant les valeurs p(s)

(rn)
du,

sur G. Vu que les

-— sont des combinaisons linéaires des pr(s), on
.

aura
\n)

d .
fp(s) ;”7 ds =o0 (J=1,2,. ., rp; n=1,2, ...).
c e

11 vient, par conséquent, cn vertu de (5.8), (p, Auf™) = o, c’est-
a-dire (p, u{"V)=o. Le systéme des u;"’ étant complet, donc a fortiori
fermé, on en déduit immédiatement p(z, y) = o, p(s) =o. ’

Si pi, pa, - - - esl une suite privilégiée fermée sur C, 'ensemble des
conditions pour une fonction w quelconque

[%pkds=0 (k=172,...)
/€
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est équivalent a la condition dw/[dnr.=o. On est ainsi amené a
énoncer dans ce cas ’hypothése, a savoir. que les spectres des pro-
blémes modifiés tendront pour m —> o vers les spectres des problémes
initiaux. Ce théoréme est exact et sa démonstration sera développée
ailleurs ().

15. Etude des problémes privilégiés. — Soit p,, ps, ... une
suite privilégiée arbitrairement fixée. Considérons les problemes I},
formés a l'aide de cette suite. La suite des fonctions py, ps, ... pm
contient des suites adjointes aux valeurs propres d’indices suffisam-
ment pelits, ®;, wy, ..., »,, v étant une fonction non décroissante
de m, tendant avec m vers l'infini. Nous nous proposons de déter-
miner leurs multiplicités gy, ps, . ... p, dans le spectre de 1.

Soit » = w, une de ces valeurs, de multiplicité r —7,. Désignons
par w{®, ul, ..., ™ unebase de r fonctions propres correspondantes.
Soit py,, Pag -1 Pa, (1S < aa <. .. <<, <m) une suite adjointe
4 w. Pour abréger I’¢criture. nous allons changer le numérotage et
désigner cette suite par p,, ps, . ... pr. On aura donc

{18.1) [ (P uﬁ'”) | # o (J, k=1, ....r).

Dans le cas m = r, on trouve par le raisonnement du paragraphe 12,
que » n’appartient pas au spectre de I,..

Supposons m > r. — Posons

A .
Pi= P (l:I>27 ceey r):
(13.2) N -
Pr+q:Pr+q—ZA/,hPh (q:I,Z, e, m—r)
h=1
et déterminons A, Ay, ..., A, (¢g=1.2....,m—7) par les r
conditions d’orthogonalité

/\ r
(13.3) (Pr+q7 “(")) = (Pr+g; “;n)) “ZAM(P'U ui)=o

h=1

(J=1,2, ....7).

Ces conditions peuvent étre satisfaites, car on a | (ps, u{®)| 7 0.1l

) Voiri a ce sujet * N. ARONszaJN et A. WEINSTEIN [1].
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. NN A
est évident qu’on peut remplacer p,, ps, ..., Pm Par pi, Po, - -y Pm

sans altérer le spectre de I, car cetle substitution revient a un chan-
gement de base dans la multiplicité £, (§ 7).
Considérons les équations (10.7),

m
AN (N .
Zak(p;-, u}'”):o (J=1,2,....0),
k=1
A

A
ou les a; désignent les inconnues relatives aux pi. Ce systeéme se
réduit d’aprés (15. 3) et (45.1) aux équalions

r
zak p/(,u‘ ’)-—u (J=1,2, ..., 7),
k=1

dont le déterminant est différent de zéro. Par conséquent, on a

A A A\
A= as=...ar=o0,

et 'on peut écrire, au lieu de (10.6), I’équation

15.4) Av+we=uw }: ak}’k (v = o sur C).

k=r41

En vertu des conditions d’orthogonalité (15.3), cette équation .
admet des solutions pour des valeurs arbitraires de/
A A A

Art1; Apg2. . oo Ape

La solution générale de (15.4) sera donnée par la formule

(13.5) v=w —zbhuﬁ{”,

.. . A .
ot les by, sonl des constantes Arbitraires et les fonctions ¢, satisfont
aux équations

A\ N A
(15.6) Av,—i—w/v, Pi vj=o sur Ci;  =r4+1, .... m)

A . N
Désignons par ¢, ..., ¢\°" un systéme de solutions (particuliéres)
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de (15.6). La solution générale scra alors donnée par la formule

v,-—v‘j‘”—i—chu(“’ (J=r+1, ..., m),

o=1

ou Cj, désignent des constantes arbitraires.
Formons, comme au paragraphe 10, les fonctions ¢ et w = ¢ 4 0.
On aura

el>

(18.7) Z

ou v; désigne la solution (unique) de I'équation

PN A A a
(15.8) Avj— woj=p; (Vf:OSler;j=I‘+I,...,m).
Posons
N AN N A
(15.9) wj=vj+ v,_o(“’+20 uf + 9j.

=1
On aura alors
nm

A A
w:—thuh + w ajwi.

h=1 J=r+1

Ecrivons maintenant les m équations (7.5) :

(;\l“: AW) =0,
c’est-a-dire
(15.10) Ebh(ﬁk, u(,,'”)+ 2 {z\;(ﬁk, AQ;):O (k=1,2, ..., m).
h=1 =r+1
Vu que le déterminant I(zk, (’”)I (kyo=1.2, ..., 1) est,

d’aprés (15.1), différent de zéro, on pcut choisir les constantes Cjq
de maniére que

N N
(18.11) (pk, Aw,-+q)=o pour k=1,2, ...,7; ¢g=1,2, ..., m—7.

B N A
[Signalons que les (pA, AWj) (J, k=r—+1. ..., m) sont,
d’aprés (15.3), indépendants du choix des C,-c'].
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Si » appartient au spectre de L, les m coefficients b,, b, ..., b,,
A A A
@rity Qriay - - .y Gy D€ sont pas tous nuls. Par conséquent le déter-
minant du systéme (15.10) doit étre égal a zéro, ce qui donne, en

vertu de (15.3) et (15.11), ’équation

(prw) .. (o ue) 0 o
15.12) (Sn u‘,’”) s (27'7 u‘,’”) . o N N 0 A =o0.
o o (/]77'4—13 AWr+1> Pr+i, Awm)
() o (;;Hly A"/‘:r-o—i) (;;"la A"/‘\)m)

N
Le mineur principal des (pk, u‘/") (J, A=1,2....,r) est différent
de zéro. Par conséquent nous obtenons, au lien de (45. 12), 'équation
équivalente

(15.13)

A

|(;7\k, Aw,-)l:o (Jy k=r—+1....m),

qui exprime la condition nécessaire pour que ® appartienne au
spectre de T,.

La réciproque, est évidente : si (15.13) admet la racine © = w,.
celte valeur appartiendra au spectre de I, et sa multiplicité p, sera
donnée par le nombre de solutions indépendantes de {'15. 10).

A ) A A .
Soit R lc rang de la matrice des (p/;, ij); Jrk=r—+i1,...,m
Les équations (15.10) admettent, vu que

!(Qk’ u(]n))‘¢0 (J k=12, ...,1)

A A
(m—r)—R [: m—r,— R] solutions indépendantes :

A AN

T (T)
a(r‘-&)% > RS

R)
0, 0, ..., O, apy, (“::I,Z,...,m—l‘n——R .

On obtient ainsi m -— r, — ﬁ fonctions propres indépendantes

n
NN
w=wl=u0u 2 a(J” LoD

i=r+1

A
ce qui démontre que p, est égala m —r,— R.
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Signalons qu’on peut utiliser pour le calcul du premier membre
de (13.13), les éléments du déterminant (9. 15), calculés pour p 2 w.
Posons pour g =1, ....m—r (%),

»

N

Wriq= Wriq —? A qgh Wi,
h=1

les Ay, étant les mémes constantes que dans (15.2). Ecrivons, dans
(15.4) et (15.8), v au lieu de w. On aura, comme au paragraphe 9,
I'équation

A AN - FAVERNAN u)"’
(15.14) | (pes s, ) [ = | 3 e o 27
Wg— {J.
a=1
(J, bk=r=+1, ..., m),

A, A
ou nous avons posé ch :_—.(])A. u,,). On a

1
A, - >
05-:'+")=c¢'+”—z‘A,,;, A (g=1, .., m—r;a=1,2,...).

h=1

La formule (15.14) est calculée pour p ¢ w,. Mais, pour obtenir
le premier membre de (45.13), on peut y poser p=wp, car.

d’apres (15.3), le coefficient du terme u—)E—w_’QL—;E est égal a zéro.

La régle énoncée dans ce paragraphe permet de déterminer les
multiplicités py, pa, ..., py avec lesquelles les valeurs o, w,, ..., 0,
figurent dans le spectre de I,,. D’autre part, le procédé du paragraphe 9
nous donne toutes les valeurs propres de I,, qui sont différentes
des w. Par conséquent, nous connaissons toutes les valeurs propres
de I, qui sont inféricures a w,.,. Désignons ces valeurs par p,,
P2,y - .., py. L'indice M dépend de m et tend avec m vers U'infini. En
faisant parcourir & m les entiers 1, 2, . . ., nous pourrons calculer non
seulement un nombre toujours croissant de bornes inférieures p3,
Pay - - -, 44 des valeurs propres de nos problémes initiaux, mais aussi
substituer aux bornes déja calculées des bornes plus grandes, amélio-
rant ainsi les résultats déja obtenus.

(') Rappelons qu’il faut préalablement changer de numérotage dans (9.15) pour
le rendre conforme aux notations présentes.
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16. Résumé. — Nous allons résumer le procédé, développé dans
les paragraphes précédents, qui donne des bornes inférieures pour
les valeurs propres du spectre (1.2) : 4}, A2, ... des vibrations
d’une plaque encastrée. Pour appliquer ce procédé, il suffit de
connaitre le spectre ct les fonctions propres du probléme des vibra-
tions de la membrane pour le méme domaine S.

Commencons par écrire le spectre et les fonctions propres du
probleme de la membrane :

(16.1) wy, Wa, ey

(16.2) wi, us, ...,

(16.3) ( P
. Uy, Uk) = O = o, ik

Pour mettre en évidence la multiplicité r, de wx (=1, 2, ...),
nous écrirons, au lieu de (16.2), la suite du paragraphe 10

2 ) n
(46.4) wf, wl®, oo w2, W, L, WP L ey L

Formons la suite des dérivées normales

ceee

; (2) (3) (n)
(16.5) duﬁ”, du‘ﬁ), cees dur, ) du‘,’”’ ~--7@r—“-: ____du‘,”)’ vy dur, ’
dne ' dn, dn, dn, dn, dn, dn,

Supprimons, dans cette suite, les éléments qui sont des combinai-
sons linéaires des précédents. Désignons les autres, dans ’ordre dans
lequel on les rencontre en parcourant la suite (16.5) par

(16.6) pi(s), pa(s), oo ()

Résolvons les problémes de Dirichlet relatifs aux valeurs pi(s) et
formons la smte des fonctions harmoniques

(16‘7) P’('T’ _}’), Pi(-’l',)’),
Ecrivons les équations

(16.8) Aok + por=p1 (¢x=osur C)
— - (k=1,a2, ...).
Avp— por= pi (vk=o0 sur C)

(*) Nous supposerons la frontiére de S suifisamment réguliére, pour que lon
puisse former la suite réguliére. Pour les autres cas, voir paragraphe 12.
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Posons w; = ¢; + vx. Formons la matrice infinie

(Ph Awr) (pi- Awa)  (p1, Awn)
(16.9) (P2 AW“') (P?~ AW?) (P2 AW*)

Les ¢léments de cette matrice sont donnés par les formules

@

2
N = 2 () k) WO
(16.10) (pks Aw;) 2 E e’ i prepcl

g=1

CS,/‘) = (P> Us).

On a (pr, Aw,) = (p,, Awr).
Considérons les déterminants

(16.11) dp(p)=|(pr. Aw,) | (J k=12 ....m; m=1.2,...).

Soit v + 1 le plus petit entier, tel .que la suite adjointe a w,., ne
soit pas contenue dans la suite py, ps, - .-, Pn.

Calculons d’abord les racines positives "), u®, . p@ de dn(p)
qui sont différentes des w et inférieures a wy 4.

Déterminons le rang R, de dn(p™) (n=1,2, ....a). Ecri-
vons (m — R,) -- fois la valeur p® (n =1, ... a). Soit

(16.12) Bmyms Pmeme  «eey  Bmym

la suile ainsi formée.
Considérons, aprés avoir obtenu (16.12). la suite

Pay Poy  -een Pon fu<as<...<aplm)

adjointe a w, (n =1, 2, ...,v). (Nous avons posé pour abréger r=r,).
Formons le mineur d .(p) relatif aux lignes et colonnes oy, as, ..., a5
de la matrice de d, (). Soient B4, Bay ..., Bm_r les indices des
lignes et colonnes de d,, qui figurent dans di;’ . Remplacons pg, et wg,
par

(16.1)  pg.= pg,— > ABias Pa

h=1
R (k=1,2, ..., m—r).

A
(16.14) w‘g}:wm——ZAgkahwn

h=1
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les coefficients A étant déterminés par les conditions d’orthogonalité

A S ;
(16.15) (pm, u(Jn)) =<PB/¢' ) ——Z‘Apkah(}?am uf’) =o
. h=1
(J=1.2, ..,r;k=1,2,....m—r) (%)

Calculons le déterminant
A A A .
(16.16)  di, (w.) = (b, Awg ) | Giok=1, .. m—n).

On peut se servir pour ce calcul des valeurs déja calculées ( pi, Aw;).

A
Déterminons le rang R,(Sm - r,) de la matrice ), (w,). Posons

Pn=m—"n—,ﬁn (oSpnSm—ra).
Ecrivons pn— fois la valeur r:),,(n =1, 2, ..., v). Soit
(16.17) Brimy  Hngms - oy Mogm,
la suite ainsi obtenue. Désignons par
(16.18) Mim, M2m, -+-y BMm,

I’ensemble des éléments de (16.12) et (16.17), rangés par ordre de
grandeur. On aura alors les inégalités

(16.19) 0i<pinShi  (n=1,2, ..., M)

qui nous donnent les bornes inférieures cherchées. L’indice M dépend
de m et tend avec m vers l'infini. Rappelons qu’on a

BAms1 2 1Em et lim p3, = A32.

m=—ow

(t) On a

(n)
(P wV) —— ’-fp /BN
k %y v, Jo k dna

duf™

D’aprés une remarque antérieure les dn, sont des combinaisons linéaires

de p,, ..., p,,. Par conséquent le calcul des intégrales doubles qui figurent
dans (16.15) est ramené au calcul des intégrales simples

\/Pkp/ds (J, k=1,2, .., m)
[

THESE A WEINSTEIN
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17. Quelques inégalités. — Soit w=—=w, unc valeur propre de
multiplicité r et soit p;, ps, ... une suite privilégiée. On peut
admettre (en changeant. si ¢’était nécessaire, le numérotage des pi)
que les fonctions py, ps, ..., pr forment une suite adjointe a w.
Considérons le probleme T,. D’aprés les résultats du paragraphe 12,
la valeur wne figure pas dansle spectre p.,, prs, ..., pus ... de 1. Or, nous
savons que p, ne peut étre inférieur a w,. Par conséquent, nous
obtenons l'iné¢galité ) > w). D'autre part, on a A}2>p?. En résumé,
nous obtenons les inégalités

17.1) A > i (n=1,2, ...).

Signalons qu’on pourrait évaluer les différences 1, —— w en se ser-
vant de I’équation (9. 17).

18. Le probléme du flambage. Les problemes mixtes. — Le procédé
résumé au paragraphe 16 s’applique immédiatement au probleme du
flambage d’une plaque encastrée. En effet, il suffit de remplacer dans
toutes les formules p et o par p* et w* (ce qui revient a supprimer 5).
Au lieu de (16.10), 1l faut se servir de la formule (9.22).

On obtient, de méme, les inégalités

(18.1) Ay > v, (n=1,2,...)

2,
analogues a (17.1).

Pour les problémes mixtes, on peut, d’apres le lemme 2, utiliser la
méme suite réguliére. mais il faut remplacer les pi(s) par zéro sur
tous les arcs (en nombre fini), sur lesquels on a la condition
w = Aw — o (ou w" = Aw" = 0). Les nouvelles fonctions p;(s) auront
un nombre fini de points de discontinuité sur la frontiere C, qui seront
également des points de discontinuité pour A¢, Ap et Aw": mais ce fait
ne peut modifier aucun des résultats obtenus.

19. Applications. — 1° A titre d’exercice, nous allons déterminer
par notre procédé le spectre du probléme du flambage d’une barre
encastrée. Il va sans dire que ce probléme pourrait étre résolu par des
moyens plus élémentaires.

Probleme. — Déterminer le spectre de 1'équation différentielle

(19.1) wh(z) + rra'(x)=o,
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donnée dans l'intervalle S : | #|< -5 en supposant que w s’annule avec

sa dérivée premiére pour z ==

~1a

D’aprés la régle du paragraphe 16, nous avons a considérer dans S,
I’équation des cordes vibrantes

(19.2) u'+owu =o,

.. . . T
avec les conditions aux limites u = o pour z === 5

Le spectre et les fonctions propres de (19.2) sont donnés par les
formules

(19.3)

‘w,,:n? (n=1,2 ...),
«
fuu

l
Al
<N
=]
S
—~
8
+
;]
~

Les dérivées « normales » prennent, a des facteurs constants prés, les
valeurs -+ 1, 4+ 1 ou - 1,—1 aux extrémités de I'intervalle d’intégra-
tion. Par conséquent, la suite fondamentale normale se compose de
deux fonclions seulement

p(z)y=1, p(z)=2.

Les problémes analogues a I, sont, pour m > 2, identiques a I,.

La suite adjointe & w, se compose de la fonction p, pour n impair.
et de p, pour n pair.

Formons, d’apreés la régle générale, les équations

(19.3) i+ e =1 <01=0pourx=i§),
(19.9) Yo+ prer=2x (9:=op0urr=i%)-

On peut les intégrer sans développements en séries. La solution
de (19.3) [ou de (19.4)] sera, d’aprés les résultats du paragraphe 7,
la somme d’une fonction linéaire et d’une fonction trigonométrique,
ces deux fonctions prenant des valeurs opposées sur la frontiére. On
trouve immédiatement

cos(x \/,u_') N

L wtem g = am(@vet)
T o=
(‘09(7\/}1)

sin <E) \/;T")

IJ.*("I———I—‘

K
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L’équation d.(p") = o est équivalente a I'équation
2 tang (Zt; \/;—5) o

osin(f“"*) =o.
T - S Vi
o ——ncos(;\/y. S S

c’est-a-dire a 'équation
tang{(tang? —{) =o, (Q—_— Z:;\/P-—'>
L’ensemble des racines de I'équation

tang{—"¢=o0

nous donne toutes les valeurs propres u* qui sont différentes des w.
Les fonctions p, et p, salisfont aux conditions d’orthogonalité

~
.

NS

Pprus;de =0

|

=12 ...)

piu:,-idz:: .
kig

2

Par conséquent on a (toujours avec les notations du § 16)
A A A A
p=py pr=py, di=dY, dP=d,

d{" (") = o n’admet pas de racines ». Par contre, on a '’ (4¢?)= o,
(¢ =1, 2, ...). Par conséquent, toutes les valeurs propres w de la
forme (20)? figurent dans le spectre de I, avec la multiplicité un.

On vérifie immédiatement que les fonctions propres ¢, et v, véri-
fient les conditions aux limites v .= ¢'==o0 du probléme initial. Par
conséquent, le spectre obtenu est identique au spectre du probléme
du flambage des barres encastrées. Ce fait s’explique aisément. En
effet, vu que p, et p, forment un systeme fermé sur la frontiére, on
se trouve en présence d’un cas particulier du theoréme énoncé au
paragraphe 14, sur la convergence des valeurs propres des problémes
modifiés vers les valeurs propres des problemes initiaux.

2° Le carré et le rectangle. — Ainsi que nous Pavons dit dans



Pintroduction, les spectres des problémes des vibrations et du flam-
bage des plaques encastrées ne peuvent étre déterminés explicitement
pour ces domaines. Par contre, les problémes modifiés sont élémen-
taires, car on connait explicitement la solution du probléme corres-
pondant des vibrations d’une membrane.

Soit S le carré |2 <5 [y | <5

Le spectre et les fonctions propres du probléme de la membrane
sont donnés par les formules

w = m?+ n? (myn=1, 2, ...),

. T

2 T .
u=~51nm(x+—— simn _}/—f—— .
P . 2 2

On a, avec les notations du paragraphe 16,

W= 2, uV = cosx cos y,
W= w3= 5, u(? =sin2z cosy, ui? = coszx sin2 y,
wy=8, i) = sin22 sin2 y,

cosh x cos y + cosh y cosx
p=pi= )

cosh (£>
2

__sin2xz coshay R sinh z cos y

b
cosh = <inh (E)
2

ps(@, y) =P (z, y) = p:(y, %),
sin2z sinh 2y + sinh 22 sin2 y
sinh = )

— s —
pr=pri=—"2

Formons les équations
Avi~+ por= pi, Avr— por= ps (pr=vr=o0sur C).

Pour les intégrer sans développements en séries, nous allons poser
comme au paragraphe 7,

pwor="Ur+pr, per= Ugr— pg,
AUr+ pUr=o, AUr— Uz =,
Ur=— ps, U= pr sur G.
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On trouve immédiatement
Uy — cosz cos(yy/m —1) + cos(z /ix —1) cosy
1= )
COS(%\/;J.——-I)
u sinaz cos(y Vi —4) )cosysin(x Vie—1)
1 =— — ,
co&(%\/p—/,) sin<%\/}z—|>
Us(z. y) = Ua(y, =),
Ui s sinaz sin( y Vp — 4) +sin(@ p — 4) sin2y
= .
Sine W-—d)

= cosz cosh (y vy -+ 1) —+ cosh (z . +1) cos
)

cosh (;\/}J.—G—I)
— <sin2z cosh (y%/p + 4) L, sinh (2 yp+1)cosy
== ki
cosh <§\//p+4) sinh (%\/p.—&—[)

Us(z, 3) = Us(y, @),
T sinaz sinh (¥ /i + 4) -+ sinh (x ‘/p+4)sinz‘y
h=— __ .

sinh (;vp+4)

)

........... T U
On aura a calculer

p(pr. Avj) = (pr, AU;) = — u(pk, Uj),
w(pr, 890;) = (pr, AT;) =+ p.(pz, U)),
(p/(’ AW]) = (Pka Ul - U])'

Avant d’aborder ces calculs, signalons que dans des travaux anté-
rieurs (') nous avons déja obtenu les inégalités suivantes :

(19.5) 7,30236 < A7 < 5,31173, 13,294 << A? < 13,37.

Les bornes supérieures ont été obtenues par la méthode de Ritz.
Quant aux bornes inférieures, nous nous sommes servi de la suite

(') A. WEInstrIN, [1], [2]. Les inégalités pour A3 ont été calculées d’aprés mes
indications par M. S. Tomotika [1].
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fondamentale

(19.6) phry (2, ¥) =

cos(2k—1)z cosh (2h—1) y+cosh (2k—1)zcos(2k—1)y
’
cosh(2k — 1)2E
(k=1,2, ...)

qui n’est qu’une suite partielle de la suite réguliére. La suite (19.6)
présente quelques avantages au point de vue du calcul numérique.
mais elle ne contient pas la suite adjointe & wy=15. Pour celte raison
la valeur w, figurait dans le spectre de tous les problémes formés a
Paide de la suite (19.6), et nous avons dit recourir a des considéra-
tions supplémentaires pour démontrer que 1] était supérieure a
wy="5 ('). Ces artifices n’interviennent plus quand on se sert de la
suite réguliére.

Dans ce cas le procédé est, d’aprés la régle générale, le suivant.

Pour calculer des bornes inférieures de 47, posons m = 3. On a,
pour j = k, (pi, Av))=0; j, k=1, 2, 3.

Par conséquent, on aura, en écrivanl p” au lieu de p,
dy(p*) = p1, Aer) (pa, Ae2) (s, Aey) = (1, Aer) (P2, Aea)2.
La plus petite racine de
AP (p*) = (pi, &er) =0,

c’est-a-dire de I'équation

*

n T T o
Stang— = = gut—1 tang(;Vp 1>+ > ; =0,

est égale 4 5.15. De méme, la plus petite racine de

(19.7) A (') = (p2, Av2)=o,

est supérieure 2 5. On peut aisément démontrer ce fait sans faire le
calcul explicite de d{*'. En effet. les racines de (19.7) sont les valeurs
propres, différentes des o, du probléme formé a I'aide de la suite fon-
damentale p., p,, identique a la suite adjointe & w,. Ce probléeme
admet, vu que (p., u}"’) = (p;, ©}"’) = o0, la valeur propre 2. Par
conséquent, la plus petite racine positive de (19.7) sera égale a la
seconde valeur propre de ce probléme, donc elle sera, d’aprés (18. 1),
supérieure & w, = 3.

(') A. WEINSIEIN, [3].
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. /oy /x .
Signalons enfin que d;»(5) et d;’(2) sont différents de zéro. Ce
fait se démontre immédiatement, car on a, pour (k=1, 2, 3),

;\)k = P, 9;‘” =d? et é\lg” =d}’. En résumé, on obtient, en
posant m =3, Dlinégalité A}>5, et le calcul de (19.5) s’achéve
comme dans mon travail antérieur.

Revenons au probléme des vibrations. Dans deux notes anté-
riearcs ('), auxquelles je renvoie le lecteur. j’ai indiqué les inégalités
suivantes :

7,1 < he= A< 7,73, 10,6 < A, < 11.6.

(Nous avons désigné par A la racine positive de A2.)

1 scrait superflu de reproduire ici les détails de ces calculs.
N'ayant pas encore précisé la notion de la suite réguliére, je me suis
servi de suites fondamentales particuliéres, arbitrairement choisies.
Pour obtenir des bornes supérieurcs de A2 et de A2. j’ai calculé le
rapport de I(w)/H(w) pour les fonctions

(sinz + sin3z)cos?y et (sinz +sin3z)(siny + sin3y).

Signalons encore que le calcul de 2} et A} revient au fond a 'étude de
problémes mixtes pour des rectangles et des carrés.

20. Analyse des méthodes formelles. — Ainsi que nous I'avons dit
dans l'introduction, plusieurs auteurs continuent a se servir pour le
carré de solutions formelles.

Nous allons analyser briévement ce procédé, en prenant comme
exemple le calcul de 13, fait par M. Tomotika (2).

Le procédé formel n’utilise pas de problémes variationnels : il
attaque directement l'équation (1.1) AAw-—22w = o. Cherchons
d’abord, avec M. Tomotika, des solutions particuliéres de cette
équation, nulles sur la frontiére du carré S. en posant

w = e**cos(2k — 1)y e cos(2k—1)z k=1,2...).

(1) A. WeINsTEIN, [4], [5].

(?) S. Tomorika [2]. Signalons que M. Tomotika avait déja préalablement
calculé A} par notre méthode (voir S. TomoTikA, [1]).
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On trouve immédialement une infinité de fonctions de ce type
20.0) w=w,,_ =] £ ({ Vi—(2k—1))
cos (‘3 w—_(—/:ﬂ

 cosh (y VTEGETR)

cosh (g VI E—1)

cos(2k —1)z
cosluw yh—(2hk—1)2)
cos(% Vi —(vk— 1)2\)

cosh(wVi+(ok—1)2)
— cosh (%\/7 +(2h — [)2> cos(2k—1)y.

Admettons maintenant <que la solution de (1.1), satisfaisant aux

conditions aux limites (1.2) w = g;i = o, soit donnée par la for-
(4

mule

(20.2) w=2 Avia W,
k=1
.
les coefficients A,;_, étant inconnus a priori. Cherchons a déter-
miner A de maniére que la dérivée normale soit nulle sur la frontiére,

Ry e . . .. dw T
¢’est-a-dire de maniére a satisfaire a la condition < = opour r= =
On trouve. en dérivant la série (20.2) terme a terme,
dw - Aw's
20.3 _— = Ay, —201,
( ) dx 2 M=
k=1
dwy_, . .
Développons —5 - en série de Fourier
dw'y -
_:{2.;_‘. = Z Cyl—1,5 COS25Y,

g=u

et introduisons ces séries dans (20.3). On obtient alors 'expression

\,

2 <i F\—'I“lci»(‘-l,cr> cos2ay.

=0 ‘“k=1

({_g,

dx
(20.4) ZAM*lC?k—i,c:O (s=o,1,
k=1

Pour satisfaire a la condition —— = o, on pose

14

Y



et Uon écrit I'équation
Cm C;o e
(90.5) C11 (4‘31 e =0,

qui exprime que le déterminant (infini) des équations (20.4), a une
infinité d’inconnues, est égal a zéro. Calculons la plus petite racine
des mineurs principaux a m lignes et m colonnes pour m =1, 2, ..

M. Tomotika affirme que ces racines donnent des valeurs appro-
chées de 1,. Le calcul numérique donne, en effet, A7 =13.29, c’est-a-
dire une valeur tres peu différente de la valeur (19.5), calculée par
M. Tomotika par notre procédé.

Il nous parait superflu d’analyser les détails des procedes formels
que nous venons d’exposer, mais nous allons, dans la mesure du
possible. ticher de donner une explication de la coincidence numé-
rique inattendue des résultats.

Observons, d’abord, qu’on peut poser w),,_, = ¢y, + ¢y, les ¢
et ¢’ étant les solutions des équations

Aoysy + A0y = Paiy (¢5k_y = 0 sur Q),
—, ’ —_ »
APy oy — M0hy = Pk (Va4 =0 sur G).

Les p),,_, désignent ici les fonctions de la suite fondamentale (19.6).
D’aprés la méthode développée dans le présent travail, il aurait fallu
former la matrice infinie aux éléments

, , , adwy ;. .
(20.6) (Pari, Awg,-,l>=fp2,.~,<s>—°3;%—'ds=o rk=1,2,...)
C ite

et déterminer la plus petite racine positive des déterminants princi-
paux. Par celte voie on arrive a I'inégalité 23 >13.294. Or, les
éléments du déterminant infini (20.5) sont donnés, a des facteurs
preés, par les formules

/‘pgjd(’;“_' ds (j=o.1,2, ...5k=1,2,...),
e

ou p,;(s) désigne la fonction égale & cosajz pour y===-et &

wra

. T
cos 2jy pour x = = S

Bien que les éléments du déterminant du procédé formel soient net-
tement distincts des éléments (20.6), les valeurs numériques des
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plus pelites racines des déterminants principaux sont, par un hasard
inexplicable, a peu prés identiques. Néanmoins cette coincidence
numérique, qui d’aillears n’a pas toujours lieu, ne pourrait étre
considérée comme une justification des solutions formelles.

Les auteurs des procédés formels ne se prononcent pas sur la pos-
sibilité de calculer les valeurs propres d’indices supérieurs. D’apres
ce que nous avons vu dans le présent travail, cette question ne pour-
rait étre discutée avant d’avoir établi la liaison entre les problémes
de la théorie des plaques et de la théorie de la membrane ().

En terminant cette rédaction, je Liens a exprimer ici ma profonde
reconnaissance aux Savants francais dont l’accueil m’a permis de
poursuivre mes recherches en France.

(*) [ Note ajoutée aux épreuves]. M. Iguchi [1], [2]| donne, dans des travaux tout
a fait récents, quelques résultats numériques, obtenus par des procédés formels.
Une rapide inspection de ces résultats montre qu’ils sont — en partie au moins —
inexacts. Des applications numériques de notre méthode seront publiées inces-
samment.
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— 4. Sur I’équation des vibrations d’une plaque (Comptes rendus de la Société
de Physique, Genéve, 53, 1936, p. 62).

— 5. Sur ’équation des vibrations d’une plaque encastrée (Comptes rendus de
U’ Académie des Sciences, 202, 1936, p. 18qg).
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— 6. Sur le spectre de Péquation des vibrations d’une plaque encastrée (Comptes
rendus de I’Académie des Sciences, 205, 1937, p. 707).

H. WevL. — 1.-Ueber die Abhingizkeit der Eingenschwingungen einer Membran
von deren Begrenzung (Journal fiir reine und angewandte Mathematik, 141,
1912, p. I).
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O. H. Faxen. — 1. Die Knickfestigkeit rechteckiger Platten (Zeitschrift fiir
angewandte Mathematik und Mechanik, 15, 1935, p. 268).

S. IevcHl. — 1. Allgemeine Losung der Knickungsaufgabe fiir rechteckige Platten
(Ingenieur-Archiv, 7, 1936, p. 207).

— 2. Die Biegungsschwingungen der vierseitig eingespannten rechteckigen Platte
(1bid., 8, 1937).

K. Sezawa and W. Waranass. — 1. Buckling of a rectangular plate with four
clamped edges reexamined with an improved theory (Report of the Aeronau-
tical Research Institute, Tokyo Imperial University, n° 143, 1936).

G. I. Tayror. — 1. The buckling load for a rectangular plate with four clamped
edges (Zeitschrift fir angewandte Mathematik und Mechanik, 13, 1933, p. 147).

S. Towmorika. — 2. The transverse vibration of a square plate clamped at four edges
( Philosophical Magazine, 7¢ série, 21, 1936, p. 745).
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