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RECHERCHES

MASSIFS PULVERULENTS
A PAROI INCLINEE ET TALUS PLAN

APPLICATION DE LA METHODE DE BOUSSINESQ

INTRODUCTION

Somuaire. — Historique de la question. — Intérét de la méthode de Coulomb.
But du présent travail.

1l ne semble pas qu’on ait envisagé I'élude rationnelle de la poussée
des terres avant Coulomb. Des résullats d'ordre empirique étaient uti-
lisés pour le calcul des « revétements ». D'ailleurs Coulomb lui-méme
ne s'est occupé qu’'indirectement de la question dans le but de vérifier
sa héorie sur le frotlement.

Dans son mémoire célebre publié en 1773 (1), on peut déja dégager
les idces fondamentales relatives a I'équilibre des masses pulvérulentes.
Il mit en évidence l'existence d’une infinité d’équilibres possibles, com-
pris entre deux limites : plus grande et plus pelile limites (bulée et
poussée). Ces équilibres donnent lieu & des inégalités mathémaltiques
qui se réduisent & des équations pour les deux limites.

Dans Je cas d’une ruptare et d’un déversement du mur c'est la plus
pelite limite ou poussée ui entre en ligne de comple. Un coin du mas-
sif tend & se délacher par glissement sur le mur et sur unc surface
cylindrique S, tout ceci bien entendu est relatif au probleme plan. Le
massif toul entier est & I'é¢tal d’¢équilibre-limile ou éboulcux.

C’est pour élre dans le cas le plus défavorable que Coulomb a préco

(1) Savants étrangers de I’Académie des Sciences de Puris, t. VII, 1773, p. 359.
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nisé la recherche de la surface S donnant la poussée la plus grande.
Comme « I'expérience donne a peu pres une ligne droite » pour ligne
de rupture et, dailleurs, prévoyant la difficulté de I'étude d’une sur-
face S quelconque, il a élé amené & supposer celte surface plane et i
chercher le plan de glissement qui donne la poussée la plus grande.

II'a montré ensuite que:
le défaut de sa méthode
réside dans le fait que la
poussée trouvée est infé-
rieure & la plus grande
limite inférieure théo-
rique. 1l a méme essayé,
sans lrop de succes d’ail-
leurs, de donner une
méthode plus précise de
recherche de la surface S
et de calcul dela pous-

Fic. 1. sée.
Cette méthode simple
a donné lieu & différentes recherches toutes d’ordre pratique faites par
des ingénieurs de la premiére moitié du x1x® siecle.

Pour calculer la poussée, tout au moins dans le cas de la construction
des murs de souténement de dimensions moyennes, on fait encore
appel & la construction géométrique de
Poncelet.

C'est en 1856, que Rankine, le premier,
a essayé d’étudier plus rationnellement la
question. 11 s’est proposé d’établir les
conditions d’équilibre intérieur d’'un mas-
sif dépourvu de cohésion. Il a résolu
le probleme dans le cas particuliére-
ment simple d’'un massif indéfini & talus
plan.

Vers 1870, Maurice Lévy (1), n’ayant
aucune connaissance des travaux de Ran-
kine, retrouve les mémes résultats, sous une

Fie. 2. forme différente d’ailleurs. En oulre, il met

en évidence l'existence d’une direclion de

elissement telle que Pintroduction d’un mur rugueux suivant celte
méme direction et remplagant la partie du massif située & son arricre,
ne change pas 1'équilibre déja ¢tudié de la seconde partie du massif.

Maurice Lévy, satlaquant ensuite aux différentes hypothéses de

Z

(1) Jowrnal des Mathématiques, 2° série, t. XVIII, 1873, p. 241.
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Coulomb, a démontré que les lignes de glissement, toutes les fois
qu’elles sont planes, sont paralléles entre elles et les deux théories
coincident. Mais, en général, ces lignes sont courbes, fait que Coulomb
avait bien remarqué.

Ainsi, Maurice Lévy, apres avoir rejeté comme fausse Ja méthode de
‘Coulomb n’a en fait donné qu’une solution parliculiere du probleme
-de la poussée des terres. Barré de Saint-Venant (1) eut alors I'idée d’en
«déduire une solution approchée des cas voisins ot I'inclinaison du
mur sur la verticale différerait un peu de celle théorique du plan idéal
«de M. Lévy. Ce fut le point de départ des (ravaux de Boussinesy. II
publia dés 1873 différents ouvrages (2) et trouva des valeurs par défaut
et par excts de la poussée griace a I'introduction (héorique de massifs
hétérogenes convenablement choisis. 11 a démontré que, au deld du
plan idéal de Maurice Lévy, le massif se comporte toujours de la méme
facon quelle que soit la position du mur. 1l n’y a donc lieu de corriger
la solution Rankine-Lévy qu'en deca de ce plan. D’ailleurs, les formules
Rankine-Lévy, comme 1’a montré Saint-Venant donnent toujours des
résullats par exces, ce qui pourrait justifier leur application pratique.

Boussinesq n’a développé sa méthode qu’au cas trés simple d’un talus
horizontal et d’'un mur vertical. M. Callandreau, dans sa these, I'a
généralisée pour un talus plan quelconque, le mur élant toujours verti- .
«cal. Il a donné une table des coefficients de poussée résultant des for-
mules trés précises qu’il a trouvées.

Boussines(j, reprenant le principe de maximum di & Coulomb, a
-démontré qu’effectivement la surface S de séparation ou de rupture
-dans le massif, partout supposé a I'élat d’équilibre-limite ou ébouleux,
-est précisément celle qui donne la poussée maximum sur le mur.
Ainsi, le principe de maximum, que Coulomb a admis dans un but
utilitaire, se trouve justifié si 'on admet 1'établissement instantané de
Pétat ébouleux dans le massif. La méthode de Coulomb, assimilant la
surface S de rupture & un plan, donne done des valeurs légeérement
par défaut des coefficients de poussée.

Résal (3), connaissant les remarquables propriétés du plan
Maurice Lévy trouvées par Boussinesq, a cherché a évaluer la poussée
-en introduisant différentes courbes caractérisques du massif : ligne de
poussce el lignes de charge, enveloppes de la direction conjuguée de la
verlicale en un point, les courbes sont la solution générale d'une
<$quation différentielle non intégrable. Un caleul approché aux di(fé-
rences finies lui a donné les valeurs du coellicienl de poussée dans les

(1) C. R. Acad. S-., Paris, 14 tévrier 1870, et Journal des Mathémaliques, 2¢ série,
1. XV, 1870, p. 237.

(2) Annales Ecole normale, 3¢ série, t. XXXIV, 1917; C. R. Acad. Sc., Paris,
22-29 avril, 13 mai, 10 et 17 juin 1918.

i3) REsaL, Théorie de la poussée des terres (Paris, Bérenger, 1903-1910.
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différents cas. Il a donné, en 1903, des tables complétes des coefficients
de poussée lesquelles ont ¢été corrigées en 1910. Signalons qu'il a
essayé de tenir compte de la cohésion de la matiére constituant le mas-
«if en introduisant dans ses calculs un angle virtuel du frottement,
intéressant surtout dans les cas des terrains argileux.

Résal reprochait a la méthode de Coulomb de donner des coeflicients
{rop grands et & celle de Boussinesq. d’étre trop restreinte. Les travaux
de Boussinesq monirent I'inexaclitude de ces deux affirmations.

Depuis Résal, différents ouvrages (1) relatifs & la théorie de la pous-
sée des terres ont paru. Signalons 'élude récente faite par M. Caquot sur
les massifs & frotlement internc ou il a donné une interprétation rela-
live aux phénomcenes de 'équilibre des terres & 1’aide du cercle de
Mohr et de la courbe intrinseque. La méthode de caleul qu'il a ima-
ginée n’a encore ¢1é 'objet d’aucun fravail, a notre connaissance.

Le présent travail a pour but de montrer I2s avantages de la méthode
de Boussinesq, de donner unc interprétation physique des résaltats
obtenus et enfin d’étendre cette méme méthode an cas d'un massif pul-
vérulent en pente soulenu par un mur d’inclinaison quelconque.

CHAPITRE PREMIER

SomMaIRE. —- Hypothéses relatives aux « semi-fluides » et « massifs pulvé-
rulents ». Equation d’équilibre-limite d'un massif de terre pulvérulent et.
homogene.

Nous n’avons pas a discuter ici les différentes hypothéses relatives.
aux « semi-fluides ». Mais nous avons jugé nécessaire de donner un
apercu de toute la théorie servant de base a I'étude de la poussée des.
terres. Cette théorie donne en particulier une signification physique &
certaines grandeurs introduites dans les équations d’équilibre-limite..
Ces équations peuvent étre simplement trouvées, comme I’a fait Rankine,
en utilisant la répartition connue des efforts autour d’'un point d’un
milieu quelconque mais homogéne et en supposant que le glissement
dans le massif se produit deés que Pangle de plus grande obliquité
dépasse l'angle ¢ de frollement intérieur.

(1) M. Caquor : Equilibre des massifs a frollement interne (Gauthier-Villars, 1934)..

(2) M. CaLLANDREAU @ Theése de doctoral {Gauthier-Villars, mars 1931); Bulletin de
la Société de Mathématiques (1932) ; Mémoire de la Société des Ingénieurs civils (janvier-
février 1932).
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La matiere considérée est composée de grains tros pelils dont la
forme et le groupement dans le massif qu'ils constituent sont absolu-
ment quelconques et régies par les lois du hasard. Si, par la pensée,
nous isolons dans ce massif un petit groupement de ces grains, for-
man! une particule, cet ensemble est considéré comme plus défor-
mable que compressible. On peul facilement réaliser celle propriélé a
aide d'unsac rempli de sable qui conserve un volume constant quel que
soil la forme donnée au sac Cesl aussi une propriété des fluides liquides
d’avoir une compressibilité négligeable et une déformabilité parfaite.

Les deux fails d'une répartition quelconque des grains et parlicules
dans le massif et de I'incompressibilité nous permetlent de considérer
ce massif comme formant un ensemble homogene, statistiquement
isotrope et de densité constante. Cette densit¢ dépend de la nature
physique du terrain et du degré de son tassement. Eu effet, 'encheve-
trement plus ou moins parfait des grains entre-cux influe sur le vide
existant entre ces mémes grains.

Les particules sont incapables de supporter des efforts de traction et
de cisaillement simple. Elles ne sont retenues en contact les unes des
autres que par lear pression mutuelle et par le {rottement qui en résulte.
Elles sont supposées, en particulier, dépourvues de toute cohésion.

Hl existe, pour chaque parlicule, un « état naturel » théorique dans
lequel aucune aclion ne s’exerce entre ses grains.

A partir de cet étal naturel, la parlicule peut éprouver des contrac-
tions d’ensemble, d’ailleurs négligeables, el capable de produire entre les
grains une pression commune p que nous considérerons comme positive.

Dautres déformations se produisent suivant trois direclions rec-
tangulaires, assimilables & trois dilatations ou contractions principales
31y 84, 0y, dues & des roulements des grains les uns devant les autres et
produisant sur les éléments plans, respectivement perpendiculaires &
ces directions de (rois pressions principales Py, I,, I’; que nous considé-
rerons comme négatives.

Il est facile de voir que 'on a :

PP+ P
—  r

Du fait du frottement une particule posstde une certaine rigidité
transversale. Le coefficient de Lamé correspondant, au lieu d’étre cons-
tant, comme dans les corps éludi¢s dans fa théorie de Iélasticité, ou
nul comme dans les liquides parfails, est supposé proportionnel a la
pression moyenne p. Cest de 1a que vient la dénomination de semi-
fluides 4 cette espece de maticre. On peuat alors éerire, n ¢tant un coef-
ficient caracléristique de Ja matiere :

P—p, P—=P PP

W, — 5 2o, —sg) s —3y) 0
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Or nous avons & étudier I'équilibre d’'une masse pulvérulente soute-
nue par un mur. Le probleme est plan et la dilatation perpendiculaire
au plan de symétrie 3, est nulle. En supposant les diverses dimensions
principales d’une particule, a I'élat naturel, peu difterentes, on peut
éerire :

3, -3, = 0.
Ce qui donne immédiatement :
P, —P,
‘113“1‘—: = np (1)
1
P:ff‘“zz(Pa—l-l)z):—Pa (2)
et
P.—P . .
m = 27’[01. (3)

Or, si I'on désigne par :

© et 90, les composantes tangentielle et normale de la pression en un
point; :

v, l'angle que forme avec la direction de la plus grande des deux
pressions principales P, I'élément plan du petit prisme sur lequel
agit la pression en question.

Ona:
P, —P
6:1T2$in27,
P, +P, P —P ()
PN — 12 4 =" cos2y.

L’inclinaison y correspondant a I'élément plan sur lequel s'exerce
la pression la plus oblique, s’obtient en annulant la dérivée par rap-

porﬁ 4 v du quotient i
— 96

Cette valeur de v est définie par :

¥P2—P1
N =
et on a alors : (5)
© :Pz_Pi.
=% ayppr,

Or, nous avons vu que les particules supposées sans cohésion ne
sont relenues en conlact les unes des autres que par le frottement.
L’analogie des deux couches pulvérulenies que sépare un élément plan
avec deux solides tendant & glisser 'un contre I’autre, porte & élendre
aux premiéres la loi usuelle du froltement des solides et & écrire :

:%<tg%
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v étant 'angle de frottement intérieur du massif, ou bien I'angle de
talus naturel, comme il est facile de le voir.

Mais, nous avons en vue, dans celte étude, le calcul de la résistance
que doit avoir un mur de souténement. Une paroi peu résistante tend
A étre renversée. D'un état d’équilibre quelconque qu’il avait, le massif
passe alors par Pintermdédiaive de tout un ensemble d’élats d’équilibre
Jusqu’a un ¢quilibre-limite apres lequel il y a ruplure. La lerre glisse
alors le long du mur et d'une surface en son intérieur. Ln tous les
poinls de ces surfaces, en prenant ¢ comme angle de frottement terre-
paroi, on a :

= tg 0.
—x °f

On peut admetire avec Boussinesq comme vraisemblable que, dés le
début de I’ébranlement du mur, Ja rupture atteindra, a la (ois ou presque
4 la fois, sur toute Ja profondeur et sur I'épaisseur du massif, un volume
considérable de maticre pulvérulente, contrairement & ce quiarriverait
pour un massif pourvu de cohésion ot la rupture n’alteindrait immé-
diatement que la région la plus chargée et surtout la plus tirée.

Ainsi, un équilibre-limite serait atteint partout dans la masse, et cet
€quilibre a lieu sans que les diverses particules aient sensiblement bougé
ou aient pris une vilesse quelconque. 11 suffirait donc de donner au
mur une résistance capable de vaincre justement la poussée ainsi exer-
cée sur lui au moment dangereux de Iéquilibre-limite du massif et
capable, par conséquent, d'empécher un tel état de se produire.

Grace & celle hypothese d’équilibre-limite, ou d’étal ébouleuz partout
réalisé, I'inégalité précédente devient une égalité et le calcul de la
poussée devient possible, tout au moins théoriquement. Nous faisons
abstraction évidemment des perturbations dues au voisinage du fond
solide.

Des relations (5) on tire immé-

7\ diatement :
—P,
I, r cos 2y == sino = - (6)

PﬂLp

Ce qui donne :

Fi. 3. (T T -
! r=x(i-5) 0

La formule (6) montre que, pour une terre donnée, le rapport des
deux pressions principales est constant :

P, 1 —sing
| ["(am.c[iﬂﬁl—‘fsin@ ‘
L’ellipse des—fatigues_de Tamé en un point est donc semblable &

elle-méme dans tout le massif. Les éléments soumis aux actions les
plus obliques et ces aclions elle-mémes font toujours avec la plus
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grande pression principale un des angles = (— — i) Ces deux direc-
4

tives sont d’ailleurs conjuguées. La matiere se dilate dans le sens de
la plus petite pression isostatique P,. Résal a utilisé cette proprieté
pour différencier la poussée de la butée Nous aurons 'occasion de
revenir la-dessus plus loin.

Par ailleurs, si nous remarquons que, au moment de l'équilibre-
limite, on a :

sin ¢ == 2n3,.
Nous voyons que 8, comporle, pour chaque matiere pulvérulente, une

)

o - sin ¢
limite supérieure

qui est en

quelque sorte une limite d’élasti-
cité.
On a, en fin de compte :

PP, = —2p
el I'équation (6) s’écrit (8)

P,—P, 2psine
Jusqu’ici, nous n’avions rapporté
nolre massif & aucun systéme
d’axes. Soit donc le profil rectiligne
du talus incliné de I'angle o posi-
lif dans le cas de la figure : nous le
Fig. 4. prenons comme axe des y. L'axe
des x est dirigé vers le bas. Soit y.
l'angle aigu que fait avec Oz la plus grande des pressions principales.
Si N, N, et T, désignent les effor(s agissant en un point suivant les direc-

tions Ox et Oy, on a :

N1+N2 Nz"_Ni

P, = .

! 2 + 2 cos 2y

- N,+N, N,—N, ;

P = 2 2cos 2y &

) N,—N

3 — -',—1“ tg 2.

[’ou V'on tire immédialement, en portant dans les équations (8)

Ny, = — p(l 4+ sinocos 2),
N, == — p(1 — sin g cos 2/), (10%
T, = — psinesin2,.

Ces efforts doivent vérifier les deux équations indéfinies de I'équilibre :

___+QT__|_ X—0 i_}.___}_ Y--
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ou ¢ représente la densité au point M et X, Y, les composantes des
forces extérieures agissant sur I’élément de volume.

Si II est le poids spécifique de la masse pulvérulenle, les équations
indéfinies de I'équilibre s’écrivent : '

0,
£ -~ sin ¢ [i (p cos 2y) + 2 (p sin “27‘)] — X == 0,
o ox - Y .
R (1)
— + sin ¢ [ (p sin 27) — —;5 (p cos 27)} — oY = 0.
[¢

Et, en passant en coordonnées polaires, ces équations s’écrivent :.

. op Lop. . S :
|cos 0+ sin ¢ cos(2y — 6)] £+;£ [—sin6 +sinosin(2y —6)]
—2p 51ncpsm(~/——6) +2—s1n<pcos( 2y — 6) —pX::O;

op Lop (12)
[sin 8 + sin ¢ sin (2y —0)] ey [cos 0 —sin o cos (2 —6)]

+2p sin ¢ cos (2y — 6);—71‘1'-271—_)511130 sm(\le—O)?)'é‘ —oY=0.

On a ainsi un systéme de deux équations (11) ou (12) trop complexe
pour que la recherche de l'intégrale générale puisse élre envisagée.

Cependant un calcul par différences finies permet de délerminer,
comme I’a montré Boussinesq, et comme il est facile de le voir, les
fonclions p et y en chaque point du massif, si on suppose connues leurs
valeurs sur le talus et en admettant qu’il n’y a aucune singularité en
chemin ce qui, d’ailleurs, n’est pas le cas.

En fait, on se borne au cas ol les lignes d'égale inclinaison ; sont
des droites passant par 0 ou se coupent le profil supérieur du massif et
celui du mur. z ne dépend donc plus qué de 6 et 'on reconnait que,
par raison d’homogéinité, p est proportionnel & r, soit :

p =—"Pr, 13)
ol P ne dépend que de I'angle 6.

Le systeme (12) s’écrit alors, en le simplifiant et en isolant les termes

différentiels, comme l’a fait M. Callandreau :

ap
Psin2(y —0) — y [cos 2(;,—6) — sin ¢]
. = IIsin (27 + o —6), (14)
Pcos?’¢ +2Psino »J% < [cos 2(y — 6) — sin ¢]
= II [cos (v -+ 8) — sin ¢ cos (27 4 o —6)].
Les conditions aux limites sont les valeurs particuliéres de p et &
la surface libre et le glissement contre le mur. Ces conditions sont

d’ailleurs surabondantes comme nous le verrons dans les chapitres
qui suivent. '
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CHAPITRE 1l

SommaIrRE. — Solution du massif indéfini de Rankine., — Solution particu-
liere Maurice Lévy. — Mcéthode de Boussinesq. — Calculs de Résal. —
Comparaison des différentes méthodes.

Le systeme précédent s’'intégre facilement dans le cas du massif de
Rankine. Un tel massif est a surlace libre, plane, indéfinie, et n’est pas
soutenue par un mur. Alors p et y ne dépendent nullement de ¥y et
méme / est constant et donné par 'équation :

sin o - sin ¢ sin (2y + o) = 0. (15)

. sin o . . . .
En posantsin o’ = ——avec o’ aigu, celte équation a deux racines :
sin ¢

74 et 725
G k3 o — o

[1— 9 ’ XJZ_E{_ 9

Ces deux racines sonl négatives el donnent deux directions de part
et d’autre de la direction — <Z —{—Z—f—) Pour y, ce sont les couches

s’écartant peu de I'horizontale qui sont les plus fortement pressées et les
couches verlicales détendues. C’est le contraire pour ,,.

Done y, correspond au phénomeme de la poussée, seule valeur qui
nous intéresse et y, & la butée que nous écartons. L’équation (15) a une
racine unique qui nous intéresse y,.

Quant & p, sa valeur est donnée par :

. 1¥ sm(f>>§a:_ (16)
sin ¢ sin 2y,

Dans le massif indéfini de Rankine, une des deux directions de glis-
sement est particulidrement intéressante. C’est la direction du plan
Maurice Lévy. Elle fait avec la plus grande pression principale P, en

un point, angle G — g) vers les y positifs.
Son azimut est donc égal a :
T ?
179 + Lo
et si ¢ est I'angle positif qu’elle fail avec la verticale, on a :

i:g—%—}—w——xi. (17),

4
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Si ce nouveau plan, avec la parlie du massit siluée & son arriere,
devient un mur rugueux, la masse sablonneuse subsistante sera sur le
point de glisser contre lui en s’abaissani. La poussée sera celle qu’on
aurait besoin d’évaluer et I’équilibre est le méme que celui de Rankine-
Lévy. Cette poussée est égale a :

R =1I1r X< cos (¢ +1) (18)
par unité d’aire. i

(’est la formule Maurice Lévy.

Remarquons qu'on peut déterminer facilement et géométriquement
la position du plan Maurice Lévy. M. d'Ocagnes a trouvé une construc-
tion tres simple a l'aide des propriétés du cercle de Mohr. M. Callan-
dreau en a donné une autre, basée sur une équation équivalerte &
I'équatio 1‘(12),3N°us en avons trouvé une (roisiéme basée sur le fait que
l'e]lipsc%l‘&‘bmgé‘est connue en forme en tous les points du massif. A
cet effet, comme il s’agit du massif de Rankine, nous connaissons en
un point la direction conjuguée de la verticale. 11 suffit d’avoiren gran-
deur les deux diameétres conjugués correspondants pour pouvoir cons-
truire les axes de I'ellipse et les directions de glissement immédiate—
ment par une construction classique. Nous pouvons fixer arbitrairement
la grandeur OA du demi-diametre vertical par exemple. Tracons la

droite horizontale A’OA” et

B marquons A’ et A” tels que

OA’ == OA” = OA. Nous

. . > ) connaissons ladirection con-
A A juguée OB de OA :

(0A”, OB) = o,
angle du talus.

Si B était connu, les axes
de l’ellipsema%ﬁe’.‘éeraient
égaux en grandeur & BA’ et
A ‘ BA”. On doit donc avoir :

BAY [T—sme—
BA T {l +sing
Le point B est donc sur un cercle centré sur A’A” entre des points M
—sIn

FiG. 5.

’

MAY ¢ o
tels que le rapport TG soit précisémen m On a en général

deux points B correspondants aux deux ¢équilibres-limites poussée et
butée. Pour la poussée, on doit avoir OA > OB et la distinction est
simple. Le point B trouvé, le reste de la construction est classique.
Revenons alors au massif & talus plan et soutenu par un mur d’in-
clinaison 7' quelconque différente de . Prés de la surface libre et en
dessous, ot p == 0, la valeur y de la distance au mur est infiniment
grande par rapport a x. Ceci permet de supposer les circonstances indé
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pendantes de y aux petites profondeurs x et d'y appliquer les for-
mules (15) et (16) relatives au massif indéfini de Rankine. Pour la cir-
constance, la formule (16) devient :

P II sin w

s 0.

" sing sin 2y
D’ailleurs celte solution vérifie toujours le systeme différentiel (14),
mais la solution convenabie doit donner une poussée telle, qu’il y ait, si
possible, glissement du massif sur le mur au moment ot I'équilibre-
limite est établi.

A partir de ce résultat, Boussinesq a cherché d'abord a étudier un petit
coin du massif, situé de part el d’autre du plan idéal de Maurice Lévy, ot
la solution est déja trouvée. 1l a introduil des lermes correctifs a celte solu-
tion dans le bul d’avoir contre le mur un glissement d’angle ¢ du massif.
Cette méthode a pu étre généralisée par I'introduction de massifs hétéro-
genes qui permellent d’avoir des limites supérieures et inférieures de la
poussée.

Un peu plus tard Résal a étudié la quesiion dans toule sa généralité.

L. ‘b 1l considere en chaque point la direction verticale et sa conjuguée dans
eehyq 1ellipse des—tatiguesde-Lamé dont nous avions dit un mot plus haut.
Cette direction conjuguée enveloppe une série de courbes appelécs

lignes de charge. La ligne de poussée est une courbe parliculiére dans

cet ensemble. Si, en un point, on connait I'inclinaison de la ligne de

charge, on peut calculer tous les ¢éléments caractérisliques en ce point

du massif, et en particulier la poussée ¢lémentaire relative a une direc-

tion donnée. En effet, dans une ellipse, il y a deux directions conjuguées

9.

Or,.la connaissance de la ligne de charge en un point donne 'angle deJ_j
la direction verticale en ce point et de sa conjuguée. L'ellipse de-bamé, ""b@
de forme invariable, peut &tre alors orientée de deux facons en ce point,
suivant que I'on suppose le diametre vertical plus grand ou plus petit
que son conjugué. Résal suppose que, dans le cas de la poussée, le dia-
melre vertical est le plus grand. Alors la (erre se détend dans une direc-
tion la plus proche de Phorizonlale. Ceci nous semble assez arbiiraire.
Considérons, en ellet, d’abord un coin du terrain proche du mur. Dans le
cas d’une rupture et d'une possibilit¢ de renversement, la terre se détend
dans une direction la plus proche de la normale a ce mur. Sice dernier

est suffisamment incliné par rapport a la veriicale, ceci se traduit par

le fail que le diametre vertical de I'ellipse dv—&ge’é%'point est plus
petit que son conjugué, contrairement a 'hypothese de Résal. Quant &

la partie du massifl située assez loin du mur, rien ne permet de faire
une hypothese plutot qu'une autre. Ainsi, la condition de glissement

du haut du mur vers le bas, que nous cherchons & réaliser n’impose pas

. . . . . .. T T
faisantun angle donné, compris entre deux limites qui sontici ~— et 5
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I’hypothese de Résal qui n’offre, comme nous venons de le voir, aucun
caractere absolu.

En fait, les chiffres obtenus par Résal sont trés satisfaisants et présen-
tent, une coincidence frappante avec ceux obtenus par la méthode
de Boussinesq. Tant que le massil est en surplomb, ce fait n’est pas
étonnant puisque Résal obtient un équilibre limile avec une réaction
conlre le mur faisant un angle o vers le bas avec la normale a celui-ci.-
Mais lorsque le mur est en surplomb, Résal (rouve des réaclions terre-
mur faisant, avec la normale & la paroi, un angle inférieur a ¢, voire de
signe contraire & celui qui impose le glissement sur le mur. Cela ne veut
pas dire, comme cerlains auteurs 'ont affirmé, que les coetlicients de
poussée ainsi calculés sont trop grands, soit que le massif est moins
résistant & I'¢boulement. En effet, ’'équilibre-limite ne peut étre réalisé
dans tout le massif, autrement dit le principe de I'élat ébouleux est en
défaut & partir du plan Maurice Lévy. Considérons pour cela les deux
équations (14) ou d’autres ¢quations similaires, plulot, par exemple,
celles établies par M. Caquot (1) que celles de Résal qui utilisent une pro-
pri¢té du massif souvent en défaut. Si nous faisons abstraction des dis-
conlinuités possibles dans les fonctions introduites ou dans leurs dérivées
un calcul par différences finies donne, d'une facon aussi approchée
qu'on le veut, les caractéristiques du massif en chacun de ses points et
en particulier le long du wur. Il suffit, pour cela, qu'on ait ces mémes
caractéristiques le long d'un plan radial, qui est ici le plan du talus
du massif. Supposons maintenant certaines discontinuités dans les fonc-
tions introduites. Si ce fail a lieu en un point, il a lieu ¢videmment
tout le long du plan radial passant par ce point. Nous verrons que ces
plans sont isol¢s el, d’une fagon plus précise, il y a un seul plan singu-
lier. Il suffit alors de connaitre les caractéristiques du massif sur le
talus et de part et d’autre des plans singuliers pour qu'un calcul par
différences finies donne la solution désirée du probleme. Dans ces con-
ditions. il 1’y a aucune raison pour qu’on oblienne le 'ong du mur une
réaction inclinée de l'angle ¢ sur la normale. Donc celte condition
physique imposée peut éire considérée comme surabondante, & moins
d’infirmer le principe de I'étal ébouleux. Or le glissemnent le long du
mur semble étre une condition essentielle au moment de la rupture.
Nous pouvons donc affirmer que ¢’est le principe de 'état ébouleux par—
tout réalisé qui est en défaut.

Au premier abord, ce résullat rendrait impossible toule tentative de
résolution théorique du probléme. En fait, la méthode de Boussinesq
en donne des solutions approchées. Tout en ulilisant le principe de
Pétat ébouleux partout réalisé, Boussinesq introduit différents angles
de frottement @, ¢, qui permettent en somme de se rendre compte de

(1) M. Caquor : Equilibre des massifs a [rotlement interne (Gauthier-Villars, 1934).
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I'étal plus ou moins proche de I’éboulement atteint par chaque point.
L’'introduction des massifs hétérogénes ou ce qui revienl au méme d’'un
degré du liberté supplémentaire aux équations (14), permet de tenir
compte de la condition physique du glissement contre le mur.

C'est pour ces raisons que la méthode de Doussinesq nous a paru la
plus intéressante. Non seulement elle est I'interprétation directe de
Pétat du massif au moment du renversement du mur, mais, du fait
qu'elle donne des limites supérieures et inférieures des coefficients de
poussée, elle permet d’avoir un « encadrement » de la réalité. 1l nous
a donc semblé intéressant de poursuivre 'étude des massifs pulvéru-
lents dans la voie tracée par Boussinesq.

GHAPITRE I

SoMMAIRE. — Aper¢u des résultats lrouvés par Boussinesq
et par M. Callandreau. — Point de départ du présent travail.

Nous avons déja fait remarquer que, au voisinage de la surface libre,
le massif se comporte comme s’il était indifini et alors les formules (15)
et (16) y traduisenteffectivement I'équilibre. Boussinesq a montré que,
si on appelle " la dérivée de , par rapport a 0, cette dérivée est nulle
depuis la surface libre jusqu’a uneinclinaison critique d’azimut 6, ol Ja
solution Rankine-Lévy est applicable. Dans Je coin exceptionnel compris
entre le mur et ie plan 6, il y a lieu d’introduire des termes correctifs a
cettesolution. Cestermesqu’il apris linéraires par rapport a 1’écart (6—6,)
pérmettent de déterminer I’anglecritique 6,qui est alors défini par I’équa-
tion :

sin (9 + 2i — 20 — 26,) = sin ¢
qui a deux solutions mais dont la seule acceptable est :
0, = (1 — o).

Le plan critique est donc le plan Maurice Lévy lui-méme. Cest un
plan singulier qui ne peut étre trouvé par continuité. Si y et p sont
continus sur ce plan, ce qui est d’ailleurs une condition physiquement
obligatoire, il n’en est pas de méme de leurs dérivées d’ordre quelconque.
Ce fait infirme les méthodes de recherche par calculs aux diffé-
rences finies & parlir de la surface libre, ces calculs étant basés sur la
continuité des fonctions 7 et p et de leurs dérivées ou d’autres fonctions
similaires caractéristiques du massif.

Supposons que le mur ait une inclinaison supérieure a celle du plan
Maurice Lévy. Le coin exceptionnel ol il y aurait lieu d'introduire
des termes correctifs 4 la solution Rankine n’existe pas. Le gros du mas-
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sif ou y est constant s’étend jusqu’au mur. La couche contigué au mur
est alors préservée d’un éboulement immédiat et fera corps avee lui s'il
commence & s’ébranler. La ruplure se fera alors dans le massif lui-
méme. L’équilibre de la masse est identique a celle du massif indéfini
et le calcul de la poussée se fera & 1'aide des formules (15) et (16). Le
probleme esl alors résolu et les chiffres de Résal sont exacts.

Ce ne sera donc que dans le cas, le seul usuel, ou I'inclinaison du
mur est inférieure & celle du mur idéal Maurice Lévy et dans le seul
coin compris entre ce mur et la paroi, qu’il y a lieu d’étudier les varia-
tions de 7 et p ou P.

Désignons d’une facon plus précise par y, p et P les valeurs de ces
variables, en un point donné, fournies par les équations (15) et (16) et 7/,
p’ et P" leurs valeurs effectives dans le coin exceplionnel. Comme Bous-
sinesq ne cherchait pour y', p" el P’ que des valeurs voisines de y, p et
P, il a posé :

P — p = HrA,—6),

(20)

, c
7= g (0 —0)

en notant que p’ est proportionnel & 7. Le coefficient 2 dans ;" est inté-
ressant du fait qu'on a ¢ = 1 lorsque la paroi est confondue avec le
plan Lévy. A et C sont des constanies convenablement choisies.
I’ensemble des conditions d’équilibre-limile dans le coin excep-
tionnel, de glissement de la masse sablonneuse conlre le mur, jointes
aux équations indéfinies de I'équilibre permet de calculer A et c.
Les équations (14) d’équilibre doivent étre identiquement vérifiées si
Y4

. dl A
on ) remplace P el 7 par P’ et y'. Comme les dérivées 7 et ?1% y entrent

au premier degré, ces équations sont aussi vérifiées par les différences
(P — P) et (' — 7). En passant a la limite 6 == 6,, on trouve les deux
équalions
— HAsin 20y — 6,) + Pecos 2(y — 6,) =0,

—IIAsin 2(y — 6,) -+ Pcsin g =0,
systtme de deux équations lindaires et homogénes en A et c¢. Leur
déterminant principal est nul, sinon on retomberail sur la solution
Rankine-Lévy que nous avions écartée :

(21)

cos 2(y — 0,) —sin o = 0,
qui redonne 6, = — o - i. C’est une identité. En rémplacant y et 6,
par leurs valeurs, la premicre équation (21) donne :
cos 2(y — 6
MA ==D¢c ————</“———°) — — Petg o,
rsin 2(y — 6,)
soit
sin €0 (w — 1)

-—=C - 27
A= cos ¢ sin 2y (22)
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Il reste la condition de glissement contre le mur. Si @ et 9% sont les
composantes tangentielle et normale élémentaire sur le mur, on a
— = {2 9. (23)
5% 3 ¢ s

© et 9% sont fournies par les expressions (4) ou I'on tiendra compte des.
relations (9) entre les pressions principales et les efforts mais en notant,
que N;, N, T, deviennent :

Ny = — p'(1 - sin ¢ cos 2y'),
N; L —— p'(l — sin $ COS QX’)’ (24)
Ty = — p’ sin ¢ sin 2.

Supposons d’abord 1'écart maximum (6, — 0) entre le mur et le plan
Maurice Lévy faible pour qu’on puisse remplacer N, N; et T; par leurs
développements jusqu'aux termes du premier ordre en la différence
(6, - 6). Désignons par n,, n, et t, respectivement les trois différences.
(Np -~ Nj) — (N; — N,) et (T; — T,). On obtient facilement :

(g, My, 1y) == 2011 S”ﬁ‘M (cos? 0,,sin? 0, cos O, sin 6,) rsin 2(86 — 8;)..
cos ¢ sl y
En remplacant (6 — 6,) par sin (6 — 6,). Or :
7 sin (b — 6,) == y cos 6, — x sin 6,

d’ol :
2¢ITsin o cosd,
("17"2,53)*m< c0s?0,, sin?f,, cos B, 8in 6, )(y cos B, —asin b, ) (25)

Formules {res suggestives puisqu’elles vérifient intuilivement e,
quelgue notpble que puisse ére la différence (8, — b), les conditions
d’équilibre ;

()711 ol 0 z)t., + ()& -
03/

On peut alors dlsposer du facteur constant ¢ pour avoir froltement
contre le myr, Utilisons les formules classiques :

— N
) z
Nz + N; Vz

2 2

En remplacant N;, Nj et T par leurs valeurs N, -+ n,, N, +n,,
T, + t, et sans développer les termes contenant (6, -— 6) en serle~
limitées, il vient - :

~r

sin 20 - T5 cos 20

N c0s 26 -+ T4 sin 26.

(— %) =

= — p sin V 95 _99). sin (0, —6) Cm__e —90)] "
© =p sing [cos (¢ +29,—26) + ¢ cos 7 C0s 0 in (26, —26)]
T \
96 = psin g [m— sin (¢ + 26, — 26)] (26)

_Csin (8, —6) cos 6,

e (I — cos (26, — 26)).
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La substitution de ces valeurs dans la relation (23) donne aprés un
calcul assez simple :
~ cos ¢ cos §
¢ = Cos By cos (¢ — 6, - 6) )
Cette écriture n’élant valable que contre le mur, c'est-a-dire pour
9 == f, — 3 olt & représente la différence (¢ — ¢’) des inclinaisons du
plan Maurice Lévy avec celle du mur, on a :
- cos ¢ cos (0, — 5) @7
€O8 6, o8 (9 — o) Y
Mais nous avions remplacé dans les relations (24) Ni, N; et Tj par des
développements limités en (6, — 6) qui ont donné N, 4 n,, N, -+ n,,
et T, +4- t,. Ces développements ne sont pas rigoureusement égaux aux
expressions (24) qui, elles, imposent en chaque point du massif, a la
pression la plus oblique s’exercant sur un ¢lément plan en ce point,
de faire avec la normale correspondante un angle égal a ¢. Ce fait n’a
plus lieu exactement avec les nouvelles expressions de Nj, Nj, T et, si
I'on appelle ¢’ Pangle correspondant, on a :
(N, — Ni2 4 4Ty
(N 4+ Ny

sin? q)' oy

(28)

relation qui s’écrit :-

sin?gf cos g sin (6, — 6) cos (6, — 3) 2
sinfg [cos (p — &) cos 6 — sin ¢ sin (6, — 6) cos (6, — 8)]

La fraction du second membre, fonction de 6, est facile a étudier

Elle croit lorsque (6, — 0) croit et est égale & 0 pour 6 — 6, auquel cas
¢’ = ¢. Elle atteint son maximum avec (6, — 6) soit pour 6, — 6 == 3
contre le mur. Alors ¢” prend sa valeur maxinum & :

. o _
S¥n®:-1&:’l+o—+... (29)
sin ¢ cos o 2 ’

Ceci montre que, au degré d’approximation poursuivi, comme nous
avons supposé I'écart 3 suffisamment faible pour qu’on puisse négliger
tout terme en 32, on a l'égalité de P'angle ¢’ el de son maxinum ® &
I'angle ¢ de lerre coulante. L’état d’équilibre obtenu n’est donc autre
que Iétat d’¢quilibre-limite de la masse homogene considérée.

Supposons maintenant 3 quelconque. Les formules précédentes don-
nent équilibre-limite d’'une masse pulvérulente hétérogene qui aurait,
le long de chaque couche d’inclinaison 6, un angle de frottement inté-
rieur égal & I'angle variable ¢’. La paroi du mur est supposée telle que
Pangle de frottement extérieur reste égal & ¢ inférieur a ®. Alors ces
diverses couches hétérogénes ont une moindre tendance a s’ébouler que
les couches correspondantes de la masse sablonneuse homogene. La
poussée calculée de cette fagon est plus faible que celle exercée réelle-
ment par la masse homogene. ‘

Mais soit alors le méme massif caractérisé par le maximum @ égal
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a Pangle de terre coulante effectif. L’angle ¢ de nos formules est défini
par son sinus égal a sin® cos3. Le massif considéré aura alors des
angles de frottement intérieur et extérieur inférieurs a ceux de la masse
pulvérulente homogeéne. Ses couches tendent a s'¢houler plus facile-
ment; cela revient adire que la poussée exercée par le massif hétérogéne
ainsi constitu¢ et calculéc avec nos formules, esl plus forte que celle
exercée par le massif réel homogene.

De celle facon Boussinesq a montré qu’on peut avoir une valeur par
exces el une par défaut de la poussée. Mais deés les premiers caleuls
effectués il a constaté que ces valeurs, ot plutot celles de la composante
normale, sont assez écartées. D'ailleurs, on peut facilement concevoir
que c’esl la valeur par exces qui est probablement la plus éloignée de la
réalité. En effet, pour la calculer, il a fallu diminuer Pangle de frotle-
ment de toul le massif au moment ot, pour la valeur par défaut, on a
augmenlté la résistance du seul coin exceptionnel compris entre la paroi
et le plan Maurice Lévy.

Si d’une facon particuliere on appelle ¢, 'angle de frottement exié-
rieur du massif contre le mur, Boussinesq a pensé qu'il serait plus
intéressant, dans I'évaluation par exces de faire ¢, == @®. Ceci diminue
évidemment la valeur par exces. Dans ces conditions les évalualions par
exces el par défaul de la poussée sonl effectuées toutes les deux dans des
hypotheses n’altérant pas la direction cffective de cette poussée et sont
alors mieux comparables. La valeur de ¢ n’est plus donnée par 'équa-
tion (27). Elle est facilement calculable.

Bien plus, celle maniére de voir donnant toujours des valeurs (rop
grandes dans l'évaluation par eaces de la poussée et, méme plus
grandes. quant a la composanle normale, que la premicre évalualion
par exces, Boussinesq a cherché une limite supérieure de celte méme
composanle normale encore plus basse.

Laissons ¢, indélerminé el, évidemment, inférieur 4 @ et introduisons
I'angle auxiliaire ¢ défini par :

sin & _ | ) (30)
sl g cos ¢

La relation (28) donne alors :

cos ¢ cos (6, — 8) sin ¢
~ cos (9 — ¢) Ccos 0, sins .

La composanie normale 9% de la poussée vaut alors, en remplacant

p par sa valeur (16) et en introduisant ¢ =— ¢ — 3.
.. Trcos(o+ 4 - 38)cos(w—1)cose
o = T
cos(w — ¢ — 3§) cos (9 — &)
L’angle o, est défini par (¢, < ®):
cos (p — & + 23)
cos ¢ — sin g sin (¢ — & + 28)'

(1 — sin @ sin (9 — e -+ 23)].

tg 9, = sin g (31
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On aura ainsi la valeur supérieure la plus faible de 9% que nous
désignerons par P,, :
P, = k'lir, \
) cos (9 + ¢ + 3) cos (o —7') cos ¢

I : 1 —sin @ sin (9 — ¢+ 23)
cos (o — ¢ — 3) cos (¢ — &) t & 28
sin
avee c0S & = ——t (32)
sin ¢
el
3 TS QU i’+7r v_1 drcsinsin -
0 =— ——-doty=—V+-——=—= é —
P i 22! ing 7
. ‘o 4
» étanl déterminé par la condition = 0. Nous montrerons que
¢

/ passe par un minimum.

(Nous rappelons la signification des angles ¢, i’ el » dans la figure
ci-joinle, ot ils sont positifs.)

On a, de suite, de la méme facon 'expression de la limite inférieure
par défaut P, correspondante, avec la valeur (27) de ¢:

P, =k,

avec ‘ ‘ (33)
059 cos (¢ + ' | 8) cos (o — i) cos (9 -+ 8) (
o €08 (w — ¢ — 3) cos (3 — 3) )
La premiére limite supérieure que nous avions envisagée est :

Py = kJIlr, (33 b's)
oll k; est donné par une expression ana-
logue a celle de &, mais ou

kq

sing — sin® cos 3,

"% étant une fonction de pdonné par (32).

Boussines(| s’est borné a 1'étude de A’
dans le seul cas d’'un talus horizontal avec un
mur vertical o —= ¢ == 0. k' passe effective-
menl par un minimum et il a donné une valeur
approximative de l'angle ¢ correspondant par
I'équation :

tg @
B!
T (4]
8 cos® (Z — 2—)
L’application de cette formule est tres limilée.
M. Callandreau (1), laissant toujours le mur vertical, ¢ — 0, a fait

gle +2) -

1+

Fic. 6.

(1) M. CaLLANDREAU  Thése du doctorat (Gauthier-Villars, mars 1931).
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varier » > 0 et il a proposé comme valeur approximative de ¢ corres-
pondant au minimum dont il a montré I'existence :

te ®
lgo= D : e ‘l i
sin? o -
ol SO S [Ho,msym(a_ro)((s_‘)}
86052(-—_ )
) >(33)
ol
i g S0 (P =0) VAT D —sin o \
sin ® cos’ w |

Nous nous proposons dans le prochain chapitre d’étudier £ en fai-

. . . . e ’

sant varier o et ¢’ el principalement pour les valeurs positives de ¢
seules intéressantes en pratique.

CHAPITRE 1V

SoumaIrRe. — Ktude de la limite par excés. — Minimum unique
et sa recherche pratique. — Formule approchée pour o.

Introduisons les parameétres de M. Callandreau et posons :

., sine , . Sino
SINw —= ———» ® == arc sin ———» N
sin ¢ sin ¢ (36)
A= sin¢ cos ', — sin e sin ®.
Alors, on a :
N L
S=—1 F+-—_ — (0o —o
TiTe T
. sin ¢ ., sino , A
sin ¢ = ——» 0S & — y  Sile = ——s cose = —-
sin ¢ sin ¢ sil ¢ sin o

Les paramétres ) et u. peuvent se mettre sous la forme : .
A= L sinte —sito — -+ V'sin (¢ -+ w) sin (¢ —w);

w = 4+ Vsin? & — sin? ¢ = -+ Vs (4 9)sin(®-—q).
On reconnait aisément leurs lois de variation. On a aussi :
(cos » - 2)(cos w — ) = c0s? ¢; (cos ¢ + p)(cos ¢ — p) = cos® ®.
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Les quatre Tacteurs (cos - 1), (cos @ — }), (cos ¢ - ), (cos g — )

sont positifs toujours.
Rappelons que, dans cette étude, ¢ est toujours inférieur & <. Nous

nous bornerons au cas seul intéressant en pratique ol ¢’ est positif.

Donc :
0 <7 <1,

Nous donnerons quelques indications au cas ol ¢ est négatif.
Raprenons donc 1'équation (32) & étudier ou ¢ et & sont fonctions de ¢.

Nous déduisons facilement :

PTIT SRR S U SOV SR R ST S
R s Uil i o (“2)
m—i’~a::w-—£+;+§(w’—w) '}‘ + 4-(1)

¢f5+23::cp+gf2i'—<p—(u>'—w)——e :;-—(w'—w)—e-——%'

&

D’ou Von déduit :
sin (¢ — ¢+ 23) = cos [0 — o + ¢ 4 2]

cos(p + ¢ + 3) —sm[z QP_‘” + ‘”]
i)

cos (o — ¢ - 3) = cos

Alors k&' peut s’écrire :

k== cos (0 —7')

K o+ o 4w ) e
os|j -] )@
cos ¢ , , §
m[l—Slni’cos(w—w—f—e—}—Qt)]’

Introduisons les parametres X et p définis précédemment. Nous pou-
vons alors écrire :

, ' 1—(}05[o ) +w]
sin(f—-q)_—w -kw)ﬁ _Z \/l—sm o—o'+w)
: i)
1+cos —(p+o +w):} -
<11 o+ o +w> \/ \/1+Sln(?+w'+w)
€08 = —T___—

(T w—co +w
blll (,
§ \/1—5111(30——(» to),
T + o +u 1 +sin -+
O ( ¢ro+o (pro +w)

4



— % —
En développant les sinus, on a, tous calculs faits :

(cos » — ) sin (o + 9)

1 —sin (¢ — o + 0) = an o
1+ sin (¢ + o + 0) = Sil:"go (cos » -+2)sin (p + o)
D’ou i
. (r e—o +o
Sn (5 - 2 ) _Jleos o —2)  (cos @ — )
cos (z P + o -+ (.)> - (cos v -~ 2) cos 9

2

car
(cos o 4+ &) (cos w — ) = cos? 9.
Quant au crochet de %', on a, en développant :

cos (o' — o + e+ 27) =

cos (o — 2i') . .
—— ' Asing — psSinw
sin ¢ sin ® L ¢ # ]
sin (o — Qi')
sin ¢ sin @

et apres simplifications et calculs assez longs :
l—sin® cos (o' —o =&+ 27)) )

(sin o sin ¢ -+ Ay

1 oy o3
= m{(cou;——l) [sin ¢ €os (o — 20') + psin (o —2¢')] +2sin &’ [ucosé’ +sin g sini’]|. S\ )
Dans 'expression (37) de %’ tenons compte des résultats (38) et (39)
et, remarquant qu’on a aussi :

coS ¢ |

oS (9 —e) 089+
Il vient :
 ¢08 (@—1") (cos o—2)* (cosp— 1)

5 -
sin ¢ cos ¢ cos* ®

[sin ¢cos (w—2¢') + wsin (w—27')]

(40)

cos (w—1) (cosw—21) . L. .

X €08 ¢ — w)*x2sin ¢ [prcost —~sin ¢ sin?’].
cos® @ SN 9 Cos go( ) [ ? )
k' est donc composé de deux termes kyelky

K=k -k,

. . . ., dk
forme sous laquelle il est plus simple d’obtenir la dérivée T que nous
cherchons.
On a, tous calculs faits :
dky cos(w—i') (cosw—A)? (cose—w)|[ —»(2sin?9Ccosw+2)|psin (w—2i")+sin¢cos (o —27'}
- = > = X ——
do  cos?®  sin?*¢cos’o i

+hsin gcose) ucos (¢—w+2¢')+singsin(g—w+24'))
et

dly cos(o~1") (cos o — 1) (COSCp*y.)Z | w(singsin?’+p.coss’)}—cos w+cos* ¢ (cos w—)\)::l
== = x 2sin ¢’ . . - .,
+asingeosg)psin(p+i')—singcos(o+1)]

ds cos’e  sin*¢cos’e Ay
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Ces calculs ont été conduits de facon & meltre en évidence (cos & — A)
et (cos o — ).
Par suile, on peut écrire :
dE"— cos (o —i) (cos © — 1) o {cos ¢ — mx

up cos? sin?gcos2¢ du. ”

3

ol
£=p2}(cosw—))sin (0—27)[2sin? p-+1] +sin2i’ (Acos? p+cos o sin? o)} (41)
L asin?g (cos » —A)[2 cos (w — 2i') cosw sin ¢ + A sin (p—o + 27')

—2sin ¢'[cos o €os (¢ + ') — cos ¢ cos ¢’ (cos w — 1)]

—"Asin? ¢ cos ¢ [(cos w — ) sin (¢ — o + 27) — 2sin ¢’ cos (¢ + )],

ol £ égalé a zéro, constitue une équation du second degré en p. suscep-
tible de définir I'angle ¢ convenable correspondant au minimum de &’.
Lorsqu’il est nul on retombe sur une forme de & déja étudiée par
M. Callandreau.

Mais ce trindme en p peut étre mis sous une forme plus explicite et
plus simple.

Le crochet du terme indépendant de w peut s’écrire :

sin 2i’[sin o sin (p — w) — 4 €cos (9 — o)ﬂ
— cos 2¢’ [sin w cos (3 — ) -+ A sin (9 — w)] -+ sin ¢,
soit :
— P sin 20 — ( cos 2 + R,

ott P, Q, R sont toujours posilifs. En effet () et R sont visiblement posi-
tifs et, quant & — P, coefticient de sin 2¢'. il a le méme signe que le
produit :
[Sil o sin (¢ -— ) -+ A c0s (¢ — o] [sin o sin (p — ©) — A cos (¢ — v)]
qui, développé vaut :
sin? (p—w)sin?w—A?cos’ (¢—o) =sin*w—sin’¢cos’ (g —w)

=—¢08¢8iN (9 — v)[sinw -+ sin ¢ cos (¢ —w)].

On voit alors que P est toujours positif.

Remplacons d’autre part cos 2¢" et sin 22 en fonction de cos i’ etsin .
Le crochet du terme indépendant de w devient :

(Q + R) sin? ¢ — 2P sin ¢’ cos &' + (R — Q) cos? 7/,
dont le discriminant est :
P:—(Q+R(R—Q)=P*+Q*—R*=[sin o sin (9 —w) — A cos (9 — »)]?
+ [sin © €08 (¢ — w) + A sin (¢ — w)]* — sin® ¢.

Le discriminant est identiquemen! nul. Il est aisé de s’en rendre
comple. Par suile le crochet du terme indépendant de w peut étre mis
sous la forme d’un carré, soil :

cost?’ p

T : | _ .
(Qvl{)[smz - Q_-b-ﬂ—] =(R-Q) R0 sin¢'—cos? J

= (cosw —X) sin(gu—w)[

Xcos(¢—w) +sinwsin (¢ —o)
(cosw—2A)sin(¢—w)

2
sin ¢’ -+~ cos t'] .
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Cet ensemble peut se mettre sous une forme encore plus simple. En
effet étudions le crochet :

, S » Si —_ — A co -—— 0
cos 7 L sin sin o sin (¢ o) : cos (9 ())’
(€os w — }) sin (¢ — w)

ou plutdt la quantité :
1 — tglv)‘cos("?—w) —Si.Il o sin (SU——’(M.
(cos @ — A) sin (¢ — )

On a vu déja que :

[X cos (¢ — w) — sin o sin (¢ — )]
esf loujours positif.

Par conséquent, I'expression (42) décroit & partir de 1 quand ¢’ croit
de 0. Comme ¢ est compris entre 0 et 7, lorsque ' atteint ¢ cette expres-
sion atteint son minimum. Je dis que celte valeur minimum est nulle.
En effet, on a :
tgi—{g <_7E _ ?+w'——w> _ 1 —sin(p+w’ —w) _ sin (¢ —w)(coS » —X)

4 2 €08 (¢ + 0 — o) Ac0S(9—w)—siNwsin(e—on)

C’est exaclement la valeur qu’on obliendrait pour tg¢ en annulant
Vexpression (42).

Le crochet du terme indépendant de p peut alors s’écrire :

Crochet du terme g 13
indépendant de —@J - @39
Le terme est . sin? ¢, de 1’expression (41) de £. s écrit, de son cOté :
A sin (¢ — o + 2¢')(cos @ — A) — 2X sin ¢’ cos (¢ + 7))
-+ 2%)\ sin ¢ cos(p + ') — sin ' [cos » cos(g +4-1) — cos pcos? (Cosw — X))
+- (cos & — 2) cos (w — 2') cos w sin o/,
ou en simplifiant :
Asin (p—w—2¢")(cos w—A) —2xsin 7’ cos(¢+4') +2sin pcos? (w—17')(cos w—1),
et, en se servant du résultat relatif au terme de £ indépendant de

(€0s ® — }) sin (9 — w) > cos? ¢/ [1

v a2/

2
Asin (9—w)(cos w— 1) [ 1— ttz 2] < €08?7'+2(cos w—2) sin ¢ cos* (w—1"). (44)

Enfin le terme en p* est toujours positif. Le parametre ¢ varie, en
effet, entre C et 4, bien déterminée, dés que 'on connait le couple des
valeurs (w, ), comme il résulle de 1'égalité :

i T2 )
i 2 (T)

Or pour ¢ = 0, ce terme prend la valeur toujours positive :
sin o (2 sin? 9 cos w -+ ),
nulle seulement dans le cas ot w est égal & zéro. De plus la substitution

de ¢ & ¢’ dans ce terme donne, aprés un long calcul, un résultat de subs-
titution dont le signe est celui de :

cos 27 > (cos @ — 1) cos ¢ sin® ¢ sin(p + o).




Comme cos 27 est toujours positif, on voit que le terme en p? est
positif pour ¢’ _= 7 quels que soient o et o.

Ainsi les substitutions des deux valeurs extrémes 0 et 7, donnant
pour la fonction, évidemment continue et finie, constituant le coeflicient
de p?, des résultats positifs, donc de méme signe, cette fonction de '
ne pourra s’annuler qu'un nombre pair de fois dans cet intervalle (0, 7).

Mais le terme en p? égalé 4 0 donne :

(€03 ® — (2 (sin? 9cosw+ A) sin (o —2¢)+ sin 2'[X cos? ¢ + coswsin? 9] =0,
ou
sin 2¢ [cos w sin? ¢ -+ X cos? ¢ -— €0s w (oS © — A)(2sin® ¢ cos w -+ 1))
-+ sin o cos 2i' (€os » — X)(2 sin? ¢ cos w -+ 1) = 0,
ou sous forme abrégée :
cos 20" {tg 2 X 4+~ Y} - 0,
avec X el Y représentant les coetficients de sin 2" et cos 2’ de I'équation
précédenle.Ur, cos 27" est loujours positif et, par suite, le terme en ques-
tion ne pourra s’annuler que pour la seule valeur de ¢, correspondant
& l'unique racine dans l'intervalle considéré de I’équation
tg 20 < X +Y = 0.

Des lors, comme nous avons vu qu’i} devrait y avoir un nombre pair
de ces racines, nous arrivons a la conclusion, qu’en fait, il y a zéro. Le
coefficient du terme en p? est donc bien toujours positif.

L’équation (41) peut alors s’écrire :

dk’ cos(w—1) _ (cosm—N? _ (cosg — u)
— = 3 — FIDeS <&,
do cos* sin? ¢ cost @ A

avec

f=w?

. ] ) . . COS » ’5)
' - 2 '| —cos? ¢+ ———— Z o
sin(w—27)[2sin%¢ cos » + k]+sm2@[ cos *H-cosw—)\])

+ psin®9 cos? (v — ') (2 + sin 7 sin Y]
— sin®e cos ¢ cos? (v — ¢') sin 7 sin .
sin (p — o)

En vemarquant que les quatrc quantités - ’
cosw  sing cosw

cos? » cos* 7'
———~ €
cos? (o — 7')
avons posé :

to'\2 .. o . <1 cir
t (1 — tbg_lz> sont positifs et inférieurs & l'unité, nous

A sin (¢ — o)
cos? w sin ¢
et (46)
cos? w cos® ¢’ [ 1 tgiT
p— — |

sint =——— |1 — —
cos? (o — ') tg1

Siﬂkp =

ol Y et v désignent deux angles positifs et aigus. Les fonctions sin ¢ et
sint et, par suite, les angles ¢ et = eux-mémes sont ainsi définis sans
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ambiguité el, & chaque valeur de ¢ dans e champ du probléme, cor-
respondra une et une seule série de valeurs du couple (¢, 7).

La fonction siny varie du resle d’'une maniére continue dans le
meéme sens que ¢ el dans un sens contraire & w, ainsi qu’il résulte des
deux écrilures :

osindy  cosgsinte sin(¢ — o) -+ A% sinw

— > 0.
0% X sin® ¢ cos w (47)
. . . A'i
asiny  — [sinwsin (¢ — w) cos? ¢ - X2 cos gl 0 ’
o X sing cos® w I

Quant & sin=, cette fonction décroil constamment lorsque » ou @
croit comme il est facile de le voir en dérivant sin = par rapport & o
ou ¢ et en remarquant que :

ot 1 <()w'
_ = e e — =1
ow 2 \ow

1
= [cos © — 4],

on sait déja que (cos w — 1) est loujours posilif.

Au contraire, lorsque ¢ varie, sint n'a pas toujours le méme sens de
variation. Cependant, sin = croil ou décroit en méme temps que g7 ou,
ce qui revient au mdme, 'angle 7 :

- T o l ,
i A
1 . 1 1 o
oy oz 2 09

ou, apres calculs :
1 1 N . .
E:—mt)\sm@—- sin w €os 9.
Lorsque 9 — o, » = 0 et ¢ croit avec ¢ jusqu’au moment ou l'on a :
A sin ¢ == sin  cos ¢,
<oit, en élevant au carré :
sin? ¢ (sin? 9 — sin? w) == sin? w cos? ¢
sin® ¢ = sin? o
et, comme il est 1égitime de 'écrire :
sin o = - /sill . (48)
Cette équation a toujours une racine et une seule car ¢ est aigu.
Done, si 9 croit & partir de w jusqu'a @, ¢ comimence par croitre a partir
de zéro puis décroit aprés un maximum dont la position est définie par
i"équation (48). Considérons I'angle " par rapport & cette variation de 7.
Pour ¢ - = @, 7 est certainement plus grand que ¢’ sinon on scrait dans le
gros du massif ol la solution Rankine-Lévy est applicable. D’une
facon plus générale, une valeur dé ¢ ne peut étre envisagée pour le cal-
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cul des coefficients de poussée que si la valeur de ¢ correspondante est
supérieure & 7. Donc, le champ de variation de ¢ est plus restreint que
I'intertervalle (w, ®). Si, partant de ¢ -~ o, 3 croit, 7 croissant a partir de
zéro, atteint pour ¢ — ¢’ bien défini la valeur ¢'. ¢’ est déterminé par la
relation :

e R ] (49)

équation qu’on peut résoudre par la méthode de fausse position et ¢’ est
sa racine la plus petite. Il existe en effet une seconde racine, d’ailleurs
toujours supérieure 4 ® comme il est facile de le prévoir et qui ne nous
intéresse pas.

Alors, ¢ variant dans Uintervalle (* — ®) deux cas peuvent se pré-
senter : :

1o L’équation (48) donne une solution ¢” comprise entre ¢" et ®. Alors
le maximum a lieu. ¢ croit de ¢ puis décroit. Ce cas a lieu lorsque o
est faible. D’ailleurs si o == 0, ona ¢’ == ¢” == 0;

2° La solution o” est supérieure a ®, ce qui se produit lorsque o esl
suffisamment rapproché de ®. 7 croit constamment depuis ¢’ jusqu’a sd
valeur pour ¢ -— ®.

Il est facile de voir qu’on ne peut jamais supposer ¢” < ¢’.

Quantasin = nous avions dit que ses variations sont toujours dans le
méme sens que celles de 7.

N

. ' 17/
Reprenons I'expression générale (45) de e Nous voyons que cette
[220]

dérivée sera toujours de signe contraire a celle de £. En effet comme o
el 7" sont des angles aigus et positifs, cos (o — ¢') est positif. D’ailleurs,
dans le cas général, on-a :

—ste<i<i+o,

soit :
™

—y <l(o—1) 35

Cette expression de & se réduit & celle trouvée par M. Callandreau
dans sa these si on y fait < — 0. Elle est d’aillears d’une forme ana-
logue. En y mettant en facteur la quantité toujours positive :

7

X sin (¢ — o) sin%g cos? (o — 7')

sin - ;
e (cos ¢ 4 ) cos? ‘o
NOuS aurons :
. cos*(w — %) Asin (¢ — w) sin® ¢
E=slnt x 5 > ,
cos® ® (cos o + w)
. cos? © p 2 p(cos 9+ p) 50
> { p?(cosp+p) e —cos?® ¢,

o beS . in 2 3 ' 1 1
cos? (w—1') Aisin(p—ow)sin*¢sint  sindsinz
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ot p représente le coeffizienl positif p? dans Vexpression (43) de &.

Sous cette forme nous voyons que pour ¢ == ¢’, sin v == 0 et-’acco-
lade est infini positif, cependant que pour ¢ —— @, p == 0, sin = est dif-
férent de zéro sauf cas particulier ot ® égale 4 la racine la plus grande
de I'équation (49), et I'accolade est égale & — cos? ®. Dans l'intervalle
(9" — @), l'accolade, variant évidemment d’une facon continue de I'in-
fini positif & (— cos* @) et annule au moins pour une valeur ¢ de ce
méme intervalle. La fonction & elle-méme n’'est égale a zéro que
lorsque I'accolade est nulle comme il est facile de le voir. Dans le cas
ol @ est égale a la plus grande racine de I'équation (49), @ est alors
une racine évidente de 'équation £ == 0.

Ainsi, dans l'intervalle (" -—— @) I'équation & - = 0 admet toujours au
moins une racine. Pour montrer I'unicité de cetle racine il faut étudier
les variations des différents termes de 'accolade de la relation (50).
Cette étude est particulicrement simple si ¢ == 0 car alors 'accolade
devient :

—cos? ®.

[9 Dl
uQ(COSq)—I—H)SiI\m[ — .1 + .2 - } EZMC(.)SCP_'—M)
SN pall(§—w)  CUSWSILGSILY siny

Elle décroit constamment dans l'intervalle de variation de ¢, comme
ses -deux premiers termes, de l'infini positif & — cos? @ et alors eile
admet dans cet intervalle une racine unique.

Dans le cas général, I'étude est plus complexe car sin © ne croit par
toujours et p ne décroit pas.

Etudions en effet la fonction p :

. N o cosw 1
Pp =sin(o — 2¢')[2 sin® 9 cos » + A] +sin 27 [,— cos? g ——— ’I,
‘ - cosw—A |
et l'on a, apres calculs :
wn . 17 .. . o COS o
= = sin 'y cos Adcosw+=|sin{o—2) +sin2¢ |2+ s
20 peose [ © x] (o —27) [ Sw—-k))\|

Je dis que%est toujours positif. En effet il est visible que pour
i"=0onait effectlvement ™ > 0. Ensuite la substitution de i 4 7" dans
I'expression de o donne, aprés un calcul assez long, un résultat posi-
tif. Comme E peut' étre mis sous la forme :

3’} A sin 2¢ —!—Bcos?’

Un raisonnement analogue & celui qui a été fait pour 1’étude du

signe du coefficient p lui-méme montre que£ est toujours positif.
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Quant & sin = nous avons vu que, s’il commence toujours par croitre
avec 9, il peut décroitre aussi.

Bien plus, il est facile de voir que, chacun des deux premiers termes
de T’accolade ne décroit pas toujours. Cependant lorsque ¢ est assez voi-
sin de @, il est évident que c'est la fonction w qui donne le sens de
variation & ces termes. C’est ainsi que nous avons pu reconnaitre qu’il
n’y a quune racine de I'équation £ — 0. Nous avons 4 cet effet borné le
champ d’existence des racines de celte équation dans un intervalle
(@, — @) intérieur & lintervalle (3* — ®). A chaque systétme de
valeurs des variables (®, w, "), nous avons remplacé les deux premiers
termes de 1’accolade (50), par une fonction f des mémes variables, tou-
jours décroissante, quand ¢ croit, mais de valeur plus petite. Nous obte-
nons une équation :

[(®, 2, 0,7) — cos? & == 0,

qui ne posséde qu’une racine dans I'inlervalle (3" — ®). Nous avions
borné cette racine dans un intervalle réduit (d, — ®). Il est alors évi-
dent que toutes les racines de £ — 0 sont dans cet intervalle. Nous
avons reconnu que ¢, est suffisamment rapproché de ® pour que 'ac-
colade de I'équation (50) décroisse continuellement dans l'intervalle
(®, — ®). Ceci prouve que cette équation &£ = 0 n’a qu’une racine
dans cet inlervalle (®, — ®) et, par conséquent, dans V'intervalle plus
grand (¢" — ).

Donc, la quantité &', ayant sa dérivée de signe contraire a celui dek,
c’est-a-dire d’abord négative puis posilive, admet bien un minimum
unique. Ce minimum se produit d’ailleurs pour une valeur de ¢ assez
voisine de ®.

Pour obtenir d'une facon pratique la racine ¢, de I'égquation & — 0
nous regarderons cette équation comme une équation au second degré
en p. comme le fait M. Callandreau dans sa thése :

po== \/;ixﬁ d — sin? 9.
Reprenons donc 'expression (45) de & que nous mettrons sous la
forme réduite :

E=pp* +sp—r =0,
avec :

COS w

p=sin (o —2¢)[2sin? ¢ sin o + A} + sin 2¢ [—cos“‘ ¢+ C—Osm} »1(31)
s=8in% ¢ cos? (v —1¢)[sin ¢ sin 7+ 2],
r=sin® ¢ cos? (w—1') cos ¢ sin Y sin =,
ol p, s et r sont toujours posilifs.
Si p’ et w” sont les deux racines de I'équation § =0 en u, on a :

p.’h_—si\/s2—i—4rp

”

w 2p
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que nous écrirons :

% vy = 9 [_1 \/l _L 4rp:l
w2p

Or, la valeur cherchée de ¢ ne saurait correspondre que pour la
racine p’ qui est positive. Au contraire p»” est négative. Or, I'étude de
»
% permet de se rendre comple que cette fonction est toujours trés petite
et ne dépasse jamais la valeur 0,0644. Dans ces conditions, le radical
de Pexpression de v :

Ll 4rp 5
e —;2‘13[ 1+\/1+s_2:| (52)

est développable en une série d’ailleurs trés rapidement convergente,

&r .
puisque la fonction -;—3—9 est toujours plus petite que 0,26 :

—M"])

qv < 0 26.

On a, apres calculs :
[ — qv+ 2q0

On a, entre crochets, une série allernée irés rapidement convergente.
Par suite, dans le calcul pratique de ce crochet, une limite supérieure
de Verreur commise est inférieure & la valeur du premier terme négligé.
La valeur approximative sera obtenue par défaut ou par exces, suivarnt
le signe de ce premier terme négligé.

Ainsi la solulion p qui nous intéresse peut se mettre sous la forme
simple :

P.:

Y- Ahdgh — 420 .. ).

7
S

~

B —= > A—L'} 2

@ |

ol
Av=1—q+ 200 —8¢F + ... |
En remplacant » et s par leurs valeurs, nous pouvons écrire :

__cosg > siny > sinz
T 24 sing X sint

> AL

En élevant au carré, il vient :
sin? ¢ sin® ¢

(2 4+ sin ¢ >< sin 7)?

cos? ¢ — cos? & — cos? 9 X< > AZ,

soit :
sin? ¢ sin? <

(sing sint + 2)?

cos?® ¢ [1 — ] — cos* &.
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En remplagant les cosinus en fonctions des tangentes, il vient, tous
calculs faits :

A% sin? Y sin2t 1
g2 d — tg? 1 - . _ ],
& D@[ +(sinq;sin-c—}—2)‘——Af/ sinn]/sm-:xsmzqa
soit :
tg @
tgo = 2 .
sm2 A%
st 2 s e,
sin y - ans) T Ay sin? ¢
que nous écrirons plutot sous la forme suivante :
g q) el
tgo= '8 ——. (33)
sin? § 1 . A1+ sin )AL

+ N
sin?¢ T ¢ ( ) _2_ Y a2
8eo </b 4) sin g Fsin-r) Ausin® g

En remarquant que 'on a :

4(1 ++ sin §) = 8 cos? (7—!: —_ %)
En effet cette forme de tg ¢ met en évidence des termes déja étudiés
par M. Callandreau dans son étude parliculiére du cas ou " = 0.

Celte expression (53) de tg ® est susceplible de donner une valeur
approchée de ¢ si 'on y remplace dans lesecond membre ¢ par ®. Cette
valeur peut étre inférieurc ou supérieure a la valeur exacte de ¢ sui-
vant les valeurs des variables (¢, w, ¢).

Avant d'étudier théoriquement I'expression (53), nous avons déter-
miné directement, pour avoir des points de comparaison numériques
certains, les racines de I'équation £ = 0 pour un certain nombre de
valeurs des arguments (o, ® et ¢'). En remarquant que, pratiquement ®
ne varie qu’entre 20° et 50°, les solutions, cousignées dans le tableau
ci-contre, ont été obtenues par approximalions successives et sont
exactes & une seconde prés par défautl. Nous avons, en outre, marqué les
valeurs de I'angle critique ¢ pour chaque série de valeurs du couple (w®).

Tous les angles sont donnés en degrés, minutes et secondes. Notons,
une fois pour toules, que tous les chiffres, de ce tableau (voir page 34)
et de tous les tableaux qui suivent, pour ¢ — 0, ont él¢ pris dans la
these de M. Callandreau.

En premiére approximation nous pourrions, en remplacant A, par 1
et ¢ par ® dans l’exprescion (53) de tg 9, oblenir une valeur approchée de
de la racine de & == 0. Faire A, = 1 revient & ne considérer que le
premier terme de la série deﬁmsqant A, oua négliger le terme en p? de
Véquation en p. Ceci n’est légitime que si o el 7" sont dans le voisinage
de zéro. Les écarts entre les valeurs ainsi obtenues de ¢ et les valeurs

3
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exactes sont assez notables et dépassent 10 minutes. I y a lieu de faire
des corrections.

D’autre part la formule donnée par Boussinesq :

, tg @
g (¢ +2) = — = ,
1
1 4+ —
8cos? (f — —q—)>
b 2

&tant trop particulitre (o = 0 et 7' == 0) n’est pas susceptible de géné-
ralisation.

Nous écartons donc toules les formules de premiére approximation.

Revenons alors & I'expression (53) qui peut s'éerire :

te @
g ¢ = ———>
V1 -+ zv
avec : 5
o sin? . A(1 - sin L)A% (55)
“hsned Lesnd’ VT 2N ey
o1 ) (Smd{ﬁl_ : ) — Al sin?y
sin =

On reconnait aisément que la fonction Z décroit constamment quand
w croit pour alleindre la valeur zéro quand » —= 7. Si nous appelons Z
la fonction oblenue en substituant dans = I'argument ® a ¢, M. Callan-

dreau a étudié plus parliculierement la fonction ; et a montré que

/

cette fonction peul trés approximativement étre représentée par :

s [0) 1 )
S (22 (2 )N 3
=1 <q) - ) <q) 1)\ (36)

ol ¢, et N sont fonctions de la seule variable @. ¢, décroil de 10,424 9,5,
etNde0,2054 0,477 quand @ croit de 20° a 50°. On peut donc considé-
rer ¢; et N comme constantes quelles que soient @

Quant a la fonction v nous pouvons V'écrire :

. 4(1 - sin Y)A2
2
<sin A > — A >{sin?
= sin? v < 14 siny 41 - sin = sin Y)A}

ol o 7 - - . 2 T
1 4 sin ¢ sint 7" (sin 7 sin Y L 2)2 — A% sin* Y sin® T
Pour éludier v, nous étudierons les deux fonctions :

[9

sin t

. \
v . 1 - sin ¢
osin?r o
! 1 -~ sin 7 sin ¢ J

et

. A1 1 sin = sin H)A% \
T (sintsind 4+ 2)2 — AZsin?dsin?t |
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Relativement 4 v,, si nous posons :

sin ¢ = sin ¢ sin t \
ona:
- 4(1 - sin 6)A%
Y7 (sin o + 2)> — A% sin? g
On a alors :
_ [(2 - sin o — sin? o)A}
(sin ¢ 4+ 2)* — sin® cA%
. (1 —pAY
SOlt v, = -'1—.__137A—12,—
nt , _ sin’g )
en posa P =T s or
1— A%
Vy = 1 —_'l_———!:’—Az:/.

Comme {2 est toujours positif et inférieur & 'unité, v, sera lui-méme
inférieur & 'unité puisque (1 — B?) <1 — B*A%; de sorte que v, sera
lui-méme compris entre 0 et 1. Son plus grand écart de 'unité se déduit

. .= A . .
du maximum de la fraction T—@az ;2 - Ce dernier sera certainement
inférieur & la valeur obtenue en considérant dans cette fraclion un maxi-
mum de (1 — A2%) et une plus petile valeur pour le dénominateur
(1 — ﬁQAfr). Ceci nous amene & remplacer dans le numérateur A, par
(I — gqv) et dans le dénominateur A, par 1. D’autre part. cherehons
un maximum de la fonction :
sin? ¢
B =T
(2 £ sin o)

ou de :
sin o
.
Ona:
dg 2 cos ¢

ds (2 Fsin o)
ap

Done e est toujours positif el § est maximum en méme temps que
)

¢ ou, ce qui revient au méme sin o.
Or:

sin ¢ — sin 7 sin ¢.
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Nous avons vu que sin = et sin ¢ décroissent tous les deux constam-
ment quand o croit. Sin ¢ est done maximum quand  est nul.

De méme sin ¢ est maximum quand ¢ = 0 et, dans ces condilions,
il faudra remplacer ¢ par ¢ dans sin ¢. En effet pour? — o = 0,
sin ¢ == sin ¢ croit quand ¢ croil. En remplacant alors ¢ par 45° le
maximum de 32 se trouve élre égal a 0,0682. ]

De sorte qu'un écarl maximum cherché de I'unité pour v, vaudra :

2 — @ _
1 — v, = —W = 0,'133,

en prenant pour ¢, sa valeur maximum obtenue plus haut, soit
0,0644.

Ainsi donc, v, est toujours voisine de l'unité et par valeurs infé-
rieures et son plus grand écart est 0,433. Dans le cas ou ¢ = 0, v,
est égal & l'unité pour les valeurs exlrémes v — 0 et o = ¢ ou ®.
Sa courbe représentative est, de plus, tangente aux mémes points
A la droile v; = 1. On peut alors admettre que le plus grand écart
de v, de I'unité se produit au voisinage de v = ; ou i;—, de sorle que
les variations de v, pourraient étre représentées sous la forme parabo-
lique :

v, :1+§(§-—4>M, (36)
ou nous remplacerons M par la valeur constante 0,532 qui exprime
qu’une limite supérieure de la
v ) quantité (1 — ) est 0,433.

E(udions maintenant le cas
général ot ¢ == 0 . v, ne peut
étre égal a 1 que pour A, =1
soit pour ¢, == 0. Sur 'expres-
S 3 w  sion ('18' qr on \:oit que cette

quantité ne peut étre nulle que
si sine ou p est nul.

Or, sin ¢ est nul pour une
valeur de o inférieure a ¢, ou ¥, et définie par I’équation en o :

Fia. 7.

, m= ® 1 ., sine
’L:Z———Q——(w—m) ou sin o —

sind

Pour chaque valeur de ¢ on a une racine »,, inférieure & ® et » varie
dans l'intervalle (0, »,). On a ainsi défini le champ des variations du
couple (0,i') pour une valeur ¢ donnée. Ce champ rapporté a deux axes
reclangulaires (O, O7') est limité par ces axes et par une courbe définie,
par I’équation enlre i’ et w ci-dessus. La valeur limite 4’ ainsi définie,
lorsque » est donné, n'est autre que 7.
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Pour o —= @, ¢ est nul el la tangente au point ainsi défini, est paral-
lele & axe O¢. En effel :

o 1 (ow’ 1)
o 2 \ow ’

\

1
_—EX(COSM——)\)

)i . L . ol . .
()i— est toujours négatif et, pour o —= ®, 1 = 0 et . est infini négalif.
(O] (O]

Ceci légitime la courbe tracée. Pour un point situé sur cetle courbe-
limite du champ sin ¢ ainsi que ¢, sonl nuls.

D’autre part ¢, est nul pour p —= 0. Or p, comme nous l’avons
vu, ne s'annule pas dans le champ défini plus haut, sauf au point
o= 0,7 = 0. En général p, considérée comme fonction de 7,
s’annule pour une valeur de ¢’ négative. Cette racine de p — 0 peut
é{re déterminée facilement si nous assimilons ¢ & ®. On a, en effet,
I’équation :

bl cos? ¢ coso (2sin*gc | tg2
s st e — 05w (2 sin? ¢ cos w | X) | tg2i

— sin o [2sin? ¢ cos » -+ A] = 0.

a

Si nous désignons pas 7, la racine négative et supérieure & — =

(3]

qui nous intéresse, on a iy = 0 pour © = 0. D’autre part, pour o = ¢

. N T
ou ®, on trouve facilement iy — — 5+ . Pour chaque valeur de o,

& étant constante, on a ainsi une valeur de ¢ négative qui annule p.
N4
Par Iétude de la dérivée on trouve que 3—;— est infinie négative pour
o = o oudet, pour o = 0:
o (1 — sin¢)(1 + 2sin o)
o= 3 s’ g :

Nous avons {racé les courbes représentant les variations de 7;, en fonc-
tion de » pour ® =20 et ® — 13. Nous constalons, en remarquant que
pour une valeur donnée quelconque de ® lacourbe présente une allure
intermédiaire, que, en premiére approximation, on peut assimiler ces
courbes & des droites joignanl les poinls extrémes. En réalilé nous
avions essayé d’autres solutions possibles mais les calculs ont montré
que notre hypothese donne les résullats les plus simples et les plus pré-
cis comme nous le verrons plus loin.

Ainsi, pour » donné, ¢, s’annule pour deux valeurs de ¢/, Yune ¢
positive qui annule sin s, lautre {, négative donnée par I'équation
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Pp = 0. Cette derniere est définie avec une approximation trés suffisante
par I'équation de la droite que nous venons de définir.

A
— —
' 2
1 — — < .
b

La quantité (1 — v,), pour ¢ compris entre i et ¢, est toujours posi-
tive ot de valeur tres petite. Si nous assimilons & une parabole la courbe

n‘\' 290 o)
I v #81
| o T
’ I
' |
' |
|
| |
| |
I |
| |
l , t
, -‘I‘S~-—'——-———; “5"
| 5-§:
|
|
Fic. 8. Fic. 9.

représentant ses variations entre ¢ et ¢; lorsque w est constante, 'équa-
tion de cette parabole sera :

[ ¢>
o Nl 2
(1 — V) = = (1 ;) Z)' +— D S,

S est déterminée par lc fait que, pour " = 0. v, est défini par ]’équa-
tion (56). Ceci permel d’écrire :

- N\
i’ (1” qu’) o AN .
1—’01:7l :<‘1 *‘—-;> \-u—)—‘l- D , Xa(l —6>/<’Vl. (v_)7>

Etudions maintenant v, :

1-+sind

vy = 8in? T X
z “>1 - sintsin ¢



v, est toujours posilif et inférieur & 1 puisque, écrire v, < 1, revient &
I'inégalité :
(sin T — 1)(sin T sin J + 1 + sin 7] < 0.

v, ne peut s’annuler que pour sin T = 0, c’est-a-dire pour ¢’ == 1 et,
dans ce cas, nous relombons sur la solution de Maurice Lévy et ¢ est
égal & 'angle maximum @ de frottement. De plus, la dérivée en ¢ de
v, est nulle pour ¢ — 4. La courbe représentative est donc tangente
au point ¢ = ¢ & I'axe des ¢’. Cette courbe a une allure parabolique. Si
nous explicitons l'expression de v,, nous voyons que, en confondant

i -7 N\ &
) . . )
g—. avec = v, peut étre mis sous une forme renfermant ('l— -:) .
) 7

tg1
1 4 siny

Lorsque ¢ varie de 0 a1, sin « décroil de 1 a 0 et la fraction —————
1+ sinzsing

variede 1 41 + sin ¢ X< 7 On pourrait donc écrire approximative-

ment >
i/ 4 1'/ .
v2:<1 ——7> n+ 2—,><sm‘lf},

ol toutes les grandeurs sont calculées avec I'argument ®. Cependant
cette forme ne nous a pas paru suffisaminent approximative, comme
les essais numériques le prouvent d’ailleurs.

D’une facon plus précise, si nous désignons par V, la valeur de v,

v . N
obtenue en remplacant ¢ par @, le rapport V. esl toujours trés voisin de
I'unité. Les covrbes représentatives de v, et V, se coupent pour ¢’ = ¢
ol elles admettent la méme tangente et pour ¢ — 0. On pourrait cher-
. v . N

cher & représenter ‘72— par un développement de la forme (1 -+ e) ou e

2

serait une fonction simple de i, » el ® mais cetle recherche est aussi
bien inutile qu'infructueuse. En effet e, on le prévoit, est toujours
extrémement pelil et, en fait, les études numériques syslématiques
faites sur v, ont montré que 'écart (V, — v,), en valeur absolue, ne
dépasse jamais le soixante-dixiéme de la valeur de v,. Nous rempla-
cerons donc v, par V, dans nos formules.

Remplagons alors dans le produit sv, 5 el v par les expressionsappro-
chées trouvées plus haut, développant puis supprimant les termes en
MN toujours trés petits et négligeables, on a :

50 ;zvﬁx['l + CV(% “%)(%‘“ 1>|

STRRETCR AN
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Nous avons posé :
M4+N N
C._ 1>< + V:;—)
1

ou, en écrivant Paccolade sous forme plus explicite de deux facteurs :
_ o 1\ /o U e,
Jrone ) (0] ”
T @ ® (
2

Cette formule représenterait effectivement zv si £, vet M étaient con-
sidérés comme variables avec les angles », @ et 7',
s0 =LV, > A.
Cependant nous avons vu que

%, vet M varient trés peu. En fait
N . .

v=— est compris entre 0,0197 et 0,0123 et { entre 37 et 47. Quant a
1

M sa valeur a été surestimée a 0,532. Nous avons comparé la valeur
exacte de A oblenue en ulilisant le tableau (34) et celle de A, donnée

1
en remplacant dans lexpression (58), {v par 0,018 >< 40, - 3 pal I

et M par 0,532. Les écarts peuvent élre considérés comme négli-
geables.

Au facteur exact A nous avons substitué une quantité trés peu diffé-
rente que nous désignerons par A,.
Nous écrirons dons, en posant :

€082’ < sin¥2 (d — o) sin'? (¢ — o) [1 tgd ]
cos? (o — ') sin @ tg
ou dans sin t et sin ¢ on a remplacé ¢ par @ :

tg @
g9, =

P=sintxsing=

P ) %) o 1 \
T rsn el P L”O’Ow” i0 <E»‘ 1) (5~E>] (89)

SRR €
s b1

[1 _0532:(1_@ (“%ﬂ

-

/

Formule relativement compliquée maisquiprésentel’avantage, comme
nous le verrons, de fournir une trés bonne approximation non seule-
ment dans le champ que nous étudions mais aussi pour ' négatif. De
plus la forme particuliere (35) rentre bien dans le cadre de celle-ci. Les
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formules plus simples essayées n’ont pas donné des résultats satisfai-
sants.

Remarquons que P est toujours inférieur & 1'unité si ' est positif mais
peut prendre des valeurs supérieures & 1 pour ¢ < 0 anyuel cas notre
formule semble s’appliquer.

Pour ¢ -= 0 nous retrouvons la formule approchée de M. Callan-
dreau.

Mais, nolre approximation, qui a consisté a remplacer le facteur
exact A par le facteur approché A, ou, ce qui revienl au méme, &
introduire des coefficients numériques moyens. ne permet pas de nous
rendre compte, a priori, de larépercussion que cetle approximalion peut
avoir sur le facteur 4" lui-méme. Cherchons alors a évaluer I'erreur
commise sur & par la substitution de 2, & o dans nos formules. On sait
que cette erreur ¢ a pour expression générale :

= (9 — @) —_— 60)
P (‘P 192) >< <d<P >,i)(_».__,-2) (
avec 0 << j < 1.

Comme la tangente trigonométrique est inférieure & 'arc correspon-
-dant, on a, en valeur absolue :

tg(?-%)\xw

p <<

dk’
[ —

Ou, en‘tenant compte de la relation 45)

o< |tg(9—9,) —> %

cos (w—1") _ (cosw—2A)?  cosg—u
cos® ¢ sin? p cos? o " ajle—sa)
Cherchons une limite supérieure de cette expression. Etant donné
I'angle ¥, », nous l'avons vu, est compris entre 0 et », déterminé par
I'équation :

On reconnail alors facilement cue le produit cos (v — ’)(cos w — 2)?
est maximum si on y remplace » par sa valeur la plus grande o,. En
effet, la dérivée de ce produit est toujours positive. On obtient ainsi une
expression variable avec le seul angle ¢ ou, ce qui revienl au méme, avec
wy, ¥, 6tant fonction bien définie de ». La dérivation de ce nouveau pro-
duit par rapport & o. montre qu’il a une valeur maximum pour o, = ¢
on @. Ainsi le produit cos (o — ¢')(cos ® — 1) admet comme valeur
la plus grande cos?® ¢.

S ¢ 1
0s ¢ + " “sin? ¢

La quantilé p est toujours inférieure, ou au plus

sin? @
égale & - En remarquant que le rapport e est le plus grand

)
7

sin? o
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pour ¢ = 0 el pour les plus faibles valeurs de @, le maximum de ce
rapport a lieu pour @ = 20°, /' == " == 0. Alors o == 18° 27" 6” (54)

et s1‘n12‘1) vaut 1,1167. On peut donc ecrire :
sin? ¢
| 1,12
sin? g “sin? @
et, aussi :
o < |tg (¢ — 'Pz)l[silr;.}i = “A; mJ.

Il n’est pas commode de chercher directement une limite supérieure
de £, ;.. Nous avons reconnu lors de la recherche directe de la
racine ¢ de l'équation £ — 0, et ce résullat subsiste par raison de
continuité pour toutes les valeurs de ¢ dans le champ du probléme,
que le premier membre de cetle équalion, ou l'on remplacait o
par sa valeur exacte 4 plus d'une seconde piés par défaut, étail au plus
conl s 1 . . .
égal LTI Comme les accroissements d'une fonction soni sensible-
ment proportionnels aux pelits accroissements dela variable, sous con-
dition, bien entendu, de continuité de la fonction et de sa dérivée,

1
2 N Ary P ’ Q1 Q © — )
une valeur supérieure a Dexpression &, est; 0 le | ou

(9 — ) est évaluée en secondes.
Cette limite est inférieure & 2.063 |tg (» — 9,)| expression obtenue
en transformant (¢ — 9,) secondes en la tangente trigonométrique du
méme arc. On a done :
L2 g (o — 9,
2,063 >~ 2T 2. 61
? < 2,063 > X ” (61)

[y

On obtient facilement des plus petites valeurs de X et p et une
plus grande valeur de |ty (v 2,)] en utilisant les deux relations
connues :

tg tg ®
1g~’?:——g——_____*’ tngD2:/_———.—i_———_.‘
V1 4 ZV,A V1 - ZV,A,
On a alors :
A* =sin® ¢.— 8in? © — sin? ¢ [1 - ZAV, cos* ®]~! — sin? o,
Développons le crochet suivant les puissances croissantes de
ZAV, cos* @ <7 1. Comme on a une série alternée on peut écrire :
sin? 29
4

32> sin? & —si? 0 —

ZAV,.



— &b —
Or, V, <1 et, en remplacant Z par sa valeur, on a :
sin? (¢ — o) cos? @7
4 cos® o sin* @

32 7> (sin? ® — sin? o) Ll — A

La dérivée en » de la fraction du crochet est toujours négalive dans
le champ du probleme. Une plus grande valeur de A, ainsi que cela
résulte de son étude numérique est 1,03. De sorte que

. C 1,03
72> (sin? @ — sin? 0)[1 — ——’1;—— cos? @],
et, en remplacant dans le crochet ® par 20° et en extrayant la racine
carrée :
x> 0,8600. (62)
Quant & =, on peut écrire :

u? = sin? ® — sin? ¢ =— ZA!*VZ > sin? 20[1 + ZAV, cos? @]
El, en opérant comme pour A* :
Tpr > ZIZ\Y? sin? 201 — ZA cos? ]
el, en remplacant dans le crochel /, A, cos? ® par leurs valeurs maxima :
w > ZAY, sin? 2@ >< 0,76.

4
Ainsi qu il résulte de I'élude numérique de A, une plus petite valeur

de cette fonction peut élre prise égale a 0,76. Donc, en extrayant la
la racine carrée :

p > 0,38 sin 20 > (ZV,)12. (63)
Enfin, relativementa tg (¢ — ¢,), on a immédiatement :
V1 - ZAV, — V1 + ZAV,
tg* & -1+ ZA,V, < V1 L ZAV,

1g(p —9,) =1g®

d’ou

g ®

ltg(‘f’—‘?z>l<m

(V14 ZA,V, — VI - ZAV,],

soib :
. _sin 2@ ,
[tg (¢ — 9,)] < g (1 4-2A,V,)Y2 — (1 +-ZAV,)'].

En développant les parentheses du erochet en série suivani les puis-
sances croissantes de ZA,V, et ZAV, et, en arrétant comme pour le cal-
cul de ) et . aux termes du premier degré :

. sin 20~
|tg<°P_CP2)I< 3 IV, | A, — A (Gi‘)
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Alors 'inégalité (61), en tenant compte des inégalités (62), (63) et (64),
devient :

1,12 sin® 20 > (ZV,)¥? [A, — A]*

S0t d N 16 0862 < 038 sin 2o~ (00

p < 2,063 ><

Il n’est pas ais¢ d’évaluer un maximum théorique du produit
V*[A, — AJ*. Quant a Z son expression est simple. Nous avons donc
évalué numériquement 'expression V¥4 [A, — A] pour toutes les valeurs
des argumuinents o, 7’ et ® considérées précédemment. On trouve ainsi,
et par raison de continuilé ce résultat est valable dans tout le champ du

o Ry 3
probléme, qu’une limite supérieure de I’expression V¥4 (A, — A) est o

ainsi que cela résulte du tableau qui suil des valeurs de celte gran-
deur données en unités de la seconde décimale (voir tableau
page 46).

Ce ne sera, du reste, pas une telle limite qu’il convient de considérer.
Mais, si nous considérons la fonction (ZV,)*4(A, — A), une étude numé-
rique identique a la précédente montre que, cette fonction est toujours

. 3 - .
plus petite que Tk Cela résulte du tableau qui suit (voir page 47)
des valeurs de cette fonclion données en unités de la troisieme déci-
male. Les signes ne sont pas marqués : ils sont identiques & ceux du
tableau précédent (page 46) :

On peut donc ¢éerire en 1méme temps (63) :

1,12 ><9 . sin 29

< T3,
1657 0,80 < 038 2107 7~ s & 5 7 <

p << 2,063 ><

et aussi :

1,12 <9 sin 2@
P 2003 R 2 038 T 10 N s b S e

Cela donne, apres caleuls :

3,977 _  sin 20 X< sin (¢ 4~ o) sin* (P — o)

P 10¢ < 8 sin® @ cos® ©
et (66)
3,977 _ | sin 2® 1
¢ .
P 10¢ < sin?® sin'2 (& 4+ o) sin'? (¢ — o)

L’étude des deux expressions (66) est trés aisée. La premiére varie en
sens inverse de w et de ®. La deuxiéme varie évidemment en sens inverse
de ® mais croit quand o croit.

Et, pour que l'errear faite sur %’ en y substiluant & ¢ la valeur
approchée ¢, soit inférieure & une unité du n®»¢ d’ordre décimal,
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il suffira de pouvoir déterminer le nombre n tel que les deux
1

expressions (66) soient a la fois inférieures a o8 lorsqu’on rempla-

cera ® par sa plus pelite valeur dans le champ du probléme et o
par une cerlaine valeur, d'ailleurs quelconque, dans le champ du
probléme également.

Y

Or pour ® = 20 et v = g- = 10, la premiere expression (66) prend

8,505 7,417
la valeur 1o et Ja seconde - o

Nous pouvons donc conclure, que I’écart sur ¢ résullant de la for-
mule approchée (59) n’a qu'une trés faible répercussion sur la valeur
de %'. L’erreur commise sur £’ en substituant o, & ¢ est inférieure a une
unité du quatrieme ordre décimal. La formule (39) peut élre considérée
comme salisfaisante. Cette étude de ¢ est parallele & celle faite par
M. Callandreau dans sa thése.

D’une facon plus directe nous avons étudié les écarts d’abord (¢ — ¢,)
et ensuite (k' — k)).

Le premier tableau qui suit (voir page 49) donne les valeurs de o,
données par la formule (59) et en le comparant avec les valeurs exactes
de ¢ (54), nous avons constalé que I'écart maximum (9 — ¢,) ne
dépasse pas 40 secondes sexagésimales.

Le deuxiéme tableau (voir page 50) donne les valeurs de &’ oblenues
en utilisant les angles ¢ du tableau (34). Le calcul parallele de &y montre

qu’en fait, le décalage (k' — k)) ne dépasse jamais o7 en valeur abso-
lue.

Nous avons utilisé pour calculer &, I'expression (32) oi I'on a les
angles auxiliaires bien définis :

sin o . (7:: 9,
y T

1
COS gy — — i, = |; — — - (0 —w) et 3, =i, —7.
2 SlnCh' \4 2) 2( 2 ) 2 2 ?

La méme expression a éle utilisée pour calculer £’. Ces résultats con-
firment 'étude théorique précédente.

Nous avons aussi fait quelques essais numériques sur %’ lorsque 4’ est
négatif. La formule (59) donne des resultats trés préeis encore. L’écart
(9, — ) ne dépasse pas, dans nos essais. la valeur 2 minutes sexagési-
males, écart négligeable devant la différence (¢ — ) gui atteint 10
degrés quand i = — 20. Nous pouvons done supposer, étant donnés
les résultals précédents, que I'écart (K" — k) est inférieur dans ces
conditions a 1/1000. Les résultats oblenus sont mentionnés plus loin
et peuvent étre utilisés comme point de départ d’une construction de

tables de coeflicients de poussée basée sur une étude encore plus pré-
cise de %’ dans le cas ol ¢’ est négatif.
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CHAPITRE V

SommaIre. — Etude de la limite k, par défaut du coefficient de poussée. Les
coefficients k;. — Des meilleurs coefficients pratiques K de poussée & envi-
sager.

La limite inférieure k, du coefficient de poussée est donnée par la for-
mule (33) :
~_€0os g cos (¢ 44" 4 8) cos (w — ') cos (¢ -+ 8)
- oS (0 — ' — 3) 08 (¢ — B) ’

k,

dans laquelle 9 est 'angle intérieur de frotlement du massif.

Les diverses valeurs de £,, pour les mémes valeurs déjaenvisagéesdes
arguments w, ® et ¢’ c’est-a-dire ici v, ¢ et ¢’ sont consignées dans le
tableau suivant (voir page 52).

Dans un calcul d’ordre pratique, le coefficient K par lequel il faudra
multiplier le facteur Ilr pour avoir la composante normale de la poussée
sur 'unité de surface du mur, aura comme valeur théoriquelameilleure,
la moyenne arithmétique des deux évaluations %, et 45 par défaut et
par exces. Le ableau de la page 93 donne les valeurs de K, ainsi défini,
pour les mémes valeurs des arguments o, ¢ el ¢’ précédemment consi-
dérés.

Cependant, on pourrait essayer de simplifier le calcul de K en intro-
duisant avec un facteur correctif convenable, £, et 1a limite A, par exces
définie par la relation (33 bis). C’est ainsi que Boussinesq a trouvé la
formule pratique :

9
K = ko -+ 55 (ks — ko).

C'est une formule d’application trop restreinte comme I’a montré
M. Callandreau. Ce dernier poursuivant le méme ordre d’idées a donné
la formule plus précise :

. 9 o?
h:k0+@(1—§>(k—ko).

Il a moniré que I'approximation de cette formule n’est pas suffi-

sante.
Dans le cas général on pourrait chercher une formule analogue et,

en introduisant la variable ¢, il semblerait qu'une formule de la forme :

9 (« v, " -
K=k o (1 =)t —5) e — ). @D
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ou n est sensiblement voisin de 2, donnerait des résultats intéressants.
Mais, comme dans le cas particulier ot i =0, on ne peul arriver a
une formule simple et suffisamment précise, a fortiori, dans le cas
général une formule de ia forme (67) ne peut étre envisagée. Nous n’in-
sisterons donc pas sur une telle formule qui ne peu. résulter que d’es-
sais numeériques.

Ainsi, la seule formule a employer est :

K - /i“_ff—L (68)
2
qui ne demande pas tellement plus de calculs qu'une formule du type

(67).

Il serait intéressant de comparer les chiffres ainsi obtenus avec ceux
proposés déja, et découlant d’autres théories ou méthodes et méme
avec les résultats expérimentaux.

La plupart des recherches théoriques ne se rapportent qu’aux massifs
atalus horizontal et paroi verticale. Cependant, signalons des recherches
plus générales dues & Rebhahn ct surlout & Résal. Ce dernier, nous
Pavons vu, a étudié le probléme dans toute sa généralité.

(Quant aux recherches expérimentales, elles ont toutes été faites dans
des cas simples.

La comparaison de ces résultats, ceux de Résal exceplés, avec ceux
obtenus par la méthode de Boussinesq, rentre donc entiérement dans
les cas étudiés par M. Callandreau. Ce dernier a comparé lous les résul-
«ls et a montré leur concordance. Nous n’y reviendrons pas.

Nous ne comparerons donc ces chiffres qu'avec ceux de Résal. Ce
dernier définit la poussée par sa composante horizontale Q et angle 6
qu'elle fait avec la normale au mur. Il désigne par « notre angle 7'.

o A
Y1000 T2
ot A est un coefficient numérique qu’il donne dans ses tables; A, lepoids
spécifique de la terre composant le massif; i la hauteur du parement de
maconnerie. Si nous désignons par A, le coefficient par lequel il fau-
dra multiplier le facteur 11» ou, ici, Ar pour avec la composante normale
Nr donnée par la méthode de Résal, nous obtenons facilement :

=~
‘e

P A cosH < cos? a
71000 7 cos (6 - a) ’

Le coefficient kr a été calculé en utilisant les tables de Résal publiées
en 1910 aprés revision de ses premiers calculs de 1903.

Nous mentionnerons donc dans les tables qui suivent (pages 55 & 57)
dans une premiére ligne les coeflicients /, et, dans une seconde ceux K,
obtenus par la méthode de Boussinesq. Nous avons limité & entre 20°
el 45°. Le talus a toujours élé pris d’inclinaisson positive. Quant a ¢/,
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bien que notre étude ne soit complete que dans le cas ou ‘est positif,
nous avons donué quelques coefficients % relatifs & ¢ <Z0. Tous ces argu-
ments ont été pris de 5°en 5° comme I'a fait Résal sauf pour ¢ négatif
auquel cas nous avons étudié seulement ¢ — — 10 et i/ == — 20, et
o variant de 40° en 10°.

Il résulte, de cette comparaison, une concordance remarquable entre
les coefficients %, el & non seulement pour ¢ positif ce qui, nous I’avons
vu, est & prévoir, mais méme pour ¢ négalif. En effet dans ce dernier
cas, 'écart entre %, et &’ peut devenir assez notable el on ne peut plus
a proprement parler, considérer K, coeflicient le meilleur de poussée,
comme la moyenne arithmétique de A, et &'. Cependant c’est le seul
coefficient qu’on peut proposer. D’un autre c6té, nous n’avons aucune
idée de l'ordre d’approximation des coefficients correspondants £,
ni du sens de cetle approximation, comme nous 'avons montré plus
haut.

CGHAPITRE VI

SommaIRE. — Quelques considérations sur les lignesde glissement des mas-
sifs pulvérulents. — Formules approchées donnant le coefficient de poussée
d’un tel massif sur un mur.

Nous avons moniré que, tout au moins lorsque l'inclinaison de la
paroi est inférieure a celle du plan idéal de Maurice Lévy, le massif
p’atteint I’équilibre-limite, dans le cas d’un renversement du mur, que
dans le voisinage 1mmédiat de ce méme mur. Ainsi, le principe d’état
ébouleux partout réalisé est en défaut. Il n’y a donc pas lieu de parler
des lignes de rupture du massif qui constitueraient les enveloppes des
directions de glissement en chaque point de ce massif et formeraient
un double réseau de courbes. Cependant, il serait intéressant de con-
naitre les enveloppes des directions des éléments, qui, en chaque point,
résistent aux réactions les plus inclinées. Juste apres le renversement
ou méme I’ébranlement du mur, la rupture du massif, d’abord localisée
pres de la paroi, se propage vers I'intérieur de la masse. Les lignes cons-
truites constituent les courbes probables de glissement correspondant a
cette rupture retardée du massif ou tout au moins n’en sont pas treés
éloignées. C'est pour celte raison que nous désignons toujours ces lignes
par la dénomination de lignes de glissement du massif. Bien plus si, au
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momenl de I'ébranlement du mur, nous désignons par ¢ 'angle d’incli-
naison sur la normale & I'élément en un point sur lequel s'exerce
la réaction la plus oblique, de cette réaction méme, I'introduc-
tion d’un massif hétérogéne de Boussinesq permet de supposer le prin-
cipe d’état ébouleux partout réalisé. 11 suffit pour cela d’imaginer un
massif fictif ou I'angle de frotiement intérieur en un point est précisé-
ment o.

L’angle o, égal & ®, ou angle de froltement intérieur effectif du massif
contre le mur, diminue &
mesure quon s'éloigne de
la paroi. Tout le lonyg d’un
plan radial langle ¢ est le
méme. Soit ¢ 'inclinaison
du plan par rapport a la
direction verticale, pour la-
quelle 'angle ¢ = o, donne
précisément le méme plan
pour plan idéal de Maurice
Lévy. On atteintainsile gros
du massif pour lequel les
lignes de glissement sont
des droites, les mémes que
celles du massit de Rankine
ou l'angle de frottement
intérieur serait ¢,. Dans le

Fie. 10. coin particulier compris

entre la paroi et le plan

Maurice Lévy, ainsi défini, un premier réseau de lignes de glissement
serait constitué par des droites radiales issues du sommet de la paroi.
Le second réseau conjugué du premier serait constitué de lignes for-

. n L
mant en chaque point l'angle <—) — y) vers le haut avec la direction

radiale correspondante. Comme l'angle ¢ varie, en fait, trés peu. ces
lignes sont presque des spirales logarithmiques. Elles correspondent
4 un massif hétérogéne el pourraient élre appelées « spirales loga-
rithmiques hétérogenes ». Elles sont d'ailleurs trés voisines des spi-
rales logarithmiques mises en évidence par M. Caquot (1) et correspon-
dantes & un angle v partout constant égal 4 @. L’étude théorique des
spirales hétérogénes, entreprise par M. Callandreau {2) est d’ailleurs
{rés complexe.

Remarquons ici que, I'assimiluation & des spirales logarithmiques

(1) CaqQuor : ouvrage cité.
(2) CALLANDREAU : Bulletin de la Société de Mathématiques (1932).
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véritables des courbes de glissement, donne une méthode de construc-
tion trés approximative de ces lignes. Cherchons maintenant le coeffi-
cient de poussée qu’on obtient grice a cetle assimilation.

Soit un cone élémentaire soumis aux différentes forces indiguées sur
la figure et défini par son inclinaison ¢ sur la verticale. Le plan
Maurice Lévy est défini par ¢.

Nous limiterons le coin a la spirale VMM'L :

r. 1 & e—ulgt[), (69)
ou oV = 1.

Prenons des axes auxiliaires (MX, MOY), rectangulaires.
OM étant une droile de glissement, on a :

Nigd—T.

En projetant sur OY les forces s’exercant sur le cone élémentaire, on
définit la réaction de R sur MM’ qui passe par 0. Du fait que VL est
une spirale logarilhmique, les deux autres équalions de projection des
forces sur OX et du moment par rapport & O sont identiques :

1I )

Tdi' — dN — — 72 sin ¢/ di’ —
i — d 5 17 sind di 0, ) (70)
avec T = Nigo. >

Ainsi les équations d’équilibre sont vérifiées mais, du fait de 'inégalité
des réactions sur MM et OM, I'angle de la réaction la plus inclinée sur
la normale en un point avec celle normale est supérieur & . Le mas-
sif est trop résislanl el le coefficient de poussée ohlenu de cette facon
est inférieur au vérilable coefficient. L’'intégration de I'équation (70)
entre le mur et du plan de Maurice Lévy ainsi que le calcul de la réac-
tion supportée par ce plan, donne :

ky = e 18 (cos ¢ 4 3 sin 7 1g @) ’

Tl oge &%)l

cos & cos 7 cos (w — ©)

sin (® + i — o)

k, étant le coefficient par lequel il faut multiplier le facteur II» pour
avoir une limite approximative et par défaut de la composante normale
de la poussée.”

Ce coefficient %, est relativement complexe et se préte mal au
calcul. La comparaison numérique avec le coeflicient /, (33) montre
que k, estinférieur & £,. Le coelficient /&, est donc plus éloigné de la
réalité (ue %, et par suile I'’élude de &, ne présente pas beaucoup d’in-
téret.

Remarquons que, le coefficient %, correspond a I'introduction d’un
massif hétérogéne analogue & celui de Boussinesq et nous pourrons

+ e(t—{fll: & (71)
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obfenir, de la méme facon que ce dernier, un coefficient de poussée
par excis.

Cette étude présentant peu d'intérét et, étant encore plus complexe
que celle de Boussinesq, nous ne reliendrons ici que le tracé, pratique-
ment {rés précis, des lignes de glissement & I'aide de spirales loga-
rithmiques.

GONCLUSION

Nous avons essayé, dans cet exposé, de metire en évidence tous les
avantages que présente la méthode de Boussinesq sur les autres
méthodes proposées jusqu’ici. Les condilions d’équilibre-limite partout
réalis¢ et de glissement contre le mur au moment du renversement de
ce dernier, étant en surnombre ou, ne pouvant pas éire satisfaites toutes
en méme temps, nous avons vu que, néanmoins, la méthode de Bous-
sinesq les assouplit par I'introduction de massifs hétérogenes convena-
blement choisis. Cette facon de voir permet non seulement d’affirmer
que I'équilibre-limite n’est réalisé qu’aux environs immédiats du mur,
ce qui esl évident si on suppose comme essenlielle la condition du
glissement contre la paroi, mais encore, elle donne une évaluation de
Pécart en chaque point entre I'¢quilibre réalisé et ’équilibre-limite. En
particulier, au-dessus du plan idéal Maurice Lévy, cet écart est partout
le méme. 8’il n’y a pas lieu de parler ainsi de lignes de glissement du
massif, nous avons cependanl donné ce nom a des lignes suivant les-
quelles se propagerait 'éboulement aprés le renversement du mur.
Remarquons enfin que, dans les méthodes autres que celle de Boussi-
nes(, la condition de glissement du massif conlre le mur est en géné-
ral éliminée, ce qui est contraire & notre point de vue.

Relativement au plan-critique Maurice Lévy, plusieurs constructions
géométriques tres simples ont é1é données jusqu’ici. Nous en avons pro-
posé une basée sur le fait que 'ellipse des—torees-dedamé en un point,
a une forme constante. reelince

Nous avons ensuite développé la méthode de Boussinesq dans le cas
le plus général du talus plan quelconque et de mur d’inclinaison quel-
conque. Si linclinaison du mur est supérieure a celle du plan Mau-
rice Lévy, les résultats de Rankine-Lévy sont applicables. Dans le cas
contraire, en désignant par Pz la composante normale de la poussée par
unité d’aire exercée par un massif sur un mur au moment du renver-
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sement de ce dernier autour d’un axe horizontal de sa paroi intérieure,
on a
Py — KIlIr,
ou 1I est le poids spécifique de la matiere constituanl le massif et », la
distance du point du mur étudié a I'origine. Le coefficient K est égal & :

Kot ¥ j K
ou :
1° ky = cos ¢ cos (o — ©') 00s (p +8) cos(g +9)

. - =
cos (w — %) cos (¢ — §)
" étant I'inclinaison du mur par rapport a la verticale:
o étant I'inclinaison du massif sur I’horizon;
¢ étant I'angle de frottement intérieur de la matiére;

On a, de plus :

) 1 . sin o
I — — -—— L — _ (are sin — — ),
sin ¢
eto —i—17.
cos (¢ -+ 7) cos (o — i) cos ¢

2L = -
cos (o — 1) cos (¢ — ¢)

(1 —sin @ sin(p — =+ 23)],

ou :
o et ¢ ont la méme significalion que ci-dessus;
® est I’angle de frottement intérieur du massif et ¢ et 3 sont définis
comme au (1°);
Enfin :
sin ¢

COS ¢ ——= — B
sin @

L’angle ¢ est enfin fourni par la formule approchée (59).




— 63 —

TABLE DES MATIERES

Pages.

INTRODLCTION. — Historique de la question. — Intérét de la méthode de
Coulomb. — But du présent travail

CuariTRE PREMIER. — Hypothéses relatives aux « semi-fluides » et « mas-
sifs pulvérulents ». — Equations d’équilibre-limite d’un massif de
terre pulvérulent et homogeéne. . . . . . . . . . . ... ...,

CHaPITRE II. — Solution du massif indéfini de Rankine. — Solution par-
ticuliére Maurice Lévy. — Méthode de Boussinesq. — Calculs de Résal.
— Comparaison des différentes méthodes . . . . . . . . . . . ..

Cuaritre 1I. — Apercu des résultats trouvés par Boussinesq et M. Cal-
landreau. — Point de départ du présent travail . . . . . . . . . .

Cuapitre IV. — Etude de la limite par excés. — Minimum unique et sa
recherche pratique. — Formule approchée pour ¢

CHapITRE V. — Etude de la limile A, par défaut du coefficient de pous-
sée. — Les coefficients k,. — Les meilleurs coefficients pratiques K de

poussée & envisager. . . . . . . . .. e e e e e e e e e
Cuaritre VI. — Quelques considérations sur les lignes de glissement
des massifs pulvérulents. — Formule approchée donnant le coeffi-

cient de poussée d’un tel massii sur un mur

CONCLUSION

12

16

22

51

PARIS. — IMPRIMERIE CHAIX. — 6672-6-38. — (Encre Lorilleux).



