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PREMIERE THESE.

ETUDE CRITIQUE

DE LA

NOTION DE COLLECTIF.

INTRODUCTION.

Le présent travail m’a été inspiré par une conférence tenue par
M. Wald au Séminaire Mathématique dirigé par M. Karl Menger
a I'Université de Vienne pendant le Semestre d’'Hiver 1934-35.
Cette conférence se trouve reproduite dans les Comptes rendus de
ce Séminaire, que j'ai cités dans la Bibliographie qui fait suite a
mon exposé. M. Wald étudiait, en les reprenant sous une forme
un peu abstraite, mais d’une grande rigucur, les théories pro-
posées par M. de Misés pour servir de fondement au Calcul des
Probabilités. J’ai, & mon tour, examin¢ les résultats de M. Wald,
et suis arrivé a des conclusions différentes des siennes, du point
de vue logique. s’entend. Du point de vue mathématique, non
seulement je reconnais la validité de ses résultats, mais encore je les
utilise apres les avoir convenablement généralisés et approfondis.

M. Fréchet, qui m’avait d’abord proposé un autre sujet, a
bien voulu, sur ma demande, accepter étude de la théorie de
M. de Misés comme sujet de Thése; il m’a aidé de nombreuses
suggestions, et les conversations que j’ai eues avee lui m’ont amené
a préciser ma pensée sur quelques points essentiels et délicats.
Je le remercie vivement pour Uaide qu’il m’a ainsi apportée.

THKSE VILLE. 1
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Je remercie ¢galement M. E. Borel, de s’étre intéress¢ a mes
recherches, et d’avoir aplani toutes les difficultés matérielles
relatives a Uimpression. Je dois ajouter que M. E. Borel m’a
fourni Poccasion d’exposer mes idées a une séance des Ezposés et
Discussions sur le Calcul des Probabilités qu’il dirige a Plnstitut
Henri Poincaré, el que la discussion qui s’en est suivie m’a ¢été
d’un grand profit.

Faiutilisé certains resultats de M. Paul Lévy, qui, a cette occasion,
a lu une partie du manuscrit; ses observations m’ont été précieuses.

Je n’ai pas la prétention d’avoir dit le dernier mot sur la délicate
question des Collectifs: mais je crois que mon travail pourra
rendre service a ceux qui voudront consacrer une étude a la défi-
nition de la probabilité comme limite d’une fréquence.

CHAPITRE I

ETUDE DES FREQUENCES DES DIFFERENTES CONFIGURATIONS
QUI SE PRESENTENT DANS UNE SUITE FORMEE DE 0 ET DE 1.

SoMMAIRE. — 1. Défimtion des configurations et des fréquences. — 2. Relations
entre les fréquences des différentes configurations. — 3. Degré d’indépendance
des différentes tfréquences. — 4. Construction d’une suite ou les fréquences des
configurations de longueur donnée ont des valeurs données. — 5. Construction
d'une suite ou les fréquences de toutes les configurations ont des valeurs
donnces. — 6. Géncrahsation : suites dont les termes peuvent prendre
k valeurs diffirentes.

Introduction. — Ce chapitre a pour but d’établir entre les fré-
quences que 'on observe dans une suite, des relations qui serviront
dans les chapitres suivants.

1. Définitions des configurations et des fréquences. — Soit une
suite finie de termes égauxa ooua 1 :
alt), a2l alm) (a=o0o0u1; i=1,2,..., m).
Nous appellerons cette suite une configuration de longueur m,

et la représenterons, en supprimant les parenthéses ct les virgules
pour abréger I’écriture, par la notation

(1) (ava2, . am),
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Nous aurons quelquefois recours a une notation encore plus
condensée, empruntée i la numération binaire, en représentant la
configuration (1) par la lettre u affectée de deux indices, I'indice
supérieur étant égal a m, 'indice inférieur ayant pour valeur

(2) P=a™—+2am 4 fam—24 4 2m—lgl,

Nous écrirons dans ces conditions

(3) ult=(a'a*...a™).
Soit maintenant une suite infinie de termes égaux a o ou a 1
(%) x=x'z22... 2", .. (zi=oou1;i=1,2,..., 0, ... )

La configuration (a'a?®...a™) seradite figurer dans « aurang ¢
si les m égalités suivantes sont vérifiées

(5) a'' = .Z‘i, 2= xi—H’ am = gi+m—i,

Introduisons le nombre y¢ (ot 7 est un indice) défini par
6  yi=JJo—1aim—ai)  G=12.m,00,
/‘:1.
y* ne peut prendre que les valeurs o ou 1, et les m égalités (5) sont
équivalentes a 'égalité yi=1.

Deriniriond. — Larépétition r de la con figuration (a' a...a™)
dans les n premiersrangs de x est le nombre des rangs distincts,
inférieurs ou égauxr & n—m—1 (n2m), on (a'a...am)
figure dans x; ¢’est ausst le nombre de fois o nous rencontrons
(a'a*...am) en lisant les n premiers termes de x.

La fréquence de la configuration (a'a®. ..a™) dans la suite

. , .. : r.
des n premiers termes de  est par définition le rapport —- Ilest

n—m-+1
éoal au nombre — 2 A i es in r . Nous repré-
X ombre ~ v on yiest défini par (6). Nousrep
=1

senterons celte fréquence par la notation

[ataz... am}% (n2m).

Quand » augmente indéfiniment [a'a?...a™ ], peut tendre
vers une limite; dans ce cas nous poserons la définition :
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Deérinition 2. — Si le nombre lim[a' a?a™ ]} existe, ce sera

n=w

par définition la fréquence totale selon Uexpression de M. Borel,
ou parfois plus brievement la fréquence de la configuration
(ata?...am) dans la suite x. Nous représenterons cette fré-
quence par la notation [a'a*...a™]*. Cest évidemment un
nombre non négatif au plus égal a 1.

Nous emploierons quelquefois par la suite les notations abré-
gées [u*]; et [u]"]” au lieu des notations introduites dans les défi-
nitions 1 et 2, u]* ayant le sens indiqué plus haut.

2. Relations entre les fréquences des différentes configurations.
— Soient la suite (4), une configuration (a'a*...a™) et les deux
configurations (a'a*...a™o) et (a'a*...a” 1)quis’en déduisent par
prolongement d’un terme. Désignons par )¢, y, et »", les nombres
associés a ces configurations par les égalités (6). Nous avons

@) Cyh=G—latr iyt = atm—1)y!
et par conséquent % - 3% = y¢. Il en résulte que le nombre
[ata?...am)E—[a'a?...a™0)f—[ata?...a™ 1]}
A A s 1 N .. .
ne peut étre égal qu’a o ou & —-. D’ou la proposition suivante :
Tutorime 1. — St deux des fréquences
[ata?...am}*, [a'a?...amo]l*, [ala?...a™1]*
existent, la troisieme existe aussi, et elles satisfont a la relation
(8) [ata?...am0]*+ [ata?...am1]*=[a'a?...a™],
ou, avec la notation abrégée
[wfi )+ [ufipl]e = [« ]"
Considérons maintenant les trois configurations
(ata®...am), (oa'a?...am), (1ala®...a™),
que Aous représentons par les notations

m m-+1 4 — om
u;s,  u; y Uia,, (am=12m).

En désignant par y¢, 437, |y’ les nombres associés a ces configu-



rations par (6), nous avons
Wwitt=(—ai)yl,  ayit=(— et =)yt
et, par conséquent,
oyiyit=yt o (i22);
nous en déduisons comme ci-dessus la proposition.
Tutorikme 1. — S deux des fréquences

[ata2...am]x, [oa'a2...am]*, [1a%al...a™]*

existent, la troisieme existe aussi, et elles satisfont a la
relation

[oatar...am]*+[1ala?...am]*=[ala?...am],

ou, en notation abrégée,

#) [ oo [t o= [P (o = 2m).
3. Degré d’indépendance des différentes fréquences. — Soit

Y

une infinité de nombres ¢7*(i<<2™), non négatifs, donnés a
I'avance. Posons-nous la question : existe-t-il une suite x telle
que, quels que sotent i et m, on ait l'égalité

(9) [ul]e= ol (i<amym=1,2,...,n,...).

Une premiére condition nécessaire est évidemment que
¢y + v!=1. D’aprés les théorémes 1 et 1', il faut en outre que
nous ayons

(10) ot = ot oRil = oMt - ol

Nous verrons (Théoréme 4, Remarques I et I, p. 17), que ces
conditions sont suffisantes. Les relations (10) montrent que I'on
ne peut pas choisir arbitrairement les ¢7*; joinles a la relation
vy v} =1, elles permettent de calculer tous les ¢I* a partir de ceux
d’entre eux qui sont de la forme ¢]} avec i<<2"~2(m=1,2,...,h,...).
Nous ne démontrerons pas ce dernier résultat, qui s’établit sans
difficulté, et que nous n’utiliserons pas par la suite. Si nous ne
considérons que les configurations de longueur au plus égale a m,,
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nous voyons que, d’aprés les relations (10), nous pouvons calculer
tous les ¢, ou m<m, a partir des 2™ valeurs ¢, qui sont liées
elles-mémes par 2™~ relations; d’ou le théorénie :

Tutorime 2. — Parmi les fréquences des configurations de
longueur au plus égale & my, il en existe »™ ' indépendantes.

La démonstration de ce théoréme exigerait que I'on montre que
les relations (10), ou m = m,— 1. sont indépendantes, et que ce
sont les scules a lier les ¢™. Nous I'établirons par une autre
voie (voir la Remarque aprés le Lemme 4, § 4, p. 14).

4. Construction d’une suite z ou les fréquences des configura-
tions de longueur donnée ont des valeurs données. — Soit un sys-
téme de nombres non négatifs ¢7" (i << 2™) satisfaisant a ¢} + ¢ =1

et a la condition (10). Si pour une suite z et une valeur fixe de m
nous avons

(11) [ul]e= ol (t=0,1,...,2M—1),
il résulte de (8), (8') et (10) que pour j <m les relations
(12) [W)z=¢] (JSm;i<2))

sont vérifiées. Portons notre attention sur les nombres ¢, ou m a
une valeur donnée. Examinons d’abord le cas ou ils sont tous diffé-

rents de zéro ('), et introduisons les 27~ nouvelles quantités A;
définies par

Y .
(13) )\;=;-,F—‘ (o< <y i=0,1,2,..., 2" —1),
20+

En posant o = 2=, nous voyons que les v;” et les 2; sont liés
par les relations

m . g -
ot = N0, , (¢}>0; 00 < 2amt),
m m . p—
ol o= o o (0 <M< o) & = am—1),
(%) [ 2oy
m_.
' ¥ op=,
j=0

(') Le cas ou certains des v;” sont nuls est traité dans la Remarque I de la
page 17.



— 7=

Les }; étant ainsi déterminés par (Z), considérons le systéme
d’équations linéaires, aux inconnues vj,

Py = N;Vojit (0T < am—1),
Vi Pipg = Poik P (a=2mT1),
(Z4) 20 —1
2 vj=1.
j=0

Ce systeme admet la solution {¢;=¢7"}. Supposons qu'il
admette une autre solution {v;=w;} avec w;20. Quel que
soit p, (2,) admet alors la solution {¢j==pef'+(1—p)w;}.
L’ensemble des valeurs de . telles que, pourj =o, 1, ..., 2a —1,
nous ayons [J,V}" ~+(1— p)w;> 0 est un ensemble fermé, admettant
le point p=1 comme point intérieur, puisque les ¢/ sont diffé-
renls de zéro; 1l existe certainement une valeur de p telle que
pour une valeur de j, on aitp.¢7" 4 (1 — u)w; < 0; nous en déduisons
donc qu’il existe une valeur g, de u telle que 07 + (1—po) w2 0,
I’égalité ayant lieu pour une valeur au moins de I'indice j; soit j,
une de ces valeurs, et soit uj= o ¢} (1 -— o) w;.

Nous avons u; = o. Si j, est pair, soit j,= 2k, 'examen de X,
monlre que Usk, 1, Uy Uirq sontnuls, puisque les 4; sont non nuls.
Sijy=2k + 1, nous concluons a la nullité de wa, ur, Uiio. En
raisonnant sur «; comme sur u;, hous montrerons, en Opérant de
proche en proche, que w,=o. De u;=o0, nous déduisons la
nullité de w;, 4. De la nullité de u,j, nous déduisons celle de u;. En
partant de uy= 0, nous obtiendrons ainsi l¢ tableau des u; nuls

— “
/
U, Ug
¥ v
Uy U Ua/2 Uiz
¥ ¥ e ¥

Uo—> Ug,. Uajo—> Usayz. Uas—> Usa/s . Usa/s—> Uta/s

Soit w:(0 <<j<2f) l'indice du terme de rang j dans la (7 +-1)°

ligne de ce tableau. La loi de formation des ' est

. 1 .
0 — i4+1 __ 1 |2 I S | oy —_ .
wy =0, ""21*—&-1" PR Wy = Wor_y+ & (x=2m=1; i< m).
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Supposons démontré pour une valeur ¢ que :

. . i o e ln_i
1° Quel que soit j, o) est divisible par 2"
2° Les o' nombres o) (j=1, 2, ..., 2¢) sont distincts.
3° Le plus grand des nombres o’ est wf,= 2 — am~,

Les propriétés 1°, 2°, 3° sont encore vérifiées pour la valeur 7 4-1.
sy, sont distincts

également; le plus grand des nombres

Pour 1°, ¢’est manifeste. Pour 2°: les nombres o

et les nombres ol
. 1 . i . .

w2l est —wl = am~' — om=i-1; le plus petit des nombres wy'! est

2)-1 P ’ 2J

au moins ¢gal a a =2""'; donc les nombres ' sont tous distincts.
i+ i+
J 2 M
1°, 2° 3° étant vérifiées quel que soit £<m. cn particulier,

Enfin, 3°. le plus grand des o' est w4+ a =w 2" — gmi—t,
pour i =m, les 2" nombres " sont distincts, et le plus grand
est 2 — 1. Ce sont des entiers non négatifs. Ce sont donc les
entiers de o a 2" —1, rangés dans un autre ordre que I'ordre

naturel. Revenons a la signification des o’

! nous concluons a la

200 —1
nullité de tous les u;, ce qui est en contradiction avec z u;j=1.

J=0
D’ou le lemme :

Lemme 1. — Si les o™ valeurs positives v}* satisfont auz deux
derniéres relations du systéme (), et si les 27" valeurs A; leur
sont associées par la premicre relation du systeme (2), le sys-
teme d’équations (2,) aux inconnues v; admet comme unique
solution & termes non négatifs la solution

Nous mettons en évidence, dans ’énoncé du lemme 1, les
valeurs ¢7* données; si nous considérons le systéme ( Z,) seul. nous
voyons qu’une conséquence immédiate du lemme 1 est le lemme :

Lemve 2. — Le systeme (), o les k; sont supposés positifs
non nuls, admet au plus une solution en v; & termes 2o. De
plus, cette solution satisfait & v, o(j=o0,1, ..., 20—1).

La deuxiéme partie du lemme résulte du fait que ¢,=o

entraine ¢, == 0, ce qui entraine la nullité de tous les ¢;. La donnée



—9 —

des 1, est donc équivalente & celle des ¢7". La proposition suivante
va nous permettre de fairc un pas de plus dans la recherche de la

suite z.

Lemve 3. — m étant un nombre fize, si les valeurs 7' satis-
Jfont auz conditions

200 —1
Y
oft>0, o'+ ela=eil+eiy  (a=2m1), Z"',"E I,
1=0
toute suite x telle que, quel que soit i, on ait
o [u)E o .
lim )i = 2 0l L 2t
i s el »
satisfait aux 2™ relations
lim [w*]h=¢/" (0] <2m).
n—w=»
Démonstration. — Soit une suite x mettant le théoréme en

défaut. 11 existe alors une valeur de j, soit j,, et une suite de
valeurs de n, soit { n; }, telles que

lim (w7, # o,
Soit 4 la suite périodique ayant pour période la suite finie des n;
premiers termes de z. Posons

L] o

l "»"H]”‘ = Zom

(14) W= "], pi=

La configuration u}* figure autant de fois dans les n; premiers

termes de = que dans les ny; premiers termes de x, donc

Lo it = [ T
ne

si nous considérons les 2n; premiers termes de z;. la conﬁgu—
ration u " figurera deux fois autant que dans les n; premiers
termes de x et peut-étre encore en quelques-uns des rangs
ng—m—1, ng—m—+2, ..., ng. D’odt Uinégalité

(15) 0527&;{[1&,’"}%&——-?}”[ ]ng-—
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une maniére générale, nous aurons

oSsn[uft ) —sni[uJn S(s—1)m  (s=1,2,..., 0y .00

d’ou, en faisant tendre s vers linfini,
m

Ch a
(16) oS uwf — [u]' IS 2=

Tout pf sera donc de la forme

mr
el et bom o gocr0<0,<0).
il i tem(OSWSh O

(17) wi=

La valeur de p} quand & tend vers l'infini dépend de la crois-
sance de ni[ult ]y et de ni[wll, I,

Considérons d’'une maniére générale n[u}']7. Si cetle quantité
est bornée supérieurement, la configuration u? ne figure qu’un
nombre fini de fois dans z. Mais il résulte des hypothéses faites
que si uy ne figure qu'un nombre fini de fois, il en est de méme
de ug,, el réciproquement. Par ailleurs, nous avons vu au para-

graphe 2 que

. 1 1
[t Vi— [ o — [ JiS oo [l B— [ 1 — [uda' Jas
d’ou nous déduisons que
(18) [n[wBlE+ nluf Ji— n[up i — nlulla]f [ <2.

Sidonc 'une des configurations )}, ult,, ne figure dans z qu’un
nombre fini de fois, il en est de méme pour 'autre et pour les
configurations u* et u/?,. La détermination des indices j tels
que u}' ne figure qu’un nombre fini de fois est la méme que la
détermination des nombres % employés dans la démonstration du
Théoréme 3. Nous arcivons a la conclusion que chacune des confi-
gurations u7’ ne figure qu'un nombre fini de fois dans x, ce qui
est manifestement absurde. Donc, [ u*]; n’cst pas borné; comme
c’est une fonction non décroissante de 7, nous avons

lim n[u}” JE= o
n—»

)

ce qui, en nous reportant a (17), montre que

lim pf =2,

K==
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A partir d’une certaine valeur de 4, les p} sont donc positifs
(non nuls) et finis. Les !/ sontla solution, unique, dusystéme ()
aux inconnues ¢;> 0 et aux parameétres p. (p1; étant mis a la place
de };), tandis que les v}” sont la solution unique du systéeme (Z,)
avec les paramétres A;. Quand les A; sont positifs, les ¢j, déter-
minés d’'une maniére univoque, sont des fonctions continues de A;,
puisque l¢ systéme %, est linéaire ; nous déduisons donc de (19)
que
(20) lim oM = o
k=
or, d’aprés (16),
lim = lim [ ]5;

nous avons supposé¢ cette derniére limite différente de ¢}': nous
sommes amenés a contradiction, ce qui démontre le lemme 3.

Grice a cette derniére proposition, nous pouvons élablir le
Théoréme suivant :

TutorEME 3. — m élant un nombre fixe, si les valeurs
m . m . o, .
vi'(0 <] < 2m) satisfont aux conditions
20—1
vj'> o, Z oft=1, Vit Piva= 031+ 031
j=0

(0 g 7 < gm—1 A= g m—1 )7

on peut construire une suite x telle que dans cette suite

lim [a]* ] = of".
n=—mw=
, . pit . .
Démonstration. — Posons y; = 2L_; construisons 2™ suites
241

Yoy -++y Vo, dont les termes sont égaux aooua i

(21) Yi=Y)yioo oyt (J=o0,1,2,..., a—1),

telles que dans ces suites on ait

—

[0 ]))
(22) 17

=Y.

—_—

La construction de telles suites n’offre aucune difficults.
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Les m — 1 premiers termes de  seront arbitrairement choisis; ils
formeront une configuration de longueur m — 1, soil la configu-
lation u]'~' ; nous prendrons pour z™ la valeur de .V;«'

D’une maniére générale, les n premiers termes de x ayant été
choisis, soient

2 2 ;
xtx?. .. xh,

les termes gr—m+2gn—m+i zn forment une configuration de lon-
gueur m — 1, soit ;"' ; le nombre de fois que cette configuration

figure dans la suite finie ', 22, ..., 2", a savoir :

n [uft"“]ﬁ,

est bien déterminé; soit k, ce nombre. Nous choisirons pour z**!
la valeur de yi= Il reste & montrer que la suite ainsi construite
satisfait bien aux conditions demandées.

Ne conservons, parmi les termes de la suite z', 2*, ..., £+,
que les lermes .t tels que la configuration gi—m+tgi—m+2 gi=
soit identique & une configuration u""' donnée & I'avance. D’aprés
la loi de formation de z, les termes conservés sont identiques,
quant & la valeur et a Pordre, aux A!)’ premiers termes de la
suite ¥, avec ‘

M= nl{uf~"]5.

Si donc, AY tend vers linfini avec n, nous déduisons de la
remarque précédente que nous aurons bien

m ].L‘
n

n=w» [lté;‘l+1],l *

Si la condition (23) est vérifice, quel que soit u*™', par appli-
cation du théoréme 4, nous voyons que z satisfait aux condi-
tions demandées. Le seul point a démontrer est que, quel que soit
la configuration de longucur m — 1 considérée, on a
(24) lim Alf) =

n=sw

Si, pour une configuration u7™" la quantité AY) est bornée, les
configurations uJ} et u,},, ne figurent dans & qu’un nombre fini de
fois. Inversement, si 'unc des configurations uJ} ou u;},, ne figure
dans z qu’un nombre fini de fois, il en est de méme de 'autre; par
application de l'inégalité (18) utilisée dans la démonstration du
lemme 3, nous pouvons ajonter que u™ et u4* ne figurent qu’un

m
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nombre fini de fois. Par un raisonnement identique a celui employé
dans la démonstration du lemme 3, nous voyons que supposer
un des 4!’ borné ameéne a contradiction. Donc la relation (23) est
vraie ponr tous les A, ce qui établit la proposition.

Le théoréme 3 va nous permetire d’énoncer nu résultat relatif
au systéme (2,) de la page 6. La consltruction utilisée dans la
démonstration du théoréme 3 ne fait intervenir que les valeurs v;.
Choisissons ces valeurs rationnelles positives ; nous pouvons alors
astreindre les suites y; a éire périodiques. Construisons la suite 2
par le procédé indiqué : il est facile de montrer que cette suite
sera elle-méme périodique a partir d’un certain rang. Soit, en effet,
M le plus petit commun multiple des longueurs des périodes des
suiles y;; si, en deux endroits de z, soient aux rangs 1, el n,,
nous avons

R'= Al (modM)  (j=o0,1,...,2—1;a=2m"1)

la suite z a partir du rang n, reproduira la suite « clle-méme a
partir durang 7y, a condition que les configurations (x"="+*, ,, g™
et (x»—+* .. z™)solent identiques. Considérons 'ensemble d’une
configuration de longueur m - -1 et d’un systéme de « valeurs A\,
deux valeurs 2!/ n’étant considérées comme distinctes que si elles
ne sont pas congruentes (modM). Cet ensenible de « + 1 éléments
peut prendre au plus aM® valeurs différentes, a savoir o pour la
configuration, M pour chacune des « valeurs 4/!. Donc, sur un
segment de z contenant plus de aM* termes, la coincidence qui
entraine périodicité s¢ présente au moins une fois.

La suite x étant périodique, les fréquences [u]']* existent toutes.
Elles constituent une solution du systéme (Z,) aux paramétres y;.
Le systeme X, admet donc une solution telle que ¢;2> 0 pour tout
systéme de valeurs rationnelles positives des 2;. Cette solution est
unique d’aprés le lemme 2; elle esl manifestemenl continue

en Agy Ay ...y Ag_y. En tenant compte du lemme 2, nous pouvons
donc énoncer le résultat :

Lemve 4. — Le systeme X, de la page 5 admet, pour tout
systeme de valeurs positives des 1;, une solution en ¢ 7 qui satis-

fait & ;> o0. Cette solution est unique et satisfait de plus & la
condition ¢; > o.
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Remarque. — 11 vésulte du théoréme 3 el du lemme 4 que les
fréquences des configurations de longueur m dépendent de 2m~!
paramétres, a savoir les ;.

Nous pouvons maintenant passer a 'étude du cas ou les valeurs
de toutes les fréquences sont données.

5. Construction d’une suite ., ou les fréquences de toutes les
configurations ont des valeurs données. — Soit maintenant un
systéme {v}f'} de nombres non négatifs, satisfaisant a ¢} 4 0] =1
et aux égalités (10) (§3). m prend toutes les valeurs entiéres posi-
tives, et j les valeurs entiéres non négatives inférieures a 2™. Nous
allons prouver qu’il existe une suite x telle que

[ = o,

quels que soient m et ¢ et montrer comment la construire, la
construction méme établissant celte existence.

Soit {¢; { une suite de nombres > o, avec lime; = o.

Soit une valeur de ¢; nous pouvons trouver des nombres w7,
positifs (m<1i, j < am), tels que

(@8) wh+wi=1, |wf'—of'| <3

(m=1,2,..,0; J=0,1,2,...,2Mm—1)
et satisfaisant de plus aux égalités (10).

Posons, en cffet, w}'=(1 —p)¢}'+ 27, oa oSp<1. Les
expressions sont >o; elles satisfonta (10) pour p. = o etpour p. =1,
donc pour toute valeur de p. comprise entre o et 1. Les diffé-
rences | w}' — ¢7'| sont alors fonctions continues de (1; nous pou-
vons donc lrouver une valeur de p. > o telle que (25) soit vérifide.
Pour cette valeur de o > o, tous les wi* sont bien positifs.

D'aprés le théoréme 3, il existe une suite z; telle que

[u]']*=w]". D’ou le premier stade de la construction de @ :

A tout entier i, nous associons une suite x; telle que

(26) l[u}"]”‘—v}"l<% (m=1,2 ..., J=0,1,...,2m—1).

Associons a tout entier ¢ un entier p; tel que pour n>y; on ait

(27) Hw™ =[] < 53" (n2u; m<is j<am).
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Soit N, le plus grand des nombres @, ct [}F] ("). Soit S, la
1
suile formée des N, premiers termes de x, a la suite desquels nous

écrivons les termes de x,. Nous allons montrer que pour n2> Ny,
nous avons

(28) Huf r—vl 1< (j=o0,1).

Si, en effet, N;<n <N, + p., nous avons

n-—N,
n

(29) [ T —[u) 152 1€

B2 &
<=L
:N :3

en tenant compte de N,2p, de (26) et de (27), nous obtenons
bien (28).

Si maintenant n2 N, + pp, nous voyons que
nluf 5= Ni[w) J§t+ (n—Ni) [0} J3ey,

et par conséquent [u} ]+ est compris entre les nombres [u)]i
et [u)]rey,. avec n—N,>p,, Ny2u,. En tenant compte de (27),
nous obtenons encore U'inégalité (28).

Nous allons former maintenant, a partir de S, et z; une suite S,,
d’une maniére analogue a celle dont S, a été formée a partir de z;
et z,

Soit v, un nombre tel que v, > N,, el que pour »2>v, on ail

(30) | [Tt — [ )% 1<

€s ,
3 (m=1.2;7=0,1,...,2M—1).

S, se confondant avec la suite z, si I'on supprime ses N, pre-
miers termes, nous déduisons de (30) et de (26) que

(31) [wfTe—ot (€22 (m=1,2; n2w).

Soit N, le plus grand des nombres v, et [3“

3

“]- La suite S, sera

formée des N, premiers termes de S,, a la suite desquels nous
éerirons ;. Pour n>2N,, nous aurons

(32) P li— e [ <+ (m=1,2)

(') Nous représenterons par [z ] la valeur approchée & -une unité prés par
excés du nombre z.
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En effet, pour N;<n <Ny p3, nous aurons

n—Ny _u3. e
[ [ ] s — (w0t ]3| < ~ SN-)éE (m=1,2),
ce qui, tenu compte de N,2v(, et de (31), nous donne (32).
Si maintenant n> N, + p3, nous avons

Il[ m] __N‘,[ m["-—i—(n—N" [ul ]n—-‘h

ou 6 est un nombre égal a 0 oua 1 (fest égal & 1 sile Ni terme
de S, et le premier terme de x; forment une configuration u}'; il
faut pour cela que m =12). Nous en déduisons que, a 1 preés,
[u?'] est compris entre [u}']x: el [u]' Jiiy,, ce qui, tenu (,ompte
de No2vy, n— Ny>py, de (31), de (26) et (27), nous donne
encore (32).

D’une maniére générale, supposons formée S;, et délerminé N;
tel que pour 2 N; nous ayons

(33) ')[u/m]s"—"}n|<si+t——:—l— (m=1,2,...,1).

Supposons qu’a partir d’un certain rang, les termes de S; soient
ceux de z;,. Il existe un nombre v; tel que pour n2v; on ait

25i+—1

e hi— ot < == (m=1,2,...,i+1).

Prenons pour N;,, le plus grand des nombres N;, v;, [_—-—3 “’*’].

€j1
La suite S; | sera form¢e des N;_, premiers termes de S;, a la suite
desquels nous écrirons z;,.. Nous démontrerions comme plus
haut que pour n> N

(34) ]S — '-"l<al-+,+% (m=1,2,...,i+1).

Sty Jouitdes mémes propriétés que S;; le procédé de formation
de ces suites S; se poursuit donc indéfiniment. Nous prendrons
pour z la suite limite de S; quand / devient infiniment grand,
c’est-a-dire la suite oblenue en écrivant a la suite les uns des
autres les N, premiers termes de .z,, les N, — N, premiers termes
de z;, et ainsi de suite. Pour N;<n <N;,,, nous aurons alors

1

. [.'—— .
‘[ull‘"]ﬁ_"}"|<€z+—n—— (m=1,02,...,0;]<am),
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ce qui entraine bien, quels que soient m ct j,

lim )" ] = o).

n—a
Nous pouvons donc énoncer le théoréme

Tucorime 4. — Soit le systeme de nombres ¢}', positifs ou
nuls, satisfaisant auz relations (10), et & v} + v). Il existe une
suite z telle que, quels que soient m et j(<C 2™) on ait

()7 = o]

Remarque I. — Siaulieu de donner tousles o) (m =1, 2,3, ...:
J <<2™) on se donne seulement ceux qui correspondent & une
longucur donnée m,, les relations (10) permettent de calculer
les v;" ou m<Cmy. Procédons ala construction indiquée dans la
démonstration du théoreme 4, en ne tenant pas compte des
conditions ou interviennenl des longucurs de configuration > m,.
La construction est encore possible, et se fait exactement de la
méme maniére, ce qui montre que le probléme traité page 11 dans
le cas ou les ¢* sont différents de zéro est soluble également si
certains des ¢} sont nuls.

Remarque II. — L’existence d’une suite « telle que les confi-
gurations s’y présentent avec des fréquences égales a des valeurs
donnees, sous la seule condition que ces valears satisfassent aux
relations (10) (§ 3), montre que ces relations sont les seules qui
existent entre les fréquences des différentes configurations.

Nous termincrons ce paragraphe par ’énoncé d’une proposi-
tion qui nous sera utile par la suite.

Trtorime 3. — Si, dans une suite z, m étant un entier donné,
les limites
ul|® .
llm[T“h—'E (i=o0,1,..., 2m=1—7)
n=w [ Wi R

existent et sont finies positives, il en est de méme des limites

lim [2]*]Z (J=o0,1,...,2m—1).

n—ew

THESE VILLE. 2
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Démonstration. — Posons
[ulilh
Yi= lim 2t

n=w [ u‘{znﬁ-q ]‘ﬁ

Les v; sont des nombres finis et positifs par hypothése. D’apreés le
lemme & (p. 13), le systéme (Z,) admet, pour les valeurs y; des
paramétres, un systéme unique de solutions, soit

v}"(j:o,l,...,y“—-l), avec ¢'>o, Zv}":l.
J
Nous sommes dans les conditions d’application du lemme 3 (§ 4);
donc nous avons

lim[u*|F=9¢/">0 (0<j < am).

n=—ow

6. Généralisation : suites dont les termes peuvent prendre
k valeurs différentes.
Soit une suite

dont les termes peuvent prendre & valeurs différentes, que nous
désignerons par1, 2, ..., k. Les relations (8) et (8') (p. 4) se géné-
ralisent facilement. Considérons une configuration (a'a?...a™)
(a/=1,2, ..., k) et sa fréquence dans la suite des n premiers
termes de z, soit [a'a? . .. a™]; celte fréquence. Nous avons alors

k
[aia’...a’"}ﬁ—y [atat...amjlE=0 ou X
o n
j=t

et
]

[aﬂa?'...a'"]‘,’;'——Z[ja‘a’...a"ﬂﬁ:o ou %

j=1
Si les fréquences lotales des configurations considérées existent,
nous aurons donc (en désignant par [a'a?...am]; la limite,
pour n infini, de [a'a?...a"]?)

k k
(I) [ai a?... am.];p:E [al az... amj]:x_‘ =2 [ja1 a... am]x.
j=1 J=1

Bornons-nous, pour simplifier, aux configurations de longueur 1
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(qui sont les termes 1, 2, ..., k eux-mémes) et de longueur 2 :
k k
(2) (i)=Y [ij1e =D [Fil
j=t j=t

Nous allons donner une application simple des considérations
précédentes. Soit une chaine de Markoff constante a & éléments;
supposons que nous soyons dans le cas régulier. Nous avons alors

par exemple une suile de variables aléatoires

(3) Xy, Xo ..., Xn oL (Xi=1,2,..., k)

et un tableau carré | pi;§ de probabilités positives, telles que
pi=Pr.{Xo=j, si Xamy=1i}>o0.

Les pij satisfont naturellement a

k
Sru=t

j=1

Si la probabilité pi que X, = i tend vers une limite quand »
tend vers l'infini, soit p; cette limite, les limites p; satisfont an
systéme

k k
(4) pz=2p/mi et Zpt=l (i=1,2,.... k; pizo).
=1

j= j=t

Dans ’hypothése ou tous les pj; sont positifs, on montre que le
systéme (4) aux inconnues p; a une solution unique (Fréchet, 3,
p- 45). Considérons une valeur { quelconque (1 <i<k), et de la suite

(5) X =Ty, oy «ves Ly + v+

des résultats obtenus en déterminant la suite (3), ne conservons
que les termes z, tels que z,_, = {. La suite partielle ainsi obtenue

peut étre considérée comme une suile de résultats d’épreuves
indépendantes; soit

(6) xn,, -’L‘n,, LR} xnm,

cette suile. Nous avons

Pr.{X,,i=s§=p;, (s=1,2,..., k).
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Aux n + 1 premiers termes de (5) correspondent les n[ ]} pre-
miers termes de (6), parmi lesquels les termes égaux a 1,2, ...,k
figurent respectivement un nombre de fois égal &

(n+1) [0, (R+n[2]ie, .. (n+1D)[Tk]Ry.

Si donc limn[i]}; =0, en appliquant la loi forte des grands

n—owo
nombres a la suite (6), nous établissons que, presque cerlai-
nement,

(7) i 25 i = pa (8t i)

n=w I

Or, lim n[ {]; = signifie que dans (3) il y a une infinité de
lermesr;‘é;ux a {; on montre facilement que dans le cas considéré
cela a lieu pouri =1, 2, ..., k. En cffet, cela a lieu au moins pour
une valeur de 7, soit i = Z,. En tenant compte de (7), on voit alors
que toutes les configurations (Z,j) sont répétées une infinité de
fois, el par conséquent tous les termes j==1,2, ..., k. Ceci posé
nous pouvons donc admettre (7) sans tenir compte de la restriction
entre parenthéses.

Revenons aux p;; supposons que I'on n’ait pas
(8) Jim [7 ] = pe.

Il existe alors des quantités &; non toutes nulles, telles que 'on
puisse trouver des valeurs de » telles que les quantités

(9) )i —pi— ]

soient arbitrairement petites, et par conséquent, en tenant compte
de (7), que les quantités

G 18— pij (pi+30) |

soient arbitrairement petites. En sommant par rapport aux ¢, nous
obtenons des expressions telles que

. k k
. Ql
[JI% —z Pipij *Z Pij8: |,
i=1 =1

que, par un choix convenable de n, nous pouvons rendre aussi
petites que nous voulons, et en tenant compte de (9), nous
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aurons, avec telle approximation qui nous plaira,

k
p;+3 NZ (p:+ 80)puj,

=1

ce qui montre que le systeme p,+ 9, est solution du systéme (4).
Nous sommes en contradiction avec le fait que le systéme (4) admet
une solution unique. Donc (8) a lieu.

Nous concluons donc : dans le cas régulier, la convergence
presque certaine dans une chaine de Markoff est une conséquence
arithmétique de la convergence presque certaine dans le cas de
Bernoulli.



CHAPITRE 1L

COLLECTIFS ET SELECTIONS.

SOMMAIRE, — 1, Définition des collectifs de M. de Misés, — 2. Définition des
collectifs de M. Wald. — 3. Champ des événements probabilisables, —
4. Irrégularité de la suite constituant un collectif. — 5. Composition des
sélections. — 6. Construction d’un collectif. — 7. Collectifs indépendants, —
8. Conséquences de la forme de l'irrégularité imposée par les sélections.

1. Définition des collectifs de M. de Misés. — La notion de
collectif a été introduite par M. de Misés dans ses recherches sur
les fondements du Calcul des Probabilités (de Misés : 1, 2, 3). Nous
nous reporterons dans ce qui suit a son 7raité (de Misés, 3), dont
voici trois extraits que le lecteur retrouvera aux pages 9, 12 et 14:

L'objet du Calcul des Probabilités est constitué par des
événements collectifs ou par des processus de répétition ; ces
derniers consistent en un trés grand nombre d’éléments suc-
cessifs (observations), dont chacun donne lieu a I’apparition
d’un résultat (résultat d’observation) caractérisé par un
nombre (ou un groupe de nombres); ces résultats se présentent
en « succession irréguliere ». Les observations sont effectuées
d’apres des régles précises, conduisant i la détermination sans

ambiguité du résultat, ou, éventuellement, au rejet de l'obser-
vation.

La notion de « succession irréguliére » est imprécise. Voici
comment M. de Misés la définit, a 'aide de la notion de sélection.
Considérons le cas simple de I'alternative, c’est-a-dire : supposons
que les observations ne puissent donner lieu qu’a Papparition de
deux résultats différents. La suite des résullals peut alors s’écrire

sous la forme d’une suite de o et de 1. M. de Misés définil une
sélection comme suit :
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D’une suite indéfinie d’observations, nous extrayions une
suite partielle par « sélection » si nous nous donnons un procédé
qui décide de Uappartenance ou de la non-appartenance de
la n'*™ observation (n=1,2,...) & la suite partielle. indépen-
damment du résultat de cette n observation, en tenant compte
au plus de la connaissance des résultats des observations pré-
cédentes.

Une fois cette définition posée, M. de Misés passe a la définition
du collectif le plus simple, ou alternative :

Nous désignerons par collectif le plus simple, ou alternative,
une suite infinie d’observations de méme nature, dont les
résultats peuvent & chaque fois étre représentés par deux
signes, soient « o » et « 1», si les conditions suivantes sont

remplies :

PrEMIERE cONDITION : 1y et ny étant le nombre de celles parmi
les n premiéres observations qui ont fourni les résultats « o »
et « 1 » respectivement, les deux limites suivantes existent :

. ny .

lim = = lim — = gq.

n—w N Ps n== N 7
Deuxitme conpition : Si l'on extrait de la suile totale une
suite partielle par « sélection », les limites correspondantes
existent dans la suite partielle et gardent les mémes valeurs :

lim 20 =p,  lim M =g

n=uw n'=w N
Enfin, voici la définition de la probabilité.

Nous appellerons les valeurs limites p (et q) les probabilités

d’apparition du résultat o (et 1) a Uintérieur du collectif
considéré.

La théorie de M. de Misés a soulevé de nombreuses objections,
que Pon peut ranger en deux catégories principales : les objections
de la premiére catégorie s'attaquant a la contradiction interne de
la théorie; les objections de la deuxiéme calégorie reprochent a
M. de Misés d’exclure de ses considérations les suites d’obser-
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vations telles que la fréquence des résultats présentant une
certaine caractéristique n’ail pas de limite, suites qui sont logi-
quement possibles. Nous n’insisterons pas sur ces derniéres
objections, qui sont d’ordre philosophique : une théorie non
conlradictoire ne peut étre atlaquée que sur le chapitre des
vérifications expérimentales, et il est évident que 'on ne peut pas
décider expérimentalement si les suites d’observations réelles sont
ou non des collectifs.

Les objections de la premiére théorie ont été exprimées d’une
maniére trés complete par M. A, Wald, qui a en méme temps
proposé¢ une modification aux définitions de M. de Misés rendant
sa Lthéorie non contradictoire. Sur le cas simple de l'alternative,
nous pouvons montrer en quoi la théorie de M. de Misés préte a
la critique.

Etant donné une suite d’entiers croissants {n;}, le procéds,
qui, d’une suite

r=zxlz2...2"... (z"=o0 ou 1),

extrait la suite partielle

y=xhzh. . . xWm, ..,

est bien une sélection. Or, si nous considérons toutes les
suites { n;} possibles, quelle que soit # contenant une infinité de 1
el une infinité de o, il existera une suite {n;} telle que I'on ait

identiquement
=1 ,

et une autre suite { m; | telle que I'on ait identiquement

2™ = 0.

On en conclut qu’il n’existe aucune suite satisfaisant a la
définition du collectif, telle que I'a présentée M. de Misés avec
o< p <<1.Nous ne faisons qu’indiquer ce point sommairemeént
en renvoyant a I'article de M. Wald; nous passons maintenant a
la définition posée par ce dernier.

2. Définition des collectifs de M. Wald. — Nous considérons
dans ce qui suit un ensemble M fini ou infini. dénombrable ou
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non, de points m; chacun des points m représente un état d’un
certain systéme. M représente alors 'ensemble des états possibles
sous certaines hypothéses: nousl'appellerons espace représentatif.

Si, par exemple, il s'agit d’étudier le phénoméne : apparition
de pile ou face, 'ensemble M est constitué par deux points, corres-
pondant a pile et face; si 'on considérele phénoméne : apparition
d’un point donné quand on jette un dé, M est conslitué par 6 points
correspondant aux 6 cas possibles; si 'on étudie un systéme
dont 'état peut élre caraclérisé par un nombre réel (ce qui
correspond & une variable aléatoire dans la théorie classique),
M sera constitué par 'ensemble (ou un sous-ensemble) de I'en-
semble des nombres réels.

La suite des résultats d’une suite d'observations portant sur le
systéme considéré sera représentée par une suile de points de M :

(I) imi}=m1,m2,..., Mmp, ....

Dans les trois exemples cités ci-dessus, {m;} sera respecti-
vement : une suite de P et F, une suite d’entiers pouvant prendre
les valeurs 1 a4 6, une suite de nombres réels (distincts ou non).

Un collectif sera une suite { m;} satisfaisant a certaines condi-
tlions que nous allons indiquer.

Il faut exprimer sous forme mathématique Il'opération de
sélection, qui consiste a extraire d'une suite donnée une suite
partielle, le sort de chaque terme de la suite donnée (a savoir,
étre conservé ou rejeté) ne dépendant que des valeurs des termes
précédents. Si un individu veut fixer a 'avance, sans savoir quelle
est la valeur des termes de la suite qui va lui élre présentée, la
mcéthode d’apres laquelle il opérera la sélection, il peut recourir au
procédé suivant : il inscrira sur un carnet tous les débuts de suite
logiquement possibles; s’il s’agit, par exemple, d'une suite ne
devant comprendre que des o et des 1, il aura une liste de débuts
de suite de la forme suivante :

0; I; 00; oOI; 10; II; 000; 00I; O0I0; OII;

Nous n’insistons pas sur la maniére dont il poursuivra cette
liste, elle devra comprendre tous les arrangements avec répétition
des termes o et 1. Sous chacun des lermes de la liste ainsi dressée,
qui correspondent chacun a un début de suite possible, il inscrira,
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arbitrairement, mais une fois pour toules, un signe qui indiquera
sa conduite; il pourra inscrire, par exemple, « oui » ou « non »
sous chaque terme. « Oui » inscrit sous le terme or0 signifierait :
« Si les trois premiers termes de la suile que I'on me présente
sont o, 1, o (dans cet ordre), je conserverai le lerme suivant
(le quatriéme) ». « Non » signifierait qu’on rejette ce lerme.

Il est plus commode, pratiquement, d’inscrire 1 et o au lieu
de oui et non respectivement; en exprimant le procédé précédent
sous une forme mathématique, nous obtenons pour la « fonction
de sélection » la définition de M. Wald, qui suit :

Derinirion 1. — Toute fonction f, (¢, ts, ..., t,) qui associe
a tout groupe ordonné de n points dans M une valeur numé-
riqgue égale a o ou & 1 sera dite une fonction de sélection a
n variables. Pour n = o, f, sera une constante.

Dérinirion 2. — Une sélection est une opération qui associe &
toute suite {m;} une suite partielle {m,| par le procédé
suivant :

Soit { fu}=fo, f1s [ay ... une suite infinie de fonctions de
sélection, [, étant constante, f,, fs, ... étant & une, deux, ...
variables respectivement. Formons la suite

(2) {}’i} =YY ey Yny oo o= fia(my, ma, ..., Mmy_y)
et soit la suite des rangs, dans {y;}, des y; égaux a 1
(3) {i,-}:i,, Ty ooy Ly onne
La suite {m,}| sera dite extraite de {m;| par la sélection
définie par la suite { fy {.

Norarion. — Si nous désignons une sélection par une lettre,
soit S, nous représenterons la suite, extraite de {m;} par la
sélection S, par la notation S { m;}.

Ezemple : Supposons que 'on é¢tudie la probabilité d’amener
un point donné avec un dé; si, de la suite { m;} des résultats, nous
ne gardons que la suile des résultats tels que le résultat précédent
soit 5, nous opérons une sélection. Dans ce cas,

Jn(my, mg, ..., my)=o0 si mp#£ 5,

» =1 si my, = 5.
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La définition que nous venons de donner de la sélection satisfait
aux conditions exigées par M. de Misés, puisque la fonction
dont la valeur décide de la présence de m; dans {m;;} est
Sii(myymy, ...umi_y). La définition que M. Wald introduit
ensuite est celle de la probabilit¢ d’un sous-ensemble de M;
soit L un tel sous-ensemble : la probabilité de L dans une
suite | p;} formée de points de M scra égale a la valeur limite
pour n infini, si elle existe, de la fréquence parmi les n premiers
points de {p;}, de ceux qui apparticnnent a L; si cetle valeur
limite n’existe pas, la probabilit¢ de L dans {p;} ne sera pas
définie.

Voici quelle est P'interprétation intuitive de la probabilité d’un
sous-¢nsemble de M : le point courant m dans M définit les
différents états possibles du systéme; donc 'expression « m appar-
tient au sous-ensemble L » signific : « le systéme prend un état
appartenant a une certaine classe d'états possibles ». Reprenons
I'exemple du dé, et considérons, dans M (formé des points 1, 2,
3, 4, 5, 6), le sous-ensemble (1, 3, 5). Il correspond a 1'évé-
nement : « il apparait un point impair ». L’expression « probabilité
d’un sous-ensemble L » doit donc étre interprétée comme « pro-
babilité de I’événement : le systéme prend un éeat dont le point
représentatif est un point de L ».

Sous la premiére forme modifiée par M. Wald ('), la définition
du collectif devient alors :

Derivition 3. — Soient :

a. 'S un systeme de sélections, contenant la sélection qui
laisse toute suite inchangée.
b. 1 un systeme de sous-ensembles de M.

Avec ces données : une suite | m;} de points de M sera par
définition un collectif relativement & 8 et & I2 si, quels que
soient la sélection S appartenant & 'S, et U’ensemble L. appar-

(') La premiére modification apportée par M. Wald a pour but unique de
préciser les définitions de M. de Misés, de maniére A rendre leur discussion

possible. La deuxiéme modification (p. 28), a pour but de les rendre non
contradictoires.
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tenant & £2, la probabilité de L. dans S { m;} est définie et égale
& une fonction P (L) de L ne dépendant pas de S ().

Si {m;} est un tel collectif, P (L) sera, par définition, la
probabilité de L dans le collectif { m;}.

Noration. — Une suite{m;} qui est un collectif relativement
a 8 et a £2 sera quelquefois représentée par une notation
du type K(8, £).

Le mérite de M. Wald est d’avoir restreint Pensemble des
séleclions qui inlerviennent dans la définition; plus précisément,
il suppose toujours 8 dénombrable. Comme d’autres auteurs
Pavaient fait avant lui. indépendamment de la notion de collectif,
il a également restreint Pensemble des ensembles pour lesquels la
probabilité est définie. 1l faut remarquer d’ailleurs que la théorie
de M. de Misés ayant pour but les applications pratiques, la limi-
tation des S et des L pouvait étre sous-entendue, puisque seuls
peuvent intervenir dans les applications une infinité dénombrable
de S et de L; en d’autres termes : on ne procéde jamais qu’a une
infinité dénombrable de sélections, et 'on ne considére jamais
qu'une infinité dénombrable d’événements. Pour S, nous retrou-
vons I’hypothése de M. Wald; pour £, nous allons voir que
I'hypothése de M. Wald est moins restrictive que celle qui consiste
a supposer £ dénombrable.

Avec cette limitation, la notion de collectif n’est plus contradic-
dictoire ; en cffet, M. Wald a démontré dans son article le théo-
réme suivant :

Hyvoruises : @ : M est un ensemble de puissance quelconque.

b: I est un corps dénombrable de sous-ensembles de M,
contenant M lui-méme.

c: p est une fonction additive d’ensemble. non négative,
définie sur les éléments de K. avec p(M) =1.

d : £ estlesysteme des sous-ensembles L de M mesurables par
le procédé de Jordan, & Uaide de la fonction p. et des éléments
de K soit p.(L) cette mesure.

e: 8 est un systeme dénombrable de sélections.

(*) 1l faut ajouter que cette condition n’est exigée que si S { m,} est une suite

infinie. 8i S{m,} est finie, cette dernitre suite n’est astreinte A aucune
condition.
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ConcLuston. — [l existe une infinité de collectifs K($8, £),
tels que la probabilité de L dans chacun d’eux soit p.(L).

La notion de collectif est ainsi relativisée, ¢’est-a-dire : on ne
définit pas un collectif d’'une maniére absolue, mais, au contraire,
la définition fait intervenir des données, qui jouent pour ainsi dire
le role de parameétres; ces données sont les sélections du systéme
dénombrable §. D’aprés le théoréme que nous venons d’énoncer,
cette nolion de collectif relativisée est non contradictoire. Nous
allons examiner quelle est I'importance des restrictions apportées
par M. Wald; elles sont de deux sortes : les premiéres portent sur
le champ de définition de la mesure (L), ou, pour employer une
expression analogue a celle en usage dans la théorie de la mesure,
sur le champ des déoénements probabilisables (Fréchet, B);
les secondes portent sur le systéme des séleclions, c’est-a-dire sur
la définition de irrégularité de la suite constituant le collectif.

3. Champ des événements probabilisables. — Si M cst fini, il ne
se présente aucune difficulté : on peut prendre pour £ I'ensemble
de tous les sous-ensembles de M. Si M est infini, il peut étre
nécessaire de spécifier 'ensemble £ qui figure dans la dé¢finition 3.
M. Wald a démontré (Wald, 1, p. 45), que si M est dénom-
brable, on peut prendre pour £ le systéme de tous les sous-
ensembles de M, a condition que la somme des probabilités des
différents points de M soit égale a 1.

Quant au cas ot M n’est pas dénombrable, nous nous borne-
rons au cas ou M est 'ensemble des nombres réels. Il résulte des
démonstrations de M. Wald, que si 'on prend pour £ le systéme
de tous les sous-ensembles de M. il n’existe aucun colleciif relati-
vement 4 2, el cela quel que soit S. C'est pourquor M. Wald se
borne aux ensembles mesurables au sens de Jordan (Wald, 1;
th. III, p. 46).

Mais cette restriction ne doit pas étre considérée comme faile
uniquement en vue des applications pratiques. Elle est imposée
par la nature dela définition de la probabilité a ’aide d’un collectif.
Nous allons montrer qu’il n'est pas nécessaire de supposer que £
contient /ous les sous-ensembles de M pour conclure a U'inexistence
d’un collectif; nous utiliserons pour cela (p. 32), le théoréme
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suivant, qui est un peu plus précis qu’un théoréme énoncé par

M. Copeland (Copeland [2], p. 339, lignes 2 et 3).

Tatorime 1. — Si M est l'ensemble des nombres réels (ou des

points sur un aze) et £ le systeme des Gy (ensembles de la

=

Sforme ]—]OL o §0,} est une suite d’ensembles ouverts ), il
=1

n'existe aucun collectif, relativement & £, qui ne présente la

particularité suivante : il existe parmi les ensembles consti-

tuant £ une infinité dénombrable d’ensembles réduits chacun

a un point, tels que la somme de leurs probabilités dans le

collectif soit égale a 1.

Nous allons essayer de montrer quel est le sens intuitif de cette
proposition. Dans le calcul des probabilités classique, si I'on
considere une variable aléatoire X telle que, par exemple,

(a) Pr.{x<x;=x (o< <),

tout ¢vénement de la forme XeL, ou L est un ensemble mesurable,
au sens de Lebesgue, a une probabilit¢ définie. Dans la théorie des
collectifs, si je suppose que tout événement Xel, ou L est un Gg,
a une probabilité définie, je suis obligé de supposer que la
fonction de répartition de X est une fonction se réduisant a une
Jonction de sauts. (Pour la définition précise d’une telle fonc-
tion, consulter, par cxemple, Frécuer, Recherches théoriques
modernes sur le Calcul des Probabilités, Premier Livre,
page 271.)

Le résultat de M. Copeland était, avec les mémes hypothéses
que les ndtres, que la fonction de répartition de X ne pouvait étre

absolument continue. Passons maintenant a la démonstration du
théoréme 1.

Démonstration. — Remarquons tout d’abord qu’un ensemble
réduit & un seul point et un ensemble dénombrable sont des Gg.

Soit {m,} une suite de points; supposons qu’elle mette le
théoreme en défaut. Rangeons les points de {m,} en une suite
{a,} de points distincts. Si nous désignons par [ la fréquence
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de a; dans les n premiers termes de { m;} la limite

(2) pj=lim ff"
n=ow
existe par hypothése, quel que soit j, et par ailleurs Zp,-< I
j=1

Soit M, l'ensemble des points «;. Puisque Zp;<< ;, d’apreés
le résultat de M. Wald, déja cité (Wald, 1, p. 45), il n’existe
aucun collectif, relativement au systéme £°; de tous les sous-
ensembles de M,, qui attribue a a; la probabilit¢ p;. En par-
ticulier, {m;} n’est pas un tel collectif. En supposant que le
systéme des sélections est réduil a la seule sélection laissant toute
suite inchangée, ce que nous pouvons faire puisque le résultat de
M. Wald est indépendant des sélections choisies, nous déduirons
de ce que {m;} n’est pas un collectif relativement a £, I'existence
d’un sous-cnsemble A de M, tel que la limite

n

(3) lim ,—Il y' oa(m;) (pa = fonction caractéristique de A)
n—ow
i=1

n’existe pas. Revenons a M : A qui est un G; devrait avoir par
hypothése une probabilit¢ bien définie, c’est-a-dire que la
limite (3) devrait exister. Il y a contradiction, cc qui démontre
le théoréme 1.

Si donc un collectif existe relativement a £2, systéme des G; (ou,
a fortiori, systéme contenant le systeme de Gj), il existe un
ensemble dénombrable D de points a; figurant chacun dans le
collectif avec une fréquence pj, la somme X, étant égale a 1.
Tous les collectifs de méme nature que le collectif considéré,
c’est-a-dire attribuant aux G; les mémes probabilités, ne contien-
dront donc que des points de D et des points dont ensemble
forme un cnsemble de probabilit¢ nulle. En fait, la loi de pro-
babilité ne sera définie que sur D. En dehors de ce cas, nous
voyons bien qu’il n’existe pas de collectifs relativement a un
systeme contenant les Gz dans M. Or, s’il n’était pas génant de
restreindre l’ensemble de tous les sous-ensembles de E, il est
génant de ne pouvoir considérer tous les Gg, ou de se limiter an
cas exceptionnel ou la fonction de la répartition de la probabilité

se réduit a une fonction de sauts. Cette exclusion entraine la
conséquence suivante :
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Le champ des événements probabilisables dans la théorie du
collectif défini par M. Wald est plus restreint que le champ
des événements probabilisables dans la théorie classique.

Si, en effet, X cst une variable aléatoire qui a une fonction de
répartition, la probabilité pour X d’appartenir a un G; est toujours
bien définie dans la théorie classique.

4. Irrégularité de la suite constituant un collectif. — Nous ne
traiterons dans ce qui suit que le cas del'alternative (p. 23). Avec
les définitions de M. Wald, dans le cas de alternative, £ se réduit
a quatre éléments (& savoir: le sous-cnsemble vide, le sous-
ensemble form¢ du point o, celui formé du point 1, et celui
constitué par les poinls o et 1. qui coincide avec M lui-méme) et
peut étre sous-entendu. Nous caractériscrons un collectif, dans ce
cas simple, par § ct par la fréquence p d’un résultat, soit 'appa-
rition de 1 sile collectif est une suite de o et de 1 : nous dirons
que le collectif ainsi défini est un collectif du type K(8; p), ou
plus brievement : un collectif K(8; p) ('). Nous désignerons quel-
quefois, dans ce qui suit, par K(8; p)Uensemble des collectifs de
fréquence totale p relativement au systéme & (dénombrable) de
sélections. De sorte que les phrases « 2 est un collecuif K($; p) »
et « z est un ¢lémentde 'ensemble K ('S5 p) » seront équivalentes.

En quoi consiste l'irrégularité imposée par Uintervention de $?
Soit la suite, ou o et 1 alternent réguliérement

(%) a=ux'2*...2"...=10I0....

La fréquence des 1 dans les n premiers termes a pour limitei—
quand 7 tend vers l'infini. Considérons la sélection S, définie par la
suite { /i }, o les f; sont des conslantes, avec f; = %[1 +(—r1)"H]e
La suite { f; 1 s’écrit

(5) {fz}=fo,f],...=‘—0,l,0,l,...

et, par conséquent, la suite Soa ne contient plus le terme 1. La

suite a n’est pasun collectif K(ZS; %) si S contient la sélection S, ;

(') « K(8; p) » joue ainsi le role d’'une épithéte. On dit un collectif K($; p)
au lieu d’un collectif relativement & &, de fréquence p, comme on dirait une

fonction I* au lieu de : une fonction dont la puissance a est intégrable.
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ou encore : en astreignant une suite a étre un collectif d’un type
convenablement choisi, nous pouvons lui interdire d’avoir la
Jorme trop réguliere (4). Glest parce que nous pouvons ainsi
astreindre les suites a ne pas présenter certaines régularités que,
dans la définition du collectif par M. de Misés, la condition qui
fait intervenir les sélections est appelée condition (ou axiome)
d’vrrégularité (Regellosigkeitsaxiom).

Essayons de préciser cette notion : excluons les suites qui ne
contiennent qu’'un nombre fini de o, et représentons toute suite

(6) r=axlz?. . x". .. (xt =o0o0u1)

par le point du segment (0. 1) qui a pour abscisse

x! xr2 oz ’

PR Rl St
et que nous appellerons le point z. La correspondance entre le
point z et la suite est biunivoque. Dire que x présente unc régu-
larité d’un certain type, c’est dire que le point z appartient & un
certain ensemble A du scgment (o0,1). Désignons ’ensemble des
points représentant des collectifs relativement a 8§, ou la fréquence
de 1 est p, par la méme notation que 'ensemble de ces collectifs
eux-mémes, c'cst-a-dire par K(8; p). Dire que nous pouvons
astreindre z a4 ne pas présenter la régularité du type considéré,
au moyen d’un systéme de sélections 8. c’est dire que 'ensemble
A et I'ensemble K(&; p) n’ont pas de point commun. Le pro-
bleme de I'étude des collectifs relatifs a S et de fréquence p se
raméne donc a I'étude des ensembles K(S; p). Nous utiliserons
dans cette étude un résultat bien connu de la théorie moderne
des épreuves répélées, qui est le suivant :

Si Uon procéde a une infinité d’épreuves indépendantes,
Uépreuve de rang i déterminant une variable aléatoire X; avec
Pr.(Xl=1}=p, Pr.{Xlzo}z (p+q=1; 0 p<1)
la probabilité (au sens de la théorie classique modernisée) que
la fréquence totale de la valeur 1 dans la suite existe et soit
égale & p est égale a un. (voir, par exemple : Fréchet, [2],

p- 239).

Soit maintenant une sélection S,, et soit { Y;} la suite obtenue

THFSE VILLE. 3
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en appliquant S, 4 { X;}. La suite { Y;} est une suite de variables
aléatoires; de méme le nombre N, des termes de { Y;} qui corres-
pondent aux n premiers termes de { X; | est une variable aléatoire.
Nous avons alors la proposition :

St Von a Pr.{limN,=w), la fréguence de la valeur 1
q

n—wo

dans{ Y} existe et est égale & p, avec une probabilité égalea 1.

Démonstration. — Considérons les N, premiers termesde { Y},
correspondanl! aux n premiers de { X;}, et posons

{ a,,=Y1+ Y2+...+YN’.,

(7) pnanﬂan-

Considérons la fonction

an! Bp! " 3 '
Paeracuerars b A B (ol=1).

(8)

Cette fonction est une fonction des n variables aléatoires X,,
X4, ...y Xu. Nous la désignerons par s, (X, X,, ..., X,). S, est
définie par une suite { /;}; supposons que f,=1; dans ce cas

Ni=1, Y= X, S,(X1)=%.

La valeur moyenne de s, (X,) est donc égale a 1

(9) Mfsi(X) =1

Si fo= o, nous avons a, =3, = o, donc (g) reste vraie.
Considérons maintenant

sn_1(X1, Xg, ey Xn_.1) et fn_1(X|, X2, Ceen Xn—.l)-

Sifrna(Xy, Xy, ..o, Xn1)=o0, le terme X, ne figure pas
dans { Y;}; donc N,=N,_, et par conséquent

(10) Up = Qp—i, an Bn—i,
Sn(X1, Xg, ceey X,l) = S,l_.1(X1, Xg, ceey Xn—])-

Si frooi (X4, X, ..o, Xp—1)=1, X, figure dans {Y;4,

Nn= Nn_—1+I, YN,.=Xn
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el par conséquent
ap= op—)+ Xy,
Bo=Nn— ap=Baa+1—X,,

Apn—a—+1 Sp—1 .
(11) el ol LR el N si Xp=1,
Np—i+2 p
Sn=
Broa+1 Sp

] si X, = 0.
\ Np—1+2 q "

Soit M-y { s } la valeur moyenne de s, quand X,, X,, ..., Xpey
sont connues. Nous déduisons de (10) et(11) que, dans lous les cas,

(12) M, { Sn } = Sp—1.

Si nous nous reportons a (9), nous déduisons de (12) que
la valeur moyenne de s, est égale a 1 quel que soit n. Soit main-
tenant A un nombre positif quelconque. A la suite de variables
aléatoires {s, |, substiluons une suite { o, } ainsi définie :

( G1 = 81.

(13) % Sn si opmt <A,
On = .

? On—1 si op—y > A,
On vérifie sans peine que
(14) Miat=1, Moifon}=00
et, par suite,
(15) Mfep}=1.

o, étant une quantité non négative, nous avons donc, quel que

soit n,

(16) Pr.{cn>)\}§

> -

La probabilité que nous venons d’écrire est une fonction crois-
sante de n, puisque P'événement {g,> 1} implique l'événement
{onm > B

Considérons I'événement qui se produit si la borne supérieure
de ¢, quand n varie de 1 a U'infini, est plus grande que 2, événe-
ment que nous noterons

{B sup. 6, > A }

Si cet événement se produit, il existe au moins une valeur de n
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a partir de laquelle on a constamment {g, >4 1; par conséquent,
en tenant compte de (16), nous avons

Pr.{Bsup. Tn > )\}g %
Nous avons donc, en remarquant que, d’aprés (13) 1’événement
{B sup. s,> 2} implique I'événement { B sup. o, > 2} :

(17) Pr.{Bsup.s,,> )\}g
Or

b

Pr. { Bsup.s, = } <Pr. { Bsup.s,> X }
quel que soit A. Donc nous avons
(18) Pr.{Bsup.s,=w| =0

an! fi,, !
_,,——T_p,lTx_'p
des cas infiniment peu probables Supposons que o+ Bp—>o. Si

La quantité s = —%g—B~ est donc bornée, sauf dans

II
nous montrons que si PO ne tend pas vers p, s, n’est pas

n

bornée, nous déduirons de (18) que

f_oan ) _
pr'lan-*—Bn_P =1.

En modifiant légérement les notations. nous sommes ramenés &
wmontrer que si, dans I’expression

z!ly!

w(z, y) = mp“”q—’

ye . z+y s
@ + y tend vers linfini sans que ——= tende vers p, w n’est pas
borné supérieurement.

Supposons d’abord que —

e tende vers @ 5% p, et posons

x
= S =:&

z+y 5 T+y Z -~y =n.

Nous pouvons mettre o sous la forme

w(x,})_f< > (‘_’) dt=[len5dt

11—t

avec

t
t=aLog— — (Lo
5 B Log

Par hypothése, quand » tend vers Pinfini, « tend vers w, et
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vers 1 — w; donc £(¢) tend vers la fonction
b

Eo(t)=mLog;t—,+(1—m)LogI;———t
Nous avons
’ _E_I—m'
()= t 11—t

%o (t) est maximum pour ¢ = w, la valeur du maximum étant

] —

E(v)=m® Log}%B + (1— w) Log
Considérons I’expression ci-dessus comme une fonction de w;
sa dérivée par rapport a @ est

1I—w

q

w
Log; — Log

Eo(w) est minimum pour m = p, la valeur du minimum étant o;
donc E¢(w)>o0 puisque nous avons supposé wZp. Eo(w)
étant > o, et, « lendant vers w, il existe un nombre positif 9,
un nombre positif et un nombre entier n, tel que pour n > n,,
on ait£(¢) > o dans l'intervalle & — 7, w + 7.

Nous en déduisons que pour n >> n,, nous aurons
T4+T
w(z, y) >f ent dt > a1 end,
T—T

et, par conséquent, si @ > ©
y P ) y

lim w(x, y) = .

n—wx
Supposons maintenant que « ne tende pas vers p; il existe alors
un nombre m différent de p, el une suite {n;} de valeurs de n
telles que, si 'on désigne par { «;} la suite des valeurs correspon-

dantes de «, on ait
lim o; = w.

i—=w

Nous en déduisons, tenu compte du résultat précédent, que,
lorsque 7 tend vers l'infini, nous avons

borne supérieure w(x, y) = .

La proposition que nous venons de démontrer pent s’énoncer
ainsi :

Trtorime 2. — KEtant donné un systéme S, d;:'nombrable, de
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sélections, si U'on procéde & une suite de tirages indépendants
pouvant donner liew & Uapparition d’un événement E avec une
probabilité (ausens classique) constante et égalea p, il y a une
probabilité (au sens classique) égale a1 pour que le résultat
de cette suite de tirages soit un collectif relativement & '8, col-
lectif dans lequel la probabilité (au sens de la théorie des
collectifs) de I'épénement E est égale a p.

Pour ¢viter les confusions possibles, employons le langage
de la mesure : soit p un nombre compris entre o et 1; parta-
geons le segment (0, 1) en deux parties égales, et attribuons la

1 I
mesure ¢ —1— pau segment(o, 2), la mesure p au segment <;, I >;

partageons ces segments eux-mémes en deux parties cégales. et
ainsi de suite : si nous partageons en deux partlies égales un seg-
ment auquel nous avons attribué une mesure p*¢P, nous attri-
buerons a la"moiuié de gauche la mesure p*gf+', a la moitié de
droite la mesure p*'¢B. Nous définissons ainsi une¢ fonction
d’ensecmble additive, 2o, définie sur tous les segments de la
forme [ko—", (A—+1)2="]. Il existe alors une fonction d’en-
semble > 0. complétement additive, définie sur tous les ensembles
boréliens, qui coincide avec la fonction d’ensemble que nous venons
d’introduire sur tous les segments de la forme [A2=". (k4 1)2—").
C’est cette derniére fonction d’ensemble que nous appellerons
la p-mesure.

Reportons-nous & la représentation des suites par des points du
segment (0,1) (p. 33); on montre sans peine que la p-mesure
s’interpréte comme une probabilité au sens classique modernisé,
a savoir : la p-mesure d’un ensemble est la probabilité que la suite
des épreuves (de probabilité constante p) fournisse une suite dont
le point représentatif appartienne a I'ensemble. Ceci posé nous
voyons que le théoréme 2 s’exprime sous la forme :

Tueoritve 2'. — Quel que soit le systeme dénombruble S de

sélections, la p-mesure de U'ensemble K (8; p) (défini p. 49) est
égale a 1.

Si nous revenons a la question de Pirrégularité, nous voyons
que nous pouvons énoncer une condition nécessaire pour qu’une
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suite puisse étre astreinte a ne pas présenter une particularité
donnée :

Tutorime 3. —— Un nombre p étant donné, une condition
nécessaire pour que lU'on puisse astreindre par une condition
d’irrégularité fondée sur la notion de sélection, c’est-a-dire
par une condition de la forme xeK (S; p), une suite x & ne pas
appartenir & un ensemble représenté sur le segment (o, 1) par
un ensemble A, est que la p-mesure de A soit nulle.

La réciproque de ce théoréme se présente naturellement a
I'esprit; mais elle est fausse. En effet :

Tatorime 4. — Soit donnée une valeur p quelconque com-
prise entre o et 1;on peut lui associer un ensemble G, de
p-mesure nulle, jouissant de la propriété suivante :

Quel que soit le systéme dénombrable S, les ensembles K(8; p)
et G ont au moins un point commun.

Le théoréme 4 est une conséquence du théoréme suivant :

Tutorime 4. — Etant donné : un systéeme dénombrable S

de sélections, un nombre p(o <<p <<1)et une fonction (1) > o
continue, croissante, telle que

lim i«:p(p.):o et lim ¢ () = oo,
p.:aulJ- W=

mais a part cela, a croissance arbitrairement lente :

il existe un collectif K(8; p) tel que : si U'on considere la
fréquence = des 1 dans les p. premiers termes d’une suite infinie
extraite du collectif par une sélection du systeme S, il existe
deux nombres positifs o, B (dépendant de la sélection choisie,
mais indépendants de ) tels que Uon ait, quel que soit p. :

(19)

;m

<Y _ LS 1CON
SyTP<y @H

v
n
Montrons d’abord que le théoréme 4 implique le théoréme 4.
Si nous considérons une suite d’épreuves indépendantes ot un
événement peut se produire avec une probabilité p, il est bien
connu (voir, par exemple, Lévy [1], p. 258 et suivantes), que,
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s f, représente la fréquence des succés dans les p. premiéres
épreuves, il y a une probabilité égale & v pour que, quel que
soit le nombre positif o, U'inégalité
)
(20) 'fp.‘—[)|> )
Vi
se produise une infinité de fois. Si nous posons donc, dans
Iénoncé du théoréme 4, ¢(p) = p (o <e<< i)’ et que nous
désignions par G l'ensemble des points z correspondant aux
suites z pour lesquelles U'inégalité (20) (ou nous faisons, par
exemple, 0 = 1) n’alieu qu’un nombre fini de fois, nous constatons
que G est de p-mesure o, el a au moins un poinl commun avec
I'enscmble K ('8; p), quel que soit S, ce qui démontre le théoréme 4.

Quant au théoréme 4/, nous le démontrerons en construisant
un collectif K(&; p) satisfaisant aux conclusions du théoréme.

Nous avons "besoin pour cette construction de poser quelques
définitions préliminaires :

3. Composition des sélections. — Dgrmirion 4. — Etant
donné deux sélections A, et A,, définies par les suites de fonc-
tions {fi} et {fi} respectivement (Déf. 2, p. 42), la sélection
A définie par la suite { g;} ot

gi=1—(—f1Y(a—7f3#)
sera appelée somme des sélections A, et A, et nous écrirons
A=A+ A,
La sélection A est la sélection qui choisit un terme si A, ou A, le

choisissent, et dans ce cas sculement. De la définition précédente,
on déduit sans peine la définition de la sélection

A+ As—+...+ A, etcellede EAi.

i=1

Dermvition 8. — A, et A, étant deuzx sélections définies
par {fi} et {f}}| respectivement, la sélection B définie par
{gi}od

gi=fl /¢
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sera appelée produit intérieur de A, et A,, et nous écrirons
B = AjA,.
B est la sélection qui choisit un terme si A, et A, le choisissent

simultanément, et dans ce cas seulement. Les opérations de la
somme et du produit intérieur sont commulatives et associatives.

Dérvition 6. — A, étant une sélection définie par {f}} la
sélection C définie par { g, | ou
=1 _fz‘

sera dite la sélection complémentaire de A, et nous écrirons
C =1— Ai.

C est la sélection qui choisil un terme si A, ne le choisit pas, et
dans ce cas seulement.

Deérinimion 7. — A, étant une sélection et a un nombre égal

& 0 ou a1, nous désignerons par aA, la sélection identique a A,
sia=1,eta1—A sia=o.

Les opérations introduites par les définitions 4 a 7 constituent
dans leur ensemble ce que nous appellerons la composition des
sélections. Nous allons définir encore une opération sur les sélec-
tions.

Derinition 8. — A, étant une sélection définie par {f}} et m
un entier positif, la sélection E définie par { gi} ot

si=f s N f<m,

sera appelée segment de longueur m de la sélection A, et nous
écrirons
E = A{m,

La sélection E est celle qui ne choisit un lerme que si ce lerme

est choisi par A, et si A, a choisi moins de m termes de rangs
antérieurs.
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6. Construction dun collectif K(&; p). — Passons a la
construction d’un collectif qui satisfasse aux conclusions du
théoréme 4. Soient donc un nombre p, un sysiéme & dénom-
brable de sélections A,, A,. ..., A,, ... et une fonction ¢(p)
salisfaisant a ’hypothése. Nous allons définir de nouvelles sélec-
tions, les éludier, construire une certaine suile en nous appuyant
sur leurs propriétés, démontirer que cette suite est un collectif
relativement aux nouvelles s¢lections, puis que c’est un collectif
relativement 4 8.

1° Composition des sélections Ay, A,, ..., A,. — L’équation
2% =g(p) ou
(21) aLog 2 = Log o (1)

définit une fonction inverse p={(«); soit { m; } une suite d’entiers
telle que

(22) m;> Y (0 +1) — (D).
Nous associerons a toute suite finie a'a? ... a™ de o et de 1

deux sélections Byge  om€t Cupe om par les opérations suivantes :

Bai=at Ay, Cp= B(antl‘),
Bater= (1— Car) @' Aj.a?A,, Catar= B

ala?
et, d’'une maniére générale,
atar., an—1an=(1— Cg,) (1 — Cgias).. .(1— Carar, ,.an—1) @' Ay.@ Ag...a"A

_ B(m,.)

aa...a"-

(23) s
2
Ca‘a" .an
Les sélections B sont les nouvelles sélections annoncées. Les
sélections C en sont les segments.

2° Propriétés des sélections B et C. — Soit une suite quel-
conque de o et de 1

r=zxlx2.. . 2l... (xt=o0 our).

Portons notre altention sur un terme, soit a™. Il ne peut exister
deux sélections distinctes C . €t Cogs.. o qui choisissent zm
en méme temps. Supposons en effet qu’il n’en soit pas ainsi, et con~
sidérons ces deux sélections. S’il existe un rang i tel que aiz£ o,
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soit, pour fixer les idées, ai=1 et «!=0, nous voyons que, d’aprés
la premiére des relations (23), z™ devrait étre choisi par Ay,
puisqu’il est choisi par C,ie.. .y €L par 1 — A;, puisqu’il est choisi
par Caigr. . any € qui est contradictoire, d’apreés la définition 7.
Si un tel ¢ n’existe pas, les sélections ne sont distincles que
siv 3£ n, soitv> n, et les sélections sont de la forme

Cn'a,...n", Ca'a’...a"d"*-‘...av-

Toujours, d’aprés la premiére des relations (23), nous voyons
qu’un terme choisi par Cop. . ne peut Pétre par B gngns1, v 0l
a fortiory par Cpuge. . anani1...0- D’0u contradiction.

Inversement, tout terme de x est choisi par une des sélec-
tions Cupe.. - Supposons en effet qu’il n’en soit pas ainsi, et
soit £ un lerme qui ne soit choisi par aucune de ces sélections.
Quel que soit n, 2™ est choisi par A, ou par 1 — A,; soit a"A,
celle de ces deux derniéres sélections qui choisit 2™; considérons
la suite { @" | et la suite correspondante :

(24) Cal, Cﬂtas’ Calal'“an,

D’aprés la premiére des relations (23), 2™ n’étant choisi par
aucune des G, est choisi par toutes les sélections B, ,» corres-
pondant aux sélections de la suite (24). D’aprés la seconde
relation (23), chacune des C,,. . ne choisissant pas ™, devrait
choisir m, termes parmi les m premiers termes de z, ce qui
conduil a contradiction, puisque deux quelconques de ces sélec-

w0
. .. . ~
tions ne peuvent choisir le méme terme et que Zm" = o0. Nous

n=1

venons donc de démontrer que z™ cst choisi par une et une
seule des sélections de la suite (24), soit Cug. 4»; remarquons
qu’il est choisi par les sélections B, B,y - .., B, on; n’étant
pas choisi par C,, Cupy -.vy Cuige,. an1, nous en déduisons que
chacune de ces derniéres sélections a déja choisi my, my, ..., mp_,
lermes dans x respectivement.

En résumé : Si nous désignons par C,. o(2m) la suite
extraite des m premiers termes de x par la sélection Cp., on

Tout terme, parmi les m premiers de x, appartient & une
suite G, () et &t une seule.
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St la suite Cpgs. an(2m) contient au moins un terme, chacune
araz,..n )

des suites Cup.. o(2Zm) (i < n) contient exactement m; termes

(a'a?...a" étant un segment initial de a'a®...a").

3° Construction d’une certaine suite x. — Nous formerons,
a partir des sélections B, C, et du nombre p, une suite z en
procédant comme suit :

Nous prendrons ' =1. D’une maniére générale, supposons que
I'on ait pu délerminer 2', 2%, ..., z™ de maniére que dans toute
suite Cpgs. o (Zm) non vide, le nombre de termes égaux & 1 soit
égalalavaleur approchée a une unité pres par exces du produit
par p du nombre de termes contenu dans Cug.. o (Zm). Quelle
que soit la valeur de 2"*+!, nous pouvons déterminer a quelle suite
Cags...an(Zmar) ce terme appartiendra. Les indices inférieurs de
cette suite sont fonctions de 21, 2, ..., . Désignons leur ensemble
par (m). Donc, G, est celle des sélections Ciip. o» telle que
Cim)(Zmsr) contienne ™+, Si Gy (xn) est vide, x*! est le
premier terme de G (m4); nous prendrons z7+'=1. Si G(n)(Zm)
contient p termes, dont v égaux a 1, nous avons par hypothése =

PRV < pp+1.

Nous avons alors

p(p+10)Syv<p(p+1)+1 ou p(p+NIv4+r<p(p—+1)-+I1.

Nous prendrons z™+' = o dans le premier cas, ! =1 dans le
second cas. Toutes les suites Cuip . on(Zmaia ) jouiront alors de la
méme propriété que les suites Cpip on(Zm).

Le processus de formation de z se poursuit indéfiniment.

4° La suite x est un collectif relativement aux sélections B.
— Soit B,s,...» une quelconque des sélections B; les @ étant ainsi
choisis, et restant fixes, ainsi que n. au cours de ce § 4°, soit
Bua...on(@n) la suite qu’elle déduit de la suite des m premiers
termes de 2. Les termes d’une suite de la forme C,ip. . gngias. .. 00 (Zm
appartiennent tous a B, . (2Zn) et inversement, tout terme de
cette derniére suile apparlient a une suite el une seule de cette:
forme. Soit g le nombre de termes de Bz, gn(2m), parmilesquels.
v égaux & 1; soit s, la plus grande parmi les valeurs de s pour
lesquelles il existe une suite Cuigs, gnor.. s(Zm) non vide; soit
Catar...anBsgs...8+, (Zm) une de ces suites; les suites

Ca‘a’...a"(-z'm), Ca‘n’...n"@‘("”m)» ey Cala’...a"{i‘...{i’o*‘(xm)
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contiennent respectivement mp, Mnpiy;y +... Mpis—s termes; d’on
la premiére relation
(25) B2 My~ Mpg~+. .o Mpgsq.

Toute suite Cup. gnar., a0, (Zm) 6tant vide, et les suiles
Coo...anot...a+(Zm) élant au nombre de 2°, nous en déduisons que
(26) pEmy+2my 4. .o 20 o my g,

Au cas ou s,= o0, les relations (25) et (26) deviennent p2o
et .<m, respectivement.

Soit r le nombre des suites C e anauas...q0(Zm ) non vides (les a?
restant fixes, les o/ variant); de la définition de s,, nous déduisons

(27) P14 2 4. 25 L 2%,
Si ces suites non vides contiennent respectivement [y, s, ..., Hp
termes, dont v,, vy. ..., v, égaux a 1 respectivement, nous avons

S B Moy =y

(28)

( Vi Vot ..oV, = V.

Par ailleurs, de par la maniére dont la suite z a été construite,
nous avons
(29) priSvi<ppi+1  (J=1L2, ...,0),
d’ou, en faisant la somme,
(30) pusy < pp+r pp+ 25t
Nous aurons alors, d’apres (22) et (25),

pd(n)>4(n+s),
c’est-a-dire, d’aprés la définition de ,
e lolp+d(n)]=0(p+e) [p=1¢(n)]

et, en tenant compte de (30), la sélection By, .- restant la méme,
nous avons :

(31) o<y _pctlre),

v
p‘ P_2n—-—l

Si donc, lim p. = o0, tandis que n, donc p, restent fixes; nous

m=w
voyons que :

lim
m=oaw

=P.

Fl<
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5° La suite x satisfait aux conclusions du théoréme 4. —
Soit A, une quelconque des sélections du systéme §; désignons

par An(zn) la suite extraite par A, de la suite des m premiers
termes de z. Les termes de A, (x,,) appartiennent :

a. soit & des suites Gy po(Zm) (s <<n);
b. soit a des suites B,z gnou.

Si A (z), suite extraite de z par An, est infinie, nous pourrons
négliger les termes du type @, qui sont en nombre fini, soit N.
Nous écrirons donc

(32) A,=D +2 Batas...an—14,

ou D est une sélection choisissant N termes; la sommation est
élendue a toutes les valeurs des indices a', a2, ..., a®!
(Définition 4). Soient i1y, iy, ..., s les nombres de termes contenus
dans D (z,,), et dans lcs suites de la forme B,..s. -1, () supposées
numérolées de 1 a s(s = 2"7'); soientv,, vy, ..., v;les nombres des
termes égaux a 1 dans ces suites respectivement. Si A, (zn)
contient p termes, donl v égaux a 1, nous aurons, en tenant compte

de (31),

{v=m+m+---+m (ko=N),
V= Vo4 Vi+...+ Vg (0€voS o= N);
3PF1§W<PH;‘+21—"(P(P-I+ P) [P = 4‘(”)], (i=ly 2, .00, 8),
PN <vo+pN<pN—+N,
d’ou par sommation,
§
pusv+pN <PH+N+2”"2 ?(mi+p),

i=1

ou encore, puisque ¢ est une fonction croissante,

N v N -+
(33) —~1°T§;-p<%‘—-4—5'4(”7—-9-2 (¢ =1—p),
¢’est-a-dire que, si lim p = oo,
lim ~ =p.

m=w

z est donc bien un collectif K($; p). En outre, (19) est vérifide
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en faisant dans (33)

p(p+p)
a=N et = Borne sup. =—-==.
¥ 0<u<mp e (@)

Le théoréme 4’ est bien démontré.

Remarque. — Considérons la fréquence des 1 dans la suite
que nous venons de construire. Toul terme, parmi les m premiers
de x, appartient & une suite C,i (20 ). Or, chacune de ces
derniéres suiles, par construction, contient un nombre de 1 égal &
la valeur approchée par excés, a une unité prés, du nombre de ses
termes. Il en résulte que la fréquence des 1 parmi les m premiers
termes de z est toujours 2 p : on peut, quels que soitent 'S et p,
construire un collectif ou la fréquence tende vers sa limite
d’une maniere unilatérale.

7. Collectifs indépendants. — Soit a définir non plus la proba-
bilit¢ d’un seul événement, mais les probabilités de deux évé-
nements ; si nous procédons a une suite infinie d’épreuves, pouvant
donner lieu a apparition de ces deux événements, soient E et F,
nous pouvons représenter les résultats par une suite de groupes
de deux termes :

(33) (2, 7y = (2 1), (22, %), oo (&7, 97), ey

zf =1 signifiant que E s'est produit a la 7™ preuve, z'=o0
représentantnon E — yi — 1, F — et y*== 0, non F. La suite (x, y),
dont les termes sont des points d’un espace formé des quatre
points (0,0), (o.1), (1,0), (1,1), doit étre un collectif pour
qu’on puisse parler de probabililé au sens de M. de Misés. Consi-
dérons maintenant les deux suites

’ r=x'x*, .. 2"...,

ly=pyp2..yn....

Nous pouvons les considérer comme des collectifs. D’une maniére
plus précise, et en nous référant aux définitions de M. Wald :

(36)

Etant donné deux systemes dénombrables S, et S, de sélec-
tions applicables & des suites formées de o et de 1, il existe un
" systeme dénombrable S de sélections applicables & des suites de
la forme (35), tel que si (z, v) est un collectif relativement a'S,
x et y sont des collectifs relativement i 8y et S, respectivement.
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Soit, en effet, A une sélection du systéme 8, ; soit A’ la sélection,
applicable a (z, ), qui choisit (z", y"), connaissant (z', y'), ...,
("', y"*)si A choisit z" connaissant les valeurs z', 22, ...z~
ot dans ce cas seulement. De toule sélection A; de &, nous dédui-
sons une sélection A’; soit &\ 'ensemble des A’; définissons de
méme &, il suffit de choisir ZS égal a la somme de & et de 3’
pour satisfaire a la proposition ci-dessus énoncée.

Dans la terminologie de M. de Misés, deux collectifs z et y tels
que la suite (z,y) soit un collectif sont dits associables
(verbindbar) (de Misés, [3], p. 92). Dans la terminologie de
M. Wald. cette notion n’a de sens que si l'on se donne 8§ :

Derimition 9. — Deux collectifs x et y sont dits associables
relativement & un systeme S de sélections si la suite (z, 1) est
un collectif relativement 'S (').

La définition (g) a été introduile dans le cas ot z et y sont des
alternatives, mais s’étend sans peine au cas ou les collectifs sont
définis d’une maniére quelconque. 1l suffit de relativiser a un
systéme dénombrable de sélections les définitions de M. de Mises.

Soient maintenant deux collectifs (alternatives) 2 ct ) asso-
ciables relativement a §; extrayons de « une suite partielle en ne
conservant dans z que les termes ¢ tels que yi =1 soit

(37) Ly=Zhx. .. L.,

la suite ainsi obtenue. Si la limite
n 15
%) P I

existe el est ¢gale a lim — Ex/ les collectifs = et y seront dits

IL—_‘GO
j=1

indépendants (de Misés, [3], p.93). Ladéfinition de l’mdépendance
est symétrique; en effet, dans la suite (37) figurent Zyl termes

parmi les m premicrs de z, de sorte que la limite (38) peut

(') Cette définition ne figure pas dans les publications de M, Wald.



s’écrire
m m m m
. L. . . 1 P 1 .
lim E zl yi :2 =] lim — ziyi |l lim — E j
m=ow| 4 ' ' m=xm Y m=ow M rp
j=1 L] j=1 i=1

d’ou 'on déduit, si les collectifs sont indépendants :

m

m m
. 1 . Y . .
lim — 2 z/y) = lim z z/ =< lim 2)// = p1X P
mz=-» M 4 m=w 4 m==»
j=1 j=1 j=1

eL, par suile,

m

. 1 . )
"}Linw E 2 -T/(l—yl) =P‘(1"‘P2)7
i=1
m

lim Y (1—ai)yi = (1—p1)ps,

m— e«

Passons au cas de plus de deux alternatives : soient les n collectits
(alternatives)

xl = x: x"_) 1""
m
xo=xhxd...2P... . i .
(39) « ‘ lim 2i=pi (i=1,2,...,n),
-------------------- m=— =
=1
m
Tn=x}, 2} Zn

relatifs 4 8,, S,, ..., 8,. La suite (27, 27, ..., z}) peut prendre
2" {ormes différentes, soient my, mqg, .... my (2 = 2%), d’on, en
désignant par m! la i*™° colonne de (39), la suite

o) Imil=m' me, ....mi ... mi= my, ou ms, ..., OU Mgy).
1 ) ) ) ) ’ )

Derinition 10. — Soit § un systeme de sélections relatif &
une suite telle que {m'}; les collectifs x,, x., ..., x, seront
associables relativement a'S si {m'} est un collectif relative-
ment a'8S. Ils seront indépendants si nous avons de plus

m

lim 2 ] 2l S =
im — dyxly... &), =pips...pn
m=— »
=1
(41) ¢ . m
n{im - (—a) oy ... 2l =(0—pi)ps...Pn,
= =
Jj=1

THESE VILLE. 4
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Uexpression sous le signe X prenant 2" formes différentes, en
remplacant de toutes les maniéres possibles certains des x|
par i —zl(s=1,2, ..., n).

Passons maintenant au cas ou les collectifs considérés sont en
infinité dénombrable; soient les collectifs zy, 3, ..., Zn, ... de

fréquences pyy Pay -+ -y Pny - - -

Dérmvirion 11, — Sodent Sy, Sy, ..., 8,4, ... une suite de
systemes de sélections, 8; étant relative a un collectif de la
Jorme { m}} ot { m]} est une suite de i termes égaux & o ou & 1;
les collectifs xy, s, ..., n, ... seront associables relativement
& la suite { 8;} si quel que soit n, les n collectifs x,, ..., z, sont
associables relativement a'8$,. Ils seront indépendants si quel
que soit n, les n collectifs x,, zs, ..., x, sont indépendants.

Dans le cas ou py=p,==...=pa=... nous allons voir que
I'on peut satisfaire a la définition (11) en imposant des conditions
plus restrictives, mais plus commodes. Considérons le tableau
“ifini || 2| des termes des collectifs considérés, et écrivons ces
termes en les rangeant en une suite unique

=zlztzizixizlxt iz x!

Boes e
*

D’une maniére précise, nous aurons
(42) =EE. LB,

(i—o—j—zl(i—o—j——l) 4 i La
correspondance entre £ et le tableau des 2/ est biunivoque, ainst
que l'on s’en assure facilement. Remarquons que dans &, 2/ esi
a droite de x} et que z,, est a droite de /. Etant donné un
collectif z,, il existe une sélection A qui, appliquée a £, donne z,;
de méme étant donnée une sélection B appliquée a z,, il existe

une sélection B’ telle que B/'(£) = B(z,) quelle que soit la valeur
des /.

le terme 2} occupant dans £ le rang

Considérons maintenant une sélection du systéme &;, soit S;,
qui choisil certaines colonnes de 7 termes tenu compte des formes
des colonnes précédentes : puisque 27 esta droite des &}, il existe
une sélection qui, appliquée a £, ne conserve dans £ que les termes
appartenant a des colonnes conservées par S;, et cela toujours
quelle que soit la valeur des termes }. Soit S} cette sélection. Si §
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estde fréquence p, nous pouvons astreindre la suite S;(£), a Paide
d’un nombre fini de sélections, a jouir de la propriété suivante, si
elle est un collectif relativement a ces sélections : « si 'on partage
Si(£) en tranches de longueur i, toute tranche contenant « fois o
et 8 fois 1 intervient avec la fréquence p* gl (a—+B=1i;p +g=1).»
Il suffit de considérer la sélection qui choisit les termes de
rangs 1, {41, 201, 3041; ...; si S;(§) est un collectif
relativement a cette sélection, les tranches qui commencent par 1

ont la fréquence p. On considére ensuite la sélection qui choisit
les termes de rang 2, i+ 2, 20+ 2, ... précédés d’un 1: les
tranches qui commencent par 11 ont alors la fréquence p?; puis la
sélection qui choisit les termes de rang 2, i+ 2, 2i+2, ...

précédés d’un o : les tranches qui commencent par o1 ont alors la
fréquence ¢p, et ainsi de suite.

En remarquant que les tranches de ¢ termes dans s;(£) corres-
pondent & des colonnes de ¢ termes dans |||/, et en ohservant
qu'une sélection appliquée a S;(£) peut étre considérée comme
une sélection appliquée a £, nous voyons que dans ’hypothése

P=pr=...=pp=...=p,
nous pouvons énoncer la proposition :

Quels que soient : les systemes dénombrables de sélections
définissant les collectifs z,; les systemes dénombrables S;
définissant U’associabilité :

Il existe un systeme dénombrable S tel que sit est un collectif
K (8, p), enremontant de z au tableau || z}|| les suites formant
les lignes de ce tableau soient des collectifs satisfaisant aux
conditions imposées, pour chaque collectif séparément, pour
Uassociabilité, et pour U'indépendance.

8. Conséquences de la forme de Dlirrégularité imposée par
les sélections. — Les théorémes de la théorie classique modernisée
concernant les probabilités dénombrables de M. E. Borel ne
peuvent étre tous démontrés dans la théorie des collectifs telle
qu'elle est exposée ci-dessus.

Nous allons le montrer sur un exemple. Considérons le théoréme
suivant (p. 40).



La probabilité que dans une suite infinie d’épreuves indépen-
dantes de méme probabilité p, I'inégalité

(43) |1~p|>—'—_
w Ve

ait lieu une infinité de fois est égale a 1 (v = nombre de succés
parmi les p. premiers épreuves).

Pour démontrer ce théoréme dans la théoric des collectifs, il
faut former un collectif dont chaque élément soit une suite : nous
devons donc considérer une infinité de collectifs indépendants, de
méme fréquence. Quelles conditions pouvons-nous faire intervenir
dans la définition de ces collectifs et de leur indépendance ? Seules
des conditions de la nature de celles qui figurent dans la défi-
nition 11. du moins ew I'état actuel de la théorie. Or, de telles
conditions peuvent élre mises sous une forme plus restrictive
en astreignant £ (p. 50) a étre un collectif K(8; p). Remarquons
que & contient les sélections qui extraient de £ les collectifs z,
cux-mémes. Reportons-nous maintenant au théoréme IV’'; quel
que soit 8, il existera une suile £ telle que dans toute suite 2, qui
s’en déduit en passant de £ au tableau || 27]| (ce qui peut étre consi-
déré, nous ’avons vu, comme le résultat d’une sélection) I'inéga-
lité (43) n’ait lieu qu’un nombre fini de fois.

A fortiori, quelles que soient les condilions imposées pour
I'indépendance, il existera des collectifs indépendants tels que
dans chacun d’eux, l'inégalité (43) n’ait lien qu’un nombre fini
de fois.

Par ailleurs, il existe également des collectifs satisfaisant aux
conditions d’'indépendance données et tels que pour chacun
d’eux I'inégalité (43) ait lieu une -infinité de fois. Il suffit pour
le voir de remarquer que si 'on détermine les suites 2y, 2., ...,
Za, ... en procédant par tirage au sort, il y a une probabilité
égale a 1 pour que les relations d’indépendance soient satisfaites,
et que pour chacune de ces suites (43) ait lieu une infinité
de fois.

Nous pouvons donc conclure :

Turorime V. — Soient donnés :

1° une valeur p quelconque comprise entre o et 1;
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2 un systeme R quelconque (mais dénombrable)deconditions
d’associabilité et d’indépendance au sens de la définition 11;

3° la propriété P qui consiste pour une suite en ce que
Vinégalité (43 ) n'a liew qu’'un nombre fin de fois.

Dans ces conditions. il existe entre autres :

2. une suite de collectifs de fréquence totale p, indépendants
relativement aux conditions d’indépendance R, suite de
collectifs dans laquelle la fréquence totale de ceuzx qui
présentent la propriété P est égale a 1

B. une suite de collectifs de fréquence totale p, indépen-
dants relativement auz conditions d’indépendance R, suite de
collectifs dans laquelle la fréquence totale de ceuz qui
présentent la propriété P est égale a o.

On ne peut donc pas songer a démontrer le théoréme classique,
envisagé ci-dessus, au moyen de la théoric des collectifs, telle
qu’elle a ¢té précisée par M. Wald. Tl faur d’ailleurs reconnaitre
(ue des théoremes de cette nature (') n’ont jamais été envisagés
dans la théorie classique avant la théorie des probabilités dénom-
brables de M. E. Borel, ni, aprés, par les auteurs qui définissent
la probabilité par la fréquence totale, et que si, comme tel semble
étre fe bul de ces derniers. ils n’onl en vue que {es applications, il
n’y a aucun inconvénient a ne pas démontrer ces propositions.

(') Ou intervient le principe d’additivité compléte des prohabilités.

——— () CE—



CHAPITRE IIl.

LES SUITES INDIFFERENTES.

SoMMAIRE. — 1. Suites indifférentes. — 2. Sélections bornées. — 3. Composition

des sélections bornées. — 4. Suites de Bernoulli. — 5. Sélections laissant
invariante Uindifférence d’une suite.

Les suites indifférentes ont été introduites. en vue de fournir
une représentation d’une suite prise au hasard, par différents
auteurs. en particulier : MM. Popper, sous le nom de Nachwir-
kungsfreie Folgen: Reichenbach, sous le nom de Normale Folgen;
Copeland. sous le nom de Admissible Numbers; enfin, elles cons-
lituent un cas particulier des collectifs de de Mises-Wald.

1. Suites indifférentes. Soit z=w'x?... 2" ... une suite
formée de o el de 1, représentant les résultats d’une suite
d’épreuves indépendantes et faites dans les mémes conditions,
M. Popper ([1], p. 106) considére qu’une suite donnée, telle que z,
fournit une représentation satisfaisante d’une suite fournie par le
hasard si :

a. La fréquence des 1 dans x existe (p.3). Soit p cette
Jréquence.

b. Quelle que soit la configuration (a'a® ...a™m) (p. 2) on
extrait de x une suite partielle en ne conservant que les termes
qui sont précédés de la configuration (a' a® ... a™), la
Jréquence des 1 dans cette suite existe et a'méme valeur que
dans x.

M. Popper appelle de telles suites des suites indifférentes de
tout ordre. Nous dirons simplement des suites indifférentes.
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Avec les notations introduites dans le Chapitre I nous obtenons la
définition :

Dérinirion 1. — Une suite x ={z'} (z=o0 ou 1), sera dite
indifférente si
a. la fréquence des 1 existe, soit [1]*= p;

b. quelle que soit la configuration (a*a?...a™), la relation
suivante a lieu

. lata®...am1]%
1 lim &¥—— 2 =
® n=w [@'a2...am]y

Nous supposerons essentiellement dans ce qui suit que
0 <<p<1. Nous déduisons de la définition 1 que si X est
une suite indifférente ou [1]?=p (nous dirons une suite indiffé-
rente de fréquence p), la limite lim [0]7 existe ct a pour valeur

n=—mxsn

g =1 — ps D’'une maniére générale, supposons démontré que :

(2) lim[ata?...am)%= pvqgr—, ol v=al+a’+...+ a™,

Nous déduisons de (1) que

lim[ata?...am l]a,f=p"‘” q(m+1)~—(v+1)

n=—mw»

et, par suite,

lim [ai a?... amo]fﬁ=1)v qm—v__Pv+l qm—y = p¥ qm-H—v,

n=—mw
ce qui montre que (2) est vraie pour m + 1. Donc (2) a lieu pour
tout m. Réciproquement, si (2) a lieu pour tout m, on en déduit

immédiatement (1). La définition suivante est donc équivalente a
la définition 1 :

DeriniTion 2. — !Une suite x = {x'} est dite indifférente de
Jréquence p si, quelle que soit la configuration (a'a® ... a™),
nous avons

[ata2...amlr=pvgm—y (v=al+a’+...+ a™).
Remarquons :

1 que p¥¢g™™ est la probabilit¢ de voir apparaitre la confi-
guration (@' a® ... a™) si la probabilité de { #'=1] esl égale a p,
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et si z', x%. ..., 2" sont des variables aléaloires indépendantes;

2 que la définition 1 montre que les suites indiftérentes sont
un cas particulier des collectifs de de Misés-Wald, puisque ne
conserver dans' z que les termes précédés d’une certaine configu-
ration, c’est opérer une sélection. Nous allons préciser ce
derniev point.

2. Sélections bornées. — Une sélection (p. 14) est définie par
une suite {f,} de fonctions, f; étant a i arguments. Nous dirons
qu’une sélection est bornée s’il existe un entier n tel que les
fonctions f, ne sont fonctions que des valeurs de n termes au plus
précédant le terme a choisir. D’une maniére plus précise :

Derintrion 3. — Une sélection, définie par la suite | fi}
est dite bornée et a n arguments s'il existe une fonction

@(tiy tay «ovy tu) @ n arguments, ne pouvant prendre que les
valeurs o el 1, telles que, pour (> n, on ait
? ) 3

(3) f,(.’L", £ xi) = ?(II—IH Yo .’L"),
de sorte que f, est indépendante de i et de &', z*, ..., x'—".

Pour ¢ << n, f,, dans une sélection bornée a n arguments, n’est
soumise a aucune condition. Nous supposerons f;= o pour i < n,
ce qui ne supprime qu’un nombre fini de termes dans la suite
obtenue en procédant a la sélection. Les sélections bornées a n
arguments sont en nombre fini, a savoir le nombre de fonctions ¢
distinctes, qui est 22", Le systeme U des sélections bornées est
donc dénombrable. Tout collectif K(CL; p) est manifestement
une suite indifférente. Nous allons montrer que ftoute suite
indifférente de fréquence p est un collectif K(A; p), et, qui
de plus est, qu'en appliquant a une suite indifférente de fréquence p

une sélection quelconque du systéme @, on obtient une suite
imdiflérente.

3. Composition des sélections bornées. -— Nous avons
défini (p. 26), élant donndes deux sélections A et B, la somme
A + B, le produit intérieur A.B, le complémentaire 1-— A. Nous
allons définir une autre opération : le produit extérieur (cette
notion a ét¢ introduite par M. Wald).
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Derinvition 4. — Etant données deuz sélections A et B, nous
appellerons produit extérieur de A par B la sélection C qui de
toute suite v extrait la suite G(x) = B[A(z)] que nous noterons
C=Bx<A.

On voit facilement qu'appliquer a 2z la sélection A. ce qui
donne la suite A(z), puis appliquer a A(.z) la sélection B, ce qui
donne la suite (B ><A) (&), équivaut bien a appliquer une
sélection unique a z. Remarquons que le produit extérieur n’est
pas commutatif.

Nous allons voir comment, st A et B sont des sélections bornées,
on peut exprimer la sélection A >< B.

Soit (a'a?...a™) une configuration quelconque. Désignons
par {a'a*...a"} la sélection qui choisit 2 si les termes
gr—mgrn—met o gr—t forment la configuration (a'a®...a™) et
dans ce cas seulement. Considérons maintenant la sélection
A < B, et soit n un entier quelconque; parmi les 2 configurations
(a'a@* ... a") possibles, rangeons dans une méme catégorie celles
(ui jouissent de la propriété suivante :

Siz'=a', z*=a*, ..., 2" =a", le terme 2" appartient a la
suite (A < B) ().

Appelons (a'a?...a") les configurations de celte catégorie, et
soit Zfata?. .. 2| la somme des sélections associées a ces confi-
gurations. Tous les termes de la suite [Z{«'a?. .. 2" }] (x) appar-
tiennent a (A >< B)(z), et réciproquement, si z¥ est choisi par
A < B, il sera choisi par une des sélections {a' 2. ..2""'}. Nous
pouvons donc exprimer A < B par la double somme infinie

(4) lxxB:EZ{wza._,an}.

Les sélections qui figurent dans le second membre de (4)
peuvenl ne pas étre toules distinctes. Si en effet nous trouvons
dans ce second membre deux termes de la forme

'1Ia:.__.1nauél”.1n4m

1
,7
!
§

:1nil.__1u-vm ,

toul terme de & choisi par la premiére sélectioh le sera par la
seconde; nous pouvons donc supprimer la premiére sélection.



— 88 —

Opérons dans le second membre de (4) cette suppression de
termes superflus, d’'une maniére méthodique : soit s la longueur
minimum des termes figurant dans (4); nous supprimerons tous
les termes de longueur s+ 1 qui peuvent étre obtenus en prolon«
geanl i gauche un terme de longueur s figurant dans (4). Nous
supprimons ensuite tout terme de longueur s+ 2 qui peut étre
obtenu en prolongeant a gauche un terme de longueur s ou s+ 1
figurant déja dans la suite, et ainsi de suite. Cette réduction étant
faite, nous oblenons pour A >< B une expression

N 9
(%) :\xl%:){[ﬂ@-...ﬁ"}.

n=—s

Par exemple, le développement de { 1 } < {0} sera
{1} < {o}={ot0] +{o1r0} +{orrr0} +....

Les sélections { ' 32 ... 3"} sont disjointes, en ce sens que les
suites { 3'8*... 3"} () sont disjointes. Considérons les sélections
A ct B elles-mémes; qui sont bornées par hypothése; supposons-
les a & et & arguments respectivement. La sélection 1 — A n’est
pas exactement une sélection bornée, puisqu’elle choisit les 2
premiers termes de toute suite, et que nous avons supposé qu’une
sélection bornée a n arguments ne pouvait choisir des termes qu’a
partic du 7 -+ 1. Nous appellerons A la sélection qui ne choisit
aucun terme de rang </, et qui, au dela, coincide avec 1 — A. De
méme nous définirons B. A et B étant bornées, les sélections
A > B, A < B, A < B sont susceptibles de représentations telles
que (5) : nous les noterons

AXB:E{W}, Axﬁ:Z{vl},
Tub=Ylwm), T<BF=Y{ul,

{uwil, {o}, {wi}, {#:] représentant des sélections de la forme
{a'a*. . .am}.
Considérons la sélection

(6)

'=AxB+AxB+AxB+AxB.

La suite T'(z) ne contient pas tous les termes de x mais les
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contient sirement tous a partic du rang k—+ 2/ +1. En cffet,
parmi les k 4+ 2/ + 1 premiers termes, il yena 24 + 1 qui appar-
tiennent a la suite (B + E) (); donc I'une des suites B(z) ou B(x)
en contientaumoins & —+ 15 soit B/(x) cette suite, 'une des suites

(A < B') (z) ou (A < B') (#) contiendra le terme de rang A 1
de B'(z), donc un terme de rang <k + 2k 41 de @.

Considérons maintenant le systétme (U de loutes les sélections
bornées, et soit z une suite indifférente. Etant donnéc une configu-

ration (p'p*...p'), elle figure dans 2 avec une fréquence égale au
nombre

(7) letpr...o¢]=pYg" <V=ZP')-

Revenons a la formule (6), ou A et B sont deux éléments de AL.
Etant donnée une sélection {u;}, ou u;=(c'e?...q"), nous
lui associons le nombre

(8) [ui]=[c'a2...0°].

Nous allons montrer d’abord que :
(9) e+ e+ X [w) + ¥, [t]=1.
i i i i
Soit n un entier > k + 2/ -+ 1; considérons les sélections

(A = B)’:Z/ furd, (A ><T¢)’=Z'{vl;,

i

(KxB)y=3{w},  (A=xB)=Y{a},

i

(10)

les sommations étant étendues aux configurations de longueur < n.
La sélection

I"=(A=xBY+ (X xB)+(AxB)+ (A =xB)

choisit dans 2 tous les termes depuis le rang &+ 2/ 41 jusqu’au
rang n, peut-étre quelques termes de rang <k + 2/ et enfin des
termes de rang > n. n restant fixe, soil N un entier > n; consi-
dérons les N premiers termes de . Si nous désignons par r le
quotient entier de N par n, on voit, en découpant z en tranches
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de longueur n, que la sélection T’ choisit, parmi les N premiers
termes de z, des termes en nombre égal au moins a r(n — k —2.A).
Soit fy la fréquence, parmi les N premiers termes de z. de ceux
choisis par 1", nous avons

N—nn—~hi—2h
N n

(11) /NZ%(!I——I\— oh) >

Mais nous pouvons exprimer directement fy a l'aide des fré-
quences des configurations (w,), (v,), .... En effet, nous avons

-/ U N W N—1
(12) Ar= [ X ke N Lok Y L+ 3 TR | <S5

Faisons tendre \ vers 'infini; il vient, en tenant compte de (11).

' ' h ~/ \ n— —_
REYNED STARS ST RS T RS Y (A EE -t

n

Par ailleurs la somme (finie) qui figure dans (13) ne peul jamais
étre >1, punaque les sélections A >< B, A < B, A < B, A >< B ne
choisissent jamais en méme temps un méme terme. Donc nous
avons bien, en faisant tendre n vers I'infini,

(14) zlu,}—q—}:“v,]+}:[wl|+E[I,]=I. . Q.F.D.

I’ choisit tous les termes de .« a partir durang k + 2k + 1; donc

(18) D lwlhe P Lo+ Y Lol X 652 2= n—h—oh,

Faisons tendre n vers I'infini; nous déduisons de (14) ct (15) que

Jmy D lwi= lim ]y = (]

La conclusion des considérations précédentes est la suivante :
\ et B étant deux sélections bornées, il existe une suite
(w)), (w2), ... (un), .... de configurations telles que si l'on
désigne par { u,} la sélection qui choisit tout terme précédé de
la configuration (u.), on ait

(17) A><B={u4}+{u;{-+...+{u":+....

La fréquence des termes choisis par A =< B dans une suite
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indifférente x existe et est égale a la somme des fréquences
des termes choisis par {u,}, {us}. ..., {u.}, ..., respective-
ment.

Soit maintenantla suite(A <B)(z)extraite d’une suite indifférente
x; cherchons si le signe 1 a dans (A ><B) () une limite bien définie.
La suite partielle extraite de la suite des n premiers termes de z

contient (n—l)Z[ui]ﬁ_, termes, et le nombre 1 y figure

l

nZ [w. 1]} fois, en désignant par (u,1) la contiguration obtenue
1
en ajoutant un 1 a droite de la configuration (u;). Or, nous avons

Ql . Al .
(n — I)Z [ulhoy= n:‘ [wio|f—+ IIZ |u 1%,
3 t i

Divisons par n et faisons tendre n vers l'infini; de (16), du fait
que z est indifférente, et que

E ) =Z | wio] +E [wit],
nous déduirons que
lim B [w1fi= X L] =p X, (]

Donc la fréquence des 1 dans (A < B) (x) existe etestégale a p.

Nous voyons ainsi que toute suite indifférente z est un col-
lectif relaticement au systeme dénombrable des sélections de
la forme A >< B, ou A et B sont deux sélections bornées. Nous en
déduirons que :

Toute suite indifférente x de [réquence p est un collectif
K(&; p).

L'tant donnée une sélection bornée A et une suite indifférente
x, la suite A (z) est encore une suite indifférente.

La propriété d’étre indifférente reste donc invariante par appli-
cation d’une sélection bornée.
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4. Suites de Bernoulli. — Soit 2 une suite de o et de 1. Parta-
geons-la en tranches de méme longueur, soit en tranches de lon-
gueur m. Etant donnée une configuration (a'a®...a"), nous
allons étudier sa fréquence dans la suite des tranches. Pour cela,

de la suite
r=uxlx?...2",

nous déduisons une suite
y=yyr...pyk.o.. (yk=oour)
de la maniére suivante

}’k——— 1 si gmlk—1)+1 = al, pmik—1)+2 — a‘l, ceey xmk = am;

y¥=o0  slilexiste unj (o <j<m) avec zlk—1+/ 3 ai.

De sorte que la fréquence, dans la suite des tranches de lon-
gueur m, de la configuration (a'a?...a™) sera égale (si elle
existe) a la fréquence de 1 dans la suite ». Désignons par
|ata?...am|* cette fréquence.

Si « était obtenue par un tirage au sort, avec Pr. {2/ =1} =p,
la fréquence de (a'a®...a™) dans la suite des tranches serait
presque certainement égale a p'g™— (v = 2a;). Nous sommes
donc amen¢ & ¢tudier les suites telles que :

(18) |ata?...am |c= pvgm— <v -_—2 al, =1——p).

De telles suiles, ou (18) a lieu pour toutes les configurations et
toutes les valeurs de m. seront dites suites de Bernoulli de
Jréquence p (Reichenbach, p. 302 ). Nous allons montrer que les
notions de suite indifférente et de suite de Bernoulli sont équi-
valentes. Nous allons ¢tablir pour cela un lemme :

Soient donnés une configuration (a'a?...a™), un nonibre

¢ >o. un entier N> m, un nombre p(o <<p <<1). Considérons
la suite de variables aléatoires indépendantes

X, X ..., Xn; X;=oour; Pr.{X;:l}:p.

Soit fyla fréquence de la configuration (a'a?...a™) dansla suite
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des tranches

X1, Xop vovy Xy Xoty, eeoy Xemy ovnd Xp—tymety eeey Xim
[Am N <(k+1)m]

et Py la probabilité que
(fN ._Pqu—vl <e.

Nous pouvons considérer chaque tranche de m épreuves comme
une épreuve, la probabilité de voir apparaitre (a'a®...a™) étant
P'q™". Donc nous avons

lim Py=1.

N=w=

Soit maintenant (6'b*. .. b") une configuration de longueur N.

Partageons-la en tranches de longueur m, et soit AQ’ le nombre de
fois que (a'a®. .. a™) figure dans cette suite finie de tranches

bl[)‘_’_ubm; bm+l.“b2m; o
[Am SN <(k+1)m].

blh—t)ym+1  pkm

Supprimons les m — 1 premiers termes de b'b? . .. b" et parta-

reons la suite ainsi obtenue en tranches; (a'a?...a™) figurera
8 y
AY' fois dans

bmpm+r  prm—1 ; b2m . p2m—1 5o b pkyma-m—1

[kimEN —m+1< (ki+1)m].

D’une maniére générale, supprimons les m — i premiers termes
(i< m); (a'a*...am) figurera A{ fois dans la suite

pm—i+1 | b-.’m—i; e bkom—i+1 plhi+1)m—i

[AimEN—m+ 1 < (ki+1)m].

Revenons a la suite X,, X,, ..., Xy de variables aléatoires. Si
nous comptons dans (X, X, ... Xy) la configuration (a'a®...a™)
comme nous venons de le faire dans (&'0*...b6%), AQ, AY, ...,
A{" sont des variables aléatoires. Soit Py la probabilité suivante

P}q":Pr.g ENQ—Af{)—p"(]'"—“ <e§ (oLi < m).

Nous aurons encore
lim Py =1.

N=w
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Soit maintenant ¢(b', b*. ..., b") unc fonction a N arguments,
égale a 1 pour toute configuration telle que, pour tout ¢

(19) TAP—prgn| < (oSi<m)

et égale a o dans le cas contraire. Si nous considérons les variables
aléatoires X;(j ==1, 2, ..., N).la probabilité que les m inégalités
(19) aient lieu est égale a la valeur moyenne

Mo (X, Xaw oo, Xn)
d’ou
m—it
(20) mz{qp(x,,xi,...,xx)}g.—Zn—Pg{’).
1=
Posons

[B12... 5N = prg™—r ( =y b/).

La relation (20) peut s’écrire
ne—t
(20')" Z[b'b?...b"]qa(b‘,b'-’,...,bN)21—2(1~P§3)),
. i=0

d’ou le lemme

Lemme 1. — Soient : une configuration (a'a*...a™m), un
nombre ¢ >>o0, un entier N>>m, une suite indifférente x de
Jréquence p. Etant donnée une configuration (b'b* ... bY) de
longueur N, appelons :

[6'6%...6"] la fréquence de (b'b? ... bY) dans xz;

A le nombre de fois que (a'a*...a") figure dans la suite
b=t L, bY partagée en tranches de longueur m autant de
Sois qu’il est possible;

AY le nombre de fois que (a'a?...a") figure dans la suite
b'b* ... b" partagée en tranches de longueur m autant de fois
qu'tl est possible : ¢(b' b2, ..., bY) une fonction égale ¢ o ou 1,
prenant la valeur 1 si les m inégalités %L AY — prgm— | <<e
ont lieu (v=Xa/).

Dans ces conditions nous avons

lim M (0103 6V]9(b, B2, ..., BY) =1,

N==
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la sommation étant étendue & toutes les configurations de
longueur N.

Considérons maintenant les » premiers termes de la suite indif-
férente z, et parlagcons-la en tranches de m termes. Soit N un
nombre entier, nous supposerons m <N <n. ¢ étant donnd,
ainsi qu’une configuration («'a*...a™), considérons la suite de
configurations

(a2, zN); (2x3...2VH); (.. (ar ¥+, gn)
et la suite de fonctions
o', 22 ..., aN); o(a?, a3, ..., 2N, Lo e(anmNH L gn),

Considérons 'une d’elles, ¢t supposons qu’elle soit égale a 1

okt ghve | phN) = (0gk<n—N).

D’aprés la définition de ¢, nous en déduisons que la suite

k+N

- ‘s . N
kY ecmpiéle sur au moins E(Pv g™ —¢) lranches,

parmi celles en lesquelles on a découpé z, qui sont identiques a
(a'a?...a™). Réciproquement, considérons une tranche de lon-
gueur m quelconque: parmi les suites z4+', ..., 2“7 il en existe
au plus N—m +1 qui empiétent sur elle. D’ou Pévaluation
suivante du nombre K, de tranches de longueur m identiques a
(a'a*...a")dans le partage de la suite des n premiers termes de x

n—N

(21)  Ku2 (prgm=r—2) Y p(ahsr, .., ake¥),
k=0

N
m(N—m+1)

Parmi les n premicrs termes de 2, la configuration (b'b* . . . bY)
figure n[b'b>. .. b]: fois; par ailleurs le nombre de tranches de

toal & . .

longueur m est au plus égal a —; d’ou pour la fréquence Fp de la
° ° m?’

tranche @' a?. .. @™ parmi celles obtenuesen découpantz'z? . . . "

en tranches de longucur m, Uinégalité

P2

Y
2 o (PP — ) X (BB BN 9 (B, B, BY).

Faisons tendre n, puis N. vers l'infini, nous obtenons, d’aprés le

THESE VILLE. 5
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lemme 1
lim FHZPqu—v__ €
n—ow
et, ¢ étant arbitraire,
(22) lim F,2 p¥ pm—,
n—w®

(22) étant vraie quelle que soit la configuration (a'a...a™)
considérée, nous en déduisons que |a'a®...a™| existe et est
égale a p¥¢™. Donc :

Lemume 2. — Toute suite indifférente est une suite de Bernoulli.

La réciproque de ce lemme est ais¢e a démontrer. Supposons
en effet que z soit une suite de Bernoulli. Soit une configuration
(a'a?...a™) et une configuration (b'b2...5"); introduisons la
fonction ¢ définie dans le lemme 1. Si ¢(b', 6%, ..., %) =1, la
configuration (a'a®...a™) figurera dans (b'b%...b") [au sens
primitif introduit dans le premicr chapitre, c’est-a-dire sans par-
tager (b'b?...b") en tranches ] un nombre de fois égal a

AP+ AN+ AT,
c’est-a-dire au moins égala N(p¥g™——¢). Ceci étant posé, parta-
geons la suite = en tranches de longueur N, el considérons la
suite des fonctions
ez, 2% ..., 2Y), (2N, ., 2N,

Si nous considérons les n premiers termes de z; ils contien-
dront k tranches de longueur N [AN<n << (k4 1)N], et la confi-
guration (a'a?...a™) y figurera au moins

k—1
N(pvgm—r— E)Z o (M, L., aNuH)) fois;
. =0
d’ou la relation
k—1
(23) [atar... am]E2 g (qum-—-v__s)z o(aNeH, L g,
=0

Soit [b'b* ... bY |7 la fréquence de (b'b2...b") dans les k pre-

miéres tranches de longueur N. (23) peut alors s’¢crire
AN . N . 5
[atar... am]g2 =2 (pvgm—r— 5)2 |b1b2. . BN [F o (b1, B2, ..., BY).

Faisons tendre n vers infini; [6'52. .. V|7 a alors pour limite
PPq"P(p = 2b’), ce que nous pouvons désigner par [b'b2. . . bY],
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et nous avons alors

Erﬂ[a’aﬂ...a"l]‘,‘{g(p"q’"—"——s)Z[b‘b*...bN]q:(H, b2, ..., bN)

n=—x»

et, en faisant tendre N vers 'infini, et tenant compte de (20') et
de lim P{) =1, puis du fait que ¢ a é1é arbitrairement choisi

n=w
(24) lim[ala ... an g2 prgn,
n—x
(24) ayant lieu quelle que soit (a'a?...a™), nous en déduisons
que [a'a®...a™]; existe et a pour valeur p?g™—>. Donc z est
une suite indifférente.
La conclusion de ce paragraphe est donc la suivante :

Les notions de suite indifférente et de suite de Bernoulli sont
équivalentes.

M. Copeland a montré (Copeland, I; p. 550) que les notions de
suite de Bernoulli et de nombres admissibles étaient équivalentes;
il y a donc identité entre les nombres admissibles et les suites
indifférentes.

5. Sélections laissant invariante lindifférence d’une suite. —
Soit une sélection S; nous disons qu’elle laisse invariante I’ indif-
férence d’une svile, si. quelle que soit la suite indifférente z,
la suite S(.x) est encore une suite indifférente. Remarquons
que si S, et S, sont deux telles sélections, il en est de méme pour
leur produit extérieur S,>< S, (p. 47). Nous avons vu (p. 53

4
que les sélections bornées laissent invariante Uindifférence. Nous
allons signaler une autre classe de sélections jouissant de la
méme propriété : ce sont les sélections arithmétiquement pério-
diques, dont voici la définition.

Définition 5. — Une sélection S, définie par une suite de
Sfonctions | fi} est arithmétiquement périodique si, d'une
manitre générale, f, n'est fonction que de Uentier i, et s'tl
existe un entier k (la période) tel que f, = f. quel que soit i.

Soit S une telle sélection, de période k. Elle est ¢galement de
période ik, ot A est un entier quelconque. Soit .z une suite indif-
férente de fréquence p; partageons-la en tranches de longueur k.

q P partag 8
Le nombre de termes de S(z) provenant d’une tranche quelconque
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de z est un nombre fixe, indépendant de la tranche choisie, soit
u cet entier. Si nous partageons S(z) en tranches de longueur u,
puisque z cst une suite de Bernoulli, nous avons, dans S(z)
u

~
}a‘a’...a“|=p"q“—" v = 2 al

\ 1

pour toute configuration de longueur u.
De méme, pour tout multiple de u, nous aurons, dans S(z),

hu \

Ql
Tatal...ahe| = pvghu—' v = L
(25) lata...alv|=pVyq ( Y )

1 7

Nous ne sommes pas encore siur que S(z) soit une suite de
Bernoulli; mais si nous examinons la démonstration de la réci-
proque du lemme 2 (p. 37), nous voyons qu’il n’est pas besoin de
considérer toutes les valeurs de N; il suffit de supposer que la
relation

. . , B N
lim (5160 5 o= pr g <9=Zb/>

a lieu pour une infinité de valeurs de N. Dans le cas qui nous
occupe, d’aprés (25), nous pouvons reproduire la démonstration
de la réciproque du lemme 2 en prenant pour N les valeurs de la
forme hu, ou A est un entier quelconque. Donc S(z) est une
suite indifférente. Par conséquent :

La propriéié, pour une suite. d’étre indifférente, reste inva-
riante quand on procéde soit & une sélection bornée, soit a une
sélection arithmétiquement périodique, soit & une série finie de
sélections successives des types précédents.

Cetle invariance n'a é1é signalée, a notre connaissance, par
aucun des auteurs ayant traité de la notion de suile indifférente
a titre principal ou accessoire.

La notion de suite indifférente fournit donc une représentation
assez parfaite de l'irrégularité exigée par M. de Misés. Mais,
naturellement, les remarques faites dans le chapitre précédent
(p- 53) sur les collectifs de de Misés-Wald s'appliquent intégrale-

ment aux suites indifférentes.

— Q G—



CHAPITRE IV.

CRITERES I’IRREGULARITE
FONDES SUR LA NOTION DE MARTINGALE.

SomMaIRE. — 1. Rappel des conditions d’irrégularité imposées par M. de Miseés.
— 2. Systéme de jeu ou martingale. — 3. Expression de I’axiome d’irrégularité
de de Misés-Wald a laide de la notion de martingale. — 4. Conditions
d’irrégularité fondées sur la notion de martingale.

Nous allons dans ce chapitre proposer une nouvelle maniére
d’exprimer l'axiome d’irrégularité de M. de Misés, qui reste
conforme a son idée générale citée page 22, mais non ¢quivalente
a la traduction mathématique qu’il en a donnée.

1. Rappel des propriétés des conditions d’irrégularité propo-
sées par M. de Misés. - - Considérons uniquement le cas de l'alter-
native (p. 23). Si nous considérons une suite x ou la fréquence
des 1 est égale a p(o0 <7 p <Z1), une condition d’irrégularité, selon
M. de Misés sera, avec la notation de M. de Wald, de la forme

(p- 32)
(A). « z est un collectit K(&; p) ».

Si & n’est pas dénombrable, on n’est pas sar qu’une telle condi-
tion n’est pas impossible a réaliser. Sil’on prend pour S1'ensemble
total de tous les S possibles, comme l'autorisaient les premiéres
définitions de M. de Misés, la condition est impossible. Mais
M. de Misés a accepté la modification de M. Wald, qui prend
pour & un systéme dénombrable. Si & est dénombrable, la portée
d’une telle condition est définie par les théorémes 3 et 4 (p. 39)

du Chapitre I1: on peut la résumer mathématiquement en ces
mots :

Tout ensemble K(S; p) est de p-mesure dgale & 1; mais
quel que soit p, il existe au moins un ensemble de p-mesure
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nulle tel que, quel que soit 8, il ait un point commun avec

K(8; p).

En langage de la théorie classique modernisée, la remarque pré-
cédente signifie : quels que soient § et p, si 'on procéde a une
suite d’épreuves indépendantes répétées ou la probabilité d’un
événement est p, on oblient presque certainement un collectif
K(8; p). Mais, il existe, quel que soit p, au moins une propriété
de la suite des résultats des épreuves considérées, propriété qui
presque certainement n’a pas lieu, qui est possédée quel que
$0il S par un au moins des collectifs K ('8, p).

Or la seconde partie de cette remarque exprime une propriété
que beaucoup considéreront comme un défaut de la notion de
collectif. Par exemple, il en résulte que dans un collectif la fré-
quence n’est pas astreinte a lendre vers sa limite en oscillant, bien
que dans la théorie classique la probabilité qu'une telle oscillation
ail lieu soit égale a 1. Nous allons rendre plus stricte la définition
de lirrégularité, de maniére a ¢éviter cette objection. En termes
précis :

Nous allons voir que 'on peut donner des conditions d’irrégu-
larité (plus strictes que celle de M. Wald), formant un systéme C
de conditions C telles que si l'on désigne également par C
Iensemble des points z tels que la suite z satisfasse a la condi-
tion G (p. 33), on ail la propriété :

(T). Tout ensemble complémentaire d’un ensemble C peut
étre enfermé dans un ensemble de p-mesure nulle, et tout
ensemble de p-mesure nulle peut étre enfermé dans un complé-
mentaire d’ensemble C.

Dans le langage de la théorie classique modernisée, la pro-
priété T', relative au systéeme € de conditions C, s’interpréte : Quel
que soit G appartenant a C, il y a une probabilité égale a 1 pour
que G soit satisfaite par une suite d’épreuves indépendantes;
quelle que soit la propriété de suite P que Pon considére, si celte
propriété P a une probabilité nulle d’étre possédée par une suite
d’épreuves indépendantes, il existe dans € une condition C telle
que toute suite qui posséde la propriété C ne posséde pas la pro-
priété P.
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Il y a une maniére immédiate de résoudre la question, c’est de
prendre pour les C tous les ensembles de p-mesure égale & 1, ou
méme seulement les Fg (') de p-mesure égale a 1. Mais ces condi-
tions d’irrégularité ne présentent plus aucun caractére intuitif.
Nous allons voir que 'on peut trouver des conditions équivalentes,
plus naturelles, en poussant jusqu’au bout I'idée générale du sys-
téme de jeu posé par M. de Misés, mais qu’il a rétrécie en la tra-
duisant sous la forme (A) de la page 69, dont nous venons de
signaler un inconvénient.

2. Systéme de jeu ou martingale. — Pour introduire son axiome
d’irrégularité, M. de Misés donne I’explication suivante (de Misés,

[3], p- 4):

« Ce deuxieme axiome, qui dott exprimer le « caractére aléa-
toire » des phénoménes considérés, est I'axiome d’irrégularité
ou « principe de l'impossibilité de trouver un systeme de jeu ».
Sa position en face du monde réel est la méme que celle du
principe de Uimpossibilité du mouvement perpétuel. »

La notion de « systéme de jeu » est une notion qu‘i a besoin
d’étre précisée au méme titre que celle de sélection; nous procé-
derons dans le méme esprit que M. Wald (p. 26).

Toujours dans le cas de I'alternalive, soit A un joueur qui joue
contre un banquier, en étant libre de varier ses mises, avec la
convention suivanle : si A mise la somme A sur Iévénement {z =1},
et que cet événement se produise, il recoit la somme—}); s'il joue la
somme A sur I'événement { 2= o0} et que cet événement se pro-

duise, il touche la somme = (¢ =1— p). Supposons que A pos-
séde avant le début du jeu, une somme égale a 1. Si apreés
le (n — 1) coup il posséde une somme s,_,, il ne peut que jouer
une partie ou la totalité, de celte somme, sur 2" = o0 ouz" =1, on
ne pas miser du tout. Sa conduite peut donc étre définie par deux
fonctions 4, (z', x*, ..., "), pu(2', 22, ..., '), non négatives,
de somme inférieure ou égale a 1, ayant la signification suivante :

(') Rappelons qu’un F, est un ensemble défini comme somme d’une infinité
dénombrable d’ensembles fermés.,



Quel que soit n, A joue les sommes

An—18Sp—1 Sur =1 ()"l—‘lzo) () 14+ B <])
N 1 n—1=1).

Mn—tSp—1 SUL X7 =0 (pn—120)
$n_y 6tant la somme dont il dispose apreés le n° coup. sn, Any pin
sont des fonctions de z', 2%, ....2"; pour n = 0, $g, Ag, {4o Sont
des constantes, avec s,=—=1.
Rewmarquons que si les fonctions A, et p, sont données, on peut
en déduire les fonctions s,. En effet, d’aprés la signification
de 2,. .. et la régle du jeu, nous avons :

An-1 .
Sn = Sp—t=Sp—t(1—=hn—t — Up—), sSiz"=1,
¢)) "
n—i T .
Sp = T Spe—t—+ Sp—t (1 — Ap—1— }’-:&—1), st " = o0,

ce qui, joint a s,-=1, délermine la fonction s, quel que soit n.
Explicitons les arguments des fonctions dans (1) : neus obtenons

sp(x', 22, ..., Y1)

An—t .
= spoa(xt, 22, ..., 2

(1 bis) +syi(x. 2t oo, 21— Ay — Y |
1 bis /

sp(x', 22, ..., x", 0)

Ly
= ‘—:,-—s,l_i(.z“, £ L., )

+ sp—i(xty, 22 oo, 2 [1— Ryt — Pt ]
d’ou la relation
(2) Sp—(zt, 22, ..., xnt)
=p Sﬂ(‘T‘7 .T2, A -I.n_la ‘) +q S’l('l’.lv x.z? R ‘Tn_|7 0)'
Réciproquement, si des fonctions non négatives s, satisfont aux
égalités (2), on peul trouver deux suites de fonctions 2, et p, non
négatives, de somme <1, salisfaisant a (1 bis). Le systéme de jeu

de A est donc suffisamment défini par la donnée de la suite de

fonctions {s, {. Les conditions (2) dépendent de p; pour obtenir
des conditions ne dépendant pas de p, posons

’ " \
(3) su(at, @2 oo, am)y=prgn Vs, (0", 22, ..., an) (v :Z .Ll)

i=t
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Les fonctions ¢,, non négatives, satisfont alors a
=1,
(5) { ap (2, 22, ..., )

=ap(a!, 22, ..., 2" 0) + o, (2', 22, ..., "1, O).

Nous désignerons par o une suite {a,} de telles fonctions, et
appellerons martingale le systéme de jeu correspondant. Si le
Jjoueur A adopte la maniére de jouer définie par o, la propo-
sition

« A ne gagne pas indéfiniment »

se traduit par inégatité

(5) B1su?. sp(zty, 22, ..., 2t) < <.
n=1,2,3,... .
(la notation <C oo étant une notation abrégée pour indiquer qu’un
nombre est fini).
L'inégalité (5) est une condition imposée a la suite z', 22, ...,
z", .... La borne supérieure de s,(z', 2%, z%, ...) peut varier
d'une suite a 'autre.

3. Elargissement a 1'aide de la notion de martingale de ’axiome
d’irrégularité au sens de de Mises-Wald. — Il ressort de I'exposé
de M. de Misés que la notion de sélection et d’invariance de la
fréquence était destinée dans son esprit a exprimer Uimpossibilité
de gagner indé¢finiment a un jeu équitable : « Le fait que l'on ne
peut modifier ses chances par un choix systématique des coups
[sur lesquels on mise| compte parmi les conceptions les plus
essentielles qui sont, a nos yeuz, indissolublement lies a la
notion de « hasard » et de jeu de hasard ». (de Misés, [3], p. 11,
in fine). Il y a la une restriction trés importante; M. de Misés ne
cherche pas a traduire d’une maniére toul a fait générale la con-
duite du joueur qui cherche a modifier ses chances. Il ne parle que
d’un choiz systématique des coups, et ne cherche pas a exprimer
le fait que l'on peut également chercher a modifier ses chances
par une répartition systématique des mises. Nous verrons (p. 67)
que la restriction faite par M. de Misés I'empéche d’atteindre
pleinement, a notre avis du moins, le but qu’il semble s’éire pro-
posé en écrivantle passage cité. Nous allons voir ce qu'il en est, du
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moins en définissant les collectifs comme I'a fait M. Wald (p. 27),
pour étre sir de existence de ces collectifs.

Soit une suite z telle que pour ¢ égal & un nombre premier, on
ait zi=1. IL est facile de concevoir que A puisse au jeu décrit
plus haut, gagner indéfiniment s’il posséde ce renseignement sur
la suite z : il n’aura qu’a jouer sur les coups de rang premier, en
misant sur 1, et s’abstenir aux autres coups. Mais la question se
présente en fait d’une maniére beaucoup plus compliquée; il est
exigé, par exemple, pour que z soit un collectif, que dans la suite
des coups de rangs premiers, la fréquence des 1 ait pour limite p.
Supposons que A sache qu’il n’en sera pas ainsi, mais rien de
plus; d’'une maniére précise, soil

(6) iy, day ey dny een

la suile des nombres premiers et soit f, la fréquence des 1 dans la
suite &, 2, ..., 2", Si A sait seulement que

vlTrﬁfv?f limf,  ouque limf s p,

== = =
est-il possible qu’il puisse utiliser ce renseignement pour gagner
indéfiniment? Ce n’est pas évident a priori; nous verrons qu'il
en est bien ainsi (p. 76).

Faisons abstraction des suites ne contenant qu’un nombre fini
de 1 ('); une suitc s étant donnée (§ 2), el p étanl un nombre
positif inférieur a 1, nous en déduirons une suite de fonctions s,
d’aprés les Jégalités (3). Appelons H(s; p) I'ensemble des points
du segment (0,1) correspondant a des suites z (p. 33) satisfaisant
a inégalité (5). Nous avons alors :

Tutoritme 1. — A tout ensemble G de p-mesure nulle nous pou-
vons associer une suite o telle que le complémentaire de H(s; p)
contienne G.

Démonstration. — Soil F(z) la p-mesure du segment (o, z).
La p-mesure d’un ensemble M sera alors

w(M) =fMdF(x).

(1) Pour lesquelles il est aisé de concevoir un systéme de jeu permettant de
gagner indéfiniment.
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Soit G un ensemble de p-mesure nulle. Quel que soit 7, nous
pouvons trouver un ensemble Gy, formé de la somme d’une infinité
dénombrable de segments ouverts, contenant G, et tel que

IJ'(G”) — g2,

Soit f,,(2) une fonction nulle en tout point du complémentaire
de G, et ¢gale a 2" sur G”; nous aurons alors

) [ (@) dF ()= 2,

et si nous posons

f(@) =Y, fn(@),
nous aurons '

ff(x)dF(z)::.

Soit Lz, o 'intervalle ensemble des points représentant les
suites dont les n premiers termes sont z', 22, ..., z". Considé-
rons les fonctions o, (2', 22, ..., x") définies par

(8)  sn(at, a2, ..., an) = f(@)dF(z), o =de(x).
Tries,
Elles sont 20, et og=1. Les relalions (4) sont manifestement
vérifiées. Considérons 'ensemble H(e; p) correspondant (o dési-
gnant la suite {a, }. Soit &, un pointde G et soil

1 2 n
Loy Ly ooy Ty,

la suite correspondante.

Quel que soit n, il existe un segment ouvert I, parmi ceux
constituant G, qui contient z,; il existe donc une valeur de m,
soit my, lelle que le segment I,;+;... ¢y soit intérieur & L, soit po
la p-mesure de I, ..m..

Puisque sur le segment I, nous avons f,(z) = 2", nous aurons
d’apres (8)

(9) S (Zhy X35 -+ -5 xﬁ"")ZHo 2",

Soit vle nombre de 1 figurant dans les m, premiers termes
de z,; d’aprés la définition de la p-mesure, nous aurons

o= pvgm—,
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et par conséquent, d’aprés (3) et (9),

— g —m, — 1 >on
Sm, = P q T Om, = O, 2 2%,
Lo

ce qui montre que .r, appartient au complémentaire de H(o; p).
Le corollaire suivant estimmédial, puisque tout ensemble K(§; p)
est de p-mesure égale a 1.

CoroLLAtrE. — A toul s)ysteme de sélections S et a tout
nombre p nous pouvons associer une suitea telle que lensemble
H(e; p) soit intérieur & ’ensemble K(8; p).

Ce corollaire montre en particulier que si A a pour unique
renseignement sur la suite z que ce n’est pas un collectif K(8; p)
('S étant un systéme connu), il peut diriger son jeu de maniére a
gagner indéfiniment. C’est ce que nous avions annoncé plus thaut
(p- 74)-

Les conditions d’irrégularité de M. Wald peuvent donc étre
exprimées au moyen de la notion de systeme de jeu ou « mar-
tingale ». Mais la réciproque n’est pas vraie; d’aprés les théo-
rémes 4 (p. 39) et 1 (p. 74) il existe des H(o; p) que 'on ne peut
enfermer dans aucun K('8; p). En d'autres termes : il existe pour
un joueur des maniéres de diriger son jeu telles que, quelle que soit
la facon de définir un collectif au -sens de (M. Wald (c’est-a-dire
quel que soit le choix du systéme dénombrable & |de sélections)
on n'est pas sir, si I’on sait que la 'suite des résultats sera un col-
lectif, que le joueur ne gagnera pas indéfiniment.

" 4. Conditions d’irrégularité fondées sur la notion de la martin-
gale. — Soient les conditions d’irrégularité¢ de la forme

« 2 appartient 3 H(a; p) ».
D’aprés le théoréme 1 que nous venons de démontrer, ces.condi-

tions satisfont a la deuxiéme partie de la condition T (p. 70).
Quand a la premiére, elle résulte du théoréme :

Tatorimr 2. — Quel que soit o, Uensemble H(ao; p) est de
p-mesure égale a 1.

Ce théoréme est un cas particulier d’un théoréme que nous
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démontrerons plus tard (p. 86). Nous ne le démontrons pas ici
pour ne pas faire double emploi.

Nous parvenons donc a la conclusion : on peut définir irrégu-
larité d’une suite d’une maniére plus compléte, au sens de la con-
dition I' de la page 70, qu’en utilisant les sélections, en poussant
plus loin les conséquences du « principe de I'impossibilité d’un
systéme de jeu » indiqué par M. de Misés, mais au prix, il faut le
reconnailre, d'une complication plus grande des définitions.

En résumé : la condition primitive de M. de Misés, trop stricte,
est impossible a rvéaliser; la condition de M. Wald, moins stricte,
est possible a réaliser. mais il y a certaines propriétés, de probabi-
lité nulle au sens classique modernisé, que on ne peut exclure,
quelle que soit la forme donnée a la condition de M. Wald.

La condition d’irrégularité par la martingale ¢échappe a cet
inconvénient de la condition de M. Wald (qu’elle contient d’ail-
leurs comme cas particulier). Nous citons pour mémoire la condi-
tion d’irrégularité imaginée par les auteurs de la théorie des suites
indifférentes; c’est un cas particulier de la condition de M. Wald,
et elle est entachée du méme défaut que cette derniére.

Mais la condition d’irrégularité par la martingale est relative;
elle suppose un choix préalable des propriétés (de probabilité
nulle) a exclure. Si, dans un certain sens, elle résout la question
de Pirrégularité plus complétement que la condition de M. Wald,
clle ne parvient pas a donner un modele arithmétique d’une suite
présentant tous les caractéres d’une suile prise au hasard; ce der-
nier probléme est considéré par nous comme insoluble, et nous
nous soumettons sur ce point a 'opinion de nombreux mathéma-
ticiens, parmi lesquels MM. E. Borel, Fréchet, P. Lévy.

Par ailleurs, quelle que soit la maniére dont on définit I'irrégu-
larité, tous les inconvénients de la définition de la probabilité par
la fréquence subsistent. Nous allons maintenant montrer qu’indé-
pendamment du role qu’elle peul jouer dans la discussion de la
théorie du collectif, la notion de martingale peut étre utilisée, en
restant dans le cadre de la théorie classique modernisée, pour sim-
plifier les démonstrations de théorémes connus ou méme pour
obtenir des résultats nouveaux. Ceci fera l'objet du chapitre
suivant,



CHAPITRE V.

APPLICATIONS DE L\ NOTION DE MARTINGALE.

SoMMAIRE. — Premiére section : Jeu discontinu. 1. Conditions d’équitabilité, —
2. Théoréme de la ruine des joueurs. — 3. ltude du comportement de la fré-
quence dans le cas de Bernoulli.

Deuxiéme section : Jeu continu. — |. Jeu continu équitable. — 2. Formule de la
ruine des Joueurs. — 3. Remarque sur les probabilités conditionnelles. —
4. Cas de Chapmann-Kolmogorofl. — 5. Borne supcrieure stochastique. — 6.
Recherche de fonctions limites. — 7. Cas d’une fonction a accroissements indé-
pendants obéissant & une loi de Gauss. — 8. Plus grande valeur.

Les fondements de toutes les sciences resteront toujours contro-
versés. Quoi qu’on pense de l'utilit¢ des martingales pour élucider,
comme nous avons tenté de le faire, les difficultés d’une définition
de Pirrégularité, nous nous proposons de montrer ici que celte
notion peut également servir des buts mathématiques précis. Nous
allons dans ce chapitre passer en revue un cerlain nombre de
questions classiques; nous ‘associerons a chaque probléme un jeu
équitable hypothétique, et nous étudierons 'espérance mathéma-
tique correspondante. Nos considérations reviennent au fond a
traiter dans les cas étudiés, le probléeme de la ruine des joueurs,
mais d’un point de vue nouveau : la probabilité de ruine ne sera
pas évaluée pour elle-méme, mais pour servir a établir certaines
propositions surla limitation des écarts.

PREMIERE SECTION.

JEU DISCONTINU.

1. Conditions d’équitabilité. — Soil une suite de variables aléa-
toires

X=X, Xoyoony Xpy oo (—o <X <+ ).
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Quel que soil 7, on suppose connue la loi de probabilité de X,
X, ..., X,, c’cst-a-dire la fonclion

(1) Fo(xy, &y .. p) = Pr.{X;<z,, Xe<< 9, ..., Xp < xn§.

Nous avons évidemment quel que soit n :

(2) Fn(.l'j, Loy oo ey .T,l) = F,H_1(.z'1, Loy +ovy Tp, +®),

puisque les z, ne peuvent prendre que des valeurs finies.

Considérons le jeu suivant : un joueur A mise une somme égale
a 1, contre la promessc de recevoir la somme s,(X,) aprés la
détermination de X,, ou s,(X,, X,) aprés la détermination de X,
et Xy, ou ..., ousp(X,, Xy, ..., X;;) apreés la détermination de
Xy, Xoy ..., X,y et X, ou ..., étant enlendu que A est libre
d’interrompre le jeu quand il lui plait, ¢’est-a-dire de toucher apres
un coup quelconque, la somme convenue et en garder la posses-
sion définitive. A quelles conditions un tel jeu est-il équitable ?

La réponse intuitive & celte question est la suivante : aprés
chaque coup, 'espérance mathématique du joueur, relative aux
coups qui vont suivre, est égale a la valeur de la somme qu’il
posséde a Dlinstant considéré, et cela indépendamment de la
conduite qu'il se propose de tenir, en s'inspirant par exemple
des résultats de coups déja joués. Nous allons traduire cetle condi-
tion en termes mathématiques.

Par définition, les fonctions s,(2,), $2(2,, Z2), ... sont essen-
tiellement non négatives. Nous ajoutons la fonction constante
Se=1 pour unifier les notations.

si(2x,) est évidemment soumise a

(3) fs1(:z‘1)dF1(x1)=1.

Pour s, la question se complique un peu; faisons une hypo-
thése sur la conduite de A aprés le premier coup : supposons que A
décide de continuer le jeu si X, prend une valeur appartenant a
un ensemble E, de 'axe des x ¢l de s’arréter si X, appartient au
complémentaire E,. I.’espérance mathématique de A est alors, au
début de la partic en supposant qu'il s’arréte aprés le denxiéme
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coup :

(4) f_s.(m.)dF,(m,) + f~‘z(x1, z2) d Fa(m1, 22).
E;

LE‘

Cetle espérance doit étre égale a 1. quel que soit E,.
Si E, est constitué par ’ensemble des valeurs de x supérieures
ou égales a une valeur donnée 7, nous aurons

(5) j s,(.z‘,)d}“i(x1)+f>rs2(x1, l‘-g)dl“g(@‘g,.’l‘g):l.
Ty T o

Considérons le deuxiéme terme du premier membre de (3).
(estla valeur moyenne de la fonction o, (X, X.,) égale a s, (X, X,)
pour X, 2 7 eta o pour X, <Z 7. Supposons que celle valeur moyenne
existe quel que soit 7; nous pouvons alors ’évaluer d’une autre
maniére, en utilisant la notion de probabilité conditionnelle
introduite par M. P. Lévy (P. Lévy, |[1]. p. 68). Supposons que
lon sache que «£4y<X,<z,+ h; quelle est la probabilité que
X.<Czy? La probabilite que £, SX,<uy+h et que X, <<z,

est egale a
Fol(x)+ h, 1y) — Fo(2y, xr2).

En désignant par w la probabilité cherchée, nous devrons avoir,
par application du principe des probabilités composées.

[F1((l‘1+h)—— 1“1(.’1/'1)]!3 = l“g(ﬂ‘l—i— }L, .Z‘g)— F(.’l‘j, xg),
d’oun
- = F2($1+/l.. I‘Q\—F?(.’Iﬁ 'r?)
v F1(.’E|+h)—F1(.Z'|)

Si l'on sait que X,==z,, et que 'on cherche la probabilité
que X, << z,. on estamené a chercherlalimite du rapport ci-dessus
pour & = o. Cette limite peut nc pas éitre définie pour toutes les
valeurs de z, et w,, d’olt une certaine indécision dans la définition
de la probabilité cherchée. Nous adopterons une definition équi-
valente, appelons avec M. P. Lévy, fonction de répartition
conditionnelle de X, quand X, est connu, la fonction ®,(X, x,),
solution de I'équation intégrale

(6) 162(.51,x2)=f Do (1, 22) dF,(2).

<y
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Cette fonction n’est définie pour chaque valeur de z, qu’'a un
ensemble, de valeurs de X, sur lequel de, == o, prés. La valeur

moyenne de ;3 (X,, X,) quand X, est connu est alors, par défini-
tion, la variable aléatoire

7 IMx,{ o} =fc2(x,, 22) dBy(Xy; 73).
On démontre alors, par application du théoréme de Fubini
(P. Lévy, [1], p- 72) que la valeur moyenne IMN {7, } de (X, X,)

a pour expression
M foa) =M Mx, o],

ce qui nous permet d’écrire, au lieu de (5),

(®) f o1 dFy -+ [f.s'gdd),(zi;xg)] dF,=1.
<7 “‘ti* Y xy -
Pour 7 =-—  nous obtenons I {a,(X,, X;)}=1. En tenant

compte de cette derniére égalité, (8) devient

f si(@ ) dF (21) = [fs,(a:i, @3) d By(@1; z,)]dF.(x,).
3 <T 2 <7

Ce qui exige que I'on ait, sauf peut-étre sur un ensemble sur
lequel de. = o, 'égalité
(9) sl(wl) =f 3!(-”-‘1, $g)d‘pz($1; Eg),

que gous écrivons plus simplement

(10) s1(®q) = .‘)Tlx,{s'g(xi, Xs) }

Si de méme ®,(X,, X,, ..., Xn_y; z,) est la fonction de
répartition conditionnelle de X, quand on connait X,, ..., Xu_4,
c’est-a-dire une solntion de I’équation

(11) Fou(xy, 2, ..., z5)
=f .. / (I)n(ti, Loy eeey tn—a; .'L‘n)an..g(ti, Loy eeey tn_i),
L th—1 < Tp—y

et que nous considérions la valecur moyenne conditionnelle

THESE VILLE. [}
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de s (X, Xs. ..., X,,), c’est-a-dire la variable aléatoire
(
Mx,, X, .. Xpm | sn; = sn( Xy, X, oory Xp—15 Zn) d®,(Xy, ..., Xpn—1; Zn),
Tn

nous devons avoir

(12) My, a, ,_,xn#,{s,,(x., Zay ooy Xn—1; Xp) ; = sSp—1 (&1, Toy +.vy Tpa).

Inversement, supposons (12) vérifiée pour loutes les valeurs
de n. Soitl’espace E a une infinité de coordonnées z, s, ...y Zn, ...
La maniére dont A arrélera le jeu (en supposant qu’elle ne dépend
pas d’éléments aléatoires) sera caractérisée par une suite d’ensembles

disjoints E, E,, .... E,, ... dans E, ayant la signification sui-
vante : E,, d’'une maniére générale, a une fonction caractéristique
ne dépendant que de x4, &a, ..., &n; sile point X, X, ..., Xy, .o

appartient & E,, A se retire du jeu aprés le n'*™® coup. L’espérance
wathématique est donc représentée par la série

(3) 6=fs.dF1+fs.zsz+...+ /‘sndF,,-f—....
E; E, E,

Soit S, la somme des n premiers termes de cette série. En tenant
compte de (12) et en transformant le n'*™ terme d’aprés la formule
générale (P. Lévy, [1], p. 73)

M{e(X, Y)} = IM{IMxe(z, )},

ou Y =X, et ou X estune variable aléatoire représentant ’ensemble
des variables X,, X,. ..., X,_,, nous trouvons

Sn= $1 dFl—l—...—i— Sn._1an.._1,
E, E,—1+E,

d’ow, par itération de ce procédé,

Sn=f Sith E(n)=E1+E2+...+En.
E,)

Nous devons supposer, pour que I'espérance mathématique de A
soit déterminée que E,+E,+...+E,+...=E ou du moins
que la probabilité que la partie s'arréte soit égale a 1. Dans ces



conditions nous avons

6=limSn=£m{s1} =1.
n—oo

Le jeu est bien équitable, quels que soientles E,, E,, ..., En, ....

Dans ces conditions nous poserons la définition suivante :

Derintrion 4. — Soit Xy, Xo, ..., Xn, ... une suite de
variables aléatoires, telle que les probabilités

ProiXi<a, X< @y, oo, Xn<@at  (n=1,2,3,...)

solent bien définies et que les X; ne puissent prendre que des
valeurs finies.
Soit une suite de fonctions so, si(xy), $a(Z1y %2), ... nON
négatives telles que
(14) So=1,
mr‘,r,.m,vn—,isn(xi, X9y oovy Tn—1, Xn) } = $p1(Z1, Ta. ..., Zn—t),
ou My{Y} représente d’une maniére générale la valeur
moyenne conditionnelle de la variable Y quand on connait la
position du point aléatoire X, au sens indiqué par M. P. Lévy.
Dans ces conditions, nous dirons que la suite { s, | définit une
martingale ou un jeu équitable.

2. Théoréme de la ruine des joueurs. — Le probléme de la ruine
des joueurs est le suivant: Soient deux joueurs A et B disposant
respectivement des sommes a et b. Ils jouent a un jeu équitable,
on demande la probabilité que I'un d’eux, soit A, se ruine, ¢’est-a-
dire perde la somme qu’il possédaitau début etles gains qu’il aurait
pu réaliser. Soient p,, p, et g les probabilités que A se ruine, que B
se ruine, et que la partie se termine sans que ni A ni B se ruinent
(sila partie peut étre indéfiniment prolongée, g sera justement la
probabilité que la partie se prolonge indéfiniment). Si A se ruine,
B touchera la somme a; le jeu étant équitable, nous aurons, en
écrivanl que son espérance mathématique est égale & sa mise initiale

b=pi(a+b)+b (b'20),

le terme &' correspondant a I'éventualité de probabilité g. Nous
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avons donc

b a
<
=% et, de méme, pPs o

N

P1

En particulier, si les conditions du jeu sont telles que ¢ =o,
nous aurons

P1=

Le raisonnement que nous venons de faire n’entre pas dans les
détails du jeu auquel se livrent A et B. Dans les traités classiques,
tels que celui de J. Bertrand, on fait des hypothéses plus |précises;
on suppose par exemple que la partie est une succession de coups
semblables, avec des enjeux égaux, et 'on [démontre les formules
ci-dessus. Si, comme c’est généralement le cas, ¢ = o, et si 'on
suppose de plus que B représente le public, c’est-a-dire si 'on
suppose que b est pratiquement infini, on obtient la conclu-
sion p,=o0 : A est certain de se ruiner.

Supposons maintenant que A posséde une somme égale a I'unité.
et qu’il veuille jouer jusqu'a ce qu’il soit en possession d’une
somme A > 1. On peut supposer qu’il joue contre B qui posséde
la somme X — 1. La probabilité que A arrive a ses fins est p,. Elle
L

)\ @
" Les raisonnements 'classiques porlent sur des cas particuliers,
et le raisonnement général que nous avons présenté peut paraitre
sommaire. Nous allons exprimer et démontrer d’une maniére plus
précise, dans le cas du jeu discontinu décrit dans le paragraphe
précédent, le résultat énoncé en dernier lieu, ce qui nous donne :

est au plus égale a

Tutorime 1. — Soit {s,} une suite définissant une martin-
gale et A un nombre > 1. Nous avons l'inégalité

.

@(15) Pr. { B.(s)up. sn(Xq, Xey oy Xp) 22 }g

bad

La démonstration est immédiate. Considérons I'expression (13),
et faisons E,= E; nous déduisons de la:démonstration qui suit
que, quel que soit 7,

(16) M {'sn(Xs, Xa, ..o, Xa)} =1.
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Considérons maintenant la suite de fonctions o,(zy, Za, ..., %)
non négatives, ainsi définies

) On(Z1y Zay ooy Enty Zn) = Sp(@1, .y Tn) 81 Op—1(Z1y ey Zne1) S A,
7 0n (&1, L2y ooy Bty Zn) = Cng (L1, «ooy Zn—1) 81 a1 (L1, .er; Tn—1) > A.

Il suffit de se reporter ala définition (1) pour voir que la suite {on}
définit une martingale. Donc, d’aprés (16) Mo }=1 et,
puisque ¢, 20

Pr.{cngx}g§ (O >1).

En reprenant le raisonnement utilisé pour démontrer Viné-
galité (17) de la page 36, on obtient sans peine la démonstralion
du théoréme 1.

3. Etude du comportement de la fréquence dans le cas de
Bernoulli. — Supposons que les variables X; solentindépendantes
et que
(18) PI‘.{X,:I}.—-]}, Pr.{X,:o;:o (p+q=1).

Les conditions (14) deviennent alors

’

So=1,
(14,) Sn—i(‘zl, 4 PR mn—‘1)

=psp(@1, Zay .-y Tn1, 1) + q $p( 21, T2y ..., Tn—, 0),

elles sont identiques aux conditions (3) et (4) du Chapitre IV.
On a, quel que soit 2,

Pr. { B. sup. snz:ao} < Pr.}B.sup.snzl}§%,
d’ou
Pr. { B.sup.s,= oo} =o,
ce qui fournit la démonstration du théoréme 2, p. 76.

Nous allons essayer de trouver une forme commode pour s,.
Cherchons si nous pouvons mettre s, sous la forme d’une fonction
de deux variables z et y égales aux répétitions de 1 et o dans la
suite X4, X,, ..., X, c’est-a-dire sous la forme

n
sn=s(z, y) avec x =2 X, y=n-—z.
1
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Les conditions (14) deviennent
(1§") s(o,0)=1, s(x,y)=ps(@z+1,y)+gs(z,y+1)  (s20)
et, en posant o(z, y) = p°q’ s(z, y ),
(19) o(z,y)=0(r+1,y)+o(z,y+1).

Les relations (19) permettent de calculer o(z, y) a partir de la
suite des valeurs

6(07.}’)=“) (y=o0,1,2,...).
En effet, nous tirons de (19)
o(z+1,y)=—[0(2, y +1)—o(z,y)]=—Ac(z, y),

en désignant par Af(2, y) d’une maniére générale, la différence
premiére f(z, y +1)— f(z, y). De proche en proche, nous
obtenons donc
o(z,y)=—Ac(z—1, ),
o(x—1,y)=—Ac(x—2,y),

o(2, ) =—A20(1, y),
o(1, ) =—Avy
et, par conséquent,

(20) o(x, ) = (—1)"A%y.

Inversement, si une suite v, de nombres positifs ou nuls est
telle que vy=1 et que les expressions (— 1)*A%v, soient toutes
positives ou nulles, en posant

s(z, y) = (—1)FprgrA%vy,

on satisfait aux conditions (14").

Le probléeme dépend donc de la suite arbitraire {vy} assujettie
a ce que toutes les expressions (20) soient > o0. M. de Finetti, en
poursuivant un but différent (de Finetti, [1], p. 28-37) est arrivé a

la méme condition (20); il a trouvé la solution générale qui est de
la forme

(21) s(z, ¥) =f’u<1_t>de(t>,
0
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F(¢) élant une fonction non décroissante, telle que F(o)=o,
F(1)=1. D’ou la forme générale de s(z, y)

(22) s(z, ¥) ..—_p-—l'q—yf tx(1— ty dF (1),

ce qui nous donne d’aprés (15)

1

!
A

TAHY=1,%.. ,0,..

(23) Pr.{  B.sup. p-rg— [ to(1— tp dF ()23 <
{ o f

Nous allons uliliser l'inégalité (23) pour démontrer une propo-

sition qui constitue une partie d'un théoréme, di a M. Kolmo-

goroff, et cité (sans démonstration) par M. P. Lévy ([1], p. 266).

Soit x la répétition d’'un événement dans n épreuves indé-
pendantes de probabilité constante p; on se propose d’étudier
la probabilité que Uinégalité

(24) j&—np|>9(n)V2npy,
ot ¢(n) est une fonction >> o de l'entier n, ait liew pour une

infinité de valeurs de n. si l'on procéde & une suite infinie
d’épreuves.

Le résultat de M. Kolmogoroff est le suivant : en supposant
que ¢(n) est la suite des valeurs prises par une fonction crois-
sante ¢(6), de la variable continue ¢, pour les valeurs entiéres
de 0, la condition nécessaire et suffisante pour que la probabi-
lité d’une infinité de réalisations de (24) soit nulle est que

Uintégrale
[oed
? 6

soit convergente pour 8 = - w.
Les valeurs de ¢{¢) pour les valeurs entiéres de ¢ intervenant
seules, on peut aussi considérer la série de terme général

_‘Pg(”)l. P
9(n)e - Cette série est convergente par exemple pour
¢(n)=(1+¢)yLogLogn (e> o).
Faisons les hypothéses suivantes :

1° 9(n) est une fonction croissante de n.



2° La série de terme général = ¢(n)e=¥" est convergente.
n

¢(n) étant croissante, la limite limo(n) existe. Nous allons
voir qu’elle est infinie : si en effet elle btait finie, la série considérée
aurait, pour les grandes valeurs de n, ses termes comparables a
ceux de Z I;, il y aurait contradiction.

Par ailleurs, la fonction ue™ est une fonction décroissante
de u pour u> %; donc le terme général de la série considérée
décroit, quand n ;ugmente, a partir d’une certaine valeur, finie,
de n. Nous en déduisons que si 'on interpole la fonction ¢(n),
définie pour les valeurs entiéres de la variable, par une fonc-
tion ¢(6) croissante de la variable continue 8, la convergence de

la série entraine celle de l'intégrale [ e ¥ ‘%‘i (et réciproque-

ment).
Puisque ¢ e~# décroit pour les grandes valeurs de 6, nous avons

) db
(26) [ o e E > (0 e Logho—e,
1

ol p est un nombre indépendant de 6,. Nous en déduisons que
pour toutes les valeurs de 6 supérieures a une certaine valeur finie,
nous avons

(26) 9(8) > yLog Log?¥.

Si en effet (26) n’avait pas lieu pour une suite de valeurs de §
tendant vers linfini, nous déduirions de (25) que l'intégrale
diverge.

Remarquons que si I'on prend ¢(n)= (1 ¢)y/Log Logn, les
conditions de I’énoncé sont satisfaites. De plus, pour cette fonc-
tion ¢(n) particuliére, l'expression/ne=#" est une fonction
croissante a partir d’une certaine valeur de u, et infiniment grande
avec n. Nous ajoulerons, pour une raison de commodité, aux
hypothéses 1° et 2° ’hypothése supplémentaire, qui, nous venons
de le voir, n’est pas contradictoire avec les hypothéses déja faites :

3° La fontion \/n e~ est, pour n suffisamment grand, une
Jonction croissante de n. infiniment grande avec n.
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La proposition que nous allons démontrer est la suivante :

Si les hypotheses 1°, 2°, 3° sont réalisées, la probabilité que
linégalité (24) ait lieu ‘pour une infinité de valeurs de n est
nulle.

Les hypothéses 1°, 2°, 3° étant faites sur ¢(n), nous allons
chercher a interpoler ¢(n) au moyen d’une fonction ¢(6), de la
variable continue 6, positive, croissante et telle que /6 e=#® soit
croissante pour 6 suffisamment grand. Considérons l'intervalle
(n, n+1) pour 6, et soit u(f) une fonction de # continue et
dérivable. Nous avons

d . . e du
avier= g ]

Considérons I’équation différentielle

du _ 1

db /,uﬂ'

—ul

Sur toute courbe intégrale, \/ée estune constante; donc, d’aprés
Ihypothése 3°, si nous désignons par u, () 'intégrale définie par
la condition u,(n) = ¢(n). nous aurons

(27) Va1 eulini < Vr 1 e=9n),

Considérons maintenant I’équation diflérentielle

du

k
& = Tud (k = const.)

et soit u; l'intégrale telle que uz(n) = ¢(n). uq est une constante,
donc

(28) Vi1 emubint) > o o1 o9+,
En comparant (27) et (28) el en observant que si ux(n) = ¢(n),

ur(n+1) est une fonction continue de k, nous voyons qu’il
existe une valeur de & comprise entre o et 1 telle que

Vn—+1 e—uiin) = \/n 4 1 e—9n+1),

Par ailleurs

d . e—ui
S Vleti= —— (1— k)> o.
db \/ ek 2 \/9 ( )
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La fonction u(8) déterminée par le procédé ci-dessus réalise
l'interpolation cherchée. En opérant de méme pour toute valeur
de n, nous obtiendrons une fonction ¢(8)croissante telle que
/6 e=#'9 soit croissante pourles valeurs de § suffisamment grandes,

° . db . . . .
telle quef gpe® -5 soit finie, et coincidant avec la fonction ¢(n)
1

donnée pour § entier. Dans chaque intervalle de la forme (n, n + 1),
nous avons, nous l'avons vu,

1

0<@ < —
db 40

Or, si nous considérons la fonction i@’ nous avons

ii_L[@_i]<L[L_ ]
A SaLa 20> Sy sloe
Pour 8 suffisamment grand, —;—6 est donc une fonction décrois-

sante. On voit facilement qu’elle tend vers zéro quand 6 tend vers
Uinfini.
Considérons maintenant la fonction de 8 définie par

(29) - z(0)=0p+9(0)y20pg
et posons
_ z(9)
“(0) ===

Il existe une valeur de 6, soit §,, telle que, pour 6 > 6,, «(6) soit
une fonction décroissante de 0, comprise entre p et 1. De plus,
nous avons

.

(30) lim a(6) = p, éi:m“‘/a[“(e)“l’]=°°-

Supposons que nous ayons déterminé une fonction s(z, y)
définie par une expression de la forme (22), oi z et ¥ sont >o
(entiers ou non), et telle que

31 s(@+h, y--h)>s(z,y) (h>0),
(32) gi_ms[z(ﬂ), 6 —2z(0)]= .

Soit E, l'événement qui a lieu s'il existe une suite infinie de
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valeurs de n, soit {n;}, telle qu'en désignant par { z; } la suite des
répétitions correspondantes, on ait, pour tout ¢,

zi— nip > ¢(ny) V2 nipq.
E, implique que pour tout ¢
s(@i, yi)28[z (), ni—3(n)]  (yi= ni— i)

d’aprés (31). Si donc E, se réalise, nous aurons, en- désignant
par a la répétition u correspondant a n

B.sup. s(z,y)=«o (y=n—=)
n=1,9,...,ad inf.

et, par conséquent, d’aprés (23), la probabilité de E, sera nulle.
On traiterait de méme 'événement E,; correspondant aux inégalités

x— nip <—9(n;)\/2n;pq.

Notre méthode de démonstration se rameéne donc ¢ la
recherche d’une fonction s(z, y) satisfaisant a (31) et (32).

Nous prendrons pour s(z, y) une fonction de la forme

(33) s(a, ) =prq [ o= ey fe)dt

P

J(t) étant une fonction non négative, telle que

Afp‘if(t)dt-_—l.

Un calcul simple montre que (31) est vérifiée. Passons a (32), et
posons
w(6) = s[2(0), 0 + 3(8)].
Astreignons f(¢) a étre décroissante; nous aurons alors
22 ’
w(8)2 s g+ f(2) fp sa—epsa (a=7)-

Posons

E(t) =aLogt+ (1—a)Log(1—¢)— aLogp — (1— a) Logg;
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neus aurons

W(O)gf(a)f¢e°5 dt.
P

Quand § -, o — p et 6t . Nous avons au second membre
une forme indéterminée; nous allons lever 'indétermination en

développant £ par la formule de Taylor

B0 = 5(0) + 2 () - Loy 4 U2y,

123

ou (3 est une valeur comprise entre a« et ¢. On constate que
™ (t) << o; on en déduit que dans l'intervalle p < t <<«
B(028() + T2 0+ S Le @+ o e,

ou encore, en explicitant

1—a 1471
q 20(1— a)

1= 5o 3252

Quand « varie de p a 1, 'accolade a, en valeur absolue, une
borne supérieure bien déterminée, qui ne dépend que de p et g; il
existe donc une constante & telle que

E(t)gaLog;+(1—a)Log (t—a)

avec

| n1<k(a —t) < k(z—p),
d’ou
o JI— 1+ k(a—p)
E(t)ZaLog;q—(x—a)Lob 7 =) (t—a)e.

Opérons de méme pour

1(a)=aLog§ +(1—-a)L0gI_

De () > o, nous déduisons

(a

(0 25(p) + (2 — p) ¥'(p) + EBwr(py o B PR,

" (p),
d’ou, en explicitant

()2 (141 )(ang)
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avec

m=Ela—p)(g— ) = kia—p).
Nous obtenons en définitive pour £(¢)
0> R C et DK Ko — @ _
E'(t)z[l-'_ki(a P)] 2pq [I+ (1 P)]2¢(I a) Ei(t)’

ou k et k, sont des constantes. Donc,
-]
w(e)gf(a)f e dt.
P

Faisons le changement de variable

PO 22(1—a) |
T By 1+ k(a—p)’
nous obtenons

P 1-+ky(a—p)] sa(l—a) [
w2/ " \/1+k<a~p>fo" du,

l—‘/l+A(a—P)9¢2pq

2a(1

avec

Quand 6 tend vers l'infini, « tend vers p, [ tend vers I'infini,
. N 3 . .
et ¢?(a—p), qui est comparable a %, tend vers zéro (ainsi

qu’on s'en assure facilement en tenant compte de ce que /6 =%
tend vers l'infini), Pour assurer limw(6) = oo, il suffira d’assurer
6:”

la condition

(346 lim £(2) A,
Considérons le systéme

(35) fi(t) = /8 e=¥'0), t=p+9(0) __Ie’l.

Il existe une valeur de 6, soit 6,, telle que pour 6 > 6,, les
seconds membres soient des fonctions respectivement croissante
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et décroissante de 9, et que
P+ 9(6) 2—{;;‘1 s1
[
Posons

wmp st/

Le systéme (35) définit, par élimination de 8, la fonction f,(¢),
positive, décroissante, définie dans I'intervalle (p < ¢<¢,). Nous
avons, identiquement,

1
— a) e?* 0 =y,
N Si(2)
Evaluons maintenant I'intégrale
to
.fi (t) dt)
P

pour savoir si elle converge, bien que lim f(¢) = co.
l=p

Considérons un intervalle (p +¢, t,) pour ¢, et soient w et 6,
les valeurs de 6 associc¢es par (35) aux extrémités de cetintervalle.
Prenons 6 pour nouvelle variable d’intégration, nous aurons

I ?(®) —_— do
A di=—yipg [ e dpr (/2 [Te e D,

P+E€ @ (%)

ce qui montre que I'intégrale de f,(¢) est bien convergente dans le
cas présent. f,(¢) n’est défini que dans Pintervalle (p, &);
pour ¢,<¢<1, nous poserons par exemple

fi

(to)-

1
Puisque f fi(¢)dt a une valeur (inie, on peut donc trouver
P

une fonction f(¢) décroissante, positive, telle que

' _ i L _
-/p‘f(t)df_lj et l—pjl(t) .

(*) En procédant 2 un changement de variable linéaire, cela revient a dire :
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Cette fonction satisfait a (31); la proposition que nous avons en
vue est démontrée.

DEUXIEME SECTION.

JEU CONTINU.

Au lieu d’une suite discrete { X,} de variables aléatoires, consi-
dérons une suite continue { X, }, ou ¢ est un nombre réel que nous
supposons >o. Il revient au méme de considérer I'espace E, des
fonctions réelles d’une variable ¢; nous dirons, au licu de la suite
{ X;} la fonction X (¢) = X, ou le point X de E,. Une fonction de
répartition sera alors une fonction 2o, additive au sens complet,
définie sur certains sous-cnsembles de E, (Kolmogoroff, [1]).
Soit P (L) cette fonction, nous supposons naturellement P(Ey) =1.

1. Jeu continu équitable. — Généralisons les définitions de la
page 83. Au lieu de la suilte {s,} de fonctions s,(X,, X, ..., X;),
nous aurons une suite {S;} continue (r>0) de fonctionnelles
S:(X), c’est-a-dire de fonctions du point dans E, telles que

(@) So(X) =13

(&) S<(X) 2 o;

(¢) 8¢(X) ne dépend que des valeurs prises par X(t) pour t<x;

(d) La valeur moyenne de St 1,(X) (72> 0), quand on sait que
X(t)=Xo(t) pour t<zy est égale a St,(X,).

étant donnée une fonction f(¢) croissante positive telle que
1
[f(t)dt::l, lim f (¢) =,
Jo l==o

on peut trouver une fonction F (¢), satisfaisant aux mémes conditions, et telle
. F(¢)
uelim —— = o, Il suffit pour cela de prendre par exemple
q = F(2) P P p P

L
F () =f(t)f[ [ f(u)du]-
Jo
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Les conditions (¢) et (d) ont besoin d’étre précisées dans le cas
continu. La condition (¢) peul se metlre sous la forme

(¢') Soit E [lensemble des points X% de Ey correspondant &
des fonctions nulles sur Dintervalle fermé (o, t). Alors,
quels que sotent t, X, X(*) nous devons avoir

Se(X) = S¢(X + X17),

La ‘condition (d) fait intervenir la notion de valeur moyenne
conditionnelle, que nous rattacherons a celle de probabilité condi-
tionnelle telle qu’elle a été définie par Doob [ Doob, [1], p. 123];
cette derniére notion est la généralisation pour un espace fonc-
tionnel, de la notion de probabilité conditionnelle (due a
M. P. Lévy), que nous avons déja utilisée (p. 71).

Soit M; un ensemble dans E,, tel que sa fonction caractéristique
soit une fonction de X ne tenant compte que des valeurs de X (¢)
pour t<7; en d’autres termes, si X est un point de My, il en est
de méme de tous les points X + X, Considérons la probabilité
pour X d’appartenir 8 M; et a un ensemble A, ¢’est-a-dire la quantité

() . P(A.Mq).

La probabilité conditionnelle d’appartenir a A si X appartient
a M. sera, si P (M;) > o,
(2) P(A/Mz) = P(A.Mg) : P(Mg).

La probabilité conditionnelle d’appartenir & A si X(¢) = X, (¢)

pour ¢<rt sera, par définition, une fonction P; 4 (X,) de I’en-
semble A et du point X, satisfaisant, quel que soit Mc, a

(3) P(A.M;) =f P A(X) 4P,
M.

la variable d’intégration étant X. Nous ulilisons la notion d’inté-
grale au sens de M. Fréchet (Fréchet, [1]). L’existence de
P2 A(X,) résulte d’'une démonstration de M. Nikodym (Nikodym,
[1], p- 168-179).

Etant donnée une Jonction de point f(X), sa valeur moyenne
conditionnelle, sachant que X (t) =X, (t) pour t<r sera par
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définition

%) Mez 0] = [ %) dPoa(Xo),

la variable d’intégration étant X, considérée comme point de A
dans dP; 5 (X,). La condition (d) devient alors

(5) Se,(Xo) = Mz, { Stir, (X) |-

S¢(X) représente alors la somme que le joueur A, qui a misé une
somme égale a 'unité, recevra s’il arréte le jeu a « I'instant » 7 et
si le hasard a fourni la fonction X(¢).

2. Formule de la ruine des joueurs. — On pourrait se demander
s’il est légitime de généraliser I'inégalité (15) du paragraphe 2 de
la premiére section de ce chapitre |par I'inégalité

(6) Pr.(B. sup. S+(X) 21 }g%,

que nous appellerons formule de la ruine des joueurs dans le cas
du jeu continu. Cette formule n'est pas toujours vraie, méme si
les conditions (a)-(d) sont vérifiées.

Considérons une fonction aléatoire X (¢) a accroissements indé-
pendants. La variable aléatoire X (¢4 6) — X (¢) (6> o) admet
alors une fonction de répartition indépendante des valeurs prises
par X(¢) pour les abscisses <¢. Soit dans E, la fonction additive P
qui définit la loi de probabilité de X (¢). Considérons les abscisses
ty et ty+ 0, une ordonnée y, -et soit A, 'ensemble défini dans E,
par I'inégalité :

(1) X(t+0)—X()<y.

Soit F(y, t,, 8) la fonction de répartition de X (2 60) — X(¢);
soit M, un sous-ensemble de E, tel que la fonction caractéris-
tique de M, ne dépende que des valeurs de X (¢) pour ¢<¢,. Si

X (to+ 6) — X (2,) ne dépend pas des valeurs de X (¢) pour ¢ < ¢,
nous devons avoir

(2) P(My,.A)) =P(M,)F(y, ¢, 9).

Réciproquement, si entre P(M,, Ay) et P(M,) quels que

THESE VILLE, 7
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soient £y, M, , 6, y existe une relation de la forme (2), X sera dite
a accroissements successifs indépendants, et (2) nous donnera la
loi de répartition de X (£,+ 6) — X (2o).

Considérons maintenant la fonction aléatoire X,(¢) définie

comme suit : soit dans E, I'ensemble E; des points représentant
des courbes X, (¢) telles que

X4 (2) ne peut prendre que les valeurs o ou 1;

Xi(¢)=1 a une racine et une seule, comprise entre o et 1.

A

Associons a tout point X, de E, I'abscisse de la racine de
X, (2) =1, soit §(X,) la fonction de X, ainsi définte. Définissons
la fonction additive P dans E, par

P(E1 ) =1,
P(E)=u (0<ugy),

ou E, est le sous-ensemble de E formé par les points X, tels
que 6(X,) < u. Considérons la fonction F(y, ¢, 0) telle que

F(y,t 0)=1, pour ¥y > o0;
F(y, t8)=o0, pour y <o.

L’équation (2) est vérifice, quels que soient M, et y. Nous
devons donc considérer X(¢) comme une fonction aléatoire a
accroissements aléatoires indépendants, telle que

3) Pr.{Xi(6) =X (¢ +0)} =1.
Soil maintenant la fonction s(¢, z), de la forme

4) s(t, 2) =@ +1.

Sachant que X(¢) =, nous avons, pour valeur moyenne
conditionnelle de s[ ¢t + 0, X (¢ + 6)], d’apreés (3), la valeur s(¢, z).
Donc les conditions (a), (b), (¢). (d), (p- 95) sont vérifides.
Nous devrions avoir, d’aprés (6) (p. 97);

1
Pr.{B.sup. s[¢, x,(t)]gz}ga;
or, nous avons manifestement
Pr.{B. sup. s[¢, Xi(£)] =2} =1.

La formule (6) est mise en défaut.
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3. Remarque sur les probabilités conditionnelles. — L'exemple
trailé dans le paragraphe précédent est extrémement simple, et
permet de mettre en évidence une singularité intéressante. En
définissant I'indépendance des accroissements successifs par (2),
nous sommes arrivés a la conclusion qu’ils étaient indépendants
dans 'exemple choisi. Or, on est tenté de dire : deux accroisse-
ments successifs de X, (0) ne peuvent pas étre considérés comme
indépendants, puisque, si nous savons que X;(¢)=1, nous
sommes sir que X, (¢t + 6)=o, ce qui semble contredire Vaffir-
mation : « si X,(¢) est connu, la probabilit¢ conditionnelle que
Xi(t+06)=X,(t)estégalea 1 ».

Cette objection est intéressante, mais n’est pas fondée si 'on se
place dans I'axiomatique de Kolmogoroff. En effet, la seule défini-
tion admise jusqu’ici. & notre connaissance du moins, pour la
probabilité conditionnelle, est une définition indirecte : la proba-
bilité que I’événement E se produise si la variable aléatoire Y a la
valeur y est une fonction F(y) telle que 'on ait, si

G)=Pr{Y<yl,
Pr.iEeLY(y}:f -

Si 'on connait

F(»)dG(y).

@(y):Pr.{E etY<‘y;,

et G(y), F est définie par une équation intégrale
y—0
2= FdG»).

On peut donc modifier arbitrairement F (y) sur un ensemble

de valeurs de y sur lequel [dG(y): o. En particulier, soit y, une

valeur de continuité de G(y); considérons I'événement E, ainsi
défini

si Y # yo, E, est identique a E;
si Y = yo, E, se produit certainement;

et la fonction Fy(y) égale a F(y) pour y £ yo, & 0 pour y = y,.
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Nous avons alors

)y—0 =0
7 Fnaco = [ Foae),

et de méme
Pr.{Eet Y<yl=Pr.{E et Y<y{.

Donc F,(y) peut étre considéré comme probabilité condition-
nelle de E, quand Y = y, bien que pour Y = y,, Fo(y0) =0, et
que { Y = y,} implique logiquement E,.

En revenant a X, (¢), nous voyons donc qu’en définissant I'indé-
pendance par (2), nous pouvons considérer cette fonction comme
étant a accroissements indépendants presque cerlainement nuls,
en considérant deux variables comme indépendantes lorsque la
fonction de répartition conditionnelle de I'une d’entre elles, au
sens indiqué plus haut (p. 80), estindépendante de la valeur prise
par l'autre; c’est-a-dire, avec les notations de la page 71 : X,
et X, sont indépendantes lorsque ®,(X,; x,) ne dépend pas
de X,, ou encore lorsqu’on peut poser

D:(X1; @2) = ¢(22).

M. Paul Lévy est d’avis de distinguer entre l'indépendance
ci-dessus, qu’il propose d’appeler indépendance presque cer-
taine, et Vindépendance proprement dite, définie directement
(P. Lévy, [1], p. 3).

Notre discussion se place uniquement sur le terrain de
M. Kolmogoroff; la conclusion peut étre différente en suivant le
point de vue de M. Paul Lévy.

Les remarques précédentes montrent qu’il est impossible, élant
donnée une fonction aléatoire a accroissements indépendants, de
démontrer qu’elle est presque cerlainement continue, si I'on ne se
donne rien d’autre que la loi de répartition des accroissements.
Considérons en effet X,(¢), la fonction aléatoire définie dans le
paragraphe précédent, el soit X(¢) une fonction aléaloire quel-
conque a accroissements indépendants. Supposons X, (¢) indépen-
dante de X (¢) : la fonction aléatoire X (¢)+ X, (¢) sera a accrois-
sements indépendants, et ses accroissements suivront la méme loi
que ceux de X (¢); mais X (¢)+ X, (¢) est presque certainement
discontinue puisque X, (¢) admet un point de discontinuité.
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Le seul résultat que ’on puisse, sans hypothese supplémentaire,
élablir sur la continuité de X(¢) est qu'elle est équivalente
stochastiquement (p. 92) a une fonction continue. Clest ce
qu’établit en particulier M. Paul Lévy pour les courbes aléatoires
a accroissements indépendants suivant la loi de Gauss ( P. Lévy,
[1], p. 172).

Nous allons abandonner ces questions de principe, et appliquer
la formule de la ruine des joueurs a des cas plus concrets.

4. Cas de Chapmann-Kolmogoroff. [S;(X) ne dépendant que
de X(7)]. — Nous allons généraliser I'étude du cas de Bernoulli
(p- 87), en nous placant dans les hypothéses suivantes :

I. S5;(X) ne dépend que de X (7). En d’autres termgs, il existe
une fonction s(¢, z) telle que

(7) S¢(X) = s[7, X(7)].

II. X(¢3) —X(t1),(t2>t)) ne dépend pas des valeurs de X (¢)
pour ¢ << ¢,. De sorte que nous avons une relation de la forme

(8) Pr.{X(t2)<x2/X(t1)=x1 }:: F(.’)L‘1, Ze, 51, tg) (t1<lg).
La fonction F satisfait alors a l’équation de Chapmann-
Kolmogoroff (Hostinsky, [1], p. 59).
Ty=+®
(9) F(xi, Zs, t, tq) =L:—“ F(.’L‘g, Z3, ta, tg)dF(.'n, X9, &, tg)
(8 << ta < t3)

et les conditions (a), (b), (¢), (d), imposées a S;(X), se traduisent
pour s(¢, z) par les conditions

(a) s(o, z) =1;

(8" s(t, )20 (£20):

(<) (vérifiée d’elle-méme);

(d,) S(th wo) =fs(t27 .'.C) drF(-'to, Z, tl, tl) (t1< tz),

et enfin la formule de la ruine des joueurs devient

(10) Pr. { B. sup. s[4, X(t)]g.l}g %
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5. Borne supérieure stochastique. — Méme dans le cas du
paragraphe précédent, I'inégalité (10), nous I'avons vu, peut étre
mise en défaut (p. ¢8). Nous allons la remplacer par une inéga-

lité moins stricte, et faire une hypothése supplémentaire. X étant
déterminée, la fonction de ¢

(11) Y (&) = s[t, X(2)]

peut étre considérée comme obtenue a partir de X (¢) par une
transformation Y (¢) == T [X(¢)]. Nous supposerons que la fonc-
tion aléatoire Y (¢) = T [X(¢)] est une fonction stochastiquement

continue (Slutsky, |1]), c’est-a-dire que, quels que soient ¢,
€ >0, n > o, il existe > o lel que pour | ¢ — ¢]| <7, on ait

(12) Pr.{{Y(t')—Y(t)l<s}>1—'q.
Dans ces conditions, soit {¢;} une suite dénombrable partout
dense sur 'axe des ¢; la variable aléatoire

Z = B.sup. Y(2)

est une variable aléatoire dont la fonction de répartition, si elle
existe, est indépendante de la suite dense que l'on a choisie. En
effet, soit Y(¢) la fonction de ¢ :

Y(¢) =Tim Y(¢).
>t
Slutsky a montré que P 1Y (@)=Y (¢) } =1 quel que soit ¢. Si
donc nous considérons une autre suite {¢; } et la variable Z/ cor-
respondante, nous aurons
Pr. { Z'= B.sup. Y(¢) } =1,

et par conséquent
Pr. { VA

1AV

Z}:I.

On démontrerait de méme que P{Z>7'} =1, d’ou la propriété
annoncée. Nous appellerons cette variable Z la borne supérieure
stochastique de Y (¢) et écrirons

Z =B.sup., Y(2).
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Nous allons montrer que

Pr. { B. sup.;, Y(t)gl}§ %,

ce qui équivaut, une suite dense { ¢;} étant choisie. &

n—=w 1

(13) lim Pr. { B. sup. s[¢, X(t,)]gug%.
<n

Rangeons par ordre de grandeur croissante les valeurs ¢4, ¢,, ...,
t,; soit 04, s, ..., 0, la suite obtenue. Posons

X(8,) =X, s.(X,) = s[ 0, X(8,)].

Les fonctions
$1 (X1)7 52(X2)7 LR s,,(X,,)

satisfont aux conditions (p. 83) du jeu discontinu, relativement
aux variables aléatoires X,, X,, ..., X,. Nous avons donc

Pr. { B.sup.s;2 X } < %)

d’ot nous déduisons immédiatement I'inégalité (13). La formule
de la ruine des joueurs devient donc vraie dans le cas de
Chapmann-Kolmogoroff, en introduisant la notion de borne
supérieure stochastique et 'hypothése de Slutsky, el s’écrit

(14) Pr.} B.sup.s s[2, X(£)]22 1<

b

6. Recherche de fonctions limites. — Poursuivant toujours
I'analogie avec le probléme traité dans le cas de Bernoulli, soit
9(¢) une fonction non aléatoire. Supposons que nous ayons trouvé
une fonction s(¢, z) satisfaisant aux conditions (a'). (b'), ('),
(d'), et telle que, en outre

s(t, ') 2s(t, 2"),  pour z'>a’,
(15) {

li:n s[t, 9(2)] =.

Nous ne supposons pas que Y (¢) == s[¢, X (t)] est stochastique-
ment continue. Soit maintenant {¢;} une suite dénombrable
partout dense; soit ¢, une valeur de ¢, désignons par 4, la borne
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inférieure de s[t, ¢(%)] pour & 2¢. Soient 6y, 0y, ..., 10, les n

premiers termes de {¢,} quisont 2¢,; supposons-les rangés par
ordre de grandeur croissante. Si nous posons

Xo=X(01), Xei=X(8), ..., Xn=X(ba):

So=1; s1(z1) = s(01, 1), ..., $n(xn) = $(0p, Zn),

nous vérifierons facilement que cetle suite s, . . . ., Sp définit un
jeu écuitable discontinu (p. 83). Dong, nous avons

Pr.i B. sup. s[6;, X(G,)]Z_)\o}g
2, n

1=1,2,...,

1
Ao
et, en faisant tendre n vers l'infini,

(16) Pr.gB.sup.s[t,,;X(t,)]Z)\o_igli.

L2214

Reportons-nous aux conditions (15). Nous déduirons de (16)

que
Pr. { X(t)Le(t) pour ¢2¢ } 21— )\L,
0
ou que, si nous désignons par T la borne supérieure des valeurs
de ¢; pour lesquelles X (¢,) > ¢ (), nous avons

" I
Pr.{T < t {21— o
Pr.{T <w}21.

T est presque certainement fini. ¢(¢) sera alors appelée une
Sfonction limite supérieure stochastique de X(t).

7. Cas ou X (¢ -+ 6)— X(¢) est une variable obéissant & la loi
de Gauss. — Quand la fonction F(x,, 2, ¢, t,) est de la forme:
F(xy—azy, t,, ty), la fonction X(¢) est dite une intégrale a
éléments jaléatoires 'indépendants ou fonction aléatoire, a accrois-
sements indépendants (P. Lévy). Si la fonction X (¢) aléatoire est
de plus continue (avec probabilité égale a 1) F(xy — a4, &y, ¢£,) est
une fonction de repartition suivant la loi de Gauss, que I'on peut
metire, en faisant au besoin un changement de variables pour ¢, sous
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la forme F (2, — 24, ta—¢,), avec

(18) F(u, v)= \/_;?’_fue_’%du.

Réciproquement, si F(x,, 2a, . t3) a la forme ci-dessus
indiquée, la courbe aléatoire X (¢) est équivalente stochastique-
ment a une fonction continue, ¢’est-a-dire qu’il existe une fonction
aléatoire Y (¢), 'déterminée par la méme épreuve qui détermine
X (¢t), continue, telle que, quel que soit ¢,

PriX(e)=Y(¢)}=1.

Les résultats que nous venons de rappeler sont dus a M. Paul
Lévy (P. Lévy, [1], p. 158-173) et monlrent I'importance de la
place tenue, parmi les.intégrales a éléments aléatoires indépen=
dants, par celles ou F(zy— 2, ¢, ¢3) est la fonclion de répar-
tition d’une loi de Gauss.

Cherchons a déterminer une fonction limite stochastique
(p- 104) par le procédé du paragraphe 5 quand F a la forme (18).
La fonction s(¢, ) doit satisfaire a 'équation

[v?

\/;l_éfs(t+6, a:+_y)e—:3—9dy,
K

(19) s(¢, 2) =

qui exprime la condition (d,) (p. 101).

Nous allons essayer de |trouver une solution de cette équation
en raisonnant par analogie avec ce qui a été obtenu pour le cas de
Bernoulli discontinu. Nous rappelons que nous avions trouvé

s(a, ) =p=rq= [ te(1—ty dF(e);

x étant la répétition de 'événement de] probabilité p. s(x, y)
est le quotient de deux quantités, que nous pouvons écrire

z+y!
z!y!

z+y!
z!y!

1
te(1— ¢y dF(2), pzqY,
03

en mettant’en évidence que la seconde est la probabilité d’obtenir
les répétitions z et y, tandis que la premiére est la valeur moyenne
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d’une probabilité du méme genre. Ceci nous conduit a essayer,
pour 'équation (19), une solution de la forme

(x—h)? 2

(20) s(t, @)= ;fe‘ AR\ e

ant Vent

=f R PTIeN)

[F(1) est une fonction de répartition ]. Portons I'expression (20)
dans le second membre de (19), nous obtenons

IV e I

1 A () A—»——--;T5
= dyje TUWAFO) (0> o)

La fonction sous le signefélant non négative, nous pouvons

intervertir 'ordre des intégrations, ce qui montre que (19) est
vérifiée. Il reste a satisfaire a (15), et en particulier, en rempla-

cant, pour une raison de commodité, ¢(¢) par ¢(¢) Vat, a
(21) , lim s[¢, 9(2) y/2¢] ==.
1=
Prenons pour (1) une fonction dérivable, soit F'(1) = f(}),

et choisissons f nulle pour A<o, décroissante pour > o. Nous
aurons alors

s(t, @) f 5700 b, fmf()\)d)\=x,

et la premiére des conditions (15) est vérifiée. Passons a (21).
Nous avons, pour z > o,

x x

L sl t ..\ii
s(t, @) gf R sf(k)dkgf(%)f T
0] 0

]

i
_.\/t_ “f e~ du,

Or, il est bien connu qu’on peut trouver une constante k telle

que pour o > o
[ e ke
o

1(%

10
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d’ou pour s(¢, z) 'inégalité

s(t, x>>\/§f(\°'§) i k\/gf(”_:‘).

Le raisonnement se poursuit a partir de cet instant comme
dans le cas de Bernoulli (p. go). Si la fonction croissante ¢(¢)

. d T
rend convergente l'intégrale [cpe—?’—; et si \/Ze=#'(), est pour ¢

suffisamment grand, une fonction croissante, on peut trouver f(2)
telle que

ff()\)d)\ =1
et
lim s[¢, ¢ (¢) y2¢] = .

Donc : toute fonction ¢(t) croissante, rendant convergente

. 2 dt - . .
l’mtegralefcpe‘? - et telle que Ve ¥ soit croissante pour t
suffisamment grand, est une fonction limite stochastique
X6
2

(p- 104) pour la courbe aléatoire —=, o X (t) est une courbe

aléatoire dont la loi de probabzlu(f est définie par (18).

Nous démontrons ainsi en ne faisant appel qu’a des considéra-
tions élémentaires de probabilité un théoréme da a Petrowsky; la
démonstration de ce dernier utilise la théorie de I'’équation de la
chaleur (Petrowsky, [1],

8. Plus grande valeur. — Dans certaines études on s’intéresse
particuliérement aux plus grandes valeurs prises par une suite de
variables aléatoires. Nous ne traiterons qu’un cas schématique, et
chercherons & trouver une fonction limite inférieure de la plus
grande; ce sera un résullat nouveau.

Soient
X]. X‘z, .o Xll:

des variables aléatoires indépendantes, ayant toules méme
fonction de répartition. Considérons la suite des maxima de la
suite { X;}. Cest une suite de variables enchainées

Yy, Yo, ..., Yo ...,
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ou
Y,=max{X1, Xz o0vy Xife
Soit F;(y) la fonction
Fz(_}’) = Pr. i Yx<}’ ;’,

connaissant Y,, Y,, ..., Y;_,. Si nous supposons que

Pr.{X,<x;=x (oLx 1),
nous aurons
) Fi(y)= g Y poury > Vi

o, pour ¥ < Y.

Remplacons la suite discréte {Y;} par une suite continue,
c’est-a-dire par une fonction aléatoire Y(¢), telle que pour ¢

entier, on ait
Pr.{Y(n)=Y,}=1

Remarquons que F;(y) ne dépend que de Y;_,; si nous calcu-
lons la fonction de répartition de Y; connaissant Y;_; seul, nous
obtenons une fonction nulle pour y<Y; ; et égale a y* pour
¥ > Y 4. Nous sommes donc amené, pour Y (¢), a faire I'hypo-
thése, compatible avec la précédente :

Pr.{Y(¢+0)<y/Y(¢)=u}=F(y,u,08) (8>0),
avec

»Y  pour y>u;
8) =
(2) F(y, u, 0) {0, pout % .

Avec les notations de la page 88, nous avons

z4 pour 22> 24;)

F(zy, s, t1, t2) =
(21, @2, B, 1a) o, pour z» < &4.

L’équation (g) est vérifiée, ainsi que 'on »s’en assure par simple

substitution. Cherchons une solution de I’équation (d') (p. 101),
qui s’écrit ici .

st 70) = [[s(tn, V) Ay F(z, o o= 1) (8> 10)

ou, en posant¢, = ¢, ty— £, =0, yo=y, % = u, et en explicitant :

1
(3) s, )=t +0, y)+ 90 [ s(¢+ 8, u)udb—t du.
Uy
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s(t, y) doit étre 20; de plus, nous devons avoir s(0, 0) =1,
ce qui donne

€3] tf s(t, y)yt—tdt=1.

Supposons s dérivable, et différentions (3) par rapport a y; il
vient

(%) dys(t, y)=ydys(t+0, y).

Nous en déduisons que si s satisfait & une équation aux dérivées
partielles, cette derniére sera de la forme

ds _ .
o =7 p(¥)

ce qui nous améne a chercher pour s une fonction de la forme
1
(6) s(6, )= [ p(w)u—tdu.
y

Nous prendrons p(u)2 o pour étre sir que s2o0; on vérifie sans
peine que la solution (6) satisfait bien a (3); quant a (4), nous en

tirons
1

f pdu=1.
]

Cherchons maintenant une fonction ¢(¢) telle que I'on ait
Y (2)29(t),

a partir d’une valeur de ¢ presque certainement finie. Remarquons
que s(¢, y) définie par (6) est une fonction décroissante de y. En
raisonnant comme au paragraphe 5 (p. 102), nous verrons que si
nous pouvons déterminer s(¢, y) telle que la fonction s[¢, ¢(¢)]
tende vers l'infini avec ¢, il sera démontré que, si nous nous
donnons une suite partout dense {¢,}, la borne supérieure des
valeurs de ¢, pour lesquelles (7) n’a pas lieu est presque certaine-
ment finie. Remarquons que nous n’avons besoin ici que de consi-
dérer les valeurs entiéres de ¢; donc le résultat précédent sera
satisfaisant (*).

() Par ailleurs, si @(¢) est croissante, comme Y(¢) est non décroissante,
Y(¢,) 2 ¢(¢t,) pour £,> t, amplique Y(¢) 2 ¢(¢) pour ¢ > ¢,.



— 110 —
Nous sommes donc ramenés, ¢ étant donné, a chercher p 2o,
tel quefp du=r1, et que lims[¢, ¢(¢)] =, s étant définie
l=—
par (6).

Pour trouver a quelle condition doit satisfaire ¢ pour que p
puisse étre ainsi définie, nous allons raisonner d’abord d’une
maniére peu rigoureuse; nous démontrerons ensuite rigoureuse-
ment la proposition a laquelle nous serons amenés. Si ¢ est grand,
u~* décroit trés rapidement; nous poserons

(8) s(¢, _y)wp(y)f u-tdt = p(}/)[ ! —1].

t—1 |yt

Faisons y = ¢(¢) dans le second membre, nous obtenons une
fonction f(¢)

(9) £(0) =—(f‘”[?,‘ : —1] ~ sty 9(2)].

Supposons ¢ continue croissante, variant de o a 1 quand ¢ varie
de 0 a4 o, et soit t =¢(¢) la fonction inverse de ¢(¢). Posons
SLe)]1=4(2),  dou f(&)=4{[e(2)].
I1 faut que
lim ¢[¢(£)] = o0,
ou

lim §(9) = .
=1

Donnons-nous alors une fonction croissante ¢(9), telle que
¢(¢) > quand ¢->1, et déterminons p. Nous tirons de (9)
(10) a(w____(t—l)f(f)?“"

1 — q)l-—i
Si nous posons ¢ = ¢(¢) dans le second membre, p(¢) est déter-
miné, et nous avons

_ [tle) —1]d(e)pti®—
(II) P(?)_ I—(Pt(q’)_l

1
Il faut que/ pdu =1. ¢ variant de o a 1, intégrons le second
0

membre de (11), par rapport a ¢. Négligeons le facteur ¢, qui
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croit lentement quand ¢ —1. Il vient

CoU2 go—pudy  [t=t(9)).

Supposons que le coefficient de dg soit une fonction croissante
de ¢, et intégrons par parties entre o et 1, en posant

1

u = LOg 1—-_————?1_[ .
Il vient
du (t—])q;l—’ dp + ¢t—1 Loge dt

1— it

d’ou, en supposant ¢’ monotone,

¢'Logy
fpid?—f PLTtdt—f ?,_,
_[:pu]i::——f u dep +f ——— Log - L dt.
(=0 ’? ?

f p: do sera sirement convergente si lim ¢! <1 et si 'intégrale

l=mo
I .y .
¢tlog - dt converge. Remarquons que cette derniére condition
?
entraine la premiére, puisqu’elle implique que lim ¢! = o, si ¢* est
[§=—X"}
une fonction monotone a partir d’une cerlaine valeur de ¢.

Nous obtenons ainsi, par un raisonnement intuitif, mais peu
rigoureux, la proposition suivante, que nous démontrerons plus

loin :
Soit ¢(t) une fonction croissante continue, ainsi que la
fonction tqt, telle que ¢' soit monotone et quefcp‘ log}q; dt soit

convergente. Soit Y (t) la fonction aléatoire définie par (2)
(p- 108); Uinégalité Y 2¢(t) aura lieu constamment & partir
d’une valeur de t presque certainement finie.

Démonstration. — Supposons que lim ¢(¢) =1, et ¢(0) =0,
t=w

ce qui ne restreint pas la généralité de ’hypothése; soit £(¢) la
fonction inverse de la fonction ¢(¢), et considérons la fonction

p1(9) = t(9) 9@
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C’est une fonction croissante, puisque ¢¢‘ est une fonction
croissante de ¢; considérons I'intégrale

1
f p1(9) dp
0
et faisons-y le changement de variable 9 = ¢(¢). Elle devient
© dy ° I *  det
t L = t+1 - —_—
J; to a’tdt [ ? Log?dt+£ ? dt.

La premiére intégrale est convergente ?puisquef ot Log;—) dt
0

converge. La seconde converge évidemment. Donc f pi1 do a une

valeur finie. Nous pouvons prendre p(u) croissante telle que
' (w)
f o(u)du=1, limL% —w [p(u)2o0].
o u=—1 Pi( ) -
Si nous considérons maintenant
1
s, 3)= [ utp(uydu,
)

nous aurons, puisque p( %) est croissante,

(6, 7)> e () f u=t du = —_—_Z-[ ]
vy
e o(0)> 28 0@ L ]2 £@L Lo e

et, quand ¢ — oo,
s(t, o(8)] > o5
en effet, on déduit de la convergence de [cp‘ Log% que la fonction

(supposée monotone) ¢ a pour limite o quand ¢ — .
Nous pouvons considérer, au lieu [d’une inégalité¢ de la forme
Y > ¢, une inégalité de la forme

I —

ce qui nous donnera, en posant ¢ -:_l—ﬂ:;, une condition suffi-
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sante pour que (¢) soil une fonction limite supérieure stochas-
. 1 I )
tique de ¢(1— Y). Dansfq’ log;dt, log;? est comparable a = et ¢
a_e~¥. ce qui donne pour  la condition :

., b dt A
L’intégrale f q)e“!'7 doit étre convergente.
0

D’une maniére plus précise, évaluons le rapport des éléments
différentiels. il a pour logarithme :

Log <dz e—¥ %) - Lug‘<§‘ Log g)

¥

1

= Log¢ — ¢ — Logt —¢ Log(l— f) — Log Log

¥
LA L ‘
=" 3n +...—-—Log<1+ 5T 3_t’+>
Si lim Y =lim ¥ = o, les 616 diffé
1L nous supposons que 11:12 —t _—1:1_—“: ? == 0, es oments 1 -

rentiels sont équivalents pour les grandes valeurs de ¢. Comme
nous cherchons a prendre pour ¢ une fonction qui croisse le plus

. . . L2 U}
lentement possible, les conditions ‘J—t»o, 5 —>0 ne sont pas

génantes. On voit sans peine que ¢ doit croitre plus rapidement
que LogLogt et peul croitre plus lentement que Logt. 11 faut
naturellement s’assurer que les conditions secondaires imposées
a ¢ sont vérifiées (monotonie de ¢ et ¢/, croissance de ¢g').

THESE VILLE 8
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— 2. Calcul des Probabilités (Gauthier-Villars, 1925).

Misis (R. bi). — 1. Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung (Math.
Zeitschrift, vol. ).
— 2. Walirscheinlichkeit, Statistik und Wahrheit (Berlin, Springer, 1928).
(Une seconde édition de cet OQuvrage a paru, que le lecteur pourra consulter.)
— 3. Wahrscheinlichkeitsrechnung und seine Anwendung (Leipzig und Wien,
Deuticke, 1931).
— 4. Sul concetto di probabilith fondato sul limite di frequenze relative
(Giornale dell’ Instituto Italiano degli Attuari, 19306).
— 5. Théorie des probabilités. Fondements et applications (Annales de [’Inst.
Henri Poincaré, 1932).

Nicobym. — 1. Sur une généralisation des intégrales de M. J. Radon (Funda-
menta Mathematice, t. 15).
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Perrowsky. — 1. Zur ersten Randwertaufgabe der Warmeleitungsgleichung
(Anhang) (Compositio Mathematice. 1, p. 168-179).

Porprr, — 1. Logik der Forschung (Julius Springer, Wien, 1935).

Rercnkssac (H.). — 1. Wahrscheinlichkeitslehre (Leyde, 1935).

— 2. Les fondements logiques du Calcul des Probabilités (Annales de !’Inst.
Henri Poincaré, 1937).

Scursky (E). — 1. Qualche proposizione relativa alla teoric delle funzione

aleatorie (Giornale dell’ Instituto ftaliano degli 1ttuari, 1937).

Warb (A.). — 1. Die Widerspruchfreilicit des Kollectivbegriffes (Ergebnisse
eines Mathematischen Kolloquiums, Heft 8, Wien, 1937).

Conférences internationales des sciences mathématiques, orvganisées a 'Uni-
versité de Geneve et publiées par les soins de M. R. Wavre. — Colloque
consacré a la théorie des probabilités et présidé¢ par M. Maurice Fréchet
(Hermann, Paris, 1938).

PREMIERE PARTIE @

M. Fricurr. — Les principaux courants dans ['évolution récente des

recherches sur le Calcul des probabilités.
Dut x1kME pArrie. — Les fondements du Calcul des probabiltés :

M. W. FruiEr. — Sur les axiomatiques du Calcul des probabilités et
leurs relations avee les expériences.

M. M. Fricuit. — Exposé et discussion de quelques recherches récentes
sur les fondements du Calcul des probabilités.

M. R. vu Misiis. — Quelques remarques sur les fondements du Calcul
des probabilités.

M. J. F. SterrENSEN. — Fréquence el probabilité.

M. A. WaLp. — Die Widerspruchfreiheit des Kollestivbegriffres.

HUITIEME PARTIE :

De FiNerii. — Résumé des conférences et des discussions aw cours du
colloque de 1937.

Vu et approuvé :
Paris, le 22 octobre 1938.

Le Dovex pE LA Facurré pes Sciences,

Cu. MAURAIN.

Vu et permis d’imprimer :
Paris, le 22 octobre 1938.

Le RecTEur pE L’AcapEMIE DE PARis,

G. ROUSSY.



