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INTRODUCTION






Ce travail est consacré & ’étude de diverses questions relati~
ves 4 la théorie des opérations linéaires et plus particuliérement
a leur itération. Mises @ part quelques équations intégrales sin-
gulieres d’un type assez particulier, () on peut dire que seules les
opérations linéaires dites complétement continues ont fait 'objet

d’une étude compléte, grace surtout aux travaux définitifs de
M. F. Riesz a ce sujet (F. Riesz, 1,2).

Encore reste-t-il quelques points non résolus: par exemple,
soit U une opération complétement continue et U® sa peme
itérée; M. Fréchet a donné (Fréchet, 1) une expression asympto-
tique des U™ en fonction de # —du moins dans le cas trés im-

(1) Voir par exemple la Theése de M Torsten Carleman, «Sur les équa”
tions intégrales singuliéres & noyan 1éel et symétriquen,



portant des équations de Fredholm; d’ailleurs la méthode et le
résultat de M. Fréchet ont évidemment une portée trés générale.
Cette expression asymptotique est souvent suffisante pour les
applications: il restait néanmoins intéressant de déterminer une
expression exacte, et non plus asymptotique, des U™ en fonc.
tion de #: la Section IV de ce travail est précisement consacrée
a ce probléme qui est, croyons-nous, trés complexe et pour lequel
nous n’apportons pas de solution générale: du moins, nous avons
pu obtenir quelques résuitats partiels.

Mais d’autre part, il est insuffisant d’étudier seulement les
opérations linéaires complétement continues: c’est ce que montre
la théorie des probabilités «<em chaine». On sait que ce chapitre
du Calcul des Probabilités conduit naturellement & la considéra-
tion d’opérations linéaires et & leur itération. Dans les cas les
plus simples, ces opérations sont complétement continues: ainsi,
les chaines de Markoff simples ou multiples relatives & un syste-
me aléatoire pouvant prendre un nombre fini d’états, ou une infi-
nité continue d’états formant un ensemble borné, ont conduit &
I'itération respectivement des substitutions linéaires finies et des
équations de Fredholm (Fréchet, 2,3).

Il en est autrement si 'on envisage des problémes plus com-
pliqués, par exemple les 2 suivants dont nous nous sommes prin-
cipalement occupés:

ProBLEME 1.—Probléme des chaines de Markoff, constantes, sim-
ples ou multiples, pour une infinité dénombrable & états possibles:
comme les chaines multiples se raménent facilement aux chaines
simples, 1l suffit de considérer ces dernitres. Soit alors un systé-
me aléatoire S prenant, & la suite d’expériences, I'un ou I'autre
des états Eq, Epeeee Ei, . (7 = 1,2,.... ) d’une suite infinie
dénombrable. Supposons que, la (g—1)'"¢ expérience ayant réa-
lisé Pétat Ei, il ya une probabilité déterminée et indépendante
de g, soit pik, pour que la ¢'*"™ expérience réalise 1’état Ey; a
Paide des principes des probabilités totales et des probabilités
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composées, on montre facilement qu’il existe une probabilité bien
déterminée P}, pour que S passe de E; & E; & la suite de »
expériences consécutives, ces quantités PV (7, k = 1,2, .... e}
n =12, ..., ) satisfaisant en outre aux conditions et relations
suivantes:

(I3) Pl = pix
(Py) Pr > 0
T Z®pn =
( 1) =1 1k l
, m+1 ) m ™
(Ry) Py = EIPii'ij
J=

(Ry) a lieu quels que soient m et u entiers positifs et donne en
particulier pour m = 1

n+1 o
(RI ) Pik =2 PIJ P;_’]
=1

La question essentielle est de déterminer le comportement des
P} lorsque 7 augmente indéfiniment: or, d’aprés (I) et (R),
ce probléme est équivalent & celui de I'itération de Popération
linéaire P définie par les formules:

Y= 2 pi Ax
k

Comme nous le verrons dans la section II, cette opération P
est une substitution linéaire dans I'espace Dg: elle n'est qu'ex-
ceptionnellement complétement continue.



ProsLEME II.—Les états possibles d’un systéme aléatoire S
pouvant en général &tre caractérisés par les valeurs d’un certain
nombre de paramétres, un état E est pratiquement representé
par un point E d’un espace & un nombre fini de dimensions. Si
'on suppose que les points E forment, non plus une suite dénom-
brable comme précédemment, mais un ensemble V mesurable, quel-
conque par ailleurs, si l'on admet en outre l’existence d’une den-
sité de probabilité p (E, F) convenable, on est conduit (voir, par
exemple, Fréchet, 4) & étudier le comportement, lorsque 7 croit
indéfiniment, de fonctions P" (E, F) satisfaisant aux conditions
sulvantes:

(1) P1(E,F) = p(E, F)
(P)  PUE,F) >0
(T,) f P (E,F) dF = 1

®) PR = [P"(EG P (G 4G

v

®R)  PUEFR =[5 (EGC) PG 4G

Nons préciserons 1'énoncé de ce probléme au chapitre II de
la section I; dés maintenant, nous observerons ceci: lorsque Vest
de mesure finie, le probléme se ramene 4 I'itération d’une équa-
tion de Fredholm ordinaire; mais lorsque V est de mesure infi-
nie, en général, 'opération ¢ (E) =} » (E,F) ¢ (F) dF n’est
pas complétement continue. v

— 18 —
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Ainsi nous avons été conduit & étudier les opérations linéaires
non complétement continues, et en particulier 'itération des subs-
titutions linéaires portant sur une infinité de variables, ou des
équations de Fredholm & domaine non borné.

Nous disposions pour cela d’une méthode bien connue, dite
«de Markoff», applicable seulement aux problémes de probabili-
tés, et d’ailleurs d’une puissance limitée, mais d'une grande sim-
plicité: nous avons donc consacré la section I de ce travail a I'appli-
cation de cette méthode aux problémes I (sect. I, chap. I) et II
(sect. I, chap. II).

Dans la section II nous abordons le cas général des substitu-
tions non complétement continues: nous introduisons la notiomn
trés simple, mais trés importante pour l'itération, du rayon polaire
d’une substitution (plus généralement d’une opération linéaire con-
tinue); nons avons pu étudier l'itération d’une substitution quel-
conque de rayon polaire supérieur & 1 (sect. I, chap. I et II)-
Et nous appliquons les résultats ainsi obtenus au probléme I
(sect. 11, chap. III).

En ce qui concerne les substitutions de rayon polaire inférieur
ou égal & 1, il nous a semblé difficile d’indiquer une méthode
générale: nous nous sommes bornés & traiter un cas particulier
qui nous a paru intéressant (sect. IT, chap. IV) et nous appli-
quons les résultats de cette étude au probléme I (sect. II, chap. V).

Les probabilités en chaines peuvent d’ailleurs conduire a des
opérations linéaires d’un type plus complexe que les substitutions
ou les équations intégrales: c’est ce qui a lieu a la section III, ot
nous reprenons le probléme des chafnes «4 liaisons complétes »,
envisagées par MM. Onicescu et Mihoc dont nous avons pu com-
pléter les résultats.

Enfin nous avons rassemblé & la section V, sous forme de
Notes, diverses remarques se rattachant aux sujets traités dans
le reste de ce travail.

Nous ne terminerons pas cette Introduction sans adresser
Pexpression de nos remerciements et de notre reconnaissance &
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M. le Professeur M. Fréchet, notre maitre, sans qui ce travail
n’aurait jamais abouti: car non seulement nous lui devons le
sujet et les idées directrices de nos recherches, mais il a bien
voulu suivre en quelque sorte pas & pas nos progrés et nous
maintenir dans la bonne route.

J’adresse également mes remerciements et ’expression de ma
reconnaissance & M. Manuel Prado, Directeur de la Revista de
Ciencias, & M. Godofredo Garcia, Doyen de la Faculté des Scien-
ces de Lima et a M. le Professeur Alfred Rosenblatt qui ont
bien voulu s’ocuper de la publication de ce travail.

NoTE

Les résultats que nous donnons, relativement aux problémes I
et II, et que nous avions résumés, il y a déjd quelques mois,
dans 3 notes aux Comptes— Rendus de I’ Académie des Sciences de
Paris [t. 201, p. 184; t. 202, p. 1362; t. 204, p. 315] se trouvent
actuellement depassés 4 la suite des travaux sur les mémes sujets
de M. M. Kolmogoroff et Doeblin. Les résultats de M. Kolmogo-
roff sont résumés dans le Recueil Mathématique de Moscou [t. 1
(43), N. 4, p. 607]; ceux de M. Doeblin sont exposés dans sa
thése.
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SECTION 1.

AprpLiCcATION DE LA METHODE DE MARKOFF.

Chapitre I.

AppPLICATION DE LA METHODE DE MARKOFF AU PROBLEME DES
cHAINES CoNSTANTEs DE MARKOFF POUR UNE INFINITE
DENOMBRABLE D’ETATS POSSIBLES.

Dans ce chapitre, nous nous proposons d’appliquer au pro-
bléme I (voir Introduction p. 3) la méthode classique de Mar-
koff. Nous allons d’abord rappeler et démontrer quelques pro-
priétés qui nous seront utiles.

PARAGRAPHE 1: PRELIMINAIRES

LemME: Considérons des quantités up (kym =1, 2,..., o) qti
admettent, lorsque n croit indéfiniment, des limites wuy ; supposons

que les séries E;” up convergent quel que soit n.
n==

Une condition suffisante pour que la série = uy converge, que
k

E uy ait une limite, lorsque n croit indéfiniment, égale 4 = uy,

k
est que les séries 2 ul convergent uniformément lorsque n varie.

k
. h — sh ,n, — w® . —_

En effet posons: St ——k§ ug; Sn = 2% up; Sh= 3 4, ;

=1 K=t k=1
I’hypothése étant que les séries 21. ug convergent uniformément,



on peut, quel que soit e positif arbitrairement petit, trouver un
nombre H entier positif indépendant de 7, tel que I'on ait:

1Sa—Sut | <e (1) pourvu que 4 >H

En particulier, on a: |Sa—SH|<¢, et aussi: | Snsm—SH [ <e,
quel que soit 'entier positif m. H étant ainsi défini, on peut trou-

ver, d’aprés un théoréme de Cauchy, un nombre N (e) tel que
Pon ait:

H H
| Sotm — Sa | < 2 pourvu que 7 > N (e
car Sn a une limite qui est S®; on a donc:
lSn+m*—'Snl<3€

ce qui prouve, d’aprés le méme théoréme de Cauchy, que Sn &
une limité S. D’autre part, en passant & la limite dans I'inéga-

lit¢ (1), on trouve:
[S+ 8" <e pourvu que 4> H'
Donc, lorsque 4 croit indéfiniment, S™ tend vers S.

RemarQue I: Maintenant, supposons de plus que les uy
soient tous de méme signe ou nuls—par exemple positifs ou nuls:
on peut alors démontrer la réciproque du lemme précedent, &

savoir:
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Une condition nécessaire pour que la série 2 ux converge,
K
que Z #P ait une limite, lorsque 7 croit indéfiniment égale &
K
Z uy, est que les séries 2 u! convergent uniformément lorsque
K Kk

n varie.

En effet si 2 u, converge, si lim T ul = 2 u,, on a:
k n-»o k k

lim Z% u}) = Z% uy
n-»qg k=h k=h

Choisissons un nombre H entier positif, tel que lon ait:

Lzm ue | < e, ce qui est possible quel que soit €. On peut trou-
—u

ver un entier positif N(e), tel que I'on ait:

| 2% ul — Z° ux | < e pour u# > N (¢

k=N k=H

d’olt 'on déduit que:

*®up <2e¢ pourvu que 7> N ()

Comme # <0, on a

Z® 4t <2e pour A>H et #n > N(e)

k=h

Or, pour chaque valeur de #, on peut trouver un nombre positit
H. (¢), tel que l'on ait:kz‘f: ug <2e pour k> Ha(e); désig-
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nons par H(e) le plus grand des nombres Hj (¢), Hy (¢), ...,
HN(G) (¢), H: on aura, quel que soit 7,

2% 4t <2e  pour h_>__H(e)

k==h

ce qui entraine bien que les séries £ %2 convergent uniformé-
k
ment.

Remarque II: Sans Ihypothése que les # sont tous de
méme signe ou nuls, la réciproque énoncée & la remarque I serait

fausse, cela résultera évidemment de ce qui va suivre.

Nous dirons que les séries f uy convergent quasi-uniformé-
ment Jorsque 7 varie'si, étant donnés un nombre ¢ positif arbi-
trairement petit, et un nombre H positif arbitrairement grand,
on peut trouver un nombre H’ > H, tel que & toute valeur de

7 on puisse faire correspondre un entier positif /4 satisfaisant

aux conditions suivantes:

H<2,<H; | 225 <e

n

Supposons alors, comme pour le lemme, que les up ont des-

limites #x et que la série Euk converge; on peut énoncer le
théoréme suivant:

Théoréme: Pour que, lorsque # croit indéfiniment, la somme

S* de la série 2 4} tende vers la somme S de la série I oy,
K X

—_ 24 —
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il faut et il suffit que les séries & #) convergent quasi-uniformé-
k

ment lorsque # varie.

Ce théoréme n’est pas autre chose qu'un théoréme classique
d’Arzela, appliqué il est vrai & un cas qu’Arzeld n’a pas exami-
né; mais on vérifie facilement que la démonstration donnée par

M. Borel du théoréme d’Arzela (1) s’étend au cas actuel.

ParaGraPHE 2: DEFINITION DU cAS REGULIER

Rappelons le probléme qui nous occupe (voir. Introd., p. 3):
nous considérons les probabilités PL, (7, & = 1,2,...,00) définies

et conditionnées par les relations suivantes:

(I Pl = pu
Py PL>0

Ty °PL=1 (i=12.,)
k=1
(RyY) P?l-;-bn =3z Pi’; . P;lk(l,k:- 1,2,...00)(myn, = 1,2,... )
i=1

Ry PR1=2" p; Py
1 o T T = 1,200) (8= 1,20

®



oit les pix doivent étre considérées comme des données assujetties

seulement aux conditions: pi > 0, X p;. = 1. Nous cherchons
= k

alors comment se comportent les probabilités PI lorsque 7 aug-

mente indéfiniment, par valeurs enti€res positives.

Les bornes Py et px: Lorsque, 7 et %k restant fixes, 7 varie,
les P%  restent bornés par O et 1, et admettent par suite une
borne inferiéure pI et une borne superieure P@'; d’autre part

ou déduit de (R;) en tenant compte de (Ti), que:

el n n¢-1 n
Pe ZP; e 2

De sorte que P'on peut écrire:

n-1 n n n n-1
0 ZmSpPSpPSp = 2

On déduit de (2) que lorsque 7 croit indéfiniment, PI et P
tendent respectivement vers des limites Py et py positives ou
nulles, inférieures ou égales & 1, avec pyx < Px. On ne sait rien
sur les séries % PR, qui peuvent diverger; mais si EPL‘ con—
verge pour 7 = », les séries % P} convergent uniformément pour
n > v, puisque Pp+? i P¢; en verta du lemme de la page 191,
onh saura que ZkPk converge et a pour somme /im OOE Py, et
n-> k
comme, puisque ZkiPi';(= 1, EP;‘ est forcément supérieur ou

égal & 1, on aura: = Py > 1.
k =

— 26 —
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On est mieux renseigné sur les pp et les px; d’abord,
puisque Z P} =1, quels que soient 7 et #, % pj converge quel
que soit 7, et I'on a: X p} < 1. Nous allons d’autre part éta—

k —

blir le lemme suivant:

LemMme: La série 2 py converge, et sa somme, inférieure ou
k
égale d 1, est égale & la limite, lorsque n croit indéfiniment, de
Z pr,
L Lk

En effet, posons: Su =k_2__hl Pr; Sp= .

ment: Sn = /im S}. Or, St < 't; donc Sn < 15 mais Su est

n-»0m

h ,n . 1s1 —
il Pp; on a visible

une quantité non décroissante lorsque % augmente: donc Sn a
une limite S <1 lorsque % augmente indéfiniment; autrement

dit, 2 p, converge et a une somme inférieure ou égale a 1.
k
Mais comme 2} < py, les séries E PR convergent uniformément

lorsque 7 varie: en vertu du lemme de la page 191, on a donc:

lim 2 pt =3 p.

n=-»9% K k

DEriNiTioN DU cas REGULIER: D’aprés ce qui précéde, 2

cas seulement sont possibles: ou bien Z p, = 0, c’est & dire
k
Px=p;=0 quels que soient £ et #; oubienona: 1> Z p, >0,
— k —

c’est & dire que 'un an moins des px, soit pj,, est différent
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de 0: comme on le verra plus loin, c’est la condition nécessaire
et suffisante pour que la méthode de Markoff s’applique: nous
nous placerons donc dans ce cas, que nous appelerons le cas régu-
lier, en raison de ses propriétés trés simples que nous allons dé-

montrer. Il est utile de remarquer que:

TuEorEME Ii,1: Pour que D’on soit dans le cas régulier, il
faut et il suffit qu’il existe un nombre n positif, un rang v et un

indice jo tels que P;’]. reste supérieur @ n lorsque i varie.
0

En effet, si by est positif, comme pi tend vers pi,, on
peut trouver un rang » tel que l'on ait: pl,-'o > % > 0; et puis-
que P?}o z p;,o’ on a en posant n=% , P’i’jo >n > 0: la condi-
tion énoncée est donc nécessaire; réciproquement, elle est suffi-
sante, car si l'on a: 0 < 9 < P’i'io , on a forcément: p;’o > et

puisque pj, z P?o » ona pj > 1n>0.
Remarque: En fait, le théoréme Iy,; n’est guére applicable
que si U'on peut prendre » = 1; il est alors utile d’observer que:

En général (il y a une exception), il suffit, pour que I'on soit
dans le cas régulier, que I'on puisse trouver 7 >0 et jo, tels

que Lon ait: pijjo > 7 pour i ;jo; Pioio pouvant étre nul.
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Cette remarque est due & M. Fréchet (Fréchet, 2, p. 3, 4)
qui 'a faite pour les chalnes relatives & un nombre fini d’états
possibles; mais sa démonstration s’étend immédiatement au cas
actuel; le cas d’exception est caractérisé par le fait que I'on peut
partager les indices ; en 2 groupes non vides, les 77 et les 7',
tels que: pjoi’ =0, p5”jo = 1; alors les probabilités P;:)jo sent
alternativement égales & 0 et & 1, ce qui est incompatible com-

me nous le verrons avec le cas régulier.

ParacrarHE 3: ComPORTEMENT DES P}l POUR 7 INFINT,
DANS LE CAS REGULIER

Le comportement des Pj, lorsque # croit indéfiniment, est

déterminé dans le cas régulier par le théoréme suivant:

TuforEME Ili,1: Dans le cas régulier, les bornes Py et px
somt égales, d’ot il résulte que lorsque m croit indefiniment, los

% tendent, normalement lorsque i varie, vers des limites Px=px=Px

indépendantes de 1.

Nous démontrerons ce théoréme en étendant au cas actuel la
méthode que Markoff a employé pour démontrer un résultat ana-
logue dans le cas ont les indices 7 et % des P restent finis

(i, k= 1,2,..r) (voir par exemple Hostinsky, 1, p. 14).
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Nous supposons donc qu’il existe un indice jo et un indice »

tels que:

Pljo > 1 >0 3)

Naturellement, 7 < 1, & cause de (T;). Remarquons que les

quantités Pi);:' satisfont aux relations:

PV =3P, p(D )

ik i
d’ott 'on déduit:

v -
P)\-V_P)\-v =3 (Pﬁ _ Pﬂ) . P.()‘ D
i

ik 1k 1 ik

et, comme toutes les sériés qui interviennent sont absolument

convergentes,
v v v v \-1)» v v -1
Pik - P]k b= E(Plj’ - Pij'> Pj'k - ?[ (Pij”—'PIj") Pj"k
¥V i

14 14
en appelant j/ les indices j pour lesquels Py — P;; > 0, et j”

14 14 14
les autres. En vertu de (T,), on a: },:,'(Pii"‘Plj'>=E<P;,,—Pﬁ">=
3

jr
8a et lon voit que 0 < 6,1 < 1. Supposons d’abord

8,1, ; 0; on peut écrire:



- .. .
SUR L ITERATIONS DES SUBTITUTIONS ALGEBRIQUES LINEAIRES

v » A-1)» v v (A-1)»
v A\ 2z Py - Py’ . > Pt "
Py — Puj: 0y | ¥ (P’ — Pyy’) Pric _ j"(P” Pyj"") P,k l
ail 9“
Or, on a évidemment:
v v A-1)»
(-1)v 2 (Py -Py) P (A-1) »
e < < Py
et de méme:
v v N-1)»
(\-1)v 2 (Py”~Py") Pi’k (\-1)»
Px < < Py
= O, =
de sorte que l'on peut écrire:
P2 -y (A\-1)w
Py — P < 00 \Px — £ (:5)

14 v

Si 6;,=0, c’est que Py ~ Pj; = 0, quel que soit j: de sorte que

v N

Py —Pi = 0, et la relation (5) est encore valable. Raisonnons

alors de la facon suivante: ou bien jo est parmi les J'y et

alors on a
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v v v v
O = 2, Pij—;, Py <1-2 Py <1-Pjo <1-9=g¢g
i i = i = =

ou bien jo est parmi les 5/, et alors on a:

v v v v
by = I P3Py <1-2 Py <1-Py;, < 1—9=g¢
jl/ j// = j/l = =
Dans tous les cas 0i,i < 1—9= ¢ <1; et 0<g puisque n <13

de sorte que (5) donne:

AV A (A-1)v (A-1)v AV Av A-Dyv (A-1)v
Pyp—Pu <¢|Pe — ou: Py—pr <g|P — P }

et par récurrence:

Ay Ar

). T A1
Py — px i <

q (Pk—‘?k) =q (6)

Soit maintenant 7 un entier quelconque >>»; ou peut toujours
trouver un nombre #, entier >0, tel que: u»<n<(B+1)v,

don: n=uv+h (A=0,1,.,v—1); et Pon a:
b n ny
O<Pi—-pm <P -7 <yg¢

Posons ™ = ¢ (0<r<1); on a:

n n n 1
Pk - Px r . —
rh-l'y

I A
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1 1 1
et si I'on appzlle a le plus grand des nombres =, —— -

, yeoeey ,
P v r2v-1

n n < n
Pk — Pk = a-r €7)
pour #>v, avec 0<<r<1, 0<a. Il en résulte que P} - p}
1 . .. o
tend vers 0 avec  au moins <aussi vite» que le terme général
v
d’une progression géométrique de raison r = \/1-n, indépendan-

te de k.

On peut dans certains cas obtenir un résultat plus précis, en

v v
remarquant que 'on avait: ,,l_z P —-Z P,, =1-2 Py" —2 Py

77
] v

d’ott: 6y < 1- Epl, on peut donc prendre q—l—L pj, avec

O<q<1 et r-—\/ I—ij ; sl ZpJ , qui est au moins égal &
n, est supérieur & 7, on obtlent ainsi un résultat plus précis
que celui précédemment trouvé.

Comme on a: p} i P i Py, on voit que Py = pr, que
Ph tend vers une limite Py = p, = Py, indépendante de i, et

comme on a: Pp-py >:| Pr—Py|, P;, tend vers sa limite nor—

malement lorsque 7 varie.

ParacraprHE 4: CaLcuL DES LIMITES Py DANS LE cAS REGULIER

Le Calcul des limites P, dans le cas régulier repose sur 2

lemmes que nous allons démontrer.
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LemMe: Dans le cas régulier, quel que soit € positif, on peut

trouver 2 entiers positifs N(e) et H(e), indépendants de i, tels

gue pour n > N(e) et h>H(e), on ait: 2: Pl <.
k=

Plagons nous en effet dans le cas régulier: il existe un indice

v, un indice jo et un nombre 7 >0, tels que, quel que soit 7,
v

on ait: Py, > 7> 0, n étant nécessairement inférieur & 1. Suppo-

sons, sans diminuer la généralité de la démonstration, que jo=1,

v 2y 4y Jmy
et considérons la suite des itérées: Py, Pix, Pic ,.oos Pik 5eee

a) soit un nombre a positif quelconque; on peut trouver un
2.v
nombre %, entier positif indépendant de 7, tel que: ° Py < a+
k=h1

(1—m)2. En effet, prenons A3 > 1, et tel quekEZIP;’K < a; on

aura:

2y v v
3° Py =2 P;; < P Pk> Pi; u P1k) + 2 P,] < x® P]k)
k=h § k=h, k=h

hy

v v

Or puisque ﬁ,> 1, on a: E ij < 2 Pj.— PJl <1-7n, etde

méme:‘Z Pu<l 73 on en dedult 2 P,k <a+(1 7)%.
l=
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b) on peut trouver %, entier positif indépendant de 7, tel
22,y
que: 2% Py < « [e+ (1—1)2]*; prenons en effet 4>k, et
k=h, 52,y
tel que E°°h Py < o pour 7 < A;; quel que soit 7, on aura,
K= ==
B

puisque /y > /y, Z® P’V < a+ (1-1)2; or: 3 p2*v =
k=h_ ik
2

2 ik
k=h,

=3 P?,“’( x> p_w)—_— 0y PZ"’( 3 PZI'(") + 3 p¥ ( ) sz)
i j j

i \k=hy Ik =1 i . k=h, I j=h +11i] k=h, ik
2%y
d’oﬁkga: P < a + [a+ (1—9)?]?

2

c) en répétant ce procédé, on voit qu’on pourra déterminer
une suite d’entiers positifs indépendants de 7, Ay, Ayyeeeey Aumgeee
tels que pour 4= hy, et par suite pour 4 > hm, les quantités

2T
kEZ P soient bornées supérieurement par les nombres B, défi-
nis de la fagon suivante: By = a + (1-%)2; Bma =& + Bl ;
or, on peut prendre 7 assez grand pour que (1—7)2" soit infé-
rieur & ;; m ainsi déterminé, Bn est un polyndme en @, qui
se réduit & (1-2)2" pour @=0; on peut donc prendre a assez
petit pour que: | Bp—(1-9)2" | < zE , ce qui entraine Bp <e.

m
2V
On aura alors: kZ}"; Pik < e pour % > hy et m déterminé

mais remarquons que:
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3 Pt =3Py ( " P;(), de sorte que Ihypothése:
k== j k=

k_Z_: Pi <e quel que soit j

. n+l
entraine: k?_i P < ¢ quel que soit i.

Il en résulte que, quelque soit 7, pour £ > by et 7 >2my,
on a: X% P& < e, ce qui démontre le lemme, dont nous dédui-
s

sons le suivant.

Lemve: Dans le cas régulier, les séries 2 PY convergent uni-
k

formément lorsque n varie, quel que soit i fixe.

Considérons en effet une valeur 7o quelconque de i; d’aprés
ce qui précéde, on peut trouver H (e) et N (e¢) entiers positifs
tels que, pour 2> H{(e) et #>N(e) on ait: kz‘.}: Pﬁ{ < €
mais, & chaque valeur de # inférieure on égale & N (¢), on peut
fairé correspondre un nombre positif H,(€) tel que, pour 2 >H_ (e),
on ait: kz‘: P‘ik < €; ou voit ainsi qu’en en appelant H'(e) le
plus grand des nombres Hi(e), Hy(e),..., Hye (e), H(€), on a,
pour %2> H' (¢) et quel que soit #: kZZZ P;‘ok < €, ce qui établit

le lemme.
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On peut alors démontrer que:
TukorEME Illy,1: Dans le cas régulier, la série 2 Py des
k

limites Py des P}, série qui est convergente, a sa somme égale a 1.

En effet la série X P!, dont la somme est égale & 1, quel
k o

que soit 7, est uniformément convergente lorsque # varie: d’aprés

le lemme de la page 200, il en résulte, puisque: ,{i’fmpak =Py,

que la série 2 Py est convergente —ce que nous savions déja
k

et que:

ce qui établit le théoréme.
Remarque: On sait que 2 Py = 2 py, puisque Py = Dr;
k k
donc: Epk = 1. Ainsi, il n’y a, pour la série 2 py, qui est
K

toujours convergente, que 2 possibilités: ou bien sa somme est

nulle, ou bien sa somme est égale 4 1.

LemMe: Dans le cas régulier, les limites Py des PL  satis-

_ — B
font quel que soit w aux relations: Py = 3 Py P; (R =1,2,...,00)
k

n+ g n M N n
On a en effet: Piox = 3 Piyj- Pjc; la série T P,y étant
i i

uniformément convergente lorsque 7 varie, il en est de méme de
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K n ®
la série 2 Pjx+ Pij, puisque Pjc est inférieur & 1; il en résul-
k

te que:

K n ko
lim 2 Pic Pioy = 2 Py Pj

n—»o j i

[
la série 2 Py P; étant convergente d’aprés le lemme de la page
i

’ - n+/-l' ey .
200; comme d’autre part: im P, == Pyx, on a bien:
n—-» ™
—_ -
Py =2 Py P;j
i

TuforEME IVy,y: Dans le cas régulier, les limites Py des

P} constituent, quel que soit p, la seule solution du sysiéme d'équa-

tions:

i 1
Xk — 2 ij Xj (k = 1,2,...,°°)
Su s )
1=2 Xk
k

telle que les séries figurant dams les équations de Su convergent

absolument.
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Il résulte d’abord du lemme précédant et du théoréme IIl,,y
que les Py forment une telle solution de Su; montrons que

cest la szule; soit en effet (xx) une telle solution; on a:
'}
xk=Zijxj ;xi=§{'P1jxl
i

Comme, par hypothe, I | x| converge. on voit facilement
IN
' B
que la série double: 2 Py, Py; x; est absolument convergente et

il
b 14 .
I’on peut écrire:

B u BoR 2.1
xe = 2 Py leu x1>=}13(2 Py Pix x1=?P1k Tl
3 H

et d’une fagon générale:

np
e =B Py x
;

nu . n
Comme Py < i, et que 2 |x;] converge, la série 2 Pix %;j
b i

est uniformément convergente lorsque # varie: on a donc, en

vertu du lemme de la page 200,
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np — —
lim Z Py % =2 Prayj =P -2 x5=P,, dou:
n->ej i 3

2 = Py

ce qui établit le théoréme.

PARAGRAPHE 5: LA CONVERGENCE AU SENS DE CESARO DEs

P3 DaANS LE cAs REGULIER.

Dans le cas régulier, considérons les quantités =} =
1 2 n
Pl + P2+t P,

n

; lorsque 7 croit indéfiniment, =% tend

vers I_Dk: autrement dit les quantités (v} —_Pk) sont des infi—

niments petits avec % ; on a d’autre part, d’aprés (7) (p. ):

P, — pt < a-r'; il en résulte puisque | P!, —P, | < Pt -t

que la série tET (Pfk—ﬁk) est absolument convergente; posons:

sig = 2% (PY, —Py) ; si Pon remarque que I'on a: » (=0 — P) =
t=1

t2=2"1 (P]Fk——f’k), on voit que: Si ="1f'gzzwn (r{‘k—f’k) on peut énon-

cer le théoréme suivant:

TuEorEME Vi,1: Dans le cas régulier, I’infiniment petit

35 . s s e ., ik
(nB.—Py) est équivalent & I’infiniment petit ) donc de Pordre
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1 . ;o
de - lorsque sy, nest pas nuly il est d’ordre supérieur, lorsque
sik est nul.

Nous compléterons ce résultat, p. , lorsque nous aurons

abordé le cas régulier par une autre méthode.

PARAGRAPHE 6: LE CAS POSITIVEMENT REGULIER.

Nous disons qu’un cas régulier est positivement régulier, si
toutes les limites P, des P sont positives. Nous donnons ici

des conditions suffisantes pour qu’il en soit ainsi:

TuforEME: Pour qu’on soit dans le cas positivement régulier,
il suffit qu’il existe 2 indices v et a et um nombre positif n tels

que lon ait:

v (8)
Pio. > v > 0 gquel que soit

14
Pa <0 quel que soit k )

En effet, si (8) est réalisée; on est dans le cas régulier; et

oV v v v v

v
on a d’aprés (9) Pik = E Pi,' . ij Z Pia. . Pak > 7 Pak > 0;
j =

2y 4
donc: py > 9 Pgix > 0; donc: px > 0 quel que soit k.
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TuEoREME: Pour qu'on soit dans le cas positivement régulier,
il suffit que Dlon ait, quel que soit i, piy > 1 > 0 (10) et:
Disita >0 (11)

En effet, d’aprés (10), on est dans le cas régulier. On a:
01 n n \ L. — —
Pix = 2 Py pik > Piyker - Pr-1,x 3 donc @ la limite: Py > Proy preey ok

3

Comme Py est supérieur a n donc positif, on voit par récur-

rence, que Py est positif quel que soit %.

ParacraPHE 7: LE caS REGULIER EXCEPTIONNEL.

Nous avons vu que dans le cas régulier, lorsque # croit indé-
finiment, les P tendent uniformément lorsque 7 wvarie, vers
des limites Py indépendantes de 7; réciproquement, supposons
que les P} tendent, uniformément lorsque i varie, vers des
limites Py indépendantes de 7: est-on dans le cas régulier?

Puisque P} tend vers Py uniformément, on peut, quel que
soit €, trouver un nombre N tel que pour # > N, on ait:
D n D y 812 - " o
Pr—e < Pu <P+ ¢; dott on déduit: | Px—px | < €; done

n n - .
RPr—px tend vers 0 et Px= px = Px. Par suite:

1.°) sil’'un au moins des nombres Pk est positif, on est dans

,
le cas régulier;
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2.9) si tous les Py sont nuls, on n’est pas dans le cas régu-
lier: nous dirons alors que l'on soit dans le cas régulier exception-
nel. Une telle circonstance est évidemment impossible dans le
cas des chaines de Markoff relatives & un nombre fini d’états
possibles; dans le cas actuel, au contraire, le cas régulier excep-
tionnel est parfaitement réalisable: nous en rencontrerons plus
loin un exemple (p. ), mais cela résultera d& maintenant de

la remarque suivante:

Supposons qu'il existe un indice » tel que la série E P?,
converge quel que soit k, et ait une somme inférieare & un nom-

bre M indépendant de k; on prouve facilement que l'on a:
hM4m

m hM
Piu < Mh; et comme on a: Py = Z Py .Py < Mh, on en
j

déduit aisément que si M <1, on est dans le cas régulier excep-

. 1
tionnel: c’est par exemple ce qui a lieu si I'on a: py = 3; pour
. ) %

k < 3% pix =0 pour k>3 On a en effet: 2 pi=

=3
%
=M < 1; et comme pi,xiq < Pk, on a aussi: I px <
i =
2y =M<I.
i =
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Chapitre II.

APPLICATION DE LA METHODE DE MARKOFF AU PROBLEME DES
CHAINES CONSTANTEs DE MARKOFF POUR UNE INFINITRE
NON DENOMBRABLE D ETATS POSSIBLES.

Dans ce Chapitre, nous nous proposons d’appliquer la métho-
de de Markoff au probléme II défini dans I'Introduction (p. 4),
c’est a dire & 'étude des chaines de Markoff simples, constantes,
& une infinité non dénombrable d’états possibles, mais sous I’hy-
pothese de [’existence d'une densité de probabilité convenable.
Pour donner au probléme toute la généralité compatible avec

notre méthode, nous en précisons ’énoncé de la facon suivante:

Etant donné, dans un espace & un nombre fini quelconque de
dimensions, un ensemble V, borné ou non, mais mesurable, de
mesure finie ou non, E et I étant des points variables sur cet
ensemble, on considére une famille de fonctions Pn» (E F)

(= 1,2, .., »), définies sur V et satisfaisant aux conditions:
() PR(EF) >0
Ty f Pn(EF)dF =1

(R2) pPrin (E, F) Zf P (E,G) P* (G, F) 4G

¥
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donc en patticuliet, en pdsant:
(I2) PL(E, F) = p (E, F)
on a:

(R,) pu+t (B, F) = f » (E,G) P* (G, F) dG

Les intégrales indiquées dans (T,), (R2'), (Rz) sont des inté-

grales de Lebesgue.

Naturellement, on suppose que les P" (E, F) sont telles que
les conditions (P,), (T;), (Ry) gardent toujours un sens; mais
il n’est pas nécessaire d’expliciter les conditions auxquelles cela
aura lieu. Toutefois, & cause de (T,), la fonction de F: P* (E,F)
doit &tre mesurable sur V, quels que soient # et E fixes; il faut
aussi, pour (Ry"), que les produits P™{E, G} P* (G,F) soient
mesurables en G; on remarquera que cela n’exige pas nécessai-
rement que P"(G,F) soit mesurable en G: P"(E,G) étant me-
surable en G, il suffit, pour qu’il en soit de méme du produit
P"(E G) P"(G,F) que P"(E,G) soit nulle sur les parties de V

sur lesquelles P" (G, F) est non mesurable.

On considére aussi les quantités P (E,w) = fP“(E, F) 4dF,
©

olt w est une partie mesurable quelconque de V; les P (E,w)
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constituent une famille de fonctions d’ensemble au point de vue
des probabilités, les P" (E,F) définies sur V sont des densités

de probabilités, tandis que les P“(E,w) sont des probabilités

proprement dites.

Ceci étant, nous nous proposons d’étudier le comportement,

lorsque # croit indéfiniment, des P"(E,F) et des P*(E,w).®

ParacrapHE 1: LEs BornES p (F), P(F), p (0), P (w)—
DEFINITION DE LA coNDITIoN (M).

Appelons p"(F) et P"(F) les bornes inférieures et supé-
rieures, finies ou non, lorsque E varie sur V, de P*(E,F); on

a, en vertu de (Rs), (T2), (P2):
n4q n4q n41
0<p"(F) <p (F) <P (EF) <P (F) <P,

Par suite: 1.°) p"(F) tend, lorsque 7 croit indéfiniment, vers

ane limite p (F), finie ou non;

(1) Tandis que le probléme [ auquel est consacré le chapitre précédent,
n’avait & peu p1&s pas été consideré jusqu’a notre travail, il n'en est pas de
méme du probléme Il actuel, qui a été examiné en particulier par M. Fré.
chet (Fréchet, 4); mais M. Fréchet n’a pas étudié, du moins directement, les
PR(E, () et surtout nous avons pu compléter ses résultats comme on le verra
par la suite.
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2.°) siles p"(F) sont mesurables, p (F) ’est aussi:

p"(F) et p F) sont alors sommables, et I'on a: fp(F) dF =
lim [ " (F) dF < 1 (voir: Fréchet, 4; de la Vallée - Poussin,

1, p. 32, p. 53); mais en général on ignore siles p"(F) sont

mesurables; nous reparlerons de ce point au paragraphe:

3.°) P"(F) tend, lorsque # croit indéfiniment, vers

une limite P(F), finie ou non.

De méme, appelons p" (@) et P"(w«) les bornes inférieures
et supéricures de P"(E, ) lorsque E varie sur V; d’aprés.
(Ry) on a:

m+1

P (E,w) = me (E,G) P" (G, ) 4 G

D’oit 'on déduit, en tenant compte de (T,), quer

wh 1 ntt

in"(w)ip (w)é P (E,w)S P (o) < P (0) < 1
Il s’ensuit que les p"(w) et P"(w) ont des limites p(w) et P(e).
Ceci étant, la méthode de Markoff exige pour &tre applicable,

que la condition suivante, que nous appelerons condition de Mar-
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koff ou condition (M) pour abréger, soit réalisée: i/ faut qu’il
existe une partie Q de V, mesurable et de mesure positive, un rang
v et un nombre positif n, tels que Pon ait; en tout point ¥ de 9,

P’ (F) > 1.

PARAGRAPHE 2: £ETUDE DES FONCTIONS DENSEMBLE P! (E, w).

Nous obtiendrons notre résultat fondamental en appliquant la
méthode de Markoff: nous en avons indiqué le principe au Cha-
pitre précédent, nous l’exposerons donc trés rapidement: suppo-
sons la condition (M) réalisée, avec » = 1 pour simplifier. Etant

donnés 2 points quelconques E, et E, de V, nous avons:

n+l n+1
P (Es,a)~ P (Ez0)= [ [PE1, G)—PH(E;,G] P*(Ge) 4G ()

v

Soit A la partie mesurable de V sur laquelle PYE;,G)- P‘(Eg,G)z 0
et B la partie, également mesurable, de V, sur laquelle cette dif-
férence est négative. Il peut se faire que P!(E;, G) et P?(E, G)
soient simultanément infinis positifs; on ne sait alors quelle va-
leur atribuer a leur différence: mais les points G oil cela a lieu

ne peuvent former qu’un ensemble vide ou de mesure nulle; soit

H cet ensemble; on a: V=A + B+ H et en posant:
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Ml=f[P1(E1,G) —-PY(E,,G)] 4G; M2=f[P1(E2,G)—— P1(E;,G)] dG
A B

M, - M= f [PA(E,,G)—P{(E»,G)] dG= [ [PLE,,G) - P1(E,G) dG

V-H v

= 1—1=0Q
donc: M; = M, (2)

Désignons d’une fagon générale par m.w la mesure de Uensem-
ble w; soit @A et @B les parties de © contenues respective-
ment dans A et B; quel que soit E, nous avons d’aprés le théo-
réme de la moyenne:

_fP‘(E,G) dG>9 X m-QA fP‘(E,G) dG> 9 X m-2B (3)
Comme m-Q A+ m.QB=m.Q, 'un au moins, QA par exem-
ple, des 2 ensembles 2 A et @B a une mesure positive et supé-
m- 7 X m.Q
; donc en posant ¢ = ———

2 2

que soit E:

rieure &: ; on a, quel

fP‘(E,G) dG >fP’(E,G) dG>4¢>0
A = AQ =

f[P‘(El,G) - P1(E,,G)] dG=fP‘(E.,G) dG—f P! (E,, G) 4G ____<_

A

1-¢<1
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donc, en posant 7 =1-g, 0 <M= M, <»<1. On en déduit

simplement que on a:
P' (0) — p" () < @ -1 4

olt 2 et » sont 2 nombres positifs indépendants de # et de w, r

étant < 1; d’oit:

TuforEME li,2: ZLorsque la condition (M) est réalisée, les
limites p (w) et P (w) sont égales et lorsque n croit indéfiniment,
Pt (E,w) tend, normalement lorsque E et w varient vers une limite
P (w) indépendante de E et bgale @ la valeur commune de p ()
P (w).

Indiquons quelques propriétés de la limite P(w): d’abord,
V(e) est absolument continue; sans cela, on pourrait trouver
une suite infinie d’ensembles wi, way..y ®Wa,... dont la mesure

tendrait vers O et tel que, quel que soit g, p(wq) = P(wq) reste

supérieur & un nombre positif fixe €; or, on a: P'(E,0) > plw)—a "

d’aprés (4); prenons 7z tel que a 7* < 5 ; on aura: P"(E, wq)z
€
p(og) —a > 75; P'(E,0) ne serait donc pas absolument con-

tinue; cela est impossible, puisque P* (E,«) est une intégrale

indéfinie (au sens de M. Lebesgue).
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D'autre part, P(w) est évidemment additive au sens restreint
sur V, car si w;, et w; sont 2 parties mesurables, non empiétan-
tes, de V, on a: P*(E, ;) + P*(E,w;) = P*(E, w; + wp), donc
a la limite: P(wy) + P(w,) = P(w; + wy); mais P (w) est aussi
additive au sens complet: soit en effet wq, wy,..., wgq,... une sui-
te infinie d’ensembles mesurables non empiétants situés dans V;

on a, en posant: S = Z® wy, Sn = Z'lw,, Rn = Z% wq,
q=1 q=1 q=h

P(S) :qg‘l‘l P(wg) + P(Ry); or P*(E, w) est additive au sens
complet sur V: on peut donc trouver H positif, tel que I'on ait,
pour 2> H, et n et E fixes, P"(E,Ru) < —62“; or, P Ru) <
P*(E,Ru) + a7 ; si ’on a pris # assez grand pour que
arn < —26' , on en déduit que pour 2>H, on a: P (Rn) < e,
e étant aussi petit qu'on le veut; donc:

Lemme: Lorsque la condition (M) est réalisée, la limite P(w)
des P"(E, w) est additive au sens complet et absolument continue
sur V.

CoNsEQUENCE: I/ résulte du lemme précédent que f’(w) est
une intégrale indéfinie, et admet au moins ume dérivée ;(F),
c’est & dire qu’il existe au moins une fonction w(F) définie, me-

surable et sommable sur V, telle que, pour toute partic mesurable
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wde V, on ait: P(w)= f = (F) dF . )

[£4

En général d’ailleurs, P(w) admettra plusieurs dérivées: mais
ces diverses dérivées ne pouvant différer qu’en des points conte-
nus dans un ensemble de mesure nulle bien déterminé, nous pou-
vons par convention choisir I'une d’elles, soit = (F), une fois

pour toute: on peut choisir par exemple la dérivée symétiique
supérieure de P (w).

Remarque: Comme Po(E,w) est absolument continue, il
en est de méme de p®(w), puisque p*(w) < P»(E,w); mais en
général p® (w) n'est pas additive; on a, avec les notations pré-
cédentes, p*(S) >2 P2 (wy).

- q

Indiquons enfin quelques propriétés des P2(E,w):

Lemme:  Lorsque la condition (M) est réalisée, quel que soit
positif, on peut trouver 2 nombres positifs N (&) et m (¢) indé-
pendants de E, tels que pour w>N(e) et m-w < m (€), on ait
quel que soit E: Pn(E, w) <ee.

Nous avons en effet P2(E, ) < Pw) +a r=; prenons N{e)
tel que # > N (¢) entraine a m < 52 , et m(e) tel que: m-w <

m(e) entraine 1—)Cw) <% » Ce qui est possible, puisque ﬁ(w) est
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absolument continue; on aura bien alors: P® (E;w) < e, pour
n>N(e) et m-w <<m(e).

Considérons maintenant une valeur quelconque mais fixe de
E; a chaque valeur de # inférieure ou égale & N(e), on peut
faire correspondre un nombre positif ma(e) tel que P'on ait, pour
mow<ma(e), P*(E,0) <e, puisque V?(E, w) est absolument
continue pour 7 et E fixes. Soit alors »'(e) le plus petit des,
nombres 72 (), my(€), my(e),..., My(e) (¢), on a quel que soit 7

pour m.w < m'(e), Pr(E, w) < € donc:

TufiorEME: Lorsque ‘a condition (M) est réalisée, I'absolue
continuité de la fonction P(E,w) est, pour B fixe, uniforme lors-

que n varie.
Plagons nous maintenant dans le cas ot V est de mesure
infinie. Considérons une suite infinie d’ensembles Ws satisfaisant

aux conditions suivantes: ) la mesure de Ws est finie; &)

W <Weer; ¢) lim Ws = V5 les Ws preuvent étre quelconques

s —»00

§—» %
ws

par ailleurs. On sait que 'on a: f P(E,F)dF=lim ( Pu(E,F)dF,

d’oit il résulte que, quels que .oient E et #, f P2 (E, F) dF =
V-wsg
P2(E,V-Ws) tend vers 0 avec —E On a alors les propriétés

suivantes :
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Lemme:  Quel que soit e positif, on peut, lorsque la condition
(M) est réalisée trouver 2 nombres positifs N (e) et S(e) tels que,
quel que soit E, on ait, pour 7 > N () et s > S(e), PP(E,V-Ws) <e.

On a en effet: P2(E, V-W,) <p»(V-W,) + a r8; prenons
N entier positif tel que 2 = < : ; pour une valeur E, de E,
on p:ut trouver S(e) positif tel que, pour s > S(e), on ait:
Px(E,, ¥V ~W;) < g donc a fortiori: px(V—Ws) < 25 mais alors
on a, pour 5 > S{(e), et quel que soit E: Ps*t(E, V-W,) =
fp'(E,G) X PN (G,V-W.) dG < ¢ - f P’ (E,G) dG = ¢
gt d’une fagon générale: P(E, V—Wsy) <ve pour 7 > N, 5> (e),

ce qui établit le lemme en prenant N (¢) = N: on en déduit

facilement que’

TukorEvie: Lorsque la condition (M) est réalisée] quel que
soit B fixe, Pr(E,V —Ws) tend vers O avec I uniformément lors-
5

que n varie.

ParacrapaE 3: £TUDE DES Foncrions DE poiNts PR(E, F).

On peut toujours poser: Pn(E F) = T (F) + Ro (E, F), et

d’aprés (4) et (5), on a, quels que soient #, E, et «:

S ROEF) dF [ < arm
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Comme P2(E, F) et = (F) sont mesurables et sommables, il en
est de méme de R®(E, F); considérons alors une valeur détermi-

née de E et soit A2 Pensemble des points F pour lesquels on a:

1 51
| Ra(E,F) | > -, ¢ entier positif. Soit A‘:] ’ensemble sur lequel
q
1 1
on a: R*(E,F)> - et A, celui sur lequel on a: Rr(E, F) <--
q q
évidemment, Al = A%! + A2 Et:

A9
2 < f ReEF)dF|<arm

a5
An

a,?
m-Aj

< [ ReEF) aF| < arm

q2
An

donc: m-A2 < 2agr™; posons Bl = E: A% on a:
n=]

2a a
m-Bg < ——)qu et Bg > By
1-r =
2a
Posons B4 = /im BY; ona: m-Ba < lim (—)qu =0 ou:
k> ® = k-»® l—r

m-Ba = 0. Enfin soit W(E) = 2* Be; on a: m-W(E) = 0;
=1
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W(E) peut dépendre de E, parce que A, et par suite B? peu-

vent dépendre de E.

Ceci étant, soit E un point en lequel P2(E,F) ne tend pas

vers 7 (F); clest & dire ott R2(E,F) ne tend pas vers 0 avec

1 . . . .
- ; on peut trouver un nombre positif a et une suite indéfinie

n
ny, M2, .., Np, ... tels que, quel que soit p, on ait: |R2(E,F)| > «;

. 1 . y L
on voit, en prenant ¢ > —, que F appartient a An, Qquel que
24

soit p, donc & B quel que soit £, donc & B9, donc a W(E):

on peut donc énoncer:

TuforEME Ili,2: Lorsque la condition (M) est réalisée,

Pr(E,F) tend vers la dérivée ;(F) de P w— donc vers une limite
indépendante de B —sauf peut étre en des points ¥ appartenant @

un ensemble de mesure nulle, qui peut dépendre de E.

Envisageons maintenant Jle cas d’un point F olt P(F) est
finie; il existe un entier M tel que P(F) soit finie; conside-

rons alors, d’aprés (Ry):

Pix (E, F) = f PI(E, G) Px (G, F) dG

v

qu'on peut écrire:
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Plu = f = (F) P* (G, F) 4G + f R!(E,G) P*(G, F) dG
v v
La condition (M) étant réalisée, on a pour /> »:
[fR'(E, G) P*(G,F) dG | < a 7 P*(F)

M
En posant A = 24 1—3—;(—1:2, n=I1+M, p=v+M et L(F) =
r

f 7 (G) P" (G, F) 4G

v

on pour 7z > pu, quel que soit E:
A A
LEF)-—nm < Pr(ETF) <LE) +—rm
2 2

d’ott l'on a le théoréme suivant, indiqué par M. Fréchet (Fréchet, 4):

Lorsque la condition (M) est realisée, en tout point ¥ tel que
P (F) soit finie, P(F)=p(F) et lorsque n croit indéfiniment P»(E,F)
tend, normalement lorsque B varie, vers ume limite indépendante de

E et égale a la valeur commune de P (F) et p (F).

Appelons alors R I’ensemble des points F tels que P (F) soit
finie et W I’ensemble des points communs & tous les ensembles

W(E); W est de mesure nulle, ou contenu dans un ensemble de
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mesure nulle, il en est donc de méme de R. W.; on peut donc,

d’aprés ce qui précéde, énoncer le théoréme suivant:

TukorEME Illy,5: En tout point ¥ de R, sauf peut étre en
des points appartenant & [’ensemble R -W, la dérivée =(F) de P(w)

est égale @ la valeur commune des bornes p (F) et P (F).
Ainsi P (F) et p (F) sont mesurables et sommables sur tout
ensemble mesurable contenu dans R—R .- W,

On a également le théoréme suivant:

TukorEME IVy,,: Pour tout point ¥ de lensemble R-R.-W,
on peut trouver un entier positif M (F) tel que, pour m > M (F),

on ait: = (F) = f 7 (G) P" (G, F) 4G .

On a vu en effet qu'on pouvait trouver M(F) tel que pour
m > M (F) f 7 (G) P" (G,F) dG soit égale & p(F); mais si

F est sur R—R'W, p(F) = 7 (F); ce qui démontre le théoréme:

PARAGRAPHE 4: CAS PARTICULIER OU IL EXISTE UN RANG g TEL
Que P* (E,F) sorr mesurasLe (B) Ex (E,F)

Nous ne rappellerons pas la définition des fonctions mesura—
bles (B) [V. de la Vallée - Poussin, 1, p. 33 et sq.] Nous nous
proposons dans ce paragraphe d’examiner le cas particulier olt

pour une valeur p de n, P*(E,F) est mesurable (B) en (E,F),
ce qui entraine diverses simplifications dans les énoncés des résul-

tats de ce chapitre.
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Observons d’abord que si A(E, F) est une fonction mesura-
ble (B) en (E,F), la fonction: B(E) = fA (E,F) dF est me-

surable (B) en E; cela est évident pour Vles fonctions continues,
c’est & dire de classe 0; et comme une fonction de classe @ est
imite de fonctions de classe inférieure & a, ce résultat s’établit
Ipar récurrence.

On en déduit que P“¥ (E, F) est mesurable (B) en (E, F)
quel que soit 7 _Z_ 1; nous en déduisons aussi que pn.M( F) est
mesurable (B) en F, quel que soit # > 1; il suffit pour cela de
démontrer le théoréme suivant:

TuEOREME: Soit une fonction F(x,y) de 2 variables x et y,
mesurable (B) par rapport & lensemble de ces 2 variables, la borne
inférieure f(x) de F(w,y) lorsque y varie, est une fonction mesu-
rable (B) de x.

En effet, F(», y) étant supposée définie et uniforme, sur
un certain ensemble & 2 dimensions E, mesurable (B) quelles sont

les valeurs de x pour lesquelles on a: f(x) > a? ce sont évi-

demment les valeurs de x pour lesquelles on a, quel que soit y,

F(x,y) > a. Soit E (a) I'ensemble @ 2 dimensions sur lequel
F(x,y) > a; si je coupe E(2) par des paralleles & 0x, dor-

donnée variable y, si je projette les sections obtenues sur 0 x,
le produit de ces projections est l'ensemble e (2) des valeurs de

x pour lesquelles f (¥) > 4. (J’emploie le mot produit dans un

seus large, car les sections et par suite les projections ne sont en
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général ni en nombre fini, ni méme en infinité dénombrable). Si
¢(a) est mesurable sur 0%, nous dirons que E (z) est mesura-
ble sur 0 x, ou: est m/0r c’est 1a une propriété d’ensemble qui
n’est pas intrinséque, car elle dépend non seulement de E (),
mais aussi de la direction de O x par rapport &2 E (a).

Observons que l’ensemble ¢ (2) que nous venons ainst de
déterminer sur 0 x peut &tre consideré comme le complémentaire
de la projection ¢’(z) sur 0 x du complémentaire E’ (¢) de E (4):
si donc e (a) est mesurable, ¢/(#) Pest aussi et réciproquement;
donc: les ensembles 72/0 ¢ sont les complémentaires des ensembles
dont la projection sur (0% est mesurable.

On voit facilement que le produit d’'un nombre fini, ou d’une
infinité dénombrable d’ensembles m/Q0% est m/Qx; il n'en est
pas de méme pour la somme.

Ceci étant, nous n’avons pas encore utilisé hypothése que
E (a) est mesurable (B) quel que soit @; autrement dit,
E (2) est obtenu par addition, soustraction, multiplication
d’une infinité dénombrable
de rectangles ou de seg-
ments de droite: il en résulte
que la section de E(2) par
une droite s’obtient par
addition, soustraction, mul-

tiplication des intervalles

:

fermés et des points cons-

tituant les sections par la

.

droite, des rectangles et

des segments de droite en

question: la section consi-
dérée est done mesurable (B), ce prouve que 7 /a fonction F(x, y)
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est mesurable (B) par rapport @ (x,y), elle est mesurable (B) en
X et en y Séparement.

D’autre part E (a) étant mesurable (B), il en est de méme
de son complémentaire E’(a); or la projection d’un rectangle ou
d’un segment de droite sur une droite quelconque est un interval-
le fermé ou un point: de sorte que la projection d’un ensemble
mesurable (B) sur une droite quelconque est mesurable (B); il
en résulte que E (2) est m/D par rapport a toute droite D: donc
f(x) est mesurable (B) en x.

On raisonnerait de méme sur la borne supérieure de F (x, y).

Il y a lieu d’observer que la condition imposée & F (x, y)
pour que f(x) soit mesurable est presque nécessaire: considérons

en effet une fonction F(x,y) définie dans le domaine 0 < ’3‘}_<_ 1,

et égale 4 1 partout sauf en des points M, situés sur le segment

x =y (0<x<1) et formant sur ce segment un ensemble linéai-

rement non mesurable; supposons que F(x,y) = 0 en ces points;
F(x,y) est alors mesurable en (¥,y) et méme mesurable (B)
séparément en x et y, mais non par rapport & l’ensemble (r, y);
cependant f(x) n’est pas mesurable en x: en effet, f(x) = 1,
sauf si ¥ est l’abscisse d’'un point M, auquel cas f(x) = 0:
comme ’ensemble des abscises des points M est évidemment non
mesurable, il en est de méme de f (¥).

Il en résulte que p(F) est mesurable (B): dans ces conditions,

la condition (M) équivaut a: f 2(F)dF > 0.



Nous pouvons alors répondre & une question de M. Fréchet
(Fréchet, 4, p. 205): ayant défini le cas quasi-régulier comme
celui ott, lorsque 7 croit indéfiniment, P™(E, F) tend vers une
limite indépendante de E soit = (F), uniformément lorsque E

varie, sauf peut &re si F appartient a un certain ensemble de

mesure nulle U, M. Fréchet demande: peut-on trouver des cas
quasi réguliers, tels que lom ait: O < f-r—r(F) dF < 1 il faut
répondre non.

En effet, sauf peut étre sur U, on aura p(F) = P(F) = 7_"(F);

— ne 4
on en tire: Offp(F)szfw(F)dF‘—‘lim ?(F)dF <1;

n—»xv
et m(F) est mesurable, abstraction faite de U; alors ou bien ;F(F)
est nulle presque partout; ce qui entraine f; (F)dF = 0 (ce
cas se présente effectivement, M. Fréchetven a fourni un exem-
ple); ow bien il existe un ensemble mesurable, de mesure non
nulle, sur lequel - (F) est positive: on en déduit que la condi-
tion (M) est satisfaite; d’aprés (5) et Ily,., il en résulte que:

f?r(p)dF:I?(V)—_— 1.

¥
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SECTION II.

ITERATION DES SUBSTITUTIONS LINEAIRES.

Chapitre I.

DEriniTION, PROPRIETES ET CALCUL DU RAYON POLAIRE
D’'UNE SUBSTITUTION LINEAIRE ALGEBRIQUE A UNE
INFINITE DE VARIABLES.

Nous nous proposons, dans les chapitres I et II de la pré-
sente section, d’étudier diverses questions relatives aux substitu-
tions linéaires algébriques dans l'espace Dw, et en particulier
leur itération; dans le chapitre III, nous étendrons les résultats
obtenus aux opérations linéaires en général; mais nous avons
préféré commencer par le cas particulier des substitutions dans
I'espace Dy, parce que ce sont elles qui interviennent dans les

applications au probléme I, que nous avons en vue.
ParacraAPHE 1: GENERALITES SUR LES SUBSTITUTIONS
ALGEBRIQUES LINEAIRES DANS L’ESPACE D, .

Rappelons que I'espace Dy (v. Fréchet, 5) est 'espace des
points ¥ dont les coordonnées: Xy ,.uy Ti,ee (R =1,2,...., o) sont

telles que | xy | reste borné quand % varie (la borne pouvant
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varier avec le point considéré, bien entendu); dans ces espaces
on appelle distance de 2 points, x et %', et 'on note: | x—%" |,
la borne supérieure de |¥x—%y’| lorsque k& varie; on appelle nor-
me de x, et 'on note: | x|, la distance de % au point © de
coordonnées: 0, 0,..., 0,..... Une suite de points % (1),..., x (n),...

tend vers %, si |*x—x (n)] tend vers 0 avec

2
Ceci étant, on appelle substitution linéaire, dans D, tou-
te transformation ponctuelle, univoque, distributive et continue;
la continuité équivaut & dire que la transformation est bornée,
C’est 4 dire qu’il existe un nombre positif M tel que l'on ait,

quel que soit %, et si x’ designe le transformé de «x:

2" | <M. |x] ey
[cf. F. Riesz, p. 79].

Soit alors une substitution A: le plus petit nombre M satis—
faisant a (1) s’appelle la borne de 4, et se désigne par le sym-
bole || All; étant données des substitutions Ay, Agz,..., Aq, et

un nombre algébrique p, on a évidemment:

A+ A+ Agl é b lAill et | Ay AzeusAqll éﬂ'i I Al

lo-All=|p| XAl
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Etant donnée une substitution A, soient aiy (# = 1, 2,...; o) les

coordonnées du transformé, par A, du point % (k) de coordonnées
0sijSk

(xj = ; on montre (cf. F. Riesz, 2, p. 79-80) que:
1sij=k

a) les coordonnées xi’ du transformé x’ du point x de coor-

données %, sont données par les formules:

% = f Bix Xk (2)

b) les séries = |ay| convergent; nous poserons Mi=2 | ai |;
k k

S [z]
Posons alors: x; = signe aic (signe z = 1 si 2 =0, — dans les
2

autres cas); on trouve: %; :E |@i| = Mi; on en déduit que les
M; admettent une borne supérieure M < Il All; mais il est clair
que nécessairement, [xi/| i M .|z|; donc M= All.
Réciproquement, soit un tableau de nombres gy (7,2 = 1,2,... ),
tels que les séries E | anc | convergent et que leurs sommes M;

aient une borne supérieure finie M: on voit facilement que les
formules (2) représentent alors, dans D, une substitution linéaire
de borne M; en raison des formules (2), on qualifie parfois la

substitution d’algébrique.
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On dit quelque fois qu'une suite de points: x (1) ,.., x (%), ...
tend faiblement vers un point # si | x (#) | reste borné, et si
¥e—xk(n) tend vers O avec %, quel que soit k; il est & remar-
quer qu’en partant de la continuité faible, on définit dans D,
les mémes substitutions qu’en partant de la continuité ordinaire.

Une substitution A est dite complétement continue, si elle
transforme tout ensemble borné de points de Dy en un ensemble
compact; ce qui équivaut & dire qu’elle transforme toute suite
faiblement convergente en une suite convergente. On montre
(F. Riesz, 2, p. 99) que la condition nécessaire et suffisante pour

que A soit complétement continue est que les séries 2 |an| con-
k

vergent uniformément par rapport & 7.
Nous désignerons par A! = A, A% .., A%.. les puissances ou

iterées successives de A, et par nj leurs coefficients respectifs;
on a:
n4m

n m
aix = ;2 aij X ajx (3)

Rappelons que la réciprogue A™' — unique si elle existe—d’une
substitution A est la substitution telle que: A*At= ATA=E,

E désignant la substitution identique dans Do .
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Au tableau des ay, on peut faire correspondre le tableau

des ayxi, son transposé et considérer les formules:

¥ = E @ik Yk 4

Plagons nous dans 'espace (A), c’est & dire dans I’espace des
points y dont les coordonnées yi, .. Yy (B =1,2,..., )
sont telles que la série E]yk] converge. Dans cet espace, les
formules (4) définissent une transformation ponctuelle, univoque,
distributive, qui sera continue si I'on définit dans (A) la conti-
nuité en disant que 9 (») tend vers y lorsque E]yk—;vk(n)] tend
vers 0: alors (4) représente une substitution 4 dans (A), que

nous appelons la transposée de A.

PArRAGRAPHE 2: LES SI::RIES ENTIERES DE SUBSTITUTIONS.

Une suite de substitutions A(y),ee., Aw),.. fend uniformément
vers une substitution A, si ||A—A)|| tend vers 0 avec ’11; btant
donnée une suite A ,e.., A@)yens la condition néceSsaive et suffi-
sante pour qu'il existe une limite A vers laquelle elle tende unifor-
mément, est que, quel que soit e, on ait pour n assex grand:
lA@iy—Am||< € quel que soit p. Ce résultat a eté indiqué
par M. Riesz (F. Riesz, 2, p. 108); nous en donnons la démons-
tration suivante, plus commode pour lextension aux opérations

linéaires quelconques.



La condition est évidemment nécessaire; montrons qu’
elle est suffisante; || Aw || tend vers une limite M, car:
IV Aepy =A@ Il | i |A@sp) —A@my|[, comme on le vérifie faci-
lement. Posons x’ () = Aw) (x); on a: |z’ (n + p) — %' (n)]
SN Awp—Aw -2 < e-] x|

Il en résulte que x’(#) tend vers une limite «’; soit T la trans-
formation qui transforme x en x’: c’est une transformation ponc-

tuelle, univoque distributive; et continue, car: |x'—x,'| = lim
n—y» o

[d (m) — x5/ (n)] < M- |%]; T est donc une substitution linéaire A;

je dis que [|A—Aqw]| tend vers 0; en effet, on a: ||A-Aw|| =

|%'— «'(n) |
ax ~—l——T——; or, si » est assez grand, on a par hypothé-
x
. |/ (n+p) —'(n) ]
se, quel que soit p: Max - < €; comme & =

| x|

lim x'(n+p), on en déduit que [[A—~A [[ < e; ce qui établit

Pey»m
la propriété. On remarque en outre que M =/im [|Aw |[=]A]l.
n-»%®
Evidemment, si Aq) tend uniformément vers A, les ay (#),
coefficients de Ay, tendent vers les coefficients 4 de A, uni-
formément lorsque i et k varient, puisque: | aw (#) — ai | <
| A=A .

On peut définir les séries uniformément convergentes de subs-

titutions; considérons en particulier une infinité dénombrable de

— 68 —



SUR L’ITERATION DES SUBSTITUTIONS ALGEBRIQUES LINEAIRES

substitutions : Aw), Aw .~ Am,.. et la «série entiére» :

Z® A@ N", oll N est un paramétre complexe; soit R le rayon
n=0

de convergence de la série: Z || Am) || N\*.

TuEOREME: Pour toute valeur de N telle que |N| < R, la série

Z A \* converge uniformément.
n

On a en effet: || Aw N 4+ Aqep A 4 o0+ Agsp) AP ||
<l A@ I[N [2+ ..+ || A@sp || [N [*#2, et par hypothdse le

second membre de cette inégalité tend vers 0 avec 1.
n

THEOREME: Si Mo est tel que série = Aw) N converge uni—
n

formément on a: | No | < R.

En effet, si 2 Aq) \} converge uniformément, il existe un
nombre M, tel que l'on ait: [[Am A [[=[[Awll- [No]* <M

quel que soit 7; soit alors N tel que | N| <|No|; ona:

A

Ao

x n n

A ([N = [JAm]l- [No]* X

A

< M.| ; et comme

o

<1, la série 2 ||Aw]||-|N|® est absolument convergente,
n

donc: | M| < R, d’ou l'on conclut que, aussi:[No| <R, car ||

peut &tre pris aussi voisin qu’on le veut de |A,].



ConsEquence I: En raison des propriétés du nombre R,
constatées par les 2 théorémes précédents, nous dirons que R

est le rayon de convergence de la série T Ay .
n

ConsEquence II: Soient ay (#) les coefficients de Amy; a
tout nombre positif f < R, on peut faire correspondre un nom-

bre positif M (p) indépendant de 7 et k, tel que l'on ait

M(p)
|a(n) | < ——; ou peut en effet déterminer M (p) tel que
=
P
Pon ait: |[Awm|| < ——, etona: |ax ()| < |[Am ||. Ceci

po
établit que le rayon de convergence de la série Z ajc (#) A\® est
n

au moins égal & R.

ConsEQuENce III: Sur tout domaine intérieur & son cercle

de convergence, la série Z A@m A a pour somme une fonction
n

uniformément continue de M. Cela résulte immédiatement du

fait que, sur un tel domaine, la serie converge uniformément, et

que d’autre part un <polyndme» en A de la forme Za Auy \*
n=0

est évidemment une fonction uniformément continue de .

PArRAGRAPHE 3: RESOLVANTE ET RAYON DE CONVERGENCE
D'UNE SUBSTITUTION.

Etant donnée la substitution A, considérons la substitution

E—-2NA, olt N\ est un paramétre complexe; pour certaines valeurs
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de N, dites valeurs ordinaires, E —NA admet une réciproque,
(E —=MA)-1; pour les autres valeurs, dites singuliéres, (E—\A)-1
n’existe pas. On démontre que l’ensemble des valeurs ordinaires
est un ensemble ouvert 0 (F. Riesz, 2, p. 116); et par suite
I’ensemble des valeurs singuli€res est un ensemble fermé F; 0 com-

prend toujours 'origine (A=0).

Lorsque les ai sont tous réels, si No est une valeur de A
singuliére, 1l en est de m@me de la valeur conjuguée \o; cela
tient & 1’équivalence des syst€mes: i — Mo 2 ai Xk = ¥i ¢t

k
¥i— No+ 2 aig Xx = ¥i.
k
Considérons la substitution A(XN), fonction de N, définie sur

0 par les conditions:

1
A(\) = A pour A =0; A(\) =- [(E-\A)-1-E] en tout autre
A
point de O .

Nous appellerons A(N) la résolvante de A; on démontre que
(F. Riesz, 2, p. 115 et 19).

1. sur 0, on a: AQ\) - A(N2) = A(Ny) - A(Np)
2.° sur 0, on a: AN\ —AQ) = (M—A2) -A(M)-AQA) (5)

3.° au voisinage de tout point p de 0, A(N) est holomor-
Phe et admet le développement en série de Taylor suivant:
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AN) = A(p) + (A= p) A2 () + (N= )2 - A3(p) +..... (6)
En particulier, au voisinage de l'origine, on a:
AN = A+ NA? AT AL 6y

Par I'expression d’«<holomorphe», il faut entendre que les cal-
culs et les résultats qui valent pour les fonctions holomorphes
ordinaires gardent un sens et se conservent formellement pour
AQN).

Soit R le rayon de convergence de la série (6)’: nous 'ap-

pelerons pour la commodité le rayon de convergence de A; on a
1

évidemment: R > — .
= Al

D’autre part, puisque A (A) est holomorphe, on peut lui
appliquer la théorie du prolongement analytique; mais il faut
observer que le domaine d’existence 0 de A (N) n’est pas forcé-
ment d’un seul tenant; et que le prolongement, d’un point quel-
conque & un autre point quelconque, peut &tre impossible. Cette
difficulté disparait si l'on se borne & considérer, au lieu de 0,
la plus grande partie de 0, soit O', qui est d’un seul tenant et con-
tient [origine.

Soit Ax(M) la résolvante de A®; comme on a: || A" | _S_ IAl",

la série entiére: =¥ A%U.\%-1 est uniformément convergente dans
a=1

_1
Al
A.(A\?) admettra le développement:

le cercle: [N < et par suite y représente A, (M) ; alors
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A (") = A" 4 A" A2 4 4 N@DB A@ 4 )
uniformément convergente & lintérieur du cercle (C): | M| <
1 1

d’ailleurs, daus le méme domaine, le déve-

VIAE Al

loppement (6)’ est uniformément convergent; posons:

H(\) = A + NA? +..+ A2 Ant ®)

On vérifie, en tenant compte de (6)’, (7), (8), que l'on a
dans (C):

A\ =HQ) 4+ At [E+MHN)]- A, ()

Et comme (¢) est dans 0', on peut grlce au prolongement ana-
lytique, énoncer que:

TuforEME Iy, 1: Sur la partie O’ de son domaine d’existence,
la résolvante A (N) de A et celle Ay, (N) de A, satisfont quel que

soit n 4 la relation:
AN = H\) 4+ A1 4, (W) + N - HQN) - A, (W®) 9)

ott H(XN) représente la substitution: A + NA* ...+ N2, 41,

PaAraGrRAPHE 4: POLES DE LA RESOLVANTE; SUBSTITUTIONS
PRINCIPALES D'UNE SUBSTITUTION.

Toujours parce qu’elle est une fonction holomorphe, la résol-
vante A (X) admet, au voisinage d’un point singulier isolé e,

un développement en série de Laurent (cf. F. Riesz, 2, p. 117-
118):
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A()\) = B, + Bl ()\—a) + B, ()\_a>2 +....

C, C,
4+
Mh—a) (A—a)?

+...

olt la premiére ligne, dont nous désignerons la somme par B(\),
représente la partie réguliére de A (M), et la deuxi€éme ligne, de
somme C(N), la partie principale de A(N); si cette partie prin-
cipale ne comporte qu’un nombre fini de termes, on dira que «a
est un pdle de A (N\); A(N) admet alors le développement sui-

vant:
A(h)=B(X)+C(X)=Bo+B1()\“ a) “+....

Cy Cy Cn
+.+
N—a) N—a)? N—a)™

avec Cm§ 0 (10)

m est l'ordre du pdle «a;

Rappelons que 2 substitutions A et B sont orthogonales, si
I’'on a: A*B= B-A =0. Il est aisé de voir que, si A et B
sont orthogonales, la résolvante de (A + B) est la somme de la
résolvante de A et de celle de B (du moins au voisinage de
Porigine).

Ceci étant nous allons appliquer & A(M\) les méthodes em-
ployées, pour I’étude des équations intégrales et des noyaux ortho-
gonaux, dans le Cours d’Analyse de M. Goursat, auquel nous
renvoyons pour le détail de la marche a suivre (Goursat, 1,

p. 398,403). On obtient ainsi les résultats suivants:

— 74 —



SUR LITERATION DES SUBSTITUTIONS ALGEBRIQUES LINEAIRES

a) en portant le développement (10) dans I’égalité: A(N)=
A+ X-A-A(N) que lon tire de (5) en faisant Ay =N, A, =0,

on trouve en identifiant que:
Cpn = a-A-Cp (11)

b) la substitution C(N\) étant une «fonction rationnelle »
de M peut étre considérée comme définie partout; il n’en est pas
de méme de B(N\); mais si I'on suppose que « appartient & O’
il est clair que, par prolongement analytique B (\) est défini

sur 0’; on prouve alors, en portant le développement (10) dans

(5) et en identifiant,

que les substitutions B(0) et C(0) sont orthogonales;
que 'on a: A = A(0) + B(0) (12)

que, sur 0/, B(0) et C(0) ont pour résolvantes respective-
ment B(A) et C(N), d’ott il résulte que E—NB(0) admet une
réciproque pour A = a, puisque B(A) est holomorphe en a.

La substitution C(0) est caractérisée par le fait que sa résol-
vante est une fonction rationnelle nulle & l'infini et possédant
un pdle unique pour tout point singulier: nous l'appellerons la
substitution principale de A relative au pdle a. Deux substitu-
tions principales de A relatives a 2 pdles différents sont orthogo-

nales entre elles (Goursat, 1, p. 404).
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ITERATION DES SUBSTITUTIONS PRINCIPALES: on a: C(\) =

C, Cm > .
— +..F » avec Cm Z 0; ce qui peut s'écrire:
A-a A=a)m
Cl Cm
CAN)y=- ——— +..... + (=DHm

A A\
I
o, o

Développons au voisinage de N = 0:

a1 An-t
C\) =2 CONt =2 E‘;‘ Cye )
» B q=

n-q -2 b~

g—1
( ) désigne le nombre des combinaisons de 7 + ¢—2 nom-
n+q-2

bres ¢—1 & g—1: c’est un polyndme en 7 de degré ¢—1; com-

me C, n’est pas nulle, on en déduit que:

I n
CO) = ( - ) Q (n) (13)
o
ot Q(#) est un «polyndme» de degré m—1; il en résulte, si
Pon appelle Cix (0) les coefficients de C (0), que Von a:

n I\»
Ci (0) = ( - > - Qi (n) (13y

o
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ot Qix(#) est un polyndme en » de degré m — 1 au plus, ce
degré étant atteint pour au moins un couple (7, &).

On peut préciser les formules (13) et (13)’ dans un cas par-
ticulier; de (11), on tire:
Culx) = - A[Cu(x)] (11)

d’ott il résulte que le systéme:

xiza-z?alk Xk (11)"

admet au moins 1 solution non nulle: supposons qu'il n’en
admette que » de linéairement distinctes: x (1),..,x(7): nous
dirons alors que o est un pble de rang fini r. Plagons nous
dans ce cas.

D’aprés (11); on a: Cn(x) ‘—‘hzlx(};) M (%), ol Ny(x) est
un certain nombre dépendant de x; on en déduit (Goursat, 1,

p. 407) que Ci(x) (: = 1,2,.,m) et par suite C (0) (¥}, sont de

la m&me forme; ainsi

CO) (0) = 2 (h) W () (12)

ol les #'(%) sont des points de Dy, qu’on peut supposer linéai-
rement distincts, et les M(x) des nombres correspondants & x:
il en résulte évidemment que litération de C(0) se raméne &
celle d’une substitution linéaire algébrique finie: probléme dont

on posséde la solution (v. Fréchet, 6).
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Pour préciser, remarquons que les Mn(x) satisfont aux condi-
tions:

M (f2) = f-M(x); M(x! +x2) = M (x?) + M(x?)

et qu’il existe des nombres positifs || Ny | tels que Pon ait:

An () | SN Mlb-lx]. Les M(x) sont donc des fonctionnelles
- @)
linéaires de x, nécessairement de la forme: A, (x) = = N\ 2k ,
K

(h)
avec: 2 |Ax| < w. On obtient alors, en suivant M. Goursat
K

(Goursat, 1, p. 405) le résultat suivant:

Si le pbdle « est d’ordre 1 et de rang 7, il existe 7 systémes
de nombres (¢?) [A=1,2,..,7; i=1,2,., 0] et r autres (¥2)

r=12,,r; k=1,2,.,%) tels que I'on ait:
19 gh=oa. 2 a; 0} avec |¢P| bornée;
. 3 :

2°) Y =a-Zap ¥ avec Z [P < oo;
i i

0 si i Sp,
30) z‘pl'll lpl‘lg — >
TR 1 si hy=h

1
0 a=(:)aaw a9

21

Pour un pdle d’ordre supérieur & 1, le résultat est plus com-
pliqué, bien qu’analogue (v. Goursat, 1, p. 411).
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PARAGRAPHE 5: DEFINITION DU KAYON POLAIRE.

Nous appelons rayon polaire P de A(X) ou de A, le plus
grand des nombres positifs p tels que, dans tout domaine complé-
tement intérieur au cerele |A| i p, A(X) n’ait, pour points sin-
guliers qu’un nombre fini de pdles de rang fini. Nous appelons
cercle polaire de A(N) ou de A, le cercle [A]| <P. Il résulte de
ce qui précéde que:

Tuforkme 11y, : Etant donnée la substitution A de rayon

’

polaire P, tant que |N| < P, om peut appliquer & Péquation.
x— AA(x) =y

les théorémes classiques de Fredholm .

1
On a évidemment P> R > ———ﬁ , R désignant le rayon de

convergence de A; étant données 3 substitutions A;, Az, Ag,
telles que A; = A; + Aj, et que Az et Ag soient orthogonales,
et de rayons polaires respectifs Py, Py, P3, Py est > au plus
petit des 2 nombres P, et Ps, ’égalité ayant lieu dés que P, et
P; sont inégaux.

Il résulte des travaux de M. Riesz (F. Riesz, 1) que route

substitution complétement continue a un rayon polaire infini: (cela
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tient en particulier au fait que les substitutions principales des

substitutions complétement continues sont du type (12)).

ParacraPHE 6: CALCUL DU RAYON POLAIRE.

L’évaluation du rayon polaire repose sur les 2 théorémes sui-
vants:

TuforEMmE Ill,, 1: Le rayon polaire de la n'®™® itérée A" de

la substitution A est égal @ la puissance n'*™ du P rayon polaire

de A.

Soit P le rayon polaire de A, P(#) celui de A"; soit € un
nombre positif (inférieur & P) aussi petit qu’on le veut; soit A,
A2,eey As les pOles—de rang fini—de A, tels que |2 | i P—e¢;
soient Ay, ., Aj,.. As les substitutions principales de A corres-

pondantes; on peut poser:

A=2A;+B=C+B avec: C=2 A (14)
i=1 g

Il est clair que B a un rayon de convergence > P —e; par con-

séquent || B || est bornée supérieurement par une expression de

M
la forme: (—P—— ; par suite le rayon de convergence et a for-
_e)-qn

tiori le rayon polaire P’ de B" est > (P—¢)"; d’ailleurs C et B

sont orthogonales, et C® et B" aussi; or on a: A" = C*+ B*;
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C®, qui est du type (12), a un rayon polaire infini: on a donc,

d’apres une remarque précédente: P(n) > (P—¢)”, donc:
P(n) > P" (15)

D’autre part, d’aprés la formule (9), on voit que, tant que
AR < P(n), cestadire |A]< VPm, AQ) na, comme
points singuliers que des pdles, qui sont de rang fini, car les
poles correspondants de A" le sont, et toute solution non nulle

du systéme

x— -2 g % = 0
k

est aussi solution du systéme

X — a“-f ap xx =0

Donc: P \n/ P (n) (16)

v

La comparaison de (15) et (16) donne: P* = P(n)

. . n . .

Soit maintenant A la substitution obtenue en remplacant,
dans le tableau des 4f} , les éléments des g premiéres lignes et
des g premiéres colonnes par des zéros. En utilisant une métho-
de due a Dixon, M. Riesz a démontré un theorme qui peut

s’énoncer ainsi (ef. F. Riesz, 2, p. 98—105):
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TufkorEME DE Dixon-Riesz: Le rayon polaire P de la subs-

titution A est supérieur ou égal 4 quel que soit g¢.

1
I Agg I
Nous verrons au chapitre III comment on peut démontrer
simplement ce théoréme en s’appuyant sur des travaux ultérieurs

de M. Riesz (F. Riesz, 1).

Pour le moment, du théoréme IIl,,; et du théoréme de

Dixon-Riesz, nous déduisons que:

" 1
P i borne super..de \/ll—A_“—H (17)

@

Nous allons préciser (18); soit p un nombre positif inférieur a P;
soit C la somme des substitutions principales de A relatives aux

pOles de A(N) de module inférieur ou égal & p. Posons:
A=B+ C
Ona: B-C=CB=0; A"=B"+ C* Aq = By + Ce
D’ailleurs, C* est de la forme (12) et on en déduit que:
. n
Jim )| Car Il =0

On a d’autre part, quel que soit ¢, et R étant le rayon de con-

vergence de A: || A@ [[ > || Awsn I
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R=/lim. inf T‘L_ < borne sup. _ 1 < borne sup. 1

n-y 00 n

VAT VT A" T VAL

Soit alots Rs et Ps le rayon de convergence et le rayon
polaire de B; on a:

P=Ps >Ra>»p (18)
Rs < borne sup. _ 1 (19)
VIBL, I
A I <l B Il + I Cw i
1 1
; E S —
VAT B, I+ 1CE
. 1 1 1

borne sup. & = lim 3 > lim & =

4 \/UAr(lq)u e \/ qu(lq)” I \/”Bl(lq) I+ “C?q)u

1

lim ——

q-»®
VB

D’olt finalement:



1 1
lim = borne sup. 47—
-» 0 —_— q —
VB ViBL i
1 1
borne sup. 5w > borne sup. 5 ——
n, n n, —
¢ VAl VIBL)
D’oit I'on tire:
1
p < Rs < borne sup. 7
= VAR |

(@)

Et comme p est aussi voisin qu’on le veut de P, on a:

TuforEME IVy,1: Le rayon polaire P de la substitution A

1

est égal a lg borne supérieure, lorsque n et .q variemt, de ———

VA

n
(@) I

On en conclut aisément que:

TufiorEME Vg,5 : ‘La condition nécessaire et suffisante pour
qu’une substitution A dans Dy ait un rayon polaire supérieur @ 1,
est qu'il existe un rang v, un nombre 1—n inférieur 4 1(1>9>0)
et un entier positif h, tels que lon ait quel que soit i:

2 | a’i’k | < 1—19
- =

— 84 —



SUR L'ITERATION DES SUBSTITUTIONS ALGEBRIQUES LINEAIRES

GfnfraLisaTtion: La plupart des considérations précédentes
et en particulier le théoréme IV,,( sont valables pour les substi-
tutions linéaires dans les espaces L® quelconques [L’espace L®
est 'espace des points x dont les coordonnées x; (=1, 2,..., )
satisfont & la condition: Z[%® < oo si 1 <p <, || borné

i =

Sip=oo.

RemarqQue: Les substitutions complétement continues ont un
ravon polaire infini, mais ce ne sont pas les seules. Soit en effet

la substitution A dans Dy, de coeflicients:

i &
k =
(@2 + k)2

1
A n’est pas complétement continue, car ||A(q || ne tend pas vers

1
0 avec -, ce qui aurait lieu si A était complétement continue
7 1 1
[voir F. Riesz, 2, p. 99]; mais || A || tend vers O avec -, de

q
sorte que A? est complétement continue [F. Riesz, 2, p. 113] et,

d’aprés le théoréme IV,,;, le rayon polaire de A est infini.
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Chapitre II.

ITERATION D’'UNE SUBSTITUTION LINEAIRE DANS Dy
DE RAYON POLAIRE SUPERIEUR i 1.

Soit A une substitution linéaire dans D ; nous allons dans
ce chapitre étudier le comportement de A® et des coefficients a;}

lorsque 7 croit indéfiniment.

Soit p un nombre positif p inférieur au rayon polaire P
de A. Soient Aj,..., N\s les pbles, en nombre fini et de rang fini,
de A(\) dans le cercle (¢): | M| < p; solent m; lordre de A
et A;j la substitution principale correspondante; en posant

A= Zji A; + B, on a; d’aprés le chapitre précédent:

Au

H

z A + B
3

1\»
Ar = (;) Qi(n) avec: degré de Qi(w)=m;—1;

1

fBuy i — M étant un nombre indépendant de 7. (17)
po

1\=
donc: An %(r) Qi(n) + B® (18)

)
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] n

Pour le comportement de la partie = (—) Qi(n), nous renvoyons

i\

]
a un Mémoire de M. Fréchet [Fréchet, 1] oft ce probléme est
complétement traité. Mais en général on n’est pas suffisamment
renseigné sur B? par I'inégalité (17): le seul cas ol elle permet
de conclure est celui oft P est supérieur & 1: en effet, dans ce

cas on peut choisir p supérieur & 1, et alors || B* || tend vers O
au moins aussi vite que ~—; dans tout ce chapitre nous nous pla-
p

cerons donc dans ce cas. Nous n’indiquerons pas tous les résul-

tats que l'on peut alors énoncer (voir par analogie Fréches, 1).

Nous préciserons seulement ce qui suit:

Lorsque | A®| reste bornée quand » varie, nous disons,
avec M. Fréchet, que l'on est dans le cas borné; pour que l'om

soit dans le cas borné, il faut et il suffit:

1.°) que les pébles 2; soient tous de module supérieur ou
égal & 1.

2.°) que les pOles de module 1 soient d’ordre 1.

On démontre alors que:

TuforEME Iz, 2: Dans le cas borné, les A" convergent aum
A+ AT+, .+ A®
au sens de Cesard; si I'on pose: = (n) = T =
”

lim w(n), linfiniment petit ||# — 7 (n)|| reste inférieur & une
n-»®
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M

quantité de la forme 22 ot M est indépendant de # et = n’est
n

autre que la substitution principale de A relative au pole 1, s’il

existe, sans quoi = est identiquement nulle.

TufiorEME II;,,: Pour que les al, restent bornés en modu-
le, quels que soient 7, # et n, lorsque # varie, il faut et il suf-
fiit que les pOles \; solent tous de module égal ou supérieur & 1,
et que ceux de module 1 soient d’ordre 1; autrement dit: il faut
et il suffit que I'on soit dans le cas borné.

Ainsi, ce qui n’était pas évident: pour que l'on soit dans le
cas borné, il faut, nécessairement mais aussi il suffit que les

|al | restent bornés.

TuforEmE IIIy,,: Dans le cas borné, les 4} convergent,
uniformément par rapport & i et k, au sens de Cesard; si Ion

ay + @} +..+ af '
pose: mi,k(n) = , Tk = lim my(n), on a:
n n—-»o0
[T — mie () | <[|7 =7 (m) || < M ; si 1 n’est pas pdle de A(N),
n
mix = 03 sinon, les mjy sont les coefficients de 7 et par suite

peuvent s’écrire, d’aprés la formule (13), sous la forme: my =
zm <p:‘ 1!/2 , m étant d'ordre du pOle 1, les ¢; et les ¥y satis~
h=1

faisant aux conditions indiquées page . Par suite les séries

2| mi| convergent et ont leurs sommes bornées lorsque i varie.
k
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Pour pousser plus loin I’étude du cas borné, nous avons
besoin de quelques proprietés, d’ailleurs intéressantes en elles mé-
P y

mes, des séries 2| a}].
k

Lemme: Dans le cas borné, quel que soit le nombre positif e,
on peut trouver 2 entiers positifs N (e) et H () tels que pour

n>N(e) et 4> Hf(e), on ait:kzz |a},| < e quel que soit 4.

Plagons nous en effet dans le cas borné; soient N; les poles
de module 1 de A(N), Aj (aik, ;) les substitutions principales cor-

respondantes; Posons A = Z A; + B avec les relations d’ortho-
i

gonalité habituelles; on peut trouver un nombre positif p > 1,

M 1\*
tel que lon ait; |[B"[|< —; d’autre part: a:k,j = ajx,j X (——) s
= pll

i

donc:
n
[aic,i| = |k,
(22 ||< 2 @ lau;))
2z 1< 2, Lol
Posons: X |aik,j| = aix; on a évidemment:
i
M
2% laf| < Z% i + — (19)
k=h = k=h o



On peut trouver un entier positif N (e) tel que pour 7 > N(e)

on ait:

<

S| 2

(20)

N

Si I'on tient compte de Ia forme (13) des aw,; on voit que I'on
peut trouver un entier positif H (¢) tel que pour 4 i H(e) on
ait, quel que soit 7,

€

2" a < - 2n
2

K=

(19), (20) et (21) établissent le lemme. On en déduit aisément
que:

TukorEME 1Va,2: Dans le cas borné, quel que soit i fixe,

les séries 2 |aly| comvergent uniformément lorsque n varie.
x

CoroLLaIRE: Dans le cas borné, quel que soit 7 fixe, les

séries 2 |mi (7)| convergent uniformément lorsque # varie.
k
On en déduit aisément que 'on a, dans le cas borné:
Tk =2 @ik Tk = 2 a4 Wi Mg = 2 W Tk .
i i i

et que:
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THEorREME V,,,: Dans le cas borné, pour que les limites au

sens de Cesard, my des 4% soient indépendantes de i, il faut

et il suffit:
ou bien que 1 ne soit pas pOle, et alors mjx = 0

ou bien que, 1 étant pole, les 2 conditions suivantes soient

réalisées:
a) on a quel que soit i, Ea;k =1
b) le systéme d'équations:
xk=2j aj % (k=1,2,...;00); E xk=1; avec la condition i[xkl <o

admet une solution et une seule—qui est précisément le systéme

des nombres my auxquels se réduisent les i, indépendants de 7.

La démonstration est semblable & celle exposée, pour un pro-
bléme analogue, par M. Fréchet (Fréchet, 1), compte tenu du

théoréme 1V,,,.

Enfin:

TuforEME VI, ;: Pour que 4% converge au sens ordinai-
re, dans le cas borné, il faut et il suffit que A (A) n’ait pas de
pole de module 1 autre que 1, et alors la convergence est nor-

male par rapport & i et k.



Chapitre III.

ExTENSION DES RI:ZSULTATS’ pes CHaprTres I ET 11
AUX OPERATIONS LINEAIRES EN GENERAL.

Soit un espace vectoriel, distancié, complet (B), constitué
par des objets quelconques x [voir Fréchet 5, pour la définition
et les propriétés de ces espaces|. Soit || x || la norme de I'objet «
dans (B). Considérons les opérations univoques, distributives et
continues U dont le domaine est espace (B) et dont le contre-
domaine est contenu dans (B); par continuité de U nous enten-
dons qu'il existe un nombre positif M tel que I'on ait, quel que
soit x:

U@ I <M-lx] (m

Etant donnée alors une opération U, on appelle borne de U et
on désigne par | Ull le plus petit nombre M tel que (1) soit
satisfaite.

1l est clair que les substitutions linéaires A dans Dy sont
des opérations du type U: aussi peut-on étendre aux opérations
U la plupart des résultats des Chapitres 1 et II précédents.

Une opération U est dite complétement continue, si elle trans-
forme l’ensemble des objets # tels que Il x || <1 en un ensemble

compact: il est facile de voir que dans le cas des substitutions A,

cette définition coincide avec celle donnée p.

On définit, comme p. , les suites d’opérations Uq) yeee; Utn) yeue
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uniformément convergentes, et on montre exactement comme p.
que: la condition nécessaire et suffisante pour qu’une suite Uw
converge uniformément vers une limite U est que || Ugyp)— U |l

tende vers 0 avec ' uniformément par rapport & p: on peut
n

alors répéter les théorémes établis au paragraphe 1 du Chapi-
tre 1.

On définit, en désignant par E lopération identique, la 7é-

solvante Uy de U par les conditions:
a) Uy=0 pour A=20

b) (E—-AU)' = E + AUy pour les valeurs de A autres que Q
pour lesquelles (E—AU)™! existe.

La résolvante est encore une fonction «holomorphe de N>, dans
son domaine d’existence; les théoiémes I3,;, Il3,; subsistent évi-
demment: de méme, la définition des pdles de ramg fini, et par
suite celles du ravon polaire et des opérations principales. On
trouve que l'opération principale C,(x) relative a un podle de rang

fini est de la forme:

Colw) = ’Ei x (k) « M (%) (2)

oit les x() (A=1,..,5) sont des objets de (B) et les M (x) des
fonctionnelles linéaires de x (c’est & dire des opérations distribu-

. . . Y ,
tives continues qui font correspondre & x un nombre, réel ou
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complexe). Il est clair que I’étude de toute opération de la for-
me (2), et en particulier son itération, se raméne & celle d'une
substitution linéaire algébrique finie; de plus les opérations com-
plétement continues ont un rayon polaire infini. On trouve alors

que:
THEOREME 12 3: Etﬂnl dOnﬂéé’ 1’0 ératioﬂ U, de rayon OIﬂi-'
) .y

7

re P, on peut appliquer @ I'équation

x=ANU(x) =y ()
les théorémes classiques de Fredholm, pourvu que |N| < P.

TuforEME 1l,,3: Le rayon polaire de la n'®'® itérée U™ de

Popération U est la n'®™° puissance du rayon polaire de U.

On définit également le rayon de convergence d'une opération U.
Soit U=U; + U,, et supposons U complétement continue; soient
P, et R, le rayon polaire et le rayon de convergence de U,;

soit N tel que
IN R <1
L’opération E -AU, admet une réciproque. Posons:

(E-\U)1 = V)

x—NU; (x) =« x = V(@)
L’équation (3) s’écrit:

x’—-kU, V)\ (x') =y (3)v
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Or Popération AU;. VN est complétement continue, puisque U
I'est (3)’ est donc facile & étudier; on en déduit que N ne peut
€tre pour U) qu’un point ordinaire ou un pdle de rang fini: et
finalement le rayon polaire I' de U est > R,.

Mais soit p un nombre positif inférieur & P,, mais aussi
voisin de P, qu'on le voudra; soit Uy’ la somme des opérations
principales de U, relatives & des pOles de Uz de module < p

on pourra poser:

U= U+ Uy) + (U.=Uy)

(U; + Uy) est complétement continue; le rayon de convergence
de (U;—Uy) est > p; donc on aura P > p et par suite:
P > P,; dont:

TufiorEme Illp,g: S§i U= U+ Uy, s5i Uy est compléte-
ment continue, le ravon polaire de U est supérieur ou égal au rayon
polaire de U,.

Le théoréme de Dixon-Riesz (p. ) se déduit immédiatement
du théoréme III;,3, en remarquant que A’—A;q, est compléte-

. . 1 1
ment continue, et que le rayon polaire de A() est > ALl

—
Al
L’itération d’une opération U, de rayon polaire supérieur & 1,

s’étudie par les méthodes du chapitre II; on définit le cas borné
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par le fait que Il U" || reste borné lorsque 7 croit indéfiniment.

On trouve alors que:

TuforBME 1Vy,3: Etant donnée une opération U, de rayon
polaire supérieur d 1, si Pon est dans le cas borné, la n'*™¢ iterée
U® de U converge au sens Cesard, vers une opération limite w, de

telle sorte que:

U+U+ U+ ...+ U M
— x|l < —
=

n

OrfraTION AssocifE D'UNE opfratien U: Soit B espace

vectoriel, distancié, complet constitué par les fonctionnelles linéai-
res ¥(x) des objets ¥ de B. Soit U Popération linéaire conti—
nue qui fait correspondre & toute fonctionnelle ¥ de B la fonc-
tionnelle ¥ [U (#)] ; U est dite ’associée de U.

On montre sans grandes difficultes que:

TukorEME Vi, 5: Une opération U et son associée U ont mé-
me ravon polaire.
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Chapitre 1V.

APPLICATION DE LA THEORIE DU RAYON POLAIRE
AU PROBLEME I

ParacraPHE 1: DEFINITION DU CAS QUASI-REGULIER.

Reprenons notre probléme I (défini dans I’Introduction et
p. ); les nombres pi peuvent €tre considérés comme les coef-
ficients d’'une substitution linéaire P dans ’espace Dy, substi-
tution dont nous désignerons la résolvante par P(N) et le rayon
polaire par P: notre p.robléme I n’est donc pas autre chose que
'étude de 'itération de P: or nous avons appris & traiter ce pro-
bléme dans le cas o P > 1; nous nous placerons donc dans ce

cas, que nons appellerons le cas quasi régulier.

Il est clair que || P* |l = 1 quel que soit #; d'ailleurs 1 est

toujours un point singulier pour P (), car le systéme homogéne

Xi =k§'°: ik ¥k (i= 1)2>“')°°) (1

admet toujours au moins 1 solution non nulle: xi=1 (i=1,2,...,00);
le rayon de convergence de P est donc égal 2 1, et P est > 1.
Mais du théoréme V,,;, on tire immédiatement que la condition
nécessaire et suffisante pour que I’on soit dans le cas quasi régu-
lier est qu'il existe un rang », un nombre positif n, un entier 4

tels que I'on ait: =" Py > > 0, quel que soit i; autrement dit,
k=l =
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le cas quasi-regulier, est le cas o, parmi l'infinité dénombrable des
érats possibles By (k=1,2,..,0), il en existe un nombre fini:
Ekl sy By yeees Ekq, tels que, quel que soit I'état Ei actuellement
réalisé, il y ait une probabilité a§_‘11 P:(“ supérieure a4 un nombre
positif déterminé n de réaliser 'un ou lautre des états Eyx, en
un nombre fini et déterminé v d'expériences. Le cas quasi régu-
lier est ainsi caractérisé tant au point de vue de 'analyse qu’au

point de vue du calcul des probabilités.

Plagons nous dans un cas quasi-régulier: il existe au moins

un groupe de ¢ indices k£, avec un rang v et un nombre 7
v
correspondants, tel que 2‘11 Pix, reste supérieur a 7 lorsque i
a=

varie: mais il se peut qu’il existe plusieurs tels groupes, et mé-
me une infinité; il y en a en tous cas un ou plusieurs pour les
quels ¢ est le plus petit possible; c’est toujours I'un de ceux-ci
que nous considérons par la suite, et le nombre ¢ ainsi bien dé-
terminé sera appelé lordre du cas quasi-régulier considéré; évi-
demment ¢, c’est & dire 'ordre, est au moins égal & 1; il est
clair que le cas régulier défini au chapitre I de la section I n’est
autre que le cas quasi-régulier d’ordre 1.

Au point de vue de l'itération de P, puisque | P* || =1, on
est dans le cas borné défini au chapitre IT de la section II; nous

en déduisons immédiatement que:

LemMMmE 1: Dans le cas quasi-régulier, on peut quel que soit ¢
trouver 2 entiers positifs N(€) et H(e) tels que l'on ait, pour
n>N(e), 2> H(e), et quel que soit i:kE: n<e.
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Page , nons avons démontré cette propriété pour le cas
régulier, par un procédé direct, d’ailleurs applicable aussi au cas
quasi-régulier; on remarquera que la propriété exprimée par ce
lemms est une condition nécessaire et suffisante pour le cas qua-
si-régulier.

Lemme 2: Dans le cas quasi-régulier, les séries Z P} conver-
k

gent uniformément lorque n varie, quel que soit i fixe.
zn_ Ppi

j=1 Lk .
Posons: 7! = ——— ; on a, comme corollaire du lemme 2:

n

LemMme 3: Les séries 2w, qui évidemment convergent et ont
k

pour somme 1, convergent dans le cas quasi-regulier uniformément

lorsque n wvarie, quel que soit i fixe.

ParRAGRAPHE 2: LEs POLES DE MODULE 1 DE P(N) DANS LE cas
QUASI-REGULIER.

Les méthodes de ce paragraphe sont celles d’un Mémoire de
M. Fréchet [Fréchet, 3], convenablement transposées. Dans le
cas quasi-régulier, un nombre ¢, de module 1, est un pOle de
rang r de P(\), si Pon peut trouve 7, et r seulement, syst€émes
linéairement distincts de nombres non tous nuls ¢; (f = 1,2,...00)

satisfaisant aux relations:
n ——
‘Pizfn-%Pik e (2 n=1, 2., .

et tels que | ¢;i| reste borné lorsque i varie; nons poserons ¢ =



borne sup. [ @i |. Soit ¢ l'ordre du cas quasi-régulier consi-
déré.

LemMMmE 4: | ¢i | atteint sa borne supérieure ¢ pour au moins
1 valeur de 7 inférieure ou égale 4 ¢.

En effet, ¢ est > 0; soit V l’ensemble des nombres entiers
positifs tels que: | o | = ¢ st i ¢V, |ei|<e si i¢U-V,
U désignant ’ensemble de tous les entiers positifs. Il s’agit de

montrer que V contient 'un au moins des nombres 1,2,..., ¢g.

Soit € et € deux nombres positifs arbitrairement choisis par-
mi ceux pour lesquels ¢ < ¢, ¢ <1p; soit V(e) I'ensemble des
entiers positifs 7’ pour lesquels on a: |¢y [>¢—€; V(e) n’est

pas vide, et il existe au moins 1 indice 7, pour lequel on a:

¢ —|eoi, | < e€

v
v .
Et commeona: ¢; =¢ - Zki Pik ¢, on peut écrire:

V] v v
,“’iliz Pi .o+ 2 Py (p—¢) =p—€.2 Py
k¢ Vie) ke U-Vie) k€ U-Vi(e)

Ce qui donne, pour i = ido:

v A4
Z P <¢ ou: 1-¢€ < 2 Piok 3
k¢ U-Vie) = =k¢ Vie)
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Mais on a par hypothése:

v
Z Pixk < 1-19 4)
k>q =

Comme € <19, la comparaison de (3) et (4) indique que V(e)
)

contient au moins I'un des entiers 1,2,...¢; prenons e = Pk

¢ ¢ ' 0
ona: V{-|J(V|—], e¢ V=1VJim V{~]; ou encore:
n n-1 n-»® n
V est la partie commune & tous les V <‘f); il en résulte évi-
n

demment que V contient I'un au moins des entiers 1,2,.., ¢.

Lemve 5: Dans le cas quasi régulier, tout pble ¢ de module 1

de P(N) est racine de lunité.

Soit a, un entier < ¢+ 1, appartenant & V; on a: I‘Pa.,| =

¢ >0; or: qoaO:cV-EPV Ok

k %ok
et puisque:
v
1= % Paok
on a:
. v - Pk _
2P, |1 | T O (5)
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Posons:
+is v, S
a 1 = ¢c.—
8 . S0(10
On a:
v ook f‘n"k!z
a2 + 5 =|c. = —
k k <Pa° e =
I—a >0 (6)

Mais de (5), on tire:

vy
0=2P, (-a)

v
Donc ax =1, pour toutes les valeurs de % telles que Paok soit

>0, ce qui a nécessairement lieu pour une valeur «, inférieure
i g+ 1, daprés:

vy
DL >9>0

k=1 %ok

Mais g, = 1 entraine bal =0, d’ou: ey = v " Ca,, [(aal] =¢;

on peut alors raisonner sur @; comme sur ®,; on peut ainsi dé-
terminer de proche en proche une suite indéfinie d’entiers oo,

%1000y %s,.. tels que lon ait, quels que solent 4 et s :
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1<a <g %)

‘pas-l-h = ;:‘ : ‘Pa' (8)i

Donc, dans toute suite de (g + 1) nombres a consécutifs: o,
®si1, -5 Ossq, il ¥ €n a au moins 2 d’égaux, soient a; et Gy ,

avec 0 <u—r<g; etlon a daprés (8):

_ S”at _ ‘Pau
Pa, = =
V-t cv(u-t)
vVu-t) = 1 (9

ce qui établit le lemme 5.

Comme on a: 0 < u#—1t< g, on pourrait en fonction de

@ et ¢ donner une limite supérieure du nombre des pOles de mo-

dule 1 de P(\); voici a ce sujet un résultat intéressant:

LeeMe 6: Dans le cas quasi-régulier d’ordre 1, c’est & dire
régulier, P(\) n’admet que 1 comme pdle de module 1.
En effet, puisque ¢=1, as =1 quel que soit s; et, quels
que soient § et 4, on a:
I
1 = Pag.n = ¢as avec: Pqg.p = cveh ” Pag

¢ satisfait donc & I’équation xv:*=1 quel que soit A, ce qui

ne peut avoir lieu que si ¢=1.
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D’autre part, & l'aide des lemmes 4 et 5, on étend facile-
ment au probléme actuel des démonstrations de M. Fréchet
[Fréchet, 3, p. 75 & 79] relatives a un autre probléme de proba-

bilités en chaine. On trouve ainsi:

Proprifité 1: marquons sur le plan complexe les images
des quantités ¢,, pour i ¢ V; soit A l'ensemble de ces images;

A est constitué par un nombre fini de points; ¢ au plus.

ProprIETE 2: Posons c=el¥, avec ‘If§O, c’est a dire
qu’il ne s’agit pas du pdle 1; A est invariant par une rotation
d’angle ¥ . On en déduit que A est constitué par les sommets
d’un polygbne régulier de j cOtés, j étant au plus égal & g5 et
que, Yo désignant le plus petit degré des équations bindmes dont
¢ est racine, on a vo < j < g¢; enfin, qu’il existe un entier N,
au plus égal 4 ¢/, tel que tous les pdles de module 1 de P(})
soient racines de 'équation x¥=1.

ProprIETE 3: Soit z un point de A, et 2 son affixe, soit
V(z) la partie de V, telle que ¢i =2 pour 7€ V(z); si 7€ V(2),
pix he peut €tre >0 que si kEV(f) .

[

ParRaGrAPHE 3: REMARQUES SUR LE RANG DU POLE ] DE P
DANS LE CAS QUASI-REGULIER.

Examinons particuliérement le pdle 1 de P(A) au point de

vue de son rang; supposons ce rang supérieur & 1; on a; en con-
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servant les notations du paragraphe précédent, mais olt 'on sup-
pose ¢ =1, ¢ =1, et pour i¢V:

J 1=2 py dott:  1=2 pic > 2 py | x|
k k = k

] s0i:2k17ik¢k d’ott: 1=l¢i]:]§1§ik¢kl§f:ﬂikl¢kf

donc: 2 pi |ex| =1; par suite:

k

2 p=1 pour i¢V (10); pux =0 pour ¢V, kcU=-V(l1)
kCV

On en déduit que:

v
S Pe=1 s igV (12)
keV

Par suite, en désignant par Q Pensemble des entiers : 1, 2,.., g,

le produit V-Q, qui n’est pas vide, est tel que:

v
Z Pu>n9 si i€V

g (13)

D’ailleurs V.Q comprend au plus g—1 éléments; en effet, les
équations:

v v
4~ 2 Pypemg=3 P GeU-V)
RCU-V - Ry " €U-vy
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le pdle 1 n’étant pas de rang 1, admettent outre la solution
% =1, une autre solution x=¢; (¢ U-V); donc, la substitu-
tion A, de coefficients ay = P}, pour i€ U-V, k¢ U-V, a43=0
dans les autres cas, est telle que la substitution E —A n’admette
pas de réciproque; donc: [A] >1; orsi V.Q=1Q, on au-

v
rait: % VPik < 1-7, ce qui entrainerait: A <1.
ke U-

Mais alors, si Uon se place dans le cas régulier, ¢g=1, V de-

vrait étre vide, ce qui est impossible et nous fait conclure que:

LemMme 7¢ Dans le cas régulier— ou quasi-régulier d’ordre 1,—
le pdle 1 est de rang 1. Placons nous donc dans le cas ofi, le
rang du pdle 1 étant supérieur & 1, 'ordre ¢ est également > 1.
Du groupe G de tous les états Ex, extrayons le groupe G! des
états By pour lesquels & ¢ V; d’aprés (10), (11) et (13), on voit

que:

A] Si une expérience réalise 'un des états de G!, les expé-
riences suivantes ne pourront réaliser que des états de G!': on
peut donc étudier & part le comportement des probabilités P7 oft
i€V, k¢V; elles ne dépendent que des pik pour lesquelles 7 ¢V
keV.

B] relativement & G! on est dans un cas quasi-régulier d’or-
dre g—1 au plus, [G! peut ne compter qu'un nombre fini d’états;
on est alors ramené & un probléme de probabilités en chaine pour
un nombre fini d’états possibles, probléme qui peut toujours étre

considéré comme un cas particulier du probléme I, et auquel on
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peut étendre la définition du cas quasi-régulier: il est a noter

alors que la quasi-régularité est toujours réalisée].

Ceci étant pour G!, ou bien le pble 1 est de rang 1, ou bien
non: dans ce dernier cas on raisonne sur G! comme on a raisonné
sur G; et on détermine ainsi des groupes successifs G!, G2 ....
non vides, et quasi-réguliers d’ordres décroissants: on aboutira
donc en ¢—1 opérations au plus & un groupe pour lequel le pdle

1 sera de rang 1.

Lemume 8: dans le cas quasi-régulier, on peut toujours déter-
miner un groupe non vide, H d’états Ei jouissant des proprié-
tés A et B et pour lequel le pdle 1 soit de rang 1.

Avec M. Hostinsky, appelons cas (H) le cas ot il existe un
rang u tel que dans le tableau des PA, les éléments de la diago-
nale principale et des 2 diagonales adjacentes soient tous positifs,
d’ott il résulte que quel que soient i et k, on peut trouver un
entier positif # tel que P% soit > 0; dans le cas ou il n’y a
qu’'un nombre fini d’états possibles on en déduit qu’on est dans
un cas positivement régulier; il n’en est pas de mé€me ici.

Soit un cas (H); soit M un nombre complexe de module 1,

tel que le systéme d’équations dans Dy, :
% = )\kz‘: Ditc % (14)

admette au moins 1 solution non nulle; nous disons que le cas

(H) considéré est simpole pour N, si parmi les diverses solutions
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de (14), il y en a au moins une, %;=¢;, telle que | ¢ | attei-
gne sa borne supérieure ¢ pour au moins une valeur finie de 7.
Placons nous dans cette hypothése, supposons g=1, et soit V

Pensemble d’entiers positifs qui est tel que:
lei|=1 st i¢V; Je] <1 si i¢U=-V;y
On a, pour 7€V et quel que soit n:

]1=z Pn. 1=3P2 > I P o]
k k == k

d’oit 'on déduit que
[qai:)\".i) P?k' 0K l=l<pil=l§P;1k¢kl§§P{lkl¢kl

Il en résulte que, pour 7 ¢V et quel que soit #:

l IZEP;L [ex] = lf P okl

IIZZP& = 3Py lexl
k k

Ceci exige que l'on ait, quel que soit 7, pour ¢V et E¢U-V:
Pr =0.

Mais, quels que sotent 7 et %, on peut choisir # de telle facon
s> Q q p €
que l'on ait: P2 > 0: d’olt une contradiction, qui nous oblige &

admettre que V= U; D’autre part, 'inégalité: X P [o | =
q part, g it

I .E PR ¢ | exige que ¢x = | ¢k | €10, avec 8 indépendant de &,
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pour toutes les valeurs de # telles que PJ soit non nul (tou-
jours sous la condition 7¢V); or le fait que I'on est dans un
cas (H) entraine que, pour une valeur donnée de I'indice 7, et
quel que soit %, on peut trouver un rang #z tel que tous les P&
soient positifs pour # i h; on a donc: op = |y ot = i, quel
que soit k; on peut d‘ailleurs supposer 6 = 0; on tire alors de

(14) que P'on a, quel que soit #:

= \t. Y pn
1 =2-3pPn

De sorte que N est nécessairement égal & 1.
On déduit aisément de ces proprietés, en les rapprochant des

résultats du paragraphe 5, que:

TuforEME: Si l'on est & la fois dans un cas quasi-régulier,

et dans un cas (H), on est sfirement dans le cas régulier.

ParacrapHE 4: COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES P
DANS LE CAS QUASI-REGULIER.

Solent ¢1, ¢2,..., ¢1 les pdles de module 1, autres que 1, de

P(\) dans le cas quasi-régulier; soit » un nombre positif infé-
1

rieur & 1, supérieur & — , et tel que P (A) n’ait pas de pOle
P

dans la couronne:

[

1< N <

]
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Les résultats du chapitre I1 de la section 3 nous indiquent qu’il
existe des nombres p{ bornés en module par un nombre déter-

miné M, et des nombres i, tels que lon ait:

i
axk >

a 1 1 o)
Py = mi "".Elaik X —+ pi- (15)
: 1= n
£
Tk, o, plk7 sont tels, en outre, que les séries E Tik , 2 af, Z pi)

convergent absolument, et uniformément lorque # varie en ce qui

concerne 2 p@ .
*

Plus généralement, soit W un sous-ensemble quelconque de

de I’ensemble U de tous les entiers positifs; posons: PR =2 PR ;
ke W

Fw = 2 Ty, ol =2 o, f0 p{M 3 on peut supposer

1w

REW W™ —k(

encore: | p‘“) | <M; on a alors:

n 1
Pi;w = Ti,w + 2 al»w X — 4+ p(n) d (15)’

5

Les ¢; étant racines de I'unité, on tire de (15) et (15)° que:

TaEOREME 1y, 4: Dans le cas quasi-régulier les Pro, et en
particulier les P, sont des fonctions asymptotiquement périodiques

de n.

TuforbMmE 1y, 4t Dans le cas quasi-végulier, les Pr. et en

particulier les P}y convergent, au sens de Cesard, et normalement,
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vers des limites wi,y ou wy; et on peut déterminer un nombre N

P! + P +..+ Py

tel que Uon ait, en posant wj =
n

N
l""?k""ikli—
= n

Les iy sont positifs ou nuls, et Pon a: 2wy = 1.
k

Si 'on fait w =u dans (15)’ on trouve:

1 1 @
1:]+2aiyu><—+l’i)u'rn
=t on
b
D’ott 'on déduit:
i b] (m) (n)
X,y = % a = 0 (16) Piry = E pisk =0  (17)

TuforEME Illp, 4: i le pole 7 de P(N) est de rang 1, et
dans ce cas seulement, les limites wy sont indépendantes de i et se
réduisent & des nombres wy, qui satisfont quel que soit w, en

posant xx = my, au systéme d’éguations S(p) :

I
l e = ? Pix xy
S(u) [

Sxe=1 avec la condition T |xx| < oo
Xk x

et constituent d'ailleurs sa seule solution.
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TutorEME IV,y4: 87 le pdle I de P(N) n'est pas de rang 1
on peut en tous cas déterminer un ensemble non vide W dentiers
positif, tel que pour i ¢ W, k ¢ W, les my soient indépendants de i

Ce théoréme résulte immediatement du lemme 8 précédent.

TuEorEME Vp,4: Si P(N) w'admet pas de pole de module 1
autre que 1, les PR comvergent, au sens ordinaive et normalement,

vers les limites wyc .

PARAGRAPHE 5: cAS PARTICULIER DU cas REGULIER
0U QUASI-REGULIER D’ORDRE 1

Il est clair que, dans le cas régulier, le pdle 1 est de rang 1
et que P(\) n’admet pas de pdle de module 1 autre que 1; il est
facile de voir également que si P(\) n’admet pas de pdle de mo-
dule 1 autre que 1, et si le pole 1 est de rang 1, on est dans le

cas régulier; les formules (15) et (15)" deviennent alors:
n — (n)
Py = Px + pi - 7 avec |pu| < M (18)
n — (a) (n) ,
Piw =P + piy - avec | piw| < M (18),
On retrouve ainsi toutes les propriétés obtenues directement au

chapitre I de la section 1; les quantités que nous avons alors

appelées sy sont:

(n)
Sik =n2=3°: pig + 1 (19)
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On en déduit que les séries 2 six convergent absolument, car on a:
K

r

(n)
2 !&kli leiklr") 2 (zlplk D rn<M

1 -r

Et si 'on pose: S;= 3 six, on peut déterminer H(e) de telle-
k

facon que l'on ait:

h h (n)
[si— Dsie| < e |21pik|<e pour 4 > H(ey
k=1 k=

(n)
puisque 2 py = 0 d’aprds (17), et que, pour 7 fixe d'aprés le
k
théoréme 1IV2,2, les séries E [ p{D | convergent uniformément

lorsque 7 varie; alors:

yh . ‘h (n) b (n) r
| X Jikl = I 2 pi) ™ l <z Iz‘_Pik [r <e- -——pourh>H(e)
k=1 n k=1 = n k=1 1—7'

On en tire que:

Zsp =0 (20)

On démontre de méme que l'on a:

Sik = ? Sij Pik + (Pik - Wk) (21) (i) k=112:'",°°)
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(20 et (21) généralisent certains résultats de M. Fréchet (Fré-
chet, 2, p. 14).

Remarque: Dans le cas régulier, la méthode de Markoff
nous a montré qu'on pouvait trouver un nombre positif 4, tel

que I’on ait quel que soient 7,k et n:

n —_ v
lPJk'"Pléﬂ (v/1=n)*

Si 'on rapproche ce résultat de notre théorie actuelle, il signifie

que P(N\) n’a pas de pdles dans la couronne : 1 <|A < —

Vi—n
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Chapitre V

ITERATION D'UNE CLASSE PARTICULIERE DE SUBSTITUTIONS :
LES SUBSTITUTIONS HOMOGENES FINIES, DE RAYON
POLAIRE QUELCONQUE.

PArRAGRAPHE 1: PROBLEME RELATIF AUX FONCTIONS ALGEBRIQUES.

Soit y = f(x) l'une des déterminations, holomorphe a I'origi-
ne, d’une fonction algébrique de la variable complexe x; au voi-
sinage de l'origine, y admet un développement en série de Tay-

lor de la forme:
y =go t g1x +t gax o )

Nous nous proposons de fournir une expression approchée de ga
pour les grandes valeurs de n, connaissant les points singuliers de y.
y ne peut avoir quun nombre fini de points singuliers; soit p
un d’eux; au voisinage de p, y admet un développement de la
forme :

F a -7} @,
y=|— 1 + = 4.+ kd

(F

N

1
X ¥ X
+ [Bo + 61 (l——) Feeeet Ba (1— —) +... (2
| [ P
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¥ est un entier supérieur ou égal a 1; (1 - -) représente une
P

détermination bien déterminée de la racine ¥'*™¢ de (1 - 1c) ; la
P

partie du développement (2) située dans le 1°" crochet constitue
ce que nous appellerons /z partie principale de y relative & p; 2

cas sont & envisager:

1.°) Cette partie principale n’est pas identiquement nulle;
p est alors un point singulier polaire pour y (si ¥ =1, c’est un

pole ordinaire); ¢ est égal ou supérieur & 1; @, est non nul par

©
hypothése. Nous dirons que — est l‘ordre de y relatif & p.
v

2.°) La partie principale est identiquement nulle: p est alors
un point singulier simple; il faut supposer ¥ > 1, sans quoi p

ne serait pas singulier du tout. Nous appellerons alors ordre de »
r

(4
relatif & p le nombre — — , oft ¢’ représente le plus petit en-
v ’
- .. - ¢ .
tier positif tel que B(p, soit non nul et — non entier.
)4

Ainsi, nous avons défini dans tous les cas lordre de y rela-
tif @ p: nous le désignerons par la lettre 6 et nous 'appellerons
simplement lordre # de p. Remarquons qu‘on ne modifie pas

Pordre de y relatif & p en lui ajoutant une fonction réguliére en p.

Traitons d’abord un cas particulier simple:
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Cas PARTICULIER: Suposons que ¥ = (1-x)% oll a est reel
et rationnel; y n’a évidemment qu’un seul point singulier: x=1,

d’ordre — «, si toute fois & n’est pas un entier positif. Posons:
«
(1-x2) = 2 G, () 2.
1N
Si a est entier positif, G, () est nul & partir d’une certaine

valeur de #. Placons nous dans le cas ol « n’est pas un entier
positif; on sait que:

o (a=1) ... (e=n + 1) - a(=a+1)...(~a+n-1)
Gn(“) = (—1)" - = =

n! n!

I'(n—oa)

= (3)
I'(—=a) T(r+1)

Or, rappelons la formule de Stirling, valable pour 2> 0:

Z+'k -2+T

F'(+1) =/2r 2 e

1
ott 7 tend vers zero avec - ; il vient, d’aprés cette formule :
2

n-o—-% —nt+oat+ltn
n-a-1) e

Gn(a) = I‘(—a) nn +'5' e-n+rz
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atl n-a-}%
4 1 ( a+1 Ty — T2
= 1 - — e
T'(-a) nlte n
1
olt 7 et 7, tendent vers zéro avec - ; lorsque z croit indéfini-
n

atl\? "o~ - (at1)
ment, (1 = tend vers e ; on peut donc écrire:

Ga (o) = —— X —1= (1+&) @
I'(-a nite
1 1
ol ¢, tend vers zéro avec — . Etant donné d’ailleurs que
n r-a)

est nul si a est entier positif, la formule (4) reste valable méme
dans ce cas, tout au moins pour les valeurs suffisamment gran-

des de 7.

Cas cinfiraL: Envisageons maintenant le cas général. Soit
R le module de ceux des points singuliers de 3 qui ont le plus
petit module. Supposons d’abord que y n'admette, sur le cercle
lx] =R, que des points singuliers simples, p; et pz par exem-
ple, d’ordre 6; et 6,; 5 désignant un entier positif, y admet,

au voisinage de py, un développement de la forme suivante:
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J J e
o1~1 x\w, e1+AYy 2\ 2\
y=3 B;(l——) '+ Bi(1--) "+ 1—-) *
j=0 o1 = ’1 o1 J>¢;+h\1’1\ p1/(5)
2 @, .
avec 0y = — — , 0, = — -, conformément aux notations de
¥ Wy

la page précédente. y=S;+Y;+Y

en désignant respectivement par S;, Yy, Y les 3 sommes qui
figurent au second membie de (5). Y est une fonction algébrique
réguliére & l'intérieur du cercle |x]| =R et qui sur ce cercle admet
comme points singuliers peut-étre p; (avec un ordre certainement
inférieur ou au plus égal & 6;— %) et sfirement p,, avec précisé-
ment lordre 60,; ainsi, au voisinage de p;, Y admet un déve-

loppement de la forme:

s, J I
¢2-1 2 x\ V2 ‘Pz+ll ‘I’g 2 AN 2 x\ Vo
Y=2 3,-(1——) +3 ,3,-<1~-) +z  Bf1--)
=0 p2/ e p2/  >P,tn¥,\ p
= Sg + Yz + Z

en désignant par S,, Y,, Z les 3 sommes que figurent dans le
2.° membre de (6). Yi, Y, Z admettent, au voisinage de I'ori-

gine des développements de la forme:
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Yi=2glx"; Y, =2g2x"; Z=23/Iyx"

D’aprés notre définition de I'ordre, S; et S; sont des polynOmes;

on a donc, & partir d’'une certaine valeur de #:

gn=gi+g§+lzn

On a évidemment, d’aprés (4) et la valeur de Y, :

1 1 ‘P;+}l\1’1 1 1 @)

g=—2 " X ———X—— (Ite)

pt =¥ ] —

117 r<- J ) Ity

¥
1 . () 1
otl Bﬁ”l est différent de 0, les e, tendant vers 0 avec —; on

n

peut donc écrire, en prenant seulement la partie principale de

1
1 _ 690’1 < 0:
Za, €t en posant ¢y = Ty > ¥
n_ 0l 1 1
g = T (1+e)  en tendant vers O )
1
0.—1
2= [_fl n (1+€é) € tendant vers 0 €))
P2
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Considérons d’autre part la fonction Z, qui est évidemment
une détermination de fonction algébrique; & Dintérieur du cercle
[x]| =R, elle est régulire; sur ce cercle, elle est finie et conti-
nue; elle est méme uniforme si I'on fait la convention suivante:
Z a comme y, une valeur bien déterminée & l'origine; attribuons
a Z sur le cercle |x| =R les valeurs que l'on obtient pour cette
fonction lorsque, partant de l'origine, on atteint ce cercle par un
chemin qui n’a préalablement ni touché ni franchi ce cercle. Alors
la fonction de w: Z (0) = Z(Rem) uniforme, finie, continue,
et périodique de période 27, admet un développement en série

trigonométrique qui n’est autre que:

Z () = Z(Relw) =3R"2%, (cosmw + isinnw)

n
d’aprés des propriétés bien connues. Mais d’autre part, d’aprés
la fagon méme dont on a obtenu Z, Z (w) est pourvu de 4 dé-
rivées successives d’ordre 1, 2,..., A, toutes uniformes, continues

et finies: il en résulte, d’aprés un théoréme dfi & Darboux (Dar-

boux, 1, p. 10) que la quantité #'! R® 4, tend vers O avec

1 1

-b1 N
— ; on peut donc poser: /sy =— n &, ot &€ tend vers
n Rn

1 . . . \
zéro avec - ; etsil'on a pris 2 supérieur & - 0; par exemple or
n

peut poser:
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€1 6h—1
hh = 3 n e 9
Py

En vertu de (7), (8), et (9) on peut écrire, en modifiant 1’ex-

. -
pression de €, :

6:—1 6.—1
=L U+ +2Za 1+ &
Py Py

On raisonnerait de méme si, au lieu de 2, il y avait un nombre

quelconque 7 de points singuliers simples sur le cercle | x| = R.

On trouverait pour g, une expression de la forme:

Ci 0i

—1
=2 n 1+ €) (10)

i=1 p}

ol aucun des ¢; n’est nul et olt les € sont infiniments petits

1
avec - .
n

Passons maintenant au. cas le plus général, ot y admet 4 la
fois des points singuliers polaires et des points singuliers simples
sur le cercle |x|= R. Soient p;, pz,.., ps les points singuliers
polaires de y sur le cercle |x|=R, Qi, Q,..., Qs les parties

principales correspondantes, soient psiy, Pss2 sy Pr (7 > ) les
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points singuliers simples (|ps:si]l =R). Posons: Yy = 2° Qi;
1=1
Y= y-Y; Y; et Y, admettent au voisinage de l'origine des

développements de la forme:

Y,:Egtllx“; Yz_:zg

=

et ona: go= g + g%; Qi peut &re développé au voisinage

de l'origine, et en vertu de sa forme, d’aprés (2) et (4), on a:

@) ]
a
o o T -1 i x
Qi=2{3% —— p~i 1+ e —
n |j=1 ;]_ pi
T v
En ne gardant qusz les parties principales, et en posant ¢ =
()]
Lo <
e\ > 0, on trouve:
r —q,—)

0i“1 1
(14 &) (11)

Ci
1 = s )
gl’l i=1 p{\

. . . 1

ot aucun des ¢; n’est nul, les € étant infiniment petits avec _,
n

D’autre part, Y, n'admet comme points singuliers sur le cer-

cle | x| = R, que des points singuliers simples, parmi lesquels

Psi1 ey Pr avec les otdres 0giy ,..., 0., et peut &tre certains des
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points 1, P2,y Ps, SOIt P1, @2,.., Pv (¢ <) avec des ordres,

nécessairement négatifs, 6, ... 8 ; d’apr@ (10), on peut éerire:

= O ey r e 8 g
& T2 E ” I+ a” imst1 pl " 1+
d’onn:
a 61 . ¢ -1 N o 61
=2 —n (1+)+2—pn (1442 —n (14¢
i=1 P? i=t p? =s+t P:‘
- ¢ ai—1 -y Sy -0 . o &1 i
— v —_ i” r o
i=1 01 " &t P " (It+e,) 1=t+1 P} no (Ite)

et puisque l'on a nécessairement 8 —6 <0, on a, en posant:

) . € 60—
d=¢ + —pn (1+€) @G=1,2..9
¢
Ci gi—1
fo = ? E n (1 +~e§}) (12)

La formule (12) résout le probléme que nous nous étions propo-
sé; elle ne fait intervenir que les points singuliers de module mi-
nimum, avec leurs ordres. Nous allons en déduire diverses consé-

quences.

— 124 —



SUR L'ITERATION DES SUBSTITUTIONS ALGI::BRIQUES LINI::AIRES

TukorEME Iy,5: La fonction y = f(x) étant une déicrmina-
tion, réguliére & Porigine, d'une fontion algébrique et admettant au
voisinage de 'origine le développement: y = EOgn X", pour que | gq|
reste borné lorsque n croit indéfiniment, il faut et ¢l suffit que y
n'admette pas de point singulier de module inférieur d 1, et que les

poins singuliers de module 1, 5'il y en a, soient d'ordre inférieur

ou égal a 1.

LemMe: Pour que les coeficients g, du développement, au
voisinage de lorigine, d’une fraction rationnelle y, régulire &
I'origine et pourvue d'un pdle au moins a distance finie, soient
tous réels et positifs ou nuls, au moins & partir d'un certain rang,
il faut que parmi les pdles de module minimum de y figure un
nombre réel positif.

En effet, d’abord on peut supposer les gn réels et > Q 4 par-

tir de go inclus; cela revient & retrancher de y peut étre un
pOlynome, ce qui ne modifie en rien les singularités de y; d’autre
part, en appelant R le module des poles de module minimum,
on peut supposer R =1, car on peut toujours se ramener & ce
cas par le changement de variable x = R«'.

Imaginons alors que parmi les pdles de module 1 ne figure
pas le nombre 1: le nombre 1 étant régulier, et la série En o X4
ayant tous ses coefficients positifs ou nuls, y ne saurait admettre

aucun pdle de module 1, ce qui est contraire & hypothése.
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CoNSEQUENCE: Soient py, P2, Pj,-.- Pn des nombres tous

distincts, Q;(n) des pdlynomes en 7; on sait que Pexpression

Qj(m)

er

£ =2" (13)

peut &tre considérée comme la coefficient du développement au voi-
sinage de 'origine, d’une fraction rationnelle de p les gy, £;,..., €n:
d’aprés le lemme précédent, une expression de la forme (13) ne
pourra &tre constamment réelle et positive ou nulle (du moins &
partir d’une certaine valeur de #) que si, parmi les pj, figure
au moins un nombre réel positif.

Revenons alors & notre fonction algébrique 7, de développe-

ment: y =2 gnx", les g, étant de la forme (12); solent gy,..,
n

pi,-- bn les points singuliers de module minimum et d’ordre maxi-
mum de ¥; on peut supposer [pj| = 1; soit 8 d’autre part or-
dre maximum des points singuliers de module 1; d’aprés (12), on

peut écrire:

olt e, tend vers O avec —; supposons que les g, soient réels et
n

positifs ou nuls, & partir d’un certain rang, qu’on peut d’ailleurs
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A &n . , .
supposer €tre le rang 0; alors = est, également, réel et posi-
n

tif ou nul; on a:

< €j
2 =3 ~];+en
n? ioPy

- ¢ ) L

la quantité F(n) =2 — est une fonction presque periodique
]

de n; je dis qu'elle est réelle; supposons en effet que, pour une

valeur 7; de n, on ait: | F(n) — R(Fm) | =%>0, R(Fm)
désignant la partie réelle de F () ; d’apré les propriétés des fonc-
tions presquz périodiquss, on pzut, quel que soient l'entier posi-
tif N et le nombre positif €, trouver un entier 7z, > N et tel

n
que: [F{m)—F ()| <e; prenons alors € < 30 €t N tel que
N
pour >N on ait: || < > onaura: lF(n2)~R(F(nz)i){>¥

et |F(n) + e —R(F(n2) + €np) | > g > 0 de sorte que ‘% ne se-
rait pas réel. ”

Mais d’autre part, F(#) est de la forme (13) : on en dé&-
duit que:

TukorEME 11;,5: La série entiére n2_7°°&g,, X" représentant le

développement, au voisinage de origine, d’une détermination régu-

liere @ Porigine et pourvue de point singulier & distance finie, soit
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y=f(x), dune fonction algébrique, pour que les coefficients gn
soient tous reels et positifs ou nuls (du moins @& partir d’un certain
rang), il faut qu’un nombre réel positif figure parmi les points sin-

guliers de module minimum et d’ordre maximum de 7y .

PArAGRAPHE 2: DEFINITION DES SUBSTITUTIONS
HOMOGENES FINIES.

Nous appelons homogenes finies les substitutions algébriques
linéaires A de coefficients aix (i, k=1,2, .., ) satisfaisant aux
conditions suivantes:

1°) Pour chaque valeur de 7, il n'y a qu’'un nombre fini de ajx
non nuls;
2°) Sauf pour un nombre fini de valeurs de 7, les aik ne dé-
pendent que de i— k; on peut alors supposer que les valeurs
exceptionnelles de 7, au nombre de ¢ par exemple, sont les va-
leurs 1,2,...g. Pour > ¢, on peut poser: ay = ay.i; d'ailleurs
la condition 1.° exige que 4;j soit nul, sauf pour un nombre fini
de valeurs de j: on peut supposer que 4; est nul pour j<-r
et j> 5, a. et as étant non nuls. Les formules de la substi-

tution A s'écrivent alors:
Y1 = an % Tt a1y %y

Yq = aq1 %1 Tent aqtq %iq
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[ Ya+1 = 8-r Xast-r + 4oci1 Farrre ...t a0 xarg + ... a5 Xasies

] i = 2% aj xisj pour 7 >g¢g

=-r
avec évidemment ¢ > r.

Une telle substitution peut &tre considérée dans I'espace Dgyr
c’est ce que nous faisons dans la suite de ce chapitre. Ceci étant,
nous nous proposons de déterminer le comportement, lorsque #

croit indéfiniment, des coefficients a7, de la »#'*" itérée A" de A.

ParaGrRAPHE 3: CAS PARTICULIERS.

Supposons d’abord que 'un au moins des 2 nombres 7 et &
soit nul; soit par exemple » = 0. Il est alors aisé de voir que
al est le coefficient de rang (7, k) de la #'*"¢ itérée A’" d’une
substitution A’ obtenue en remplagant dans A par des 0 cer—
tains ajy :

Si Pun au moins des 2 nombres i et % est supérieur & ¢,
on remplace par 0 les aj1 tels que I'un au moins des 2 nombres
J et [ soit supérieur au plus grand des 2 nombres 7 et k;

Si i et % sont tous inférieurs ou égaux & ¢, on remplace par
0 les aj1 tels que 'un au moins des 2 nombres j et / soit supé-
rieur & q.

On est ainsi ramené & Ditération des substitutions finies, pro-
bléme résolu par M. Fréchet (v. Fréchet, 6). Dans ce qui suit,

nous écarterons donc ce cas particulier.
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ParaGrAPHE 4: Cas GENERAL 7 ET 5 SONT SUPERIEURS A O.

Posons: au(\) = aic + > N+ o) N+ 4 al A1+ (13)

1k

ai(N) est une fonction analytique dont nous nous proposons de
déterminer la nature; de cette nature, nous déduirons le compor-
tement du coefficient 4, de son développement en série au voi-
sinage de N =0; ax (\) est le coefficient de rang (7, k) de la
résolvante A(N) de A, lorsque A(M\) existe; posons: — B(\) =
E+NAQ) = (E—=NA)-L. Soient &i(N) les coefficients de B(N);

on a:

~ big(N)

si i; k
IN
aix(\) = (14)
-~ b (N)—1

— si =k

A

Le systéme d’équations (S) que je représente symbolique-

ment par (NA - E) (x) =y admet une solution et une seule
1

lorsque | M| est < —— ; précisément cette solution est fournie
A

par les formules:

% = E bik (N) ¥ (15)

Résolvons le systéme (S); posons:
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flu) =2+ xu+ + xid't +.. (16)

GO\u)= NI aj 0 — o (17)
j=-r

H(\,0) =\ 20 g5 o™ —or (18)
i=-r

R(u) =yiu+ y,4% +..4 yy u" +... (19)

Considérons la fonction analytique de u: f(x) G\, ) = po +
pru + g u? +.+ [ +...
On a:

a=-rsin>s+r

;=X\ . 25 45 ¥neyge) — ¥orpeg  AVEC = (20)
= a=—n+s, si n<s+r
Il résulte des équations de s que py=yns1-s, pourvu que 7 soit
simultanément supérieur ou égal & s +7r et s+ ¢g; double con-
dition qui se réduit & une seule: # > s+ ¢, puisque ¢ > 7. On
trouve alors aisément que:
R(x) 1(«)

flu) = us-t + 21
G\, u) G\ u)

ot 'on a posé:
I(4) = [po + pru +.ct Pasqy us*9-1 =51 (pru .+ yqu9)] (22)

Soient vy, 02,..., User les s + 7 racines de I'équation H(\,0)=0;

sauf pour un mnombre fini de valeurs de N, formant un ensemble
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€, ces s+ r racines somt distinctes; observons d’autre part que,
lorsque | M| tend vers 0, s racines de H(X,») =0 croissent in-
définiment en module: soient par exemple v1, v2,..., s, tandis
que les r autres tendent vers 0; par conséquent, si | A| est

assez petit, on aura:

| o] > 1 pour 5 <s
= (23)

[ <1 pour 7> s

Supposons par exemple que cect soit réalisé dans le cercle D:
[N < &; que faut il pour que H(N, ») =0 ait une racine de
module 1, ¢ par exemple? Il faut que N satisfasse & la rela—
tion :

frg
A= ¢ (24)

3¢ g; ¢l (TP

j=-r

D’aprés cette relation, lorsque ¢ varte, M décrit dans le plan
complexe une courbe algébrigue C, dont (24) fournit des équa—
tions paramétriques. Cette courbe ne peut avoir de points iseo-
lés; elle partags le plan complexe en un certain nombre de régions
d’un seul tenant: soit D celle de ces régions qui contient Forigine;
D contient évidemment D ; or puisque les »; sont des fonctions

continues de N, la repartition (23) de leurs modules par rapport
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a 'unité reste inchangée tant que N varie a l'intérieur de D, car
cette répartition ne pourrait étre modifiée que si I'une au moins

des v, passait par une valeur de module 1.

D’autre part, si N n’est pas sur ¢, les o; sont distincts; on
peut donc écrire:

G\ u) =Nas(1—vyu) (1—v3u) ... (1—vgeet) = Nagm; (1—vju)

On a par conséquent, en posant:

vjs.;.r-l
C=—- (25)
mitj (95-01)
: : X® 2

—— = — E% (B ¢ o") a4 26
G()\,u) )\as“=° j=1 1Y% ( )

R(u) 1
D L T Ne+r o gn-k n
G\, u) Nag "=1 L=1 x (:=1 ¢ oy u @7

. R(n) 1 s .
us- — o MNn-(s-1) Yk ( S¥T oo v.n-(s—l)-k) yn (28
G()\,u) kﬂs n=s k_-=1 j=l 19 )
I(a) . .
D’autre part; ———— étant une fraction rationnelle en #, on
G\ u)

obtient évidemment, en la décomposant en éléments simples, puis

en développant les éléments obtenus:
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I ()
G\ w)

= J@) + 2 (Z D;of) um (29)
o j

ot J(u) est un polyndme de degré g—r—1 (se réduisant a O si
¢ = r) et de coefficients Jo,..., Jqr1; les Jj et les Dy, qui
sont indépendantes de #, s’expriment rationnellement en fonc-
tion de N, des vj, des 35 (J < ¢), et des ¢; (j <5+ ¢g—1);
d’ailleurs on peut remplacer les pi par les x; (j <s + ¢) d’aprés
les formules (20), et c’est ce que nous supposerons fait; les Jj

et les Dj sont alors des fonctions linéaires des x5 (7 <s+¢) et
des y; (j < ¢), dont les coefficients sont des fractions rationnel-

les des vj et de N; le dénominateur de l'un quelconque de ces
coefficients est visiblement une fonction algébrique de N, et n’ad-
met par suite quun nombre fini de zéros; désignons par e l'en-
semble des zéros des dénominateurs des coefficients: comme ceux-ci
sont en nombrz fini, € ne comporte qu'un nombre fini de points.
Et si 'on suppose M extérieur 4 €, & € et non nul, on peut
écrire, d'aprés (23), (29) et (16):
1 [Ji—l st i< g-r

= — Xi-® (§5+'—’ ¢ ')y + 2 Dy ' + = t30)
N g K1 17 § 10 si i >qg-r

Les formules (30) ne résolvent pas le systéme (s), puisque leurs

seconds membres dépendent des inconnues x; (j < s + ¢). Or,
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par la facon méme dont nous avons établi les formules (30) les
x;i fournis par ces formules satisfont aux équations de (s) de rang
supérieur & ¢, quelles que soient les valeurs attribuées aux %y,
Xz,eee, Xsraj & exprimer qu’ils satisfont aussi aux ¢ premiéres équa-
tions de (s). Pour cela. remplagons dans ces équations les x; par
leurs expressions (30): nous obtenons ainsi un systéme de ¢ re—
lations, que ’on peut considérer comme ¢ équations linéaires par
rapport aux x;j (7 <s +¢), dont nous désignerons l’ensemble

par Eq.

D’autre part, les valeurs des x; fournies par (30) ne sont

acceptables que si | x;| rest: byrné lorsque 7 croit indéfiniment.

Or posons:
Cj

By = — Z7 ot + Dyl &3}

Nag ¥~

€ Yk
=9ty D+ — s — 32

Nag vt KT gk

Il est clair, d’aprés (31), que si [v;] <1, | B}| reste borné
lorsque i croit indéfiniment, car d’abord | Dj| | v; |'™! tend vers O,

et d’autre part on a:

s s Cj I
— T ok | < — ||y | 2l <Pyl — |- ——
Nag k=t N as =1 Nag | 1—|v;)
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. , . Yx .
Si o] > 1, la série 2 — est absolument convergente; soit sj

k Uj'
sa somme; lorsque 7 croit indéfiniment, la quantité D; +
¢ i s
- VK . . il
——— X' = tend vers la limite: Dy = Dj+ ———— , et
Ny ot k=10 N ag v
on a:
Cj Y ¢j Yirs+1 Yi-s+2
k v
D; + — ZE'S ‘I=Dj"‘ - ( + - +.... =Dj—Djl
)\dsij-l k=1 0j )\asijl vjx_s+1 vjl-s+2
en posant:
" ¢ Ji-s#1 Vi-s+2
D' = + +....
A as vjs-l vjl—s+1 vjl-s.g-z

. » s . 1
1l est clair que Dj' est un infiniment petit avec - , tel que
i

ID'j'i vi-l | reste borné lorsque i augmente indéfiniment. Pla-
gons nous alors en un point intérieur & D (différent de 0, exté-
rieur &4 ¢ et & ). Les modules des v satisfont aux inégalités
(23), et l'on peut écrire :

ji-1 si i<q—2

x = 2* Bl + 2 Bj + =

=1 s PR
! e 0 si i>qg—r

Il résulte de ce qui précéde que, pour que |«x;j| reste borné lors-
que / croit indéfiniment, il faut et il suffit que | 2° o;'"! D | res-
i=1

te borné, et pour cela, il faut et il suffit que l'on ait:
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Ci S
D;=Dj+ —— =0 (7=12, 9

N ag vt

Nous obtenons ainsi s relations auxquelles doivent satisfaire, par
I'intermédiaire des Dj, les inconnues xq, Yz,..., ¥s1q, relations

dont nous désignons l'ensemble par E;.

Si alors nous considérons l’ensemble des équations Eq et E,,
elles forment un systéme de ¢ + s inconnues (x1, X2, , Tszqli
dont les coefficients sont des fractions rationnelles de N\, des o,
et des s5; on peut d’ailleurs supposer que ’on a chassé leurs
dénominateurs de facon a les réduire tous & des polynOmes em
N, o5, sj. Alors, pour que le systéme (s5) admette une solutien
et une seule, il faut et il suffit que le systéme (Eg + Eq) admet-
te une solution et une seule, c’est & dire que son déterminant A
soit non nul; or, évidemment, A, qui ne depend pas des s,
est un polynOme en N\, vj: c’est par conséquent une fonctiormr

algébrique de N, d’ailleurs non identiquement nulle, puisque I’on.
1

sait que si [N| < — , (s) admet une solution et une seule

Par suite, [N considéré comme fonction de N seul n'admet qu’un
nombre fini de zéros, formant un ensemble ¢5. Donc, tout point
intérieur & D, et extérieur & €, €, € est ordinaire pour A(R);
tout point intérieur 4 D, appartenant & eg sans appartenir 4 ¢

ni a € est singulier pour A(N); A(N\) n’admet, dans D, qu’un
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nombre fini de points singuliers isolés; et comme D est d’un seul.
tenant, A(\) y est uniforme, et n’y peut admettre, comme points
singuliers, que des pdles ou des points singuliers essentiels.

On a d'autre part le théoréme suivant :

TuforEME I11y,5: Tout point de la courbe ¢ définie p.

est singulier pour la résolvante A (N) de la substitution homogéne
finie A.

En effet, supposons d’abord que N appartienne & ¢ sans appar-
tenir & ¢ ni & €; N n’est pas nul, et les formules (30) res—
tent valables, ainsi que les équations Eq; parmi les vj, vy, v2, .., vn
auront un module supérieur & 1, ovhe1, Ons2,-., 0t (/> 4) un mo-
dule inféiieur & 1, et o143, 1325, Usir un module égal a 1: cette
derniére catégoiie comprenant au moins 1 élément; pour que les
formules (30) fournissent une solution de (s), il faut que:
lj-§—hl vji-s Dy’ +]§:‘:’ Bj | reste borné, lorsque ¢ varie; et pour
que \ soit point régulier de A(N), il faudrait que cette condi-

tion flit réalisée quel que fiit le point y dans Dy; or prenons: yx=

K
V4,3 d’aprés (32), on a:

i i1 €141 )
Bia = v4g § Dy + N o (#—35) (33)

s U1y
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D’ailleurs, les nombres wviy1, o132, , 0552 sont tous distincts, puis-

que N n'appartient pas & ¢; donc, pour j > 1, on a:

<Ul+1)i‘*’+1 ( vl-l-l)
Yk V11 \& ULy Ul
>i-s v_“— =Jis| —| = —
k=t Y15j k=1 \0uj

i
ce qui montre que pour j > 1, |By;| est borné; de sorte | % |

s Cles
. . ) . 1-8 'I‘ .
ne serait borné que si | 3t 91 D; + o )\—— était borné; or
i1 ag

cela n’est pas vrai; donc N est nécessairement point singulier
pour A(XN).

Si maintenant on suppose que N appartienne & la fois & ¢
et & ¢ ou €, N est nécessairement point limite de points de ¢
extérieurs & € et & € ; et comme l'ensemble des points singu-
liers de A (M) est fermé, N est encore point singulier pour A(N).

Soit maintenant N dans D, extérieur & ¢, €, €; rempla-
¢ons, dans les formules (30), %;, ¥3,..-, %s¢q, par leurs valeurs
tirces du systtme (Eq+ Es); les formules (30) obtenues ainsi

résolvent le systéme (s); on peut les écrire:

1 ¢j 1 —
xXj= —— z yk( 28 —“-‘—) + — X . YK E 5} vj(i-’)“‘) + 2 Dj U,l'l
A as k2 i-s 1=1 v]k—(i-s) A as kSl-S i>s
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0 st i>qg—7r
| q

+ _ —_—
lji-l si i<g-r (30)

en tenant compte de Eq, et en désignant par D; et Ji1 ce que

deviennent Dj et Ji-; lorsque l'on y remplace les x; (;j is + )

par leurs valeurs tirées de (Es + Eo); évidemment, D et Jiy

sont des fonctions linéaires des s;, donc des yx ; on peut poser:

_ 1 M;t
D; = Mo + =* M; S;=M9+Z°°yk<25 —)
3=t I k=1

I=1 pk
— »©0 ij!
— Yoo ZS
Ji=M; + 2% g —
k=1 I=1 pk
5
Les coefficients M’, ainsi que les quantités —— , sont en nom-
N\ ag

bre fini, et ce sont des fractions rationnelles de N et des ;; on

peut dont les réduire au méme dénominateur: R (X, ;); d’autre

1 as 1
part, on peut remplacer — par (— Tkéi vk) qui lui est égal;
v a-x

les formules (30) donnent alors:

o Rik (x) ﬂj)
%= 2% gy ——— (34)
k=1 R, v5)
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olt R et Rj sont des pOlynomes en N et vj; les formules (34)

résolvent le systéme (s) si N est intérieur & D, non nul et exté-

rieur & €5, €1, €3; donc si [N| < —— , etsi A est extérieur a
A
€1, €, €3, on a, d’aprés (15) et (34):

Rik ()‘) Uj)
bix(N) = ———— (35)

R, v5)
mais évidemment cette égalité subsiste dans tout le domaine
d’existence de &ic (N\); donc i (N\) est une fonction algébrique
de N— plus précisément I'une des déterminations d’une fonction

algébrique de N. D’aprés les formules (14), on pourra poser:

R’ (N, 05)
R’ (A, v5)

Aig (X) =

On pourra arranger cette expression, en posant R’(A, ;) =A*R”(}),
ot R”(X\) n’est ni nul ni infini pour X = 0; a peut &tre positif
négatif ou nul; comme aix(N) est régulier pour A=0, A-*R’; (N, 5)=
R}, (\) sera régulier pour N=0. D’ailleurs, les v; ne pouvant
&tre infinis que pour A =0, R”(A) et R} (N) seront finis pour
IN| fini. Soit d’autre part No un zéro d’ordre 6 de R”(})

(8 positif rationnel); on a, au voisinage de X = Xo, v; = Z% B
n=gQ
n

(A—2o)¥i, ol ¥; est un entier positif; par suite, ou bien Ao
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n’est pas un zéro pour R}, ou bien c’est un zéro d’ordre &y =

\I%k , mix étant un entier positif et ¥y 'un des ¥;; deux cas
ik

sont alors possibles:

1.°) X, n’est pas un zéro pour tous les RI, (2);

2.°) ko est un zéro pour tous les R} (), mais alors iy
atteint son minimum & pout certains couples (7, £); on peut
alors multiplier R}, et R” par (A—=X1°)® ou par (A =X,)? sui-
vant que 6 <6 ou 6 > 6 et ainsi ou bien A, ne sera plus un
zéro du dénominateur, ou bien on sera ramené au cas ol 1\,

n’est pas un zéro pour tous les R}, . On en conclut que:

TubforBME 1V, 42 Quels que soient i et k, la fonction ana-
Iytique an(N) définie page , est Pune des déterminations dune
fonction algébrique de N ; on peut la représenter dans tout son do-

maine d existence par un rapport de la forme:

Fie (V)
F(N)

ag, (\) =

(36)

ot Fic (N\) et F(N) sont des déterminations de 2 fonctions algébri-
ques dépourvues de poles d distance finie (aussi bien de pbles ordi-
naires que de pbles algébriques), le dénominateur F (N) ne dépen-

dant pas de i ni de k, et tout 2éro d'ovdre 0 de F(N) étant pdle
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d'ordre 0 pour l'un au moins des au (N), et point régulier, ou

singulier d’ordre < 0 pour les autres.

Nous avons vu que dans D, A(M) n’admet, comme points
singuliers, qu'un nombre fini de pbles ou de points singuliers
essentiels. Mais soit Ao un tel point singulier essentiel; du voi-

sinage de Ao, A(N) admettrait un développement de la forme:

A-#h
AN =3 —— + 3 Ay (=20
h>0 ()\_)\O)h h>o0

et, si grand que soit N, 1l y aurait des substitutions A.p norr
nulles telles que 2 > N; il y aurait donc au moins un aj (\)
qui admettrait Ao comme point singulier essentiel, ou au moins
comme pdle d’ordre supérieur & N: il faudrait donc que X, soit
un zéro de F(N), d'ordre 6 par exemple; mais si 'on a pris
N >0, cela est impossible. Donc, & l'intérieur de D, A (M)
n’admet comme point singulier que des pdles.

Ces pOles sont de rang fini; soit en effet Ao l'un deux; le

systéme (s5)’

Xi — )\0'2 aik Xk
k
admet au moins une solution non nulle; d’ailleurs on peut lui

appliquer la méthode que nous avons suivie pour le syst€me (s°,

en posant ¥ = 0; on trouve ainsi:
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P ()
fu)y = - 1y
G\ u)

T (u) = po + p1 U + p2 u? +..+ Ps+q-1 ys+a-

Les v; satisfont aux inégalités (23), mais ne sont peut étre pas
tous distincts; désignons par v’ les racines distinctes de I’équation
H(\, v) = 0; décomposons (21)’ en éléments simples de premiére

espéce, on trouve:

x = 2 o8 Q5 (7)) + , (30)’
i ji-] si 15_ q-r

ot Qj (5) est un pdlynome en i de degré au plus égal & l'ordre
‘de la racine v, diminué de 1; les Q;j(?) et les j’i-y sont des
fonctions linéaires des #; (J _<; s + ¢) par Dintermédiaire des
0 (J<stg-1) et d’aprés les formules (20): ceci prouve que
la solution la plus générale du systéme homogéne (s)’ dépend au

plus de s + ¢ paramétres linéaires. On en conclut que:

TuforEME Vi, 50 A lintérieur du domaine D défini p. R
la résolvante A (N) de la substitution homogene finie A n’admet,

comme points singuliers, qu'un un nombre fini de poles de ran
g ) g

fini.
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REMARQUE 1: Des théorémes III et V, on déduit que si M
est un point de C et O !'origine, le rayon polaire P de A n’est
autre que le minimum absolu de la distance 0 M, lorsque M

varie sur C.

REMARQUE 2: Supposons que les @ solent tous réels, et que

Pon ait quel que soit j, 4; = 4-j; on a dans (24):

j=-r

e [Z° gy o-iFDP] erP[Z5 a5 e ICTDP] 20 g5 1P
i=-r j i=-r

[2° 4 ei+DP][2 g ciHie) T30 4 AP | |D gy DR
-r j=-r j=-r i

Evidemment, » = s5; alors:

s g5 el o4 3o a; 9 + a,
=1 =1

A=

| > aj gi(l"l'j)‘ip l (37)
i

Il est clair que le numérateur de (37) est réel, comme son
dénominateur: donc la courbe ¢ est constituée par un ou plu-
sieurs segments de P’'axe réel; nous obtenons ainsi un résultat qui
rejoint celui de Hilbert, d’aprés lequel la résolvante d’une substi-
tution réelle symétrique n’a de points singuliers que sur 'axe réel;

mais dans notre cas, la substitution n’est pas forcément complé-
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tement symétrique; aussi sa résolvante peut-elle admettre, en

dehors de I’axe réel, des pdles de rang fini.

Envisageons maintenant notre probléme essentiel: le compor-
tement des 4% lorsque # croit indéfiniment; d’aprés le théore-
ae IV, ce probléme est résolu par la formule (12). Désignons
par € lensemble des points singuliers de tous les ay (N); € ne com-
porte qu'un nombre fini de points : Ay, Xz,..., Aj,.. Soit 63, l'or~
dre de A; pour ceux des aix(X) qui admettent \; comme point
singulier; d’aprés les raisonnements de la p. , 0, atteint, pour
une valeur donnée de j, son maximum absolu 6;, pour un nom-
bre fini ou infini de couples (4, k) nous appelons 8; ordre de
N pour A. Nous appelerons naturellement cas borné le cas oli,
pour des valeurs fixes quelconques de i et de %, | b | reste bor-
né lorsque # croit indéfiniment. D’aprés le théoréme I, on a

évidemment :

TuforEME V1, 5: Pour que lon soit dans le cas borné, il
Saut et il suffit que ensemble € défini p. ne comporte aucun
point de module inférieur & 1, et que ses points de module 1, s’il y

en a, soient pour A dordre inférieur ou égal a 1.

THEOREME Vi, 5: Dans le cas borné, les ab convergent au
sens de Cesar0 vers des limites wy . qui sont toutes nulles si 1
w'appartient pas 4 e, ou si I, tout en appartenant @ € est d'or-

dre < I pour A; qui ne somt pas toutes nulles si 1 appartient & e
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aw + %+t aly

et est d'ordre 1 pour A. Si lon pose =i = - s

on peut déterminer un nombre positif a et des nombres positifs

My tels que lon ait quel que Soit n:

Mix
] Tik — W{lk l < —
n

RemarQue: La détermination de l'ensemble € est une par-
tie importante de I’étude de l'itération d’une substitution homo-
géne finie; or les points de € sont soit des points de €, ensem-
ble que I'on peut déterminer, soit des zéros de F (), c’est & dire
de R\ 05): or, R(\, v;) peut étre déterminé par un nombre

fini d’opérations algébriques.
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Chapitre VI.

APPLICATION DE L’ ETUDE DES SUBSTITUTIONS HOMOGENES FINIES
AU PROBLEME 1.

ParagrapHE 1: DAFINITION DU cAS HOMOGENE FINI.

Nous reprenons dans ce Chapitre notre probléme I (v. Intro-
duct. et p. ) et nous nous proposons de lui appliquer les mé-
thodes et les résultats du Chapitre précédent. Pour cela, nous
définirons Je cas homogéne fini comme celui ot la substitution

P (pi) est une substitutution homogéne finie, autrement dit:

1.°) & chaque expérience, et quel que soit I’état E; actuelle-
ment réalisé, il n’y a qu'un nombre fini d’états possibles, c’est a
dire qu’il n’y a, pour une valeur donnée de 7 qu'un nombre fini

de pix non nuls;

2.°) sauf peut &tre pour un nombre fini de valeurs de 7 (que
Pon peut supposer étre les valeurs 1,2, .,¢), les pu ne dépen-
dent que de i—%; en posant py = pi-i pour i > g, le tableau

des pix est le suivant:
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Nous dirons que /e cas homogéne fini considéré est:

positif  si 2% pjej >0

j=-r

nul sl 2 97 =0

j=-r

négatif  si 2957 <0
j=-r

La quantité 2% p;.J peut s’interpréter comme espérance mathé-
i J p

matique.

Pour les raisons indiquées p. (paragraphe 3), nous laisse—
rons de cOté les cas ot un des 2 nombres r et s est nul, nous
bornant a indiquer que les résultats relatifs & ces cas rentreraient
dans les résultats généraux que nous allons établir. Nous suppo-

sons donc dans ce qui suit, v >0 et s> 0.

En nous plagant dans le cas homogéne fini,  nous poserons
un certain nombre de définitions qui nous seront utiles: parmi

Iinfinité des états possibles Ei, E,,...., Ei,.... prenons en un cer-
tain nombre, fini ou infini: ils forment un groupe H, que l'on

eut caractériser par ensemble des indices des états du groupe:
p P p

pour simplifier, nous désignons par H indifféremment le groupe

des états ou lensemble des indices. Nous disons qu’un groupe

(1) Certaines de ces définitions garderaient un sens dans le cas généial;
d’ailleurs, MM Doeblin et Kolmogoroff, dans leurs travaux cités p.
introduisent des défimtions qui sont parfois comparables aux notres.
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est formé si, lorsqu’une expérience de rang quelconque a réalisé
Pun quelconque des états du groupe, seuls les états du groupe,
seuls les états du groupe sont réalisables par les expériences sui-
vantes. L’ensemble de tous les états possibles est un groupe fer-
mé, que nous désignons par G. Si H est un groupe fermé, on a:

ik =0 st i¢H, ¥€G-H; 2 pp =1 si i¢H.
ke H

Un groupe est fini on infini selon qu’il comporte un nombre

fini ou infini d’états.

Un groupe fermé est irréductible si on ne peut pas en extraire

un sous groupe fermé.

Nous appellons décomposition de G en groupes fermés, 'opéra-
tion qui consiste @ déterminer tous les groupes fermés—en parti-
culiers les irréductibles—qu’on peut extraire de G; cette opéra-
tion est réalisable, car G ne comporte jamais qu’un nombre fini
(ou 0) de groupes fermés; en effet, E;, E,,..., Eq appartiennent
respectivement & ¢ groupes fermés distincts au plus; d’autre part,
si Eqs1 par exemple appartient & un groupe fermé H, Egi.,
Eq:1:2s -+ Equisvs, .. appartiennent également & H, parce que
ps est non nul: de sorte que les états E; (/ > ¢) n’appartien-
nent qu' & s groupes fermés distincts au plus: au total, on ne
saurait obtenir plus de ¢ -4-s groupes fermés. Pour une raison
analogue, aucun groupe fermé fini ne peut comporter d’état d’in-

dice supérieur & ¢.
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Nous disons que Pon est dans le cas homogéne fini irréducti-
ble si G est irréductible. La considération des groupes fermés.
irréductibles est intéressante parce que le calcul des P3 relatifs
4 un groupe fermé irreductible H (c’es & dire tels que 7 ¢ H »
k€ 1) ne fait intervenir que les pix de ce groupe; on est done
raméné, pour cette catégorie de P}, soit 2 une chaine de Mar-
koff pour un nombre fini d’états possibles, soit & un cas homogé-

ne fini irréductible: or nous verrons qu'un tel cas est particulié-

rement simple.

Un groupe fermé W est indépendant, si le groupe G- H est
lui méme fermé; il est clair que si un tel grope existe, le problé-
me se décompose en 2 autres de m€me nature: 1.°) étude des.
probabilités relatives & H seulement, 2.°) étude des probabilités:
relatives & G -H seulement. Clest pourquoi mous supposons tou--
Jours dans la suite que ce fait w'a pas lieu, Cest & dire qu’ om est
dans un cas indécomposable, hypothése justifiée puis qu'on peut

toujours s’y ramener par un nombre fini d’opérations.

ParaGraPHE 2: COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES PI
DANS LE CAS HOMOGENE FINI.
Les méthodes et les résultats exposés au chapitre V sont
valables pour les P}, ; on est évidemment dans un cas borné;

sotent pic (M) les coefficients de la résolvante P(\) de P; soient

€15y Cj,r ceux des points singuliers des gy (\) qui sont de
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module 1 et d’ordre 1 pour P(N) [voir p. la définition de

cet ordre]. Les P& sont de la forme:

ay G- 1 3
PR=2 — » (l+en(z’,k))+

i cj“

pix (1)

¢y

nBik
ol pi(n) reste borné lorsque # croit indéfiniment, les Bj, étant

>0 et les G}k i 1, Pégalité 6) = 1 étant réalisée, pour cha-

que valeur de j, pour au moins un couple (7, £). Donc:

TuforEMmE I,,6: Dans le cas homogéne fini, les probabilités
. convergent, au sens de Cesard, vers des limites wic, et lon
peut déterminer des nombres B et Mg positifs tels que lon ait,
quels que soient n, 1 et k.

M

| me—h | < —

nB

Py + P} +...+ P}

. n
en posant: wh =

n

Naturellement, les my sont > 0, les séries 2 my conver-
= k

gent et ont des sommes < I.

Comme au chapitre V, désignons par C la courbe lieu des

images du nombre:
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SUR L'ITERATION DES SUBSTITUTIONS ALGEBRIQUES LINEAIRES

eipr
A= : @
25 pj £1PED

j=-r

lorsque ¢ varie de 0 & 27 ; et par D celles des régions déter-
minées par C qui est d’un seul tenant et contient |'origine; puis-
que 2 pj=1, il est clair que |2 p; £i9@D | < 1, par suite D
i j =
contient le cercle |N|<<1; nous savons d’ailleurs que, dans D,
P (N\) n’admet comme points singuliers que des pdles (de rang
fini); par suite les ¢; définis plus haut appartiennent & l’'une ou
Pautre des 2 catégories suivantes.

1.°) ils peuvent étre des pOles de module 1 de P(\) inté-
rieurs a Dj;

2.°) ou bien ce sont des points communs & € et au cercle
IN] =1,
Etupe pEs pOLEs DE MoDuLE 1 DE P(A) inTERrIEURS A D:

Soit ¢ un pdle de P(N) de module 1, et intérieur 4 D; le sys-

téme d’équations

%n=c-2 Dik Xk (= 1,2,.., o)
k

considéré dans D admet au moins une solution non nulle, d’aprés
les remarques de la page , et en employant les notations du

chapitre précédent, on peut poser:
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0 s1 i>g-r
= 2ot Qi () + )
; .

’

1 osi 1<g—r

Aucun des 75’ n’est de module 1; et les »;7 de module supérieur

4 1 ne doivent pas figurer dans (3), sans quoi |xi| ne serait pas

borné; il est clair alors que |xi| tend vers O avec 1 ; donc E7l
i

atteint sa borne supérieure |x| pour un nombre fini de valeurs
de i, formant un groupe fini H: je dis que H est un groupe

fermé; on a en effet pour 7 € H:

xi=c-Dpere 5 |%][=|2 pu x| <2 puc | w |
X k =k

2] <|x| -2 pue+ B il = %] = 2 puc [|2]—|2x]]
kepm  keG-H ke G-H

D’otl 'on conclut:

pik =0 pour i¢H et k€¢G—H.

Mais alors le systéme fini:

%= D pig Xy ({€H)
k€ H

admet une solution non nulle; ¢ est donc un pdle de la résolvan-
te Pa(\) de la substitution Pm de coefficients pp (7, k£ € H); on

en tire 3 conséquences:
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Lemume 1: Les pbles de P (A) de module 1 et intérieurs & D,
s'il y en a, sont facilement calculables comme pdles de la résol-

vante d’une substitution finie que 'on peut formet.

Lemme 2: Les poles de P(N) de module 1 et intérieurs
4 D sont racines de l'unité, car M. Fréchet a démontré cette
propriété pour Pu(N) (Fréchet, 2) [plus précisément, ces poles

satisfont & équation binome z¥ = 1].

LemMme 3: Si de G on ne peut extraire aucun groupe fermé

fini, P.()\) n’a pas de pole de module 1 intérieur & D.

Etupe pEs PoINTS commuNns A C ET Au CERCLE | M| = 13
C n’aura de point commun avec le cercle [N =1 que si 'équa-
tion |2 p; ¢P@D| =1 admet des solutions en ¢ ; cela exige que

J

9+ =1 pour tous les indices j tels que p; > 0; cela est tou-
jours réalisé pour ¢ =0, ce qui prouve que ¢ a toujours le
point 1 en commun avec le cercle |N|=1; mais pour qu’il exis-
te une solution ¢ non nulle, il faut que les p; satisfassent & cer-
taines conditions, qu’il est facile de préciser dans chaque cas
particulier; dans tous les cas, comme ps est ;O, on doit avoir:
¢+ = 1; il ne peut donc y avoir qu'un nombre fini de solu-
tions distinctes non nulles, et elles sont commensurables avec = ;

donc:
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LemMmE 4: Les points communs 8 la courbe ¢ et au cercle
IN]| =1 sont en nombre fini et sont racines de 'utilité [plus pré-
cisément ils satisfont & I’équation binome 2¢*# =1].

Les lemmes 2 et 4 prouvent que:

TuforEME 1ly,6: Dans le cas homogéne fini, les probabilités

Pi. sont des fonctions asymptotiquement périodiques de n .

L’une des périodes de ces fonctions est (r + s5) ¢/

RemarqQue 1: ¢ étant un point singulier de module 1 et

d’ordre 1 pour 'un au moins des pic(A), le systéme homogene:
2+ c- % Dik Xk (i:1,2,..., oo)

admet au moins une solution non nulle.

Supposons en effet que ¢ soit singulier de module 1 et d’or-
dre 1 pour pi, ks (N); les ¢" Pl . convergent, au sens de Cesa-
r0, vers une limite non nulle lorsque 7 croit indéfiniment; d’au-
tre part, d’une fagon générale, les ¢™ P} convergent au sens de

Cesard vers des limites =i’ de module < 1. On a évidemment:
. nt1 n
ol Pik =c¢.2 Pij (6‘" ij)
i
Le 2° membre de cette relation ne comprend jamais qu’un
nombre fini de termes; on peut donc passer & la limite, ce qui

donne :
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b b
T = ¢ 3 Py Tk
b]

]
Les nombres %; = mi, constituent donc une solution non nulle

du systéme considéré.

REMARQUE 2: Supposons que 'une des limites iy soit nulle;
cela signifie que 1 n’est pas point singulier pour pi (), ou est

singulier d’ordre < 1:

dans le premier cas, les Py étant tous >0, pic(N) n’ad-

met aucum point singulier de module 1; P& tend donc vers 0

au sens ordinaire et exponentiellement.

Dans le 2% cas, on peut appliquer & pi(N) le théoréme II

et on voit que P% tend vers O au sens ordinaire aussi rapide-

M

ment au moins qu’une quantité de la forme 8 (Mj, et 8> 0).
n

RemarQuE 3: Etudions les racines réelles positives de Iéqua-
tion:
- xl'

y= ——— 4

Z* py am

j=-1

dy rx"iN—xN a1
dx N2 D?

{rN=x N}
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ot 'on a posé: N = Z p; 2%, Pour les valeurs positives de =z,
3

est celui de:

dy
le signe de —
%

IN—x N'=r .2 pjarsi—x .2 (r4j) pjar+i-t= -2 j.pj ™= —A(x)
] i i

A (%) s'annule une fois et une seule dans l'intervalle (0, + «);

d’autre part y(0)=—1, y(1)=0, y(+oo)=~1, A(1)=Z j.p;.
j

On en conclut que dans le cas homogéne fini positif, 1’équation

(4) admet, outre la racine 1, une racine réelle positive < 1

dans le cas negatif, (4) admet, outre la racine 1, une racine

1éelle positive > 1;
dans le cas nul; (4) admet une racine double égale & 1.

Ceci étant plagons nous dans le cas positif ou nul; supposons

n41
que les my ne soient pas tous nuls; d’aprés la relation: Pj, =

2 P} pik, on a:
i
mik = X Ty Pik ©)
]

Pour une valeur donnée 7, de 7, les mi,x forment une solution

non nulle du systéme homogéne:
e = X pp xj
]

Or ce systéme correspond 4 une substitution homogéne finie; en

reprenant les notations de chapitre V, d’aprés les remarques de la
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page , on a, en désignant par 2 un nombre indépendant de
fo, €t par #1'y #3y... #ijy... les racines distinctes de I'équation
G(l, ) =0:

0 si k>4

Tiok = 2 ui’*! Rj(k) + ,
J Lk-1 Si kE h

(6)
Dr’ailleurs ne figurent effectivement dans (6) que les #’ de

module < 1; car X mix doit converger, et donc | mi| doit
k

1 . ..
tendre vers 0 avec 7 mais dans les cas positifs ou nuls, I'équa—

tion G (1,u) =0, qui est ’équation aux inverses de I’équatiom
(4), n’admet aucune racine réelle positive < 1: en appliquant
aux wix (pour k> /) une remarque de la p. , on voit que:
st les i, ne sont pas tous nuls pour %> 4, ils ne pourront
pas &re tous > 0, ce qui est impossible; il faut donc que I'on

ait my =0 pour k>4, quel que soit 7.

Supposons d’ailleurs que pour une valeur 7, de 7 les =ik

(k=1,2,..., ) ne soient pas tous nuls: le systéme
o= 2 oo (k=1,2,..., )
=
admettrait une solution non nulle, et par suite son transposé:

x; = kih; Pix i (i=1,2,.., &)
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admettrait au moins une solution non nulle (x1): soit H le grou-
pe des indices 7/ pour lesquels | ;| atteint sa borne supérieure
|*#]: on montre, comme p. , que legroupe H est un grou-

pe fermé fini. Ce qui prouve que:

TukorEME I1l,,6: Dans les cas homogenes finis positifs ou
nuls, on peut déterminer un entier positif ou nul h, tel que les
probabilités PP tendent vers O au sens ordinaire pour k > h

1k

pour que h = 0, il suffit que le cas soit irréductible.

Plagons nous maintenant dans le cas négatif:

1.°) Dans le cas négatif irréductible, P} converge au sens ordi-
naire vers wig; en effet, il suffit pour le montrer de prouver
que pik(\) n’a pas de points singuliers d’ordre 1 et de module 1
autre que 1. Or s soit ¢ un point singulier de module 1 et d’or-

dre 1, d’aprés la Remarque 1 précédente, le systéme

%= c- 3 pix ¥x
k

admet une solution non nulle, que nous écrivons sous la forme :

Jl s i<g-r

n= 3o+ Q0) + ™
)

si i>qg-r

Parmi les v; n’interviennent que ceux qui ont un module < 13

ceux qui ont un module égal a 1 sont racines de l'unité; ainsi
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xi est la somme d'une fonction périodique de 7 et d'une quantité
tendant vers O et de la forme 2: v11Qy (i), ot l'on désigne par
] ]
vi’, ceux des o’ qui ont un module < 1; || atteint sa bor-
ne supéricure | % | pour au moins une valeur finie de 7 ; car st
cela n’avait pas lieu, | x| seraitla borne supérieure du module de
la partie périodique de «j; soit N la période de cette partie
périodique, dont le module atteint sa borne supérieure par exem--
ple pour la valeur 7, de 7, et par suite pour toute valeur de la
forme 7, + /-N; or pour ces mémes valeurs, la partie non pério--
dique est de la forme: ? (;)'Qy, (1) 5 soit I'un des o'y, écri-
vons le sous la forme: w-ei?;, avec 0 <w<1; on a:
wt eir;P

¢ = —————— (8)
> bi wrti eip(r+d)
i

Précisons d’autre part ce que c’est que N: les ;” de module 1
satisfont & diverses équations binOmes, et en particulier 2 toutes
les équations 2™ =1 pour j tel que p; soit > 0; N est donc
un diviseur commun & tous ces (r + ) si 'on avait e™P=1 [c’est
a dire (w eiP)Y réel positif], ¢ serait solution de toutes les
équations bindmes 2™ = 1 considérées: on aurait donc:

[ 2 p; wred f@DP | = [ B pywrei | = B p; wrti, On tirerait alors
i i i

de (8):
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wl‘
—— —— - 1=0 avec O<w<]1
2 pj wrt
b]

mais cela n’est pas possible dans le cas négatif; donc aucun des
vt n’est réel positif; en utilisant la remarque de la page , on
montre sans difficultés que, pour certaines valeurs de 7/, | ¥ioqx|

dépassera la borne supérieure du module de sa partie périodique.

Soit alors H ’ensemble non vide des indices i pour lesquels
| 1] = | x|; on montre, par le procédé habituel, que H est
un groupe fermé; mais G est irréductible, H se confond avec G;j
on en déduit facilement que ¢ = 1.

2.°) Dans le cas négatif irréductible, les wix ne dépendent pas

de 7; on a en effet:

ik = 2 Pij Tik
i

donc, pour une valeur fixe ko de #, les mi, forment une solu-

tion du systéme

x = I Py
]

Nous connaissons une solution de ce systéme: la solution #;(®) =1
(1=1,2,.., ©); supposons qu’il y en ait une autre, %) linéaire-
ment distincte de la précédente et non nulle. On démontre com-
me précédemment que |V | atteint sa borne supérieure pour

un ensemble non vide de valeurs de 7; soit io 'une d’'elles, on
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peut supposer- 55 = 1, et appeler H Pensemble non vide des
valeurs de i pour lesquelles on a: %) = 1; on montre aisément
que H est un groupe fermé; si G est irréductible, G=H, et

2 =1 quel que soit 7: d’oll I'on déduit la propriété annoncée.

LemMmE: Soit une substitution homogéne finie A, & coefficients
réels et positifs ou nuls, tels que: 2 g5 =1, Z a5 < 1 pour i <pg,
i i o= =
I'égalité X ay = 1 n'ayant pas lieu pour au moins une valeur 7
k

de i inférieure ou égale & ¢ ; supposons de plus qu’il n’existe pas

d’ensemble H d’entiers positifs tel qui EHaik =1 pour i€ H;
€

les limites au sens de Cesard des 4} sont toutes nulles.

En effet, on forme la quantité = j-a;; si elle est positive ou
j

nulle, on raisonne comme nous avons fait pour la substitution P
dans les cas positifs ou nuls; si elle est négative, on raisonne de
la fagon suivante: si les limites iy des 4, ne sont pas toutes

nulles, le systéme:
Xy = z aik Xk
k
admet une solution (x;) non nulle; les | x;i| atteignent leur bor-
ne supérieure | x| sur un ensemble non vide H; H est fermé,

et ne se confond pas avec G; mais G devrait étre irréductible,

d’otlt contradiction.
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Soit alors le cas homogéne fini le plus général (a I'exception
des cas particulier écartés au début de ce chapitre); effectuons la
décomposition en groupes fermés irréductibles; on fait ainsi appa-
raitre au moins un, en tous cas un nombre fini de groupes fer—
més irréductibles: Gy, G,,..., G, finis ou non. On a:

a) Pi =0 quel que soit 7 si 71¢Gj, k¢G-G; (j=1,2,..., %)

b) si i¢Gj, k¢Gj, P} tend, au sens ordinaire, vers une
limite Pi, indépendante de i lorsque 7 varie dans Gj; ceci,
d’aprés le théoréme III et les propriétés 1.° et 2.° précédentes.

¢) sion avait 3 Gy =G, le cas serait décomposable; écar-

]
tons ce cas; le calcul des P}, relatifs a G—2X Gj ne fait inter-
i
venir que les pic relatifs & G- Gj; on peut d’ailleurs appli-
i
quer & I'itération des pik le lemme précédent, car les quantités

Z pik  [1¢G-ZG;j] ne peuvent &tre toutes égales & 1, sans
k¢ G-2Z G; i
i

quot on aurait un cas décomposable.
On peut résumer ces propriétés dans le théor€me suivant:

TufiorEME 1Vy,6: Dans le cas homogéne fini, on peut déter—

miner un nombre fini h (< 1) d’ensembles distincts d’entiers posi-

t{.f.f G], Gz,eery Gy ztels:

a) que P} =0 quel que soit n si i¢Gj, k¢G-G; (j=
L,2,.,h);
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b) que PR tende, au sens ordinaire, vers une limite P} in-

dépendante de i lorsque i varie dans Gj;

c) que P} tende vers 0, au sens ordinaire, pour i¢ G-2Z Gj,
i

k¢ G-2ZGy. (G désigne Vensemble de tous les entiers positifs).
)

PARAGRAPHE 3: APPLICATION A UN PROBLEME
pE M. S. BERNSTEIN.

M. S. Bernstein a énoncé le probléme suivant: étant don-
nés 3 événements incompatibles E, F, G, de probabilités 4, &, ¢,
(@+ &+ c¢=1) un joueur gagne 1 si E se produit, perd 1 si
F se produit, fait partie nulle si G se produit; on convient que,
si & un moment donné son avoir est réduit & 0 et-si & la partie
suivante F se produit, il est dispensé de payer. On demande
d’étudier le comportement, lorsque # croit indéfiniment, des pro-

babilités P} de passer, en z partie, de I'avoir i a ['avoir £ ™

EXAMEN DE CAS PARTICULIERS.
. _ < — < .
Cas PaRTICULIER 1t 6=0; 250, a+c¢=1, ¢50: enrai-
sonnant directement, on voit tout de suite que
(0 si i>k ou k>i+n
= q (m + g)!

Ph=y .
| Ck-i gh-i pn7(k-i) 51z§kSz+n Cpn =

m! gq!

(1) Nous ignorous dans quelle mesure M. §. Bernstein a résolu ce pro-
blé¢me; nous croyons savoir que, supposant l'existence de limites non toutes
nulles pour Pi, 1l acaleulé ces limites.
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I en résulte que, lorsque # croit indéfiniment, PZ tend vers 0
uniformément par rapport & :: on est dans un cas régulier excep-

tionnel.
CAs PARTICULIER 2: 6=0, ¢= 1: dans ce cas:

0si i+tnSk

P =
1 si 1+n=1

CAs PARTICULIER 3: 6 =0=4¢, ¢=1: dans ce cas:

Cas PARTICULIER 4: a=0, 630, ¢ ; 0: les P, dans ce

cas, pour ¢, k <7 (r d'ailleurs quelconque) satisfont au systéme

aux différences finies:

n¥1 n -
lPok: o (=1 pour k=0, 0 pour £ > 0)
SR
N ] Py =4 P, +¢-Pue (=1,2...7)

La résolution de ce systeme par les méthodes classiques donne:

P:; = % + R (n)
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ot Ry (#) est un polyndme en » de degré r—1; on doit avoir
d’ailleurs:
— —_— . —_ . <
l"rok“"’rok (=1 si k=0, osi £30)
l Tk :b‘wi-lyk-l-cn'lk ou: My — Ti-1,k (1':1»2:-"’)

Il en résulte que les P& tendent vers 1 pour #=0, vers 0 pour

kZ0.

Cas PARTICULIER 5: a=¢=0, 64=1: on trouve facile-

ment que P}y tend vers 1, tandis que P% (£>0) tend vers O.

Cas GENERAL: @ ET & DIFFERENTS DE ZERO.

Dans tous les cas les P% sont évidemment liés par les rela—
tions :

n+1 n

n1 n
Pho =2P,pp. (9 Pk = Z p,, Px (10
) 3

ott Pon a posé: px =P! (1, k=0, 1,2,., »). Le tableau des
P est le suivant:

b+c a 0 0 0..

b ¢ a 0 0 ...
0 b ¢ a ]
0 0 b ¢ a ...
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On est visiblement dans un cas homogéne fini irréductible, dans
I'hypothése 4 et & différents de 0. Le théoréme IV nous indi-
que alors que les P} tendent vers des limtes Py indépendantes

de 7. Nous préciserons ce résultat de la fagon suivante:

Cas posiTiF: a > 46 >0: Le théoréme III nous indique
alors que les limites Px sont toutes nulles. Un artifice précisera
la maniere dont les P} tendent vers 0; considérons les nombres

o, 0, o,. donnés par les formules :

— it _
=1, ai=<‘/%> [i(‘/%_1>+1} >0 1D

Et considérons les quantités :

Fx(n) =3 o Pl (12)

Nous n’avons pas & nous préoccuper de la convergence du second
membre de (12), car quel que soit 7, pour & fixe, les PJ dif-

férents de O sont en nombre fini. Or on a:
n+1 n 5 n
Fe(p+1) =2 ai Py =2 ai (2 py5 P) = ? (% j p1j) Pix
1 1 3

Or les @ sont solution du systéme S(A):

{xo—)\(b+c)xo—)\bx1 =0

Xn— NBXp-g — NC %y — Nb%xpy =20
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1 aj
pour A= p= ——————— ; par suite: 3 aj p;j = — , et:
1—(Va - v/b)? P
1 Fu (1)
Fx(n+1) = — F.(n) =
Pn o

Désignons par P2 la borne supérieure des PJ, lorsque ¢ varies
P est atteinte par PJ} pour une valeur fini de ¢, puisque les.
P}l non nul sont en nombre fini, pour # et % fixes. On a d’ai-

llears a; > 1, p>1, donc:

Fx (1)

Pn

P! < Fy (n) =

n
Il en résulte que les Pix tendent vers O uniformément lorsque

i varie: on est dans un cas régulier exceptionnel.

Cas NEGATIF: 4> b: D’aprés le théoréme III, dans ce cas,

les limites Py sont toutes nulles.

Cas nfcaTir: 6> a: Nous allons effectuer dans ce cas e
calcul des limites Py ; nous commencerons par P, et pour cela
nous formerons poo()\)‘ comme nous avons appris & le faire an
paragraphe 4 du chapitre V; plus précisément, nous formons
g\) =1+ Npoo(A); en appelant #; la plus grande des 2 raci-

nes uy, #4z, de I’équation :
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GA,u) =Na— (1-No)u+ANbu?2=20

on trouve :

AN = —
) (@ u1—5) N

Développons, au voisinage de A=0, la fonction ¢ ()= ;
a ul—b
on a:

Mg M [I-N+2n] + 0= [ N]P= 0

1 [N/ (1=AN) (1-2,N) 1-N(c+25) 1
7\ = — - [
26 1-2 1—-A

olt 'on a posé:

b= 1-(Ja — \/3)? b = 1-(a+ V3)?

Posons: 7(N) = /(1=AN)(1=22N) = ¥, + T N +..4 ¥, A+

VA= mN (15N
1-A

s(N)

= @0+ o\ 4 o\t A,
on a: (Pn:-lil:)\ll\ s 0<h1<1, "‘1<h2<1

hy > by y b1 > — by

| A1l et | 2] étant <1, /(1=AN) (1—A;N) est holomorphe
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pour X =1; donc la série Z ¥; converge, c’est & dire que ¢,
1

a une limite pour # = o, qui n’est autre que +/(1-4y)(1-4y) =

b—gq.

1-=N(c + 25)
On a d’ailleurs: ———l— =14 (a—5) Z°: At ol est
1- v=
" b-a
facile de déduire de ces calculs que Poo tend vers — = P

Pour les autres Py, on peut opérer de méme, mais il est

plus simple de remarquer que V'on doit avoir:

Py = 2 Pj pix
3

Les P; sont donc une solution du systéme S(1); la résolution
de ce systéme, par les procédés du chapitre V, est simple, et

montre que S(1) n’admet qu’une solution, de la forme: xx =

a k
u (— ; donc Py est de cette forme, u est determiné par le
b

b-a
fait que Po = — = p, et l'on trouve:

b—a
P, (

T R Y
~——
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b—a 1
On remarquera que Z Py = — X — =1
k b 1-2
b

L’espérance mathématique d’un joueur jouant longtemps est donc,

quel que soit son avoir initial 7:

Ek-Pk=

k b (I a)z b—a
V2

Le jeu prolongé sera donc avantageux on désavantageux pour lui

a a
suivant que son avoir initial sera < —— ou > ——
b-a a—b

— 172 —



SUR L'ITERATION DES SUBSTITUTIONS ALGEBRIQUES LINEAIRES

SECTION III

ETupeE pEs CHaiNEs A LIAISONS COMPLETES
pEe M.M. Oxicescu ET MiHoc.

Dans un mémoire publié dans le Bulletin des Sciences
Mathématiques [Onicescu-Mihoc, 1] M.M. Onicescu et Mihoc
ont défini et étudié une catégorie trés intéressante de probabili-
tés en chalnes, qu’ils nomment chaines 4 liaisons complétes: il
nous a paru peut-&tre préferable de réserver la dénomination trés
généiale de chaine & liaisons complétes & une catégorie de chaines
effectivement plus étendue;, et nous désignerons les chaines de
M. M. Onicescu et Mihoc par Pexpression de: chaines (0. M.)
Nous nous proposons ici d’ apporter quelques compléments aux

résultats de M. M. Onicescu et Mihoc.

Ces Auteurs considerent un systéme aléatoire S, qui prend
I'un ou Pautre des états E;, E;,.., En, Emn. 2 la suite d'ex-
périences successives numérotées: 1, 2,..., m,...; et ils supposent
que, les probabilités effectives (et non apriori) des états E;
ayant été respectivement x5 (7—1),..., xj(n—1),., Xmyy(n-1)
a la (x—1)'*"¢ expérience, cette (m—1)""° expérience ayant d’au-
tre part réalisé 1'état E;j, les probabilités wxy(n) des états Ej a
la n'°mc expérience sont des fonctions déterminées des <v;(n—1)

et de 7, soit:
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xk(”) = Qik [xl(n - ‘)9 °y xi(”“l):"') xm(n_l)] (k = 1’2) ] m) “)

(= 1,20, m+1)

Nous ne faisons pas figurer %y, (2-1) dans ey, puisque

Impy(n—1) = 1~Z““xi(n— 1); de méme Xwsy(n) = 1-3m x5(m),
i= =1

de sorte que dans (1), il saffit de donner a % les valeurs 1,2,..., m;
ceci étant la chaine est déterminée par la donnée des ¢ix et des
probabilités xj(1) relatives a la premiére experience; nous pose-
rons pour simplifier ¥, (1) = x;j; il y a une probabilité détermi-
née, fonction des xj, soit PM(x;, %,.., xm) = P"(x) pour que
la n'*® épreuve réalise I'état Eg; on se propose principalement
de déterminer le comportement des P! (x) lorsque # croit indé-

finiment.
On a évidemment:

1 n+1 vm-%l n
— — -
Ps(x) =%, 5 P, (x) = A-Jl %y Ps [ﬂowl(x), ‘sz(x),-- 5 (Pwm{x)]
w=
De sorte que, algébriquement le probléme peut se poser ainsi:
considérons le domaine D, de 'espace euclidien a 7 dimensions,
constitué par les points x, dont les coordonnées: x;, %3., xm

satisfont aux conditions:

0 i i i 1 (2 o <1 (3)
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Et soit m + 1 transformations ¢;,.., ®m, ¢m+; définiés

dans D par les formules:
2 = Qi [%1, %2 5eer ¥m) <k= 1,200y m (4)
i=12,.,m, mﬂ)
oll les ¢y satisfont aux conditions:
0<en <t 2y e < T €
Nous noterons symboliquement les formules (4) par:
¥ = ¢ (%) 4y

On considére les fonctions F" (x) définies, lorsqu’on se donne

F'(x), par la formule de récurrence:
Fu+l(x) e zner gy F" [(‘Pw(x)] (;2:1’2’._.’ oo) (5),

On demande lz comportement, lorsque 7 croit indéfiniment, de
Fu (x) .

Remarque: Il y a lien de rappeler une remarque, due &
M. M. Onicescu- Mihoc (Onicescur Mihoc, 2), d’aprés laquelle les
chalnes (O-M) peuvent &tre rattachées aux chaines simples cons-
tantes de Markoff: en effet, prenons, pour simplifier, le cas
m=1; soit % =%, 0(x) =011 (%)), ¥(x) = en(21); (5) de-

vient :

P, () = x Py [¢ 0] + (1-2) P} [¥ @] 6)
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Soit x(n) la probabilité effective, & 'experience n, de E;;
les x (n) sont des variables aléatoires (assujetties & la condition
0 < x(n) < 1) enchainées; il y a une probabilité déterminée et
indépendante de 7, soit p(a, w) pour que, si x(n) = a, x(n+1)
ait une valeur située {ans I'ensemble w; on a en effet:

p(a, w) =« si w contient ¢ (o) et non ¥(«) ;

pla, w) = 1—a si @ contient ¥(a) et non ¢(a);

P (a, w) =1 si w contient & la fois ¢ (a) et ¥ (a);

0 , dans les autres cas.

Il

P (e, w)

De sorte que les x (n) (n = 1,2, , ») sont des variables enchai-
nées au sens de Markoff; dans certains cas, cette remarque per-
met d’étudier la chaine (O-M) considérée, mais en général la
chaine de Markoff ainsi obtenue appartient a un type non enco-
re étudié & notre connaissance; de sorte qu'une étude directe des
chaines (O-M) reste nécessaire, étude qui sera indirectement une

contribution & I’étude des chalnes de Markoff.

Nous indiquerons 2 méthodes, de portée assez générale, et
nous les appliquerons & I’étude d’un cas particulier.

ParacrarHE 1: METHODE DE M. M. OniceEscu-Minoc.

Le principe de notre premiére méthode est di & M. M. Oni-
cescu-Mihoc; nous nous bornerons & élargir quelques peu leurs

résultats.
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Nous poserons: @i, ms (%) = 1 — 2" @5 (x).
=1

Supposons que le domaine D soit distancié, et appelons
A(xt, x?) la distance des 2 points x! et x%; nous disons qu’une
transformation ¢ définie sur D est bornée, s'il existe un nom—

bre positif M tel que l'on ait:
Ale(xl), o (x))] <M-A [»1, 7] @)

¢ étant bornée, nous appelons borne de ¢ et nous désignons par
|¢], le plus petit nombre M satisfaisant & (7) quels que soient

x! et x%; on a le lemme suivant:

Lemme: Toute transformation de borne inférieure & I, admet
un point d'attraction et un seul sur D.

Soit en effet ¥ un point de D, et xt, x2,..., x",... ses trams-
formés successifs par la transformation ¢ de borne inférieure & 1
on a: x"1 = ¢ [4"]; soit A, la distance de x"*1 & x", A,
celle x1 & x, Dy (i > k) celle de &' 4 x%; onma: A, <lel-

An_1§A0~l¢l"; donc :

. ) , [l
N < ZM LA < Do 2L o [T < Ag v —rr (8)
== = TE T =T
Supposons alors que l'ensemble #%,..., x",... qui a au moins un

point, d’accumulation, en ait plusieurs, et soit «’, ”, deux d’en-

tre eux; il existe une suite d’indices #(, #2,.., #p’,... telle que

» E2]

%"0 tende vers x'; et une autre, 7y, , 7nq, . telle que x°¢’

— 177 —



tende vers x”; € étant un nombre positif arbitrairement petit,
on peut trouver, en tenant compte de (8), un nombre N tel

que, si 'on a simultanément #," > N; n” >N, on a:
A, ) < ey A, x%7) < e; AP, g"d”) < e

d’ofl 'on déduit que: A(x’, 2”’) < 3 e, c’est & dire que: x'=x".
b J
Donc, les points x!,..., .. tendent vers une limite unique, y;

et comme on a: x"*1 =0 (x"), on a & la limite: y = ¢ ().

Soit alors z un point quelconque, 2!, , 2. ses transformés .

successifs; on a:
gol — g = ¢(zn)—y = <p(z")—<.0(y)
donc: A (2%, 9) S |¢[ A2 ) S lo lu Az, )

d’oit il résulte que 22 tend vers y, ce qui établit le lemme.

On peut alors établir le théoréme suivant:

Tuforbme Ig: Etant données les fonctions F™(x) définies,

lorsqu’on se donne W1(x), par I'équation de récurrence (5)

B (x) = 3% 2y B [ou(x)]

a) il existe un nombre L tel que Pon ait: | Fi(x!) - F!(x?) | <L-

A (xty x%) quel que soients x' et %%

— 178 —



SUR L'ITERATION DES SUBSTITUTIONS ALG]::BRIQUES LINEAIRES

b) s5'il existe une valeur de k, soit ko, telle que l'on ait quel que
soit i: 0 < @ik,

< 1si i=k,

;

<1siiSke

les fonctions F®(x) tendent, lorsque n croit indéfiniment, vers

c) i les transformations ¢i sont bornées et si l'on a: | ¢

une constante ¥, sauf peut étre pour les points x tels que

xko—_—O.

Supposons en effet les conditions a, 4, ¢ réalisées; soit @ un
nombre positif tel que l'on ait: @ < @i, quel que soit Z, et
quelconque par ailleurs; soit Dg le domaine, inclus dans D

défini par « E Xko

1.°) la condition ¢ entraine I’égale continuité des F" (¥)

sur Dg; car si ' et ¥ sont 2 points de Dy, on a:
Fret(ut)— Fo#1 () = 371l -02) E ()] + 2040, { B [ 01)] =
- [‘Pw (xZ)]}

D est un domaine borné; en tenant compte de @, on voit qu’il
existe un nombre %, indépendant de #, de x' et de 2, tel que

I'on ait:

| Bt (xt - 22) Folon()] ] < 2. A, 22)
w=1 ==

Supposons d’autre part que on ait: | F*(x')— F*(x2) | _<_=M

A(x!, x2) quels que soient x! et 22 sur Dg; on aura:

— 179 —



I {Fn‘[(pw(x])_Fn [(pw(xz)]} ' i M’,‘Pw I A(ﬂcl, 452)

et, puisque |ow| <1,

| 2 28 (o [ew()] = Flon()]}] < [y, kol + (1=2, )] -
M- AR, x2)
de sorte que:

| Friat) = Fi(e0) | < A, 22) (Mg, | ono [+ 1-5,, 1) 9)

A
Supposons que Pon ait: M > ——— ; (9) donne:
= a(l—]ey,|

| Fort (at) - F*+1(a7) | < A(v, 52) - M {1~y +a- (2 -33,) [ ok, |}

<A@, ) M 1-(1-|ew|) (2 - )}

et comme xf —* <0, 1-]eko| >0, il vient:
[Pt (xt) - Fo#t(a?) | < M- A(r?, 42)

A
Silon a pris M>L et M> —————, on aura donc, quel

- a(l_[‘pko])
que soit #, sur Dg,

| o) — Froi(s2)| < M- A (s, 22)

ce qui établit I’égale continuité annoncée.
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2.°) ce résultat obtenu, on peut appliquer au domaine Dg
le raisonnement de M.M. Onicescu-Mihoc (Onicescu—Mihoc, 1,
p- 182 et 5q.); en fait, dans la formule (9) de leur Mémoire, tous
les coefficients ¥i @ij @ijk.... Pijk....1 ne seront peut &tre pas posi-
tifs, mais le coefficient Xko @Pkoko Pkokoko - Pkoko-- ko Sera lui,

toujours positif, et cela suffit.

Et comme « peut &tre aussi petit que l'on veut, le théoréme

est établi.

On voit facilement que notre énoncé est un peu plus général
que celui du théoréme correspondant de M.M. Onicescu-Mihoc
(Onicescu-Mihoc, 1, p. 179). Ajoutons qu’on pourrait développer
des considérations analogues dans le cas ot les ¢j seraient sup-
posées dépendantes de z#. Nous présenterons encore 2 remarques
au sujet de cette méthode; ainsi qu'un théoréme qui peut étre

utile:

ReMarque 1: L’égale continuité des F®(x) sur Dy n’est

7 . .o : 7 : oz B Laliad

pas necessaire - il suffirait que cette egale continuité soit réalisée
au voisinage du point d’attraction de ¢y, ; et pour cela, il suffi-
rait que la condition ¢ soit satisfaite non sur D, mais seulement
sur le domaine constitué par un voisinage du point d’attraction
de ¢, et ses transformés par application, un nombre quelcon-

que de fois et dans un o-dre quelconque, des transformations @«
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RemarqQue 2: Si l'on a, quel que soit 7, [¢;] <1, la re-

striction relative aux points x tels que xx, =0 peut &tre enlevée.

TuforEME: Si les transformations i ont un point d attrac-
tion unique et commun, y, sur D si pour tout point x on peut
écrire: Ay, ei(x)] <k -A(y, x) avec 0> k> 1, quel que soit is
st enfin FY(x) est bornde, et uniformément continue au voisinage
de y: lorsque n croit indéfiniment, F" (x) tend, uniformément
par rapport & x, vers Fl(y).

Posons en effet: @i 1,1, = @i 4, [€1,1, Pig2 ey Pigm]

Piy dgipigg — Pip igeeeiy [‘Pr+1,1 Pre15277, ‘Pr-i-l»m]
On peut supposer rangés dans un certain ordre les divers grou-
pes d’indices (73, #2,..., x) que 'on peut former, et poser:

PY(W) = X @iy @iy iy iy @iy igeei, (10) avec: ZpP(x) =1 (107
]
O} = ¢iy" Qigeee @4 (10”)
On a alors:  F*¥(x) = 2 p} () F* [¢}(x)] (11)

Ceci étant, par hypothése, on a: A[y, ¢7(x)] \< &*-Afy,x); on
peut donc trouver un nombre N, indépendant de x et de n, tel

que lon ait:

[F (g2 (x)] — FL(p)| <N -&"
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du moins si # est assez grand; on a par suite, en tenant compte

de (10,
F**(x) = F1(y) + R*x) avec |R®(x)| < N-&®

ce qui établit le théoréme puisque &> 1.

ParaGraPHE 1: METHODE POUR LE CAS HOLOMORPHE.

Nous appelons cas holomorphe le cas ou les ¢y sont holo—
morphes; la méthode suivante est relative & ce cas; telle que nous.
I’exposerons, elle n’est applicable que dans le cas olt m = 1, mais-
trés vraisemblablement elle pourrait étre étendue aux cas olt mx
est quelconque.

Cette méthode résulte de fagon évidente du théoréme que
nous allons établir et énoncer.

x dé.ignant une variable complexe, considérons I’équation de

récurrence

Farl(x) = a (x) Fo[e(x)] (12)

relative & des fonctions F2(x) définies sur le domaine |x| <1,

et qui définit ces F"(x) si 'on se donne F*(x); il faut naturel-

lement supposer [¢(x)| < 1; faisons les hypothéses suivantes:

8) les fonctions F!(x), a(x), ¢(x) sont holomorphes dans
un cercle |z | <1+p (p>0);

¢ ona: |[¢(#)]<1 pour |x[<D
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On peut alors déterminer 2 nombres positifs p’ et M, tels que
Pon ait: p<p; M<1j; [e@)| <M pour |x]|<1+4p.

Soit ¢ le cercle |x| <1+ p’; on peut poser, dans c:

F () =fo + fir + foa2 +ok foxa 4o (13)
a(®) = a0t ayx +..+ aax® 4. (14)
()= 0o + oM x4+ A o x+.... (15) (\=1,2,.., )

et par convention.
e(x)°=1, ¢3=1, ¢ =0 pour ¢g>0.

On a alors:

o] = 2 (;}: fa sof) wr

a@) Frlow] =3 {2 fa (Jg;aj e )} 3

En égalant les coefficients de x* dans les 2 membres de (12), on

trouve:

n+l n q . k
f.=23f, .2‘.‘; @ ¢r-j | et, en posant sy = 2‘0 aj ¢ij  (16)
q = i=

n+1

fo= 2% s fu (17)
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Or, on a évidemment: a(x) <p(x))‘ = 2 s & (18)
1

Sur ¢, a(x) ¢(x)k est holomorphe et bornée supérieurement
par N.-Mk) ou N.1 si £#= 0, en appelant N la borne supé-
rieure de | a(x) | sur ¢; on a donc dans tous les cas, d’aprés

I'inégalité de Cauchy:

N
s | < ——— (19)
= 1+ o)

Considérons alors I'espace (A) des points ¥ dont les coor-

données xx (k=0,1,2,..00) sont telles que Z|xx| converge; on«
k

voit facilement que dans cet espace les formules

¥ = D sy
k

définissent une substitution linéaire S qui est d’ailleurs la trans-
posée d’une substitution de Dixon: d’aprés ce que nous avons vu

a4 la section III, on peut écrire, quelque soit 7:

M5 Si,l.pl
1=1

Se=3 ———— 4 S(n) (20)
A

i=1

en désignant par S'=1S, S2? ..., S" les itérées successives de S;
dans cette formule:
M, A2,y As sont des nombres de module < 1;

Si,I sont des substitutions bien déterminées, indépendantes de #;
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S(n) est une substitution dépendant de 7, pour laquelle on a:
1S#) Il < — olt M est un nombre positif quelconque et 4 un
nombre positif > 1;

les substitutions S (#) et Si,! sont des substitutions dans
(A), c’est 4 dire qu’en désignant par gix les coefficients de I'une
quelonque d’entre elles, il existe des nombres positifs M; tels que
Ton ait:
| g | < M ZiMi< .
En désignant par s§ si(n), si' les coefficients de S®, S(n),

‘SLi, on a d’apres (20):

il
2 Sig- 72!
f =2 ——— T ) (21)
On montre facilement que les séries entieres Z (B si;1fl) 4! et
ik
2 (3 sic(n) f1) #1 ont des rayons de convergence supérieurs 4 1;
ik

on peut donc écrire, sur le cercle |x|<1, et puisque fA¥1=3 I fI,
= k

27 Fihl (%) m!
Foti(y) = 3 =0
i=1

+ F(x, n) 22)

AR
i

oit les Fi.l(x) et F(x, n) sont des fonctions holomorphes sur le

cercle | x|< 1, et olt de plus F(x,7#) tend uniformément vers 0
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quand 7 croit indéfiniment; en effet: F(x, n)=23 (3 sic (n) fi}) 2735
ik
donc, sur [z | <1, [Flx,n)|<Z(E]si(m)]| | fl]); cette série
= =3 k

double étant absolument convergente, on peut écrire: 2| f} |-
k

(S lsw(m)])s oronava (p ) que 2ou(m) [<HSOI -5%;
donc:

|Fx,n) | < — 3| fu|
=]1n k

ce qui établit la propriété annoncée.

7

Considérons maintenant I’équation plus générale:
Fri(z) = 3 o () F*[o(¥)] (12

Supposons que: «) F’(x), aw(®), ew®) (j=1,2,...,¢) sont holo-
morphes dans le cercle [z | <1+p (p > 0);

et que: e) |ew(x) <1 pour [x] <1 (j=12,...,9;
en opérant comme on I'a fait pour I'équation (12), on obtiendra:

n-tl (W) n
fi = 2;: (2 - sik ) fi

J

® K ™ N
avec: Six = X1 aw, @w,i-1; on aura donc: lsie | <
1=0
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W Z N N
donc: | X sy [ < 4 = - avec N=3ZN@,
i = (14 (14p)i i

De sorte que le raisonnement précédent peut &€tre repété, et

Fotl(x) est encore de la forme (22); donc:
TatorEme 113: x désignant une variable complexe, considé-

rons les fonctions F*(x) (n = 1,2,..., ) définies, lors qu’on se

donne B! (x), par I'équation de récurrence F*** (x)=2‘.‘1aw(x)F"[<pw (x)]3
W

d) si les fonctions Fl(x), aw (x), ow (&) (w=1,2,..,8
sont holomorphes dans un cercle |x| <1+p (p >0);

e) silew ()] <1 pour 2] <1 (w=12,.,0;
on peut écrive, quel que soit n:

= Filx) -nl
Fotl(n) = ¥ =0 4+ F(z, ) (22)

j=1 n
j )\1

ot les nombres Ny (j=1,2,...,5) ont des modules inférieurs ou
bgaux d 1; o les coefficients Fil(x) F(x,n) somt des fonctions
holomorphes pour |x| < 1; o ¥ (x,n) tend uniformément vers 0,

sur le cercle | x| < 1.

REmMARQUE 1! on peut considérer des équations (12) ou (12)’

relatives non pas au cercle [*] <1, mais & un domaine & peu

prés quelconque; en vertu du théoréme de Riemann sur la trans-
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formation conforme d’un domaine quelconque en un cercle donné,
on voit que le cas général se raméne immédiatement au cas par-

ticulier traité.

Remarque 2: Revenons & I’équation (12); supposons tou-
jours vérifiée ia condition 6, remplagons e par:

e) |e(x)| <1 pour [#]<1

e’) on a: ¢(y)=y pour une valeur » de ¥ de module < 1;
en vertu du théoréme de Riemann, on peut supposer y=0; alors
je lemme de Schwartz nous indique que pour toute valeur de x
de module < 1, on a: |e()]| <|x|, & moins que ¢ (¥) ne soit
de la forme ¢-x, cas d’exception que nous éliminons en suppo-

sant aussl que;

ed) @(x) n’est pas de la forme A0,

Soit alors @ un nombre positif < 1; d’aprés ce qui précdde,
la transformation %’ = ¢(x) transforme le domaine |[x| <@ en
un domaine complétement intérieur: donc le théoréme précédent
est applicable, pour ce domaine; et comme & est aussi voisin de 1
qu’on le veut, le théoréme est applicable pour |x| < 1, mais non
peut &étre pour |z|=1.

Envisageons maintenant 1’équation (12) sous les conditions 4 et

er) |ew(®) <1 pour |%] < 1;
) on a: ew[yw] =yw avec |pwl< (w=1,2,..,0);

e3) Y1 =2 = 0= P

— 189 —



on poutra supposer ¥ = ¥ = ... = y = 0; d’aprés ce qui pré-
c@de, le Théoréme II, sera encore applicable, sauf peut étre pour
vl =1.

PARAGRAPHE 3: APPLICATION DES MFETHODES PRECEDENTES
AU CAS ALTERNATIF LINEAIRE.

Avec M.M. Onicescu Mihoc, nous appelons cas alternatif, le
cas ot m=1. On est alors conduit, comme nous l'avons vu

p , a I"équation:
Prii(x)=x P'le(x)] + (1-x) P*[¥(x)]; PY(x)=x: O <x< 1. (6)

Nous ne traiterons qu’un cas particulier de 1'équation (6),
mais nous aurons besoin pour cela de 2 lemmes d’une portée plus
large, que nous indiquerons donc d’abord.

Soit 1'équation (6) et N un nombre de module inférieur ou
égal a 1, tel qu’il existe une solution F(v) non nulle bornée et

continue a |’ équation:

Fx) = MaFle@] +(1-2)FEm]} 0<vr <1 (23)
LemMme 1: [N =1
Si en effet on appelle |F| la borne supérieure de | F (x)],
comme on a, d’aprés (11), F(x) =N"{Z p} (x) F [¢J"(x)]} , quel
i

que soit 7z, on a: |[F(x)| < [M"-|F| quel que soit #, ce qui est

impossible si |M < 1.
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Lemme 2: Si I'une au moins des 2 fonctions ¢ (1) et ¥(x),
¢ (x) par exemple, ne prend pas les valeurs 0 et 1, sauf peut
&tre pour x =0 ou x = 1, et si elle posséde un point d’attrac-

tion unique, \ est racine de |'unité.
En effet, 2 cas sont possibles:

1.°) |F(x)| atteint sa borne supérieure en un point xo de

Pintervalle (0, 1), autre que O et que 1; dans la formule
Fx) = M {2 poie) Flop()] } (24
j

faisons x =, : certains des coefficients 4 (x) sont positifs; on
en déduit, en faisant croftre 7 indéfiniment, que |F (x)] atteint
sa borne supérieure en particulier au point d’attraction y de o(x);

2 cas sont alors possibles:

a) |F(x)| atteint sa borne inférieure m en un point x, tef
que 0<wx;<1; il en résultera que |F(y)|= m; donc |[F|=m,
et A =1,

8) | F(x) | n’atteint m qu’en O ou }: c’est & dire en un
nombre fini de points, que je désigne d’une fagon générale par
€1, €2,-, ¢q; soit I'un quelconque d’entre eux, ¢, par exemple;

si dans (24) on fait x =e¢;, on détermine au moins un point

F(er)

el pour lequel on a: F(e)) = » et eela quel que soit #.
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D’ailleurs (] appartient nécessairement au groupe €1,.., €q:
dans la suite indéfinie 62 = e1, €}, €} il y a au moins 2
points de rang différent qui sont identiques: on en déduit que A

est racine de Vunité.

2.°) | F(x) | n’atteint sa borne supérieure que pour x = 0,
ou x = 1; c’est & dire en un nombre fini de points: le raisonne-
ment B) prouve encore que A est racine de I'unité.

En fait, dans le cas alternatif, le groupe e1,.., ¢q he com -

porte au plus que 2 points, de sorte que A ne peut étre égal

qu’a [ ou a-1.

CaAs LINERAIRE ALTERNATIF.

Nous disons que ’on est dans le cas —alternatif — linéaire, lors-
que ¢(x) et ¥(r) sont linéaires: nous poserons alors: ¢ (x) =
ax+ b, ¥(x) = cx + d, ce qui donne; avec: Oi bé 1, 024—1—&
<1;0<d<1,0<c+d<1:

P (x) = xP"(ax +8) + (L-x) P'(cx + d) (25)

Pour I’étude de (25), nous distinguerons plusieurs cas: observons
d& maintenant qu’il n’est pas nécessaire de les examiner tous,
car la transformation: x =1— 9, y=1—x transforme I’équa-

tion (25) en I’équation:
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Pt () =y P [cy + (1= c=d)]4(1-v) P*[ay+(1-a~8)] (25

qui est du méme type que (25) et qui en somme change « en ¢,
ben 1—¢c—d, ¢ en a, d en 1—z~5. Nous rassemblerons d’ai-

lleurs les résultats en un tableau récapitulatif final.

1¢, Cas: |a| et |c| soNT Tous DEUX DIFFERENTS DE 1:
Nous aurons évidemment résolu le probléme qui nous intéresse:
si nous résolvons I’équation (25) pour |[x |< p, avec p>1; ou

encore, en posant x=p ¥, si nous résolvons, pour |y |< 1, I’équa-

tion:

> nil » B b yn d
P ()=pyP [aﬂ-— + (A-py) P (cy+—) (26)
p P

ot P'u(y) = P"(py); or, si p est assez grand, on a:

d
cy+ -
p

6
ay + -
]

<1,

<1, pour [y|<T;

sous ’hypothése |2 | et [c| <1, naturellement. D’aprés le

théoréme II4, on peut donc écrire, en revenant & la variable x:

st z% PLI(x) - n?
P () =3 =—— +Plx,n) (Zn

n
ji=1 XJ
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du moins pour |x | < p; mais si je considére maintenant une
valeur p’ > p, j'en déduirais de la méme fagon:

it U7 P(x) -nt
P (x) =z =2 + P’ (x, n) 27y

. ’.n
=1 XJ

valable pour lxlSp‘; (27) et (27)’ doivent donc étre identi-
ques pour |x[<p, et on en déduit simplement que (27) est
valable quel que soit x.

Soit alors N l'un des Aj; [N <1 d’aprés ce que nous avons
vu & la section III, il correspond & N au moins une fonction fon-
damentale F(r), holomorphe et non identiquement nulle, telle
que:

Fx) =MaxF(ax+4) + (A—x) F(cx+4d); (28)

De sorte que, d’aprés le lemme 1, |[N[=1; on voit de méme que

m;=0; pour préciser, distinguons 2 cas:

A) a=¢=0: dans ce cas, la chalne (O-M) se réduit & une
chaine de Markoff; les résultats sont connus, nous les rappele-

rons dans le tableau récapitulatif.

B) l'un au moins des 2 nombres 4 et ¢ est non nul: soit
par exemple ; 0; le lemme 2 est alors applicable, car ¢(x) =

ax + 4 a sfirement un point d’attraction et ne prend les valeurs
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0 et 1 que pour x =0 ou ¥ =1: de sorte que N ne peut &tre

égal qu'a 1 ou & —1; mais alors, dans (28):
ou bien F(x) est une constante, et alors N =1

ou bien F(x) n’est pas une constante: comme N est réel de
toutes fagons, on peut toujours supposer F(x) réelle aussi; sup-

posons que |F(x)| atteigne son maximum en un point %, autre

que O et 1: on voit alors facilement que |I'(x)| atteindra ausst
son maximum en une infinité d’autres points déduits de xo par
application des transformations x” = ¢(x), &’ = ¥(x); (il y aurait
un cas d’exception, celui ot xo serait le point d’attraction com-
mun de ¢(r) et de ¥(x); mais alors, d’aptés le théoréme de la
page F(x) serait nécessairement une constante); mais si |F(x)]
atteint son maximum en une infinité de points, comme F(x) est
réelle et holomorphe, on démontre facilement que F(x) est cons-
tante: donc |F(x)| n’atteint son maximum que pour ¥ =0 ou 1;
on raisonnerait de méme d’ailleurs pour le minimum de | F(x) |;
or, on a: F(0) =\F(d); F(1) =AF(a+d); d'ou il faut conclure
que d=0, a +4=1, N=1; donc:

M ne peut prendre que la valeur 1, et la prend effectivement;

F(x) est une constante, sauf peut &tre si: =0, a+86=1;
nous allons montrer que effectivement, si d =0, a+é =1, il

existe une fonction F (x) satisfaisant & (28), avec X =1; pour
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cela, avec les notations du paragraphe précédent, formons le
5 Pi

tableau des s correspondant & (26); on trouve: S = —; fik
P

olt fi ne dépend pas de p; le tableau des fix est le suivant;

en templagant & par (1—a):

1 0 0 0 0

0 (1—a) +¢ (1-4a)? . .

0 a—c 2a(l-a)+c2 . .
0 (0] a?—c? . .
0 0 0 . .
0 0 0 . .

On remarque que Eofik =1, pour £>0; pour que F(x), non
i>

constante, existe, il faut et il suffit que le systéme:

X —kgosik ¥ =0 (F=1,2,... »)

admette une solution (vy) telle que [x ] soit borné supérieure-

ment: or, on satisfait au systéme:
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¥i— 3t e =0 t=12,.,)
k>0

en posant: ¥ =1; d'olt 'on déduit, pour le syst€me précédent,
. , 1 L .
la solution bornée: x = — ; on en déduit alors que P2(x) tend
)

vers une fonction holomorphe Plx) dépendant effectivement de «.
2*, Cas a=1; distinguons encore plusieurs cas:
A) ¢ = 1; alors P2(x) =, quel que soit #

B) ¢=—1, ¥(¥) = (1-%); alors, si I'on reprend la for-
mule (11), on voit que les ¢?(x) ne peuvent prendre que 2 va-

leurs : & et 1—x; o} (x) celles qui donnent x, ¢}.(x) les
autres posons: 5’;(34) = ? p;‘, (%) ;g(x) = jZ” p;, (x); avec les
notations de la page , on voit que:

p?;‘(x) = prob. {x(m) =x} ; 53(") = prob. {x (n) = 1-w}

Or les x(n) forment évidemment une chaine de Markoff trés

simple dont le tableau caractéristique est:

de sorte que 5’,’(x) et 5;‘@:) ont des limites, 21(x) et 52(%’) ; alors,
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d’aprés (11), P"(x) tend une limite dépendant de x et égale a:
Plx) = pi() -1 + palx)- (1-2)

C) |c]<1; nous distinguerons encore plusieurs sous-cas,

mais de toute facon, observons que P»#1(1) = P2(1) = 1.

a) soit d<<1, ¢+d<1; soit « un nombre tel que l'on

ait: cx + d < a, quel que soit ¥; soit Dy le domaine 0 <x < 1-8;

d
¥ & un point d’attraction, — : en appliquant a Dy les tai-
s=c
sonnements du paragraphe 1, puisque || =1, |o|=]¢|< 1,
on trouve que:
P"(x) tend vers d pour x§ 1
1—c¢

B) soit d=1, ¢+d<1; alors on a: 0<c¢+ d; soit a
un nombre tel que: a <ex + 4 quel que soit x; considérons le
domaine Da’ﬁ défini par: «a ix E_B (B> a)y sur ce domai~
ne, 1—¢, et 1—¥ restent supérieurs & 0: le méme procédé que

précédemment montre que:

ad 1
P'(x) tend vers — = — pour 0<x < 1
l-¢ 1—¢

et: Pn:1(0) = P2(1), donc P»(0) tend vers E
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¥) d<1, ¢+d=1; alors: 0 < d; posons x° =z, et soit
22 le n'*"¢ transformé de x par ¥ ; x® tend vers 1, uniformé-

ment. Soit N un entier tel que I'on ait, pour # > N: [ —e<

Pt(xm) < 1; (11) peut s'écrire:
n+1 — - —
P =25} PL)=2"}() P + 3 71(x) Pi(w)
i = i>x

P}(x) est la somme de ¢} termes, dont chocun est un produit

de n facteurs de la forme ' ou (1 —xk) (7,4 <J); il existe un
nombre %<1, tel que l'on ait: x% < 4, I~xk§ h, pour z',ng;
on peut d’ailleurs prendre % indépendant de x dans le domaine
0<a<x<l-a<l; o étant aussi petit qu’on le vent; on &
donc: ;—)}'(x) <t A", pour j <N, de sorte que ;);' (x) tend
vers 0 avec 7-17-, uniformément par rapport & f et & (sous les

conditions précisées plus haut); on en déduit aisément que P?(x)
tend vers 1 (uniformément dans le domaine a <x <1l-a); il
reste & examiner le cas de x = 0 P»(0) = P*(d); donc P®(0)

tend vers 1.

8) d=1, ¢ +d=1: le raisonnement précédent peu modifi&

donne encore que P?(x) tend uniformément vers 1.

3, Cas: a=—1: A) ¢= —1: on trouve immédiatement

P2tt(x) = x, P2°(x) = [—u.
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B) 0<|c|<1; on trouve facilement que si
O0<d<l, 0<c+d<l1, P*(x) tend vers une limite P indé-
pendante de x; pour les autres cas, il est bon de remarquer que

I'on a:
Pos2(x)=x(1—x) Pa(x) + 2 Po[—cx +c+d] + (1-x) (cx + d) -
CP(—cxt 1-d) + (1-2) [cx + 1—d) Pz + cd+d).

Considérons P'opération linéaire U;: G(x)=x(1—x) F(x) et l'opé-

ration U,:

Up=x2F [-cx+c+d]+ (1—-x) (cx +d) F(—cx+1-d) +
' + (1=2) (~cx+ 1-d) F (®x + cd + d)

1l résulte des raisonnements de la page que U, est compléte-

ment continue; tandis que Uj a un rayon polaire > 4, puisque
x(1—2) est inférieur ou égal & 1; d’aprés le théoréme , il
en résulte que P" (x) converge au sens de Cesard; plus pfécisé—
ment si:

d=0, 0<c<1 P"(x) tend vers une limite indépendante de x, P;
d=1, 0>c¢>—1, P?"(x) tend vers une limite P'(x) dépen-
dant de x; et P2""l yers une autre limite P2?(x), dépendant

aussi de x;

c+d=0, 0<4d<1, P"(x) tend vers P, indépendante de x;
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ct+d=1, 0<d<1, P*(x) tend vers P, indépendante de x;

C) |e¢|+ 0: connue pour le cas 2%, B, on se raméne a une

chaine de Markoff; on trouve que si.
d§ 1, P2(x) tend vers une limite P indépendante de x;

d=1, P¥(x) et P?"*1(x) tendent respectivement vers des

limites distinctes P!(x) et P?(x), dépendants de x.

On peut rassembler ces résultats dans le tableau suivant:
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avec: PI(®) =z; 0<a+4<1; 0<s<1; 0<c+d<1;

P i(x)

=xP'(ax+4) + (1-x) P'(cx + d)

0<d<1

Cas.

CARACTERISTIQUES.

l LimITEs.

Cas semi-normal;

dant de x.

P2(x) tend vers une
limite P(x) dépen-

lajet |¢]<1; |a| ou jcléO;d=O,a+b=l

c=1

c=0-1

a=1

[d<1
d <1
c+d < ld:
a—=-1

{é>0 Jﬂ+é>0
le+é=0

=

P'(x) = x, gq. soit n;
G <
P(1) = 1, P(x) = 7, pour 3 1

P(1)=P(0)=1; P(x)=1%2pour0<x< 1;

b
P0) =0, P(x) = 1=, pour 0 < x

b
P(0)=0, P(1)=0, P(x)=gp0ur O0<x<].

Cas oscillant:
P2(x) tend vers une

vers une limite diffé.
rente de P2(x).

limite PY(x) et P2""(x)| g =

P2 (x) = 1—x, P2 (y) = x;

Cas normal:
P"(x) tend vers une

dante de x.

limite P indépen- |

tous les autres cas.
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SUR UNE PROPRIETE DE CERTAINS SYSTEMES LINEAIRES TRIPLEMENT

SECTION 1V

RECHERCHE D’UNE EXPRESSION EN FONCTION DE # DE LA #'tMme
ITEREE D'UNE SUBSTITUTION COMPLETEMENT CONTINUE.

ParacrapHE 1: PosiTioN pu PROBLEME, GENERALITES,

Nous abordons dans cette section un probléme qui & eté posé
par M. Fréchet (Fréchet, 7, p. 251) et qui sous sa forme la plus
générale pourrait &tre énoncé ainsi.

Etant donnée une opération linéaire completement continue U,
déterminer une expression en fonction de 7 de sa #n'"¢ ijtérée U™

Nous restreindrons notablement le probléme, en nous bornant
au cas particulier suivant:

Etant donnée dans lespace de Hilbert ou espace L® une subs-
titution algébrique linéaire A dont les cocfficients aw (i,k=1,2,..., %)
réels ou complexes satisfont @ la condition: _Ek laxP=M < =, dé-

1
terminer une expression en fonction de n de la n'™ itérée A® de
A(=AY.

Méme ainsi particularisé, Je probléme garde une certainc gé-
néralité; en effet, la considération de ces substitutions A est par-
faitement équivalente 4 celle d'un noyau de Fredholm de carré
doublement sommable; nous entendons par la que les méthodes

valables dans un cas se transposent sans difficulté dans l'autre cas;
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mais, plus précisément, M. Fréchet 4 montré que le cas des no-

yaux de Fredholm pouvait étre ramené 4 celui des substitutions A.
(Fréchet, 7).

Si 'on pose 9; = Z az 4k, on voit que:
k
[pil? < 2 [xg]? - 2 ac?
=k K

Z nP < M2 -2 Jay?
i = k

A<M
Il en résulte que, avec les notations du Chapitre I, (p. ),
lim || Al |l =0, et par suite la substitution A est completement

q—>» ®

continue (F. Riesz, 2, p. 113, note 1).

Par analogie avec la théorie des noyaux de Fredholm (cf. Cha-

pitre I,) on établit aisément les résultats suivants:

Nous appelons les poles Aj (7=1,2,...) de la résolvante A|\|
de A les constantes fondamentales de A; relativement & chaque

Aj, on peut définir une substitution principale Aj; toute substi-
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SUR L'ITERATION DES SUBSTITUTIONS ALGEBRIQUES LINKAIRES

tution principale est somme d’une ou plusieurs substitutions A;j@)

(a=1,2,..., p;) dont les coefficients a*_ sont de la forme:

i,ik
1
« M o«
%k '; e XY ¢y
J

o o«
Les systémes de nombres ¥5,i (i=1,2,..,00) et ¥j,x (k=1,2,...,)

sont des systémes principaux associés respectivement de A et de
o
la transposée €& de A. Nous désignerons par ?; le systéme des
o o o o
?;,i et par ¥; celui des ¥j,i ; naturcllement, les sérics E.ICPj,ilz
o o i
et 2|V, |? convergent; nous appelerons les #;: systémes prin-
k o
cipaux & droite, et les ¥; syst®mes principaux a gauche.
o
On peut considérer les systémes ¥; comme rangés dans un

certain ordre: i1, @%,..., €%, @, @t ., o2, . plus simple-

ment, nous les numéroterons : ¢!, ¢2,..., ¢%,... en posant
O T . A *
=9 , olt ¢ =72 pg; de méme pour les ¥;.
s=1
o

A chacun des 9, on peut (Goursat, 1, p. 412, remarques) fai-

N x __
re correspondre un systéme «j = w9, tel que le groupe des 9
d’une part et le groupe des w9 d’autre part forment un systéme
biorthonormé, et que les w® soient des combinaisons linéaires

d’un nombre fini de ¥9; (il est & noter que ces combinaisons
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sont telles quc la connaissance des w entiaine celle des ¥ et 1é-

ciproquement. On a donc:

0 si ¢3

q 8 s 81 g> 9§
Zgnwp = 0g = ) (2)
h 1 si g=35

Il doit &tre bien entendu que les substitutions qui intervien-

nent dans tout ce qui suit sont du type que nous venons de dé-

finir.

PARAGRAPHE 2: LES SUBSTITUTIONS MINIMALES.

Nous allons d’abord rétablir un résultat obtenu par M. Lewin
(Lewin 7) (d’ailleurs dans le cas des noyaux de Fredholm de carré
doublement sommable) et qui est en relation avec notre problé-
me. Nous nous appuierons sur des travaux de MM. F. Riesz et
E. Schmidt, ce qui nous permettra de procéder plus rapidement

que M. Levin. Le résultat de M. Levin est le suivant:

Etant donnée la substitution A (aw), admettant les constantes
Jondamentales Nj (j=1,2,..) et les systbmes principaux @ gauche
correspondants ‘I’f-,x, parmi toutes les substitutions S (si) admettant
aussi les Ny comme constantes fondamentales et les \If}Z, comme §ys-
témes principaux 0 gauche correspondants, il en existe une, et une
seule, pour laquelle Zi| Sik |2 est minimum: nous appelicrons la

1

’

Lo .. , . a ,
substitution minimale @ gauche relative aux N; et aux ¥y . On dé-
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SUR L'ITERATION DES SUBSTITUTIONS ALGEBRIQUES LINFAIRES

finit de méme les substitions minimales 4 droite. Le fait, pour
une substitution, d’€tre minimale, & droite ou & gauche, est évi-
demment une propriété intrinséque: #ous définissons donc ainsi
la classe des substitutions minimales, dont nous allons établir
Vexistence et les propriétés.

Soit une substitution S(si) admettant les N; comme cons-
tantes fondamentales et les ‘I’;x comme systémes principaux &

gauche correspondants. Considérons les quantités

el =2 of s (3)
et plus généralement:
et (n) = 21} w .r:;‘ 3y

On connait ’expression des ¢ (#) (Goursat, 1, p. 411); pour la
fournir exactement, il faut faire intervenir les substitutions <cano-

niques», mais il nous suffit de savoir que les ¢2(#) sont de la for-

L(n N ..
me _k?(n‘*) , ot QZ(#) estun polynGme en 7, et combinaisons

J
linéaires d’un nombre fini de ¥ (ou de wl, c’est équivalent)s;

on a en particulier:

1
A

g (1) =6 = - e

Autre remarque essenticlle, les ¢ff () sont indépendants de la subs-



titution S envisagée et ne dépendent que des N; et des ‘I’;x don-
nés.

Soient maintenant les systémes ¢’4(p) définis comme consti-
tuant la solution extrémale (voir pour le sens de cette expression

F. Riesz, 2, p. 53) unique du systéme d’équations:
i =198 (=12,..p) 4)
i

D’aprés (3)’, les sf constituent, pour une valeur donnée de £,

une solution du systéme Ry (n):

D wjx = ¢ (n) (%)

Soit fi(n) (i=1,2,.., ) la solution extrémale unique de Ry (),

pour une valeur donnée de % et de #: on a nécessairement:

S (oD < Bl s 3o < Dol
S P <2l B mP <3 Ik (6
ik =ik ik =ik

Désignons par B la substitution de coefficients &y (1): il est
clair que B est la substitution minimale unique dont Iexisten-
ce avait été annoncée.

En particulier, prenons, comme substitution S la substitu-

tion A; on a:

ab, = bi(n) + m(n) 7)



SUR L'ITERATION DES SUBSTITUTIONS ALGl’EBRIQUES LINEAIRES

ou i (n) satisfait aux relations:

Sy () =0 (s=1,2,,0) (8)
1

On a, d’aprés une théorie de M. E. Schmidt (F. Riesz, 2, p. 64

et suiv.)

bic(n) = lim E‘; 0 4(p) ¢i(m) = lim b} (n) (9)
P=»® = P—p» o
en posant:
P (n) = Zﬁ’lso;" () cf(n) (10)
0=

La convergence de &% vers 4y () est forte par rapport & 7,

c’est & dire que 2 |bix(7) — 68 (#)]* tend vers 0, d’autre part
i

3 |4% () |? tend vers Zt|bik()|? en ne décroissant pas; on peut

i i

alors établir le résultat suivant:

. (a) . P
LemMme [: La substitution Bp , de coeficients (%), tend
uniformément, lorsque p croit indéfiniment, vers la substitution
B® de coefficients ik (7).

1
Il faut montrer que |l B®—B || tend vers 0 avec - ; or

p

(n) () :
187 By 1 < Sl
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p
S [dacln) =) =S (3 | onm) b))
= Xb [Z | bk (72) — 5?1{(”) [2}'{- z {Zlbik(n)“ bl:k‘ﬂ)‘z}(ll)
k=11 k>h| i

) “baem) P < {[bun) | + O]}

Bl =) |2 < 3 | Ban) P+ 3 () P+ 23 o) || )|

Puisque, d’aprés (6), on a:
2 (o001 < 3 otn) [ < el

on en déduit, en utilisant I'identité de Lagrange:
S [bn(n) =R < 4+ 3 Ja,

313 o) =00 < 4 3B 1R

On peut déterminer 4 de telle fagon que 4-k2h(2 {al [?) soit in-
>hi
férieur 4 un nombre donné e; on peut d’autre part trouver un

nombre P tel que pour p > P, on ait:

Zh (3 |bi(n) — B () |?) < e
k=1 i
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SUR L'ITERATION DES SUBTITUTIONS ALG}’EBRIQUES LINEAIRES

en raison de la convergence forte signalée plus haut. D’otnt il ré-
sulte d’apres (11) que [ B™M—-BM | < /2 pour p > P, ce qui

établit le lemme.

LemMme 2: La substitution B®™ est la #'®"¢ itérée de la sub-

stitution B = B,

Montrons par exemple que B® = B X B.
En raison des propriétés des qo'(g) exprimées par les relations (4),
et en tenant compte des expressions et des propriétés des ¢ ()
(Goursat, 1, p. 410 - 411), il est facile de constater que l'on a:

2) (1) (1)

Byy = B, X By

Cela vient de ce que les ¢™(g;) (¢ <g;) ont par rapport aux
e} (n) (g < gj) précisément les mémes propriétés que les o
Passons alors a la limite, en faisant croitre j indéfiniment, en
vertu du lemme 1; on trouve que B®=B X B=B?; on verrait
de méme que: B™W=B".

LemMme 3: Les substitutions B® = B® et les substitutions
7 (n) définies par les coeflicients my(m) sont orthogonales & droi-
te quels que soient 7 et m. En effet, d’aprés (é), on a, en

tenant compte de la forme des ¢} (#) :

X ) mk(m) =0
i
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quels que soient s, »#, m; donc on a:
B X a(m) =0
et & la limite:
Be.x(m) =0 (12)
q L )
ReEmarRQUE: Les 9"(’9) tendent fortement vers des limites ¢’
qui sont les solutions extrémales des systémes:
Zi) wj % = 8} s=1,2,... ) (13)

Il en résulte que B posséde, comme substitution principale rela-

tive & \j, la substitution:

. 1

’ p a
AJ:<2]¢;,i-vfx . —_
a=1 ik )j

a ,a
qui se déduit de A; en remplacant ¢; par ¢; . En effet, on

peut écrire, pour p > gj:

P p; % o at ,
b (1) = 2_1 25,4(P) - ¢k T+ qz ei (p) - ek = a3,u(p) + by,u(p) (14)
a— t]

les ¢’ désignant les indices ¢ < p qui ne sont pas de la forme:

q=qj_1+p’ p= 1,2.... Dis 5ik(1) =hk=plim 5}1((1); a'j’ik=lim “,j,ik(p);
=0 p=o

by = lim 5;,ix(p); on a, & la limite:
? p->o00
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SUR L'ITERATION DES SUBSTITUTIONS ALGEBRIQUES LINEAIRES

bix = a;»ik + byix (15)

Mais on a évidemment:

2 43, (D) + bj, nx () =2z ai,i(p) + bien(p) =0

E Givik * bjyuk = % ayni bjigw = 0 (16)

b
Comme les aj,i sont précisément les coefficients des Ay, (15)

et (16) démontrent la propriété anoncée.

|

Considérons maintenant B2 comme fonction de #; B2 =

lim B} ; soit alors pM, .., pM,... une suite d’entiers croissants;
Pe»®

on peut écrire:
n n
B* = B::(l) +12: (Bp® — Bp'D) a7

La série (17) est uniformément convergente, d’aprés le lem-
me 1; en tenant compte de l'expression (10) des &8 (#), en re-
marquant que B est une substitution minimale et que d’autre
part toutes les substitutions minimales peuvent s’obtenir de Jla

méme fagon que nous avons obtenu B, on voit que:

TuforbEMe Iy: Si la substitution A est minimale, la substi-
tution A“ est la somme d’une série uniformément convergente de

substitutions, dont chague terme est une somme d’un nombre fini
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déléments de la forme , od Q(n) est un polynéme en n
kjll
(dont les Coefficients sont des substitutions).

La forme des 4% en fonction de # s’en déduit immédiate-

ment.

Considérons la substitution minimale & gauche B, et soit,

le systéme d’équations aux différences (D)

% (n+1) :{‘.'ax;(n) bik (G, k=1,2,.., )

Appelons solution principale de ce systéme toute solution xx(m-+1)

(k=1,2,., %) telle que Z|ax(m+1)]2 <o et que:
k

Py (n2)

e n+1) =

(n=1,2., 003 k=1,2,..., )
xll

ot Py (m) est un polynbme en #; on constate que zx(m+1) =
¢t(n) (R=1,2,u., 0, #=1,2,..., %) est une solution principa-
le. Ne considérons que les solutions de (D) telles que:

%]xk(n) |2 < «, et par ailleurs les %, (1) peavent étre arbitrai-

res. On a:

e (r+ 1) = 3 m (1) bun)

Or d’aprés ce que nous avons vu sur la forme des bk comme
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SUR L'ITERATION DES SUBSTITUTIONS ALGEBRIQUES LINEAIRES

combinaisons linéaires de ¢ (#); il en est donc de méme de

Xy (n+1) et on peut énoncer le théoréme suivant:

TukorEME 1l4: Si la substitution A est minimale d gauche,
toute solution wy(n) (k =1,2, .., %) du systeme d'équations aux

différences finies (D) :

re(n+1) =2 x(@#) - an

telle que 2 |xx(n)|2 comverge, est la somme d'une série umiformé-
k
ment convergente lorsque k varie dont chaque terme est une combi-

naison linéaire d'un nombre fini de solutions principales de (D).

Paracraprae 2: LEs vARIETES LINEAIRES DANS L’ESPACE
pE HivLBerT.

Des nombres 2y (k=1,2,...,0) tels que %kalz < »), dé-
finissent dans I'espace de Hilbert un point %, ou aussi bien un
vecteur ©. FEtant donnés 2 vecteurs %, y, on désigne par (x -3}
la quantité E‘xk k3 st (x-9) =0, les 2 vecteurs sont normaux.
Etant donnée une suite de vecteurs x (1), ., x (#),... on appelle
variété linéaire de la base [x(m)] U'ensemble V. des vecteurs %

de la forme:

x = 2=p1 Mn x(n)
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oll p est un entier fini, et leurs limites (!). Le vecteur y est
normal & V sil'ona (x.5) =0 quel que soit ¥ dans V: il suffit
évidemment pour cela que 'on ait (x (#) - ) =0 quel que soit #;
la variété V est compléte s’il n’existe aucun vecteur non nul nor-
mal & V; 'ensemble des vecteurs normaux & V forment une va-
riété W dite la normale de V: réciproquement V est la norma-

le de W (F. Riesz, 2, p. 69).

Si V est définie par la base [x ()], nous désignons par V
la variété de base [x(n)], v désignant d’une facon générale le
vecteur qui a pour coordonnées les conjugués des coordonnées du

vecteur x.

Etant données 2 vatriétés définies par 2 bases comprenant le
méme nombre fini de vecteurs linéairement indépendants, si I'une

contient l'autre, elles sont nécessairement identiques.

Une méme variété V peut &tre définie par diverses bases:
soit la base [x(n)]; elle est dite minimale, s’il existe des vec-
teurs 7(g) tels que l'on ait:

8 0 si q§s
x(n) y(q)) = 8q = _ (19)
1 st g=zs
La base est surabondante si 'on peut supprimer 'un des x ()

sans modifier V: il résulte des travaux de M. Riesz que /z con-

(1) Rappelons que dans I'espace 1.(2), les vecteurs ¥ () tendent vers le
vecteur ¥ si I lxk—xk(n) [2 tend vers 0.
k
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dition nécessaire et suffisante pour qu'une base ne soit pas surabon-

dante est qu’elle soit minimale.

La base est parfaite, si elle est telle qu”il n’existe aucun vec-
teur non nul appartenant & toutes les variétés V (#) de bases

[x(m), x(n+1),..]. -

Etant donnée la base minimale [v (#)] et des vecteurs y(g)
satisfaisant & (19), on appelle coordonnées pour [x(n)] d’un

point x de V les nombres:
vg=(r-y(@) (g=12,., ) (20)

Le choix des y(g) nest généralement pas unique, mais les vq
n’en dépendent pas comme on le voit aisément; nous prendrons

donc arbitrairement les y(g) solutions extrémales de (19).

A tout vecteur ¥ de V, on fait ainsi correspondre les va 3
réciproquement, & un systéme de vq donnés, peut-on faire corres-
pondre un vecteur se de V et un seul, dont les vq soient les
coordonnées? D’abord, il faut pour cela que le systéme (20) ad-
mette une solution en %, ce qui exige que les V4 satisfassent @
une condition indiquée par M. Riesz (F. Riesz, 2, p. 96); il faut
ensuite que cette solution soit unique; or soit x” la solution ex—

trémale de (20); posons:

b4

x=x+x" ou " =x-x
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il faudrait que ¢” soit toujours nul, en particulier quand on

— — < . .
donne aux v les valeurs: v, =1, vq=0 pour ¢ #7; maisdai-
lleurs cela suffirait; or, on a alors: x = x(n); les y(¢) étant so-

lutions extrémales de (19), on a (F. Riesz, 2, p. 65):

y(@) = lim 2 u(q) x(h) (21)
(@) = lim 2w (lq) % (7) (21

%’ etant solution extrémale de (20) appartient & la variété de

base [y(g)], donc & la variété de base [x(%)]; x aussi, donc

aussi x”.

%’ = lim 2y () % (B) (22)
1-»® h=1

On doit avoir:
(x” y(q))' =0 (q = 1,2,..., °°)

Or; d’aprés (22),

" 3@ = lim m() =0
Il en résulte que x” appartient & toutes les variétés V(n) de
base [x(n), x(r+1),..]. 1l suffit donc que la base [x (n)] soit

parfaite pour que la nullité de x” soit assurée; mais supposons

qu’il existe un vecteur non nul y appartenant & toutes les varié-
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tés V(#): on aurait (y-y(g)) =0, puisque y appartient &
Vig+1), et que y(g) est normal & V(g+1), d’aprés (19): le
vecteur %’ + 4y appartiendrait & V et serait distinct de «’. Donc:
la condition mécessaire et suffisante pour que la représentation des
points d’une variété par leurs coordonnées relatives & une base mini-

male soit unique est que cette base soit parfaite.

Il résulte d’ailleurs de ce qui précéde que foute base minima-
le parfaite peut s obtenir comme ensemble des solutions extrémales
des systémes (19), ow l’on prend pour y(q) une base minimale
arbitraire. En effet, étant donnée une telle base [x (n)] un vec-
teur x non nul appartenant & tous les V(#) serait normal & tou-
tes »(g), x serait normal & tous les y(g), donc & tous les x(n),

donc & x; or (x.%)=|x|® n’est pas nul; d’olt contradiction.
Etant donnée la base minimale et parfaite %(#), nous dirons
que la représentation est cartésienne si la série Z vq #(g) con-
q

verge, quel que soit x dans V; cette propriété peut dépendre de

Pordre des #(#); on a alors évidemment:

ANGLE DE 2 VECTEURs: Soient 2 vecteurs x et ¥} la quan-

[(x- )]

tité: ——— est comprise entre 0 et 15 on appelle angle (x,y) =
[< ][]
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~ . .
x, =10 l'angle 8 compris entre 0 et ¥ dont le cosinus est

f (x: y) ‘ . Y
égal a [——l—l ; 2 vecteurs sont orthogonaux si leur angle est 33
vy

on vérifie aisément que les relations classiques des triangles rec-

tangles s’étendent aux triangles rectangles de ’espace de Hilbert.

ProjecTION D’'UN POINT SUR UNE VARIETE: Soit un point «
et une variété V de base minimale et parfaite [#(n)]; soit y(g)

les solutions extrémales de (19); posons:
v¢ = (% 9(9) (24)

Nous appelons projection x” de ¥ sur V la solution extrémale
%’ du systéme (24) ot x figure I'inconnue; si x¥ appartient a2 V,
¥ =«"; de toutes facons x —x est orthogonal & V et en parti-

culier 4 ¥* (mais normal & V et & &’).

ANGLE D'UNE DROITE ET D'UNE VARIETE : Soit un vecteur %
et une variété V, y une vecteur arbitraire de V; soit 6 la bor-
ne inférieure des angles x?y lorsque y varie dans V: 6 est P’an-
gle xTV de x avec V; c'est aussi 'angle de x avec sa projec-

tion %’ sur V.

ANGLE DE 2 vaRr1ETEs: Soient 2 variétés V; et V;, 2! un
vecteur arbitraire de Vi, %% un vecteur arbitraire de V,; soit 8

—~
la borne inférieure de l'angle x!', x?* quand x' et %% varient
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dans Vy et V,: 0 est 'angle Vi, V, des 2 variétés Vy et Vy;
on peut déterminer une expression analytique de 6 en fonction
des bases de V; et V,.

TutforEMme 111y : Pour qu’une variété V de base minimale et
parfaite [x(n)] admette par rapport & cette base une représentation
cartésienne, il suffit que la borne inférieure des angles W@)\J/ (n)
des variétés W(n) [w(1), (2, 5(n=1)], Pin) [5n), 5lnt1),..]
soit positive.

Soit en effet # un point de V, x% sa projection sur W(g);
soient vq les coordonnées de x pour [x(n)]; soit yq——-nZ:lvn z(n);
en reprenant une méthode de M. Riesz (F. Riesz, 2, chap. 111),

on voit que:

x = lim x
q->

Le triangle %, 49, 59 est rectangle en x9; on a donc:

fx—pa| = |z-x3| X (25)

P
sin(x—99), (x9-99)

Or x3—ya appartient & W(g), tandis que x—y% appartient &
N . S s
V(g); on a donc: sin-(x—y9), (®9-39) > sin W(g) - V(g), doit

I'on déduit le théoréme.
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GEnERraLIsaTION: Groupons les x(#) de la fagon suivante:
chaque groupe comporte un nombre fini de x(#); chaque =x(»)
figure dans un groupe et 1 seulement. Soient G;, Gz,.., ces
groupes rangés dans un certain ordre, désignons par x}, x},..,

i N ii i q i

% les x(») appartenant & Gj; posons: 3; = 31 Y@ %, V)
a=

étant la coordonnée d’un point x de V pour x{; soient W’(n)

la variété de base [#%] (¢=1,2,., i, i=1,2,.,m-1) et V'(n)

celle de base [¢¢] (¢=1,2,./i, i >n).

Pour que le vecteur X y; tende vers le vecteur % quel que soit x

. . =1 . p. ) 5
dans NV, il sutfit que la borne inférieure des angles W’ (n), V’(n)
soit positive.

On raisonne comune précédemment, pour établir cette pro-
priété.

PARAGRAPHE 3: LES SUBSTITUTIONS QUASI-REGULIERES

Nous reprenons danc ce paragraphe les notations du paragra-
phe 1; uwe substitution A de systémes principaux ¢9 et ¥ est
quasi~régulidre si les variétés ¢ de base [0%] et ¥ de base [V9)
sont identiques.

[pour une méme substitution A, le choix des ¢% et des ¥
n’est généralement pas unique, mats on voit facilement que ¢ et

¥ ne dépendent pas de ce choix].
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Lemme 4: La condition nécessaire et suffisante pour que la
variété ¢ appartienne & la variété ¥ est que les systomes ¢¢

solent les solutions extrémales du systéme (13).
T o x; = 8 (13)
i

c’est 4 dire que ¢?=¢'9,

a) la condition est suffisante: en effet, d’aprés la théorie de

M. Schmidt (F. Riesz, 2, p. 65), les ¢’ appartiennent & la va-

riété ¥
b) la condition est nécessaire, car si 9 appattient a ¥,

@4—¢’1= "4 aussi; mais on a:

Donc 79 est normal & ¥, donc & ¢”9, ce qui n’est possible

que si ¢”’9=0.

Il résulte du lemme 4 que, dans le cas d'une substitution qua-
si-réguliére les bases [@9] et [W9] somt minimales et parfaites, et
que réciproquement, d’aprés une remarque de la page , O
peut construire toutes les substitutions quasi-réguliéres @ partir d une

base minimale parfaite arbitraire.
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On a, d’apres (7),
af = by + mix(n) (7)
Mais en intervertissant les rOles des ¢% et des W9 on a aussi:
af = b + ik ay

les B'® étant cette fois minimales & droite. On a en particulier:
’ ’
aix = by T T = by T T (26)

b b
en posant mig(l) = mc, i (1) = i

La substitution principale A} de B (v.p. ) est dans le cas
d'une substitution quasi-réguliere A, identique & Aj: de sorte
que B et B’ ont en commun les substitutions principales Aj.

Appliquons (7) & B’; on a:
B' =B+ , b= by+m
Zg [ [* > ?lbiklz
Iégalité % | |2 = 2{ |bi|> n'est pas réalisée pour au moins une

valeur de k, car la solution extrémale du systéme (5) est uni-

que; on a donc:

P “7’ik|2 > I | by |?
ik ik
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4 moins d’admettre que B’ = B.

Mais on montrerait aussi bien que I'on a:
,2 Ibiklz > E ;bik(z
ik ik

d’ot une contradiction: donc B=B’, et par suite w=7"; 7 est
donc orthogonal & B, d’aprés le lemme 3; 7 (1) est donc la n'*™®
itérée " de w; d'ailleurs = est une substitution dépourvue de
constantes fondamentales car si m possédait une constante fonda-
mentale N, la substitution principale de = relative & N serait
orthogonale & B (toute substitution canonique d’une substitu~
tion m est orthogonale & toute substitution orthogonale & =); elle
serait nécessairement au moins substitution canonique pour A:
a ce titre elle figurerait parmi les substitutions canoniques de B:
il n’est pas possible alors qu'elle soit orthogonale & B. [on peut
montrer de la méme fagcon que B ne posséde pas d’autres subs-

titutions canoniques que celles de A]. Il résulte de cect que:

Tuforkme 1V Toute substitution quasi-réguliere est la som-
me de deux substitutions orthogonales, lune est substitution mins-
male @ droite et & gauche, et dont l'autre est dépourvue de constan-

tes fondamentales.

Cas PARTICULIER DES SUBSTITUTIONS REGULIEREs: Désignons
par &g et ¥y les variétés de bases [o%, ©2,.., 04] et [W.. ¥a];

la substitution A est réguliére si, quel que soit j, on a: bg; =
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R E V I S T A D E c 1 E N C I A S
¥q; ; une telle substitution est évidemment quasi-réguliére; mais
plus précisément on a:
¢(g;) = ¢4 pour ¢<yj
q 9 ad
b]k(n) = Z'1 ¢ cx () 27)
=1
1l en résulte que, d’aprés (17)
n
B = Z A (28)
j
car on a:
n _ n n n n
Bq1 = Aj;.y qu—qu_l - Aj,....
En particulier, puisque B=2X A;, on a:
i
(29)

A=ZA;+ 7.
i

Les substitutions réguliéres, avec la propriété (29) ont été signa-

lées pour la premiere fois par M. Monteiro (Monteiro, 1). Elles

comprennent comme cas particulier les substitutions symétriques,

hermitiques et les substitutions normales de M. Carleman (Car-

eman, 1).

DEVELOPPEMENT D'UNE SUBSTITUTION EN SERIE DE SUBSTITU-

TIONS PRINCIPALES: Le cas particulier des substitutions régulié-

- 226 —



SUR LITERATION DES SUBSTITUTIONS ALGEBRIQUES LINEAIRES

res nous améne a poser le probléme suivant: déterminer des clas-

ses de substitutions A telles que = Aj converge uniformément.
i

Il convient d’abord d’observer que cette propriété peut dé-

pendre de 3 éléments:
les v
les ¥a
les N

Chacun de ces éléments est d’ailleurs lié aux 2 autres, sans étre
absolument déterminé par eux: le probléme est donc de trouver
des conditions portant sur 1 ot 2 seulement de ces 3 éléments
et entrainant la convergence uniforme de la série des Aj pris

dans un ordre & préciser.

Prenons une substitution quasi-réguliére A; on a: A=B+7;
posons A(g) = B Aj; solent ai(g) les coefficients de Ag),

=1
¥, la variété de base [¥'] (/<gq), ¥, celle de base [¥] (> 9):
e . .y

supposons que les angles =Wy, W  aient une borne inférieure
positive; on déduit facilement du théoréme III, et de sa généra-

lisation que:

1 B-AQ) | < VE - ax@F

1
tend vers 0 avec — . Ce qui s'énonce:
4
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TuforEME Vy: Etant donnée une substitution quasi-régulie-

re A, pour que la série Z A; de ses substitutions principales pri-
i

ses dans cet ordre converge uniformément, il suffit que les angles

P
b = Wy, W, restent quel que soit q supérieurs & un nomébre po-

sitif fixe.
Naturellement on peut faire jouer aux ¢9 le role des ¥9; on

™
vérifie sans difficulté que pour une substitution réguliére fq=- ,
2

quel que soit I'ordre des A; et le groupe de systémes principaux

utilisé: on retrouve ainsi le résultat de M. Monteiro.

REMARQUE: On peut rattacher 4 cet ordre d'idée la remar—
que suivante: soit une substitution quasi-réguliére A, telle que
A(N) n’ait que des pOles de rang 1; les coefficients aj,ix de Aj

sont de la forme:

ol W
aj,ik —
M
. ) . 1
Prenons: 2 |W}|?>= 1; on sait (théoréme de Schur) que = —
g PSS

converge; posons : il est clair que :

ol

|
A2l =
(X2

(194 1= V ETeil)
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i
pour n>2) si [oI] est borné supérieurement. Or la théorie de

La série Z Aj? sera convergente (et d’'une fagon générale ? A}

M. Riesz (F. Riesz, 2, p. 49) nous apprend que |¢f|? est égal &
1
—— , M;? désignant la borne supérieure, lorsque # et les m

M;?
varient, de:
j 1
2| — 2o W2
k 1>41
<%
Il suffit donc que Mj;? ait ume borne inférieure positive: or, Mj?

est le carré du sinus de l'angle de Wi avec la variété W(j) de

base [W1] (/ Z 7): donc, i suffit pour que Zi‘:A? (n>1) con-

i
verge uniformément que les angles 0 = W1, W(q) aient une borne

intérieure positive.



SECTION V

NoTES DIVERSES

NortEe 1
Sur LES SUBSTITUTIONS DE DIxoN.

Le raisonnement de M.M. Riesz et Dixon auquel nous avons
fait appel pour démontrer le théoréme a été imaginé par
M. Dixon pour I’étude de substitutions particuliéres, que nous

appellerons substitutions de Dixon.

Une substitution A dans D, est une substitution de Dixon
si ses coefficients aj sont tels que 'on peut trouver des nombres
positifs e (k=1,2,... ) et M tels que 'on ait, quels que soient

iet k:

| | < o (1)

v
2
IA

=

(2

1
Nous poserons — = i .
o
Etant donnée une substitution A, si 'on appelle @ la bor-
ne supérieure des |ax| lorsque # varie, on voit que la condition

nécessaire et suffisante pour que A soit une substitution de Dixon
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est que la série 2 g converge. A est alors évidemment com—
k
plétement continue, son rayon polaire P est infini et sa résol-

vante A(M\) est méromorphe.

Nous allons montrer que U'on peut retrouver ces resultats, en

les précisant,

1.°) en utilisant la théorie des déterminants infinis absolu-

ment convergents;

2.°) en calquant exactement la marche suivie pour !’étude

des équations de Fredholm (cf. Goursat 1, p. 368 et sq.)

EMpLoI DES DETERMINANTS INFINIS ABSOLUMENT CONVERGENTS!
Etudier la réciproque (E—NA)™1, c'est étudier le systéme d’équa-

tions:

xi“)\Eﬂik Xk — Y 3)

ol les # sont les inconnues; le déterminant D (A) de ce systé-

me s’ écrit:

‘; 1—-»N a1 -\ a12 -\ a8 e
D(\) = E —Nay  1—Nap e “)
\ —N\agy Y 9y e

Ce déterminant est absolument convergent; en effet, il admet

formellement le développement en série suivant:
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P iy ip e d
DN=1-AZ24; +. + —— 2 o a < >+ ©)
i PO T »

en posant:

(z'] g .o ip) Bisk; @iy ky - 8i) kp
a = .

ky ky.. kp

a; i v 4
ip ky i, kg +or Gip ky |

Les hypothéses faites en supposant que A est une substitutioﬁ
de Dixon ne porte que sur les |ai|: si donc je montre, & I'aide
de ces hypothéses, que les termes de (5), qui sont des séries, con-
vergent absolument, et que (5) représente une fonction entiére
de N, jaurais bien montré que D(X\) est absolument convergent
quel que soit N. Or:

=1*

il,ig,..ip- ‘ai,i,X ﬁil.... a3 i,,>< Bip
a( ) : . IX(aiIXaiz X X )

115 2254 ?p

l iy, 4 X 5i1 ai, ip XB,p

D’aprés (1) et un théoréme connu de M. Hadamard sur les dé-

terminants, on a:

1 ... 7p 2
al ) i ? (ail X ajg X e X aip)

et d’aprés (2)
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/4 1
1 2p
i]...'p t ... ip

La série (5) est donc majorée par la série:

»
| <MPXp

[n[p 2
1+ ..+ — Mr.p~ +... (6)
!

qui représente une fonction entidre de X, ce qui établit le résultat

annoncé

On démontre de mém: que tout mineur de D(A) est abso-
lument convergent, I'étude du systéme (3) se poursuit alors aisé-
ment: on trouve en particulier que les pdles de A(M) sont les

zéros de D (A).

ANALOGIE AVEC LES EQuaTionNs DE FrepHoLM: Par analogie
avec la théorie des équations de Fredholm, définissons:
le noyau: ai ;

la résolvante Tic(\) = &y +..+ X1 ) +... 7y

le premier déterminant de Fredholm, qui n’est autre que
D(\) défini plus haut (remarquons que, comme dans la théorie

de Fredholm, D(N\) est au plus de genre 2).

le 2.° déterminant de Fredholm Dic(\)=Tu(N) - D(A); Di(A)
est un mineur de D(X), c’est donc une fonction enti€re de \;

de sorte que [ (M) est méromorphe.
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On peut alors introduire la théorie des noyaux orthogonaux.
Comme I’hypothése ay = ay; est incompatible avec les condi-
tions (1) et (2), on n'aura pas ’équivalent des noyaux symétri-

que, mais on pourrait définir des noyaux <symétrisables».

D étant la résolvante du noyau 2 , on a:

Fie(N) = Hie (V) + N2 TRON) 40 A?Hii (A) - TR (N (8)
e€n posant:

Hixc(N) = ay + N}, +...4+ N2 g0

Il en résulte que les principaux résultats précédents subsistent si,

A n’étant une substitution de Dixon, 'une de ses itérées A" Pest.

Ces résultats s’expliquent de la fagon suivante: d’abord Détu-
de des substitutions A et leurs itérées A® est équivalente & celle
des noyaux de Fredholm relatifs 4 un domaine non borné: nous
entendrons par 1& que les méthodes qui valent dans un cas valent
aussi dans l'autre, et c’est en somme ce qui ressort de notre sec-

tion II; or pour un noyau de Fredholm, on peut toujours par

un changement de variables se ramener & un domaine borné; mais
alors en général le nouveau noyau ne sera plus borné, et la solu-
tion de Fredholm disparaitra: si toute fois le noyau reste borné,
et c’est le cas pour les substitutions de Dixon ou plutdt pour
leurs analogues dans la théorie des noyaux de Fredholm, la solu-

tion de Fredholm demeure.
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Nore TI

SUR UNE EXPRESSION, EN FONCTION DE 7, DE LA n'*"® ITEREE A"
D'UNE SUBSTITUTION LINEAIRE A.

Dans la section IV, nous nous sommes posé le probléme de
déterminer une expression en fonction de # de la #'®"¢ 1térée A"
d’une substitution linéaire complétement continue A; nous allons
établir un théoréme qui fournir précisément une telle expression;
il ne semble pas que cette expression soit trés maniable, mais
comme elle est simple et facile a établir, il nous a paru intéres-

sant de Uindiquer.

Soit A une substitution linéaire quelconque, dans un espace
L® ; soit A" sa n'*“® itérée, nous poserons E = A°; on a,

pour [A| assez petit:

(E-2A)T = B A\

Posons A = —— ; il vient:
1—u

M -1 n n
(et a) =z
b-p o 1-u

B\® 1
[E-u(E+A)t=] 3 A (—— X —
=0 Y- 1-n

i

=E(p) = 2% B"p"
n=G
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en posant: B =E+A; onen tire:

M n
3 An (—) = (1—p) - 2B*.y»=E+ Z* (B*- B> u»
n I_M n n=1j\

A n
3® A+ A" = E + 3% (B"~B"1) (——)
n=1 n=1 1+)\

PR
<—-——> = N(1+N)I=3 (=1)°
1+ :

JGFD.GEr-1)
AT
r!
=1 (n-2)...4

= 3% (- 1w ae
ni (n—=j)!

d’oll :
m-D(#@-2) .

A* = 3 (- D)1 (Bi-BFY) . (-1)®.
i=1 (n-4)!

= (122 (- DI [(E+4)i- (E+4)] C4

TuBorEME : La n'®™¢ itérée A® dune substitution linéatre A

peut se mettre sous la forme:

An = (1) 22 (1) [(E+A)- (B+A)7] CR
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Nore III.

SUR L'ITERATION DES NOYAUX DE FREDHOLM SANS CONSTANTES
FONDAMENTALES .

Nous avons montré, & la section IV, que lorsque la substitu-

tion A est quasi-régulifre, A" est la forme:
AR = B® + 7"

olt 7® est la »"™° itérée d’une substitution m dépourvue de
constantes fondamentales (v. p ); ceci ameéne & considérer I'ité-
ration des substitutions sans constantes fondamentales. Voici &
ce sujet 2 remarques, que nous faisons & propos des noyaux de
Fredholm, mais qu’il serait facile de traduire dans le langage des

substitutions.

RemarqQuEe 1: Soit un noyau de Fredholm % (M, P) défini
sur un domaine V borné, tel que 4 partir d’un certain rang m
tous ses itérés k,(M, P) soient bornés, et dépourvu de constan-

tes fondamentales.

M. Fréchet a montré (Fréchet, , p ) que dans ce cas,
il existe une fonction positive g(p), indépendante de M et de P,

telle que l'on ait, quel que soit p positif, et pour #» > m,

g (o).
[k (M, P) | < — (1)

p
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Nous nous proposons de fournir  un résultat analogue mais plus
précis.

En reprenant les notations de M. Fréchet, désighons par
A(w), AM,P.p), T(M,P, p), les 2 déterminants de Fredholm
et la résolvante relative au noyau #&m (M, P); soit Qm la borne

supérieure de | km (M, P) | et v la mesure du domaine V;

A(M: P; W)

Ap)

F(M) P) l.l) -

Suppesons d’aboid que A(u) soit de genre O; nécessairement
alers: A(u)=1, et on a: T'(M, P, p) =AM, P, p). Mais dans
tous les cas le développement en série entiére de A (M, P, u) est

majoré terme & terme par:

Pl

1 pi1
Q: w(p+1)2
?!

F(le]) = % [l
Il en est donc de méme de I'(M, P, u); d'ot il résulte que

aT(M,P, ) est majoré par || F(n) = P (w):

P+t

pl b
Qu * (p+1) 2

F(u) = 3 |ufrrt
» p./

Et comme on a:
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T (M) P) l‘) = % »e ksm (M, P)

on en déduit:

5
sT

1
om0, £ 08

Soit alors #>m, posons: #=sm +r (0<r<m); on a:
b, P) = [ kim (M, Q) Kevm (@ P) 4Q

et puisque 7+ m > m, |kum (M, Q)| est borné supérieurement
par un nombre Quim, et l'on a:

s~

8-1 5-2 (5"‘ I)T
lkn(MaP)!<Qr+memXU X X o
= (s—=2)!
s¥8
. Q 52
X (0Qa)* X —
= 5.Qu s
Qesm
A désignant le plus grand des nombres et en posant B==
I’D
v Qm, on a:
S_-l_'_a
52
ko (M, P)| < A B — @

S
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Si A(u) n’est pas de genre zéro, en tous cas le déterminant
de Fredholm relatif 4 kgm (M, P) est de genre 0: par consé-
quent la relation (2) subsiste, en remplagant m par 3m et pour

n23m:

n
s désignant la partie entiére de — , on peut trouver 2 nom-
3m

bres positifs A et B tels que 'on ait, quel que soient M et P,

et pour n>3m,

s+y

2
|ka (M, P)| §A.BB.5—' (3)
- S

On vérifie que cette limitation est plus avantageuse que la limi-
tation (1).

Observons aussi que cette limitation (ainsi que celles indi-
quées par M. Fréchet) s’étend sans peine aux itérées successives
d’une fonction f(M) par la formule de récurrence: f**1 (M) =

fle(M, P) /*(P) 4P .

REMARQUE 2: 87 k(M, P) est un noyau borné de rang fini r,
som n'®™ itéré ko(M, P) est identiqguement nul pourvu que n soit

plus grand que r.

Nous ignorons si cette propriété a déja été indiquée; en tous

cas sa démonstration n’offre guére de difficultés.
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Note 1V

Sur LES NoYAUX REGULIERS DE M. MoONTEIRO.

La recherche des noyaux «minimaux» de M. Lewin (voir
Section IV, et Lewin, 1) conduit & considérer le probléme de
calcul des variations suivant:

[dans ce qui suit, il ne s'agit que de fonctions de carré dou-

blement sommable].

Etant donnée la fonction F(x,y) définie sur le domaine V,

a 2 dimensions déterminer G (x,v) de telle sorte que:

Il
Q

S P62 GGy @ (D

I
<

fF(z, %) G(y,2) dz 0]

et que 'intégrale I=ff|F(x, 9 + Glx,9) |2 dx dy sait minimum.

M. Lewin ne s’est pas posé ce probléme, mais si 'on inter-
préte ses résultats & ce point de vue, on trouve que le probléme
n’a pas de solution en général; mais il n'en est pas de méme
dans certains cas particuliers.

Soit V’ I’ensemble des fonctions de carré sommable qui sont

de Ia forme
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AG) = 2w F,9)

Viyeeen Viy -y Vo btant r valeurs fixes quelconques de y; soit V
I’ensemble des fonctions de V’ et de leurs limites dans ’espace
des fonctions de carré sommable; on définit de méme I'ensem-—
ble W, en intervertissant les rdles de * et de y: nous dirons
que F(x,y) est réguliére et que l'on est dans le cas régulier, si

V=W (V étant 'imaginaire conjugué de V).

+F.G+F.G

a: |F+ G|?=F+G) F+G)=

r, (1) signifie que toute fonction de W est orthogonale & gau-
che a2 G, et (2) que toute fonction de V est orthogonale & droite

a Gj si V=W, on en déduit que:
fF(x y) G(z, y dy=0; fF(x ) G(x,z2) dx=0

de sorte que:

1= [ f1F+GEacdy= [ [IFEaxdy + [ [I1GE dray )

d’ott il résulte que:

TutforEME: Dans le cas régulier, le probleme admet une solu-

tion unique qui est: G=0.
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De cette remarque trés simple on déduit immédiatement les
résultats de M. Monteiro relatifs aux noyaux réguliers (voir sec-
tion IV et Monteiro, 1): soit en effet & (x,y) un noyau régulier
et ki, ky,..., ky ses noyaux principaux, qui sont chacun des
fonctions réguliéres au sens de la définition précédente, et qui
sont 2 4 2 orthozonaux; on a donc, d'aprés (3), et en posant

H, = 2 ki)

= [ f1H deay =2 f 1 axay @

et puisque H, est une fonction réguliére, et que k—H, et H,

sont orthogonaux:

InifflkP dx dy (5)

D’ott il résulte que H, converge, en double moyenne quadrati-
q ge, y
que, vers un noyau H, et que #-H et H sont orthogonaux,

k-H é&tant dépourvu de constantes fondamentales.
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Note V

SUR LES PRODUITS INFINIS DE SUBSTITUTIONS LIN}":AIRES;
APPLICATIONS AUX CHAINFS SIMPLES VARIABLES DE-MARKOFF.

Soit, dans un espace & ¢ dimensions, une suite de substitu=
tions linéaires Aj,..., An,.... et considéions la suite des produits:
= Ay, o =A1; Ay,..., T, = Ay, Ay, .., A, : plusieurs auteurs
ont étudié le comportement des m, lorsque # croit indéfiniment;
on n’a pas, &4 notre connaissance, signalé la remarque tiés sim-

ple suivante, qui étend au cas des substitutions la notion de pro-

duit infini absolument convergent.

Supposons que les A, tendent, lorsque # croit indéfiniment,
vers une limite A de borne Al <1, de telle facon que la

série 2 | Au—A Il converge.
I

Posons A, = A+ B, ; développons le produit infini absolu-
ment convergent wi=; (I + I B,ll): on obtient une série absolu‘-
ment convergente s5; développons d’autre part le produit m, =
(A+B;) (A+By)...(A+B,): 4 chaque terme de ce développe-
ment on peut faire correspondre le terme de s qui s’en déduit en
remplacant A par 1 et Bi par [ Bill; donc s majore terme &
term: le produit 7, ; soit s la somme des 7 premiers termes
de 5, R, la différence s—s,, 7 (#) la somme des r premiers

termas de 7., R.(n) la différence m (n)—m (n).

— 244 —



SUR LITERATION .DES SUBSTITUTIONS ALGEBRIQUES LINLAIRES

Soit e un nombre positif quelconque; on peut determiner un

entier positif 7y tel que I'on ait: |Ry| <'e, d’olt il suit que:

(n)
IR I < Ry | < ¢

Si I'on range convenablement les termes de s, les termes corres-
pondants de . (#) sont des produits de A", A"1,. A" par
des substitutions déterminées indépendantes de n; A" converge
au sens de Cesard, vers une limite déterminée; de sorte qu’en
désignant par ik (#), Tr, ik (#), pe ik () les coefficients de = (n),
m(n)y, Ri(n), m,i(n) converge, au sens de Cesard, vers une
limite déterminée i ; on peut donc trouver un entier positif
ny tel que pour # >ny, on ait:

2wy (4)

1=
Trp,ik— 2€ < I < ik + 2e

€
Soit maintenant 7, tel que |Ry,| < ;; on pourra détermi-

ner my > m; et tel que pour 7> mp, on ait:

Xy (1)
€ =1 €
Trg,itke = 2 (5) S T S Tk +'-2.< i)

Et ainsi de saite: on définit des nombres croissants ny, 2, .., 7s,...
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j§'l' ik (/)
tels que pour # > my, ———— soit compris dans un interva-

nl oo

lle I, dans un intervalle 4. - * de sorte que pour n > n;,

.2_:“ Tk (J)
=3 est dans la partie commune aux intervalles: Iy, I,,..., Iy:

2 i (f)

comme I¢ tend vers 0, c’est donc que !
n

a une limi-

te wix. Donc:

TaforiEMmE: 87 les substitutions Ay, Ay ,., Ay tendent, lorsque

n croft indéfiniment, vers une limite A de borne inférieure ou éga-

le @t 1, et de telle facon que la série S || Ay—A |l soit convergente,
0

les produits m, = Ay X Ay X .. X Ay convergent au sens de

Cesard vers une limite w; dans le cas particulier ol la résolvante

AN de A n'admet que 1 comme pole de module 1, la convergen-

ce a liew au sens ordinaire.

RemarQuE: On voit aussi facilement que s'il existe 7 subs-
titutions AM |, A®  de bornes inférieures ou égales a 1, et
telles que les séries % NA® - A ;| convergent quel quc soit
i(i=1,2,...,7), les produits m, convergent au sens de Cesard.

Et plus généralement; s’il existe des substitutions A®
A®,... A®_ . de bornes inférieures ou égales a 1, telles que les

produits 7™ = AM X . X A®™ convergent au sens de Cesard
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et que la série 2 || A™ - A, |l converge, les produits 7, = Ay X
. n

Ay X...X A, convergent au sens de Cesard.

APPLICATION AUX CHAINES SIMPLES VARIABLES DE MARKOFF:
Dans le cas d’un nombre fini ¢ d’états possibles, le probléme
des chaines simples variables de Markoff revient & la multiplica-

tion d’une infinité de substitutions linéaires Py (pik(l)) ,

P, (Z’ik (2)) yeeeey  Pn (Pik (n)) ,«, de bornes égales & 1. On déduit

\
du théoréme précédent que:

TuftorEME: Si les probabilités de passage ww(n) tendent vers
des limites puc de telle facon que les séries X |pu—pic(n)| conver-

a

gent quels que soient i et k, les probabilités PV de réaliser I'état
Ex d la suite de n expériences @ partir de létat E; convergent
au sens de Cesaro vers des limites my .

Et de la remarque précédente, on déduit que:

S’il existe des fonctions périodiques de n , pi(n) telles que les
séries X |pu(n) —pi(n)| convergent, les probabilités Pl convergent

n

au sens de Cesaro,
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