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TRANSFORMATIONS ASYMPTOTIQUES

DES

COURBES DE L'ESPACE ELLIPTIQUE.
COURBES DE BERTRAND.

INTRODUCTION.

1. Tl me sera permis, dés le début de mon travail, d’adresser
Phommage de ma reconnaissance 4 la mémoire de notre géométre
roumain, Georges Tsitseica, qui a bien voulu s’intéresser & mes pre-
miéres recherches et les a guidées en me faisant lire 1'ouvrage de
M. Gambier (Gauthier-Villars, Paris) sur les courbes de Bertrand et
m’engageant a essayer d’obtenir des résultats analogues dans I’espace
elliptique.

Au premier chapitre j'étudie les transformations asymptotiques
des courbes de I'espace elliptique. La définition est celle que Bianchi
a déja donnée dans 'espace euclidien ; mais, ici, se place une circons-
tance spéciale a Uespace elliptique : il y a lieu d’étudier, en méme
temps que la courbe (), la courbe (1) décrite par le point A situé
sur la  binormale en x a la distance g du point x; ces deux courbes

sont réciproques vis-a-vis de ’absolu et le tétraédre de Serret-Frenet
(zab)) de la premiére est remplacé par le tétraédre (Alax) de la
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seconde; (z), (x) étant transformées asymptotiques 1'une de ’autre,
(1), (%) sont aussi courbes transformées asymptotiques. On obtient
les transformées asymptotiques de (x) em déterminant les coor-
données non plus absolues de (5), mais les coordonnées relatives
du point & par rapport au tétraédre mobile (xaE)). On pose donc

z = cosd + sind(a cosu + Esinu),
)= Xcosd ~sinf(Ecosu - asinw).

La variable indépendante est s arc de («); p, T sont les rayons de
courbure et torsion de («); s, p, T sont les éléments analogues
pour (). Il suffit d’écrire S% @' = 0, S72"= o0 pour obtenir les deux
conditions nécessaires et suffisantes permettant de déterminer les
trois fonctions inconnues u, d, 6 de s; d est la distance (x.;), 6 la dis-
tance (A1) ou, si I'on préfére, I’angle des plans osculateurs de x et z;
la fonction u sert & caractériser la surface réglée R issue de (x) et la
courbe () est 1'une quelconque des asymptotiques de R. Le calcul se
fait trés simplement en ayant l'idée d’introduire la fonction nou-

velle u, telle que ’on ait

& = & cosl +- sin r[(oc cosu - Zsinu )

%= hcos? -+ sinf ( Zcos i — o sinu ),

et le fait remarquable est que les distances orientées d, 6, qui auraient
pu étre remplacées a priori par ==d ou =0, se conservent toutes

deux avec leur signe quand on considére () comme dérivant de (z).

tion des éléments de la courbe primitive.

Cette recherche conduit naturellement & chercher si d, 6 peuvent
étre constantes toutes deux. On obtient effectivement trois cas : celui
des courbes de Bertrand, celui des courbes & torsion constante, diffé-
rente (au signe prés) de la courbure de I'espace envisagé (pour sim-
plifier, une homothétie préalable réduit cette courbure & I'unité et
cette simplification a été adoptée dans tout le cours du travail), celui
des courbes dont la torsion est égale, au signe prés, a la courbure de
I'espace elliptique.
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Les courbes dont la torsion est constante, et égale a ==1, con-
duisent & I'étude d'un déplacement remarquable d’un corps solide, ou
toutes les trajectoires sont des courbes de cette espéce et ou les
courbes décrites par les points de deux droites réciproques vis-a-vis
de I'absolu offrent la configuration du théoréme de permutabilité de
Bianchi (tout en étant congruentes les unes aux autres). Chaque
droite de P'espace engendre une surface de Clifford; de plus nous
avons ainsi mis en évidence ce fait qui ne semble pas avoir été
remarqué jusqu'ici : sur toute surface de Clifford il existe o' familles
de courbes, ol les courbes d’'une méme famille ont leur torsion cons-
tante (égale & +1 ou —1 suivant qu’il s’agit d’'une surface dex-
trorsum ou sinistrorsum), sont congruentes entre elles et sont telles
que leurs plans osculateurs rencontrent la génératrice correspondante
sous angle constant; jusqu’ici on n’avait signalé que les deux cas ou

I'angle est nul ou égal a sz (asymptotiques; trajectoires orthogonales

des génératrices). Nous avons ainsi réalisé un lien continu entre ces
deux familles restées isolées jusqu'ici. Ces courbes jouent un role
spécial parmi celles qui ont une torsion constante et elles échappent
complétement 4 I’étude des deux chapitres suivants.

La détermination de la courbe de Bertrand générale est un pro-
bléme intéressant qui a déja attiré l'attention de Darboux et les
recherches de M. Cartan. Leurs transformations spéciales ont été
I'objet des recherches de Sophus Lie d’abord, puis de Demartres,
Bianchi, Razzaboni. Mais il restait un moyen simple a4 découvrir pour
obtenir, avec le minimum de calculs, le moyen d’en faire I'exposé.
On sait que M. Gambier y est arrivé, en appliquant la transformation
asymptotique de Bianchi, aux courbes minima de I’espace euclidien,
avec cette condition expresse que la transformée asymptotique doit
elle aussi étre minima. Ce procédé réussit, méme dans l'espace ellip-
tique. Une courbe minima peut étre transformée en une autre courbe
minima, avec deux constantes arbitraires qui sont : d’abord la dis-
tance constante (orientée) 2/ séparant le point y du point z, puis la
constante d’intégration intervenant dans une équation de Riccati
(dont la formation exige la connaissance de la constante [); on répéte

cette opération avec une valeur 1 différente de I et 1’on obtient une
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nouvelle transformée s ; les trois plansisotropes : osculateur a z, oscu-
lateur 4 z, mené par sz et différent du plan yzs, se coupent en un
point y; la courbe (y) est minima, et transformée asymptotique
simultanément de (z) et (z); les milieux de yy et 55 décrivent deux
courbes de Bertrand associées B, B,, les milieux des cotés du parallé-
logramme gauche yzyz décrivent des courbes de torsion constante
(différente de ==1); les réciproques sont vraies. Au moyen d'une
nouvelle transformée asymptotique de y (avec un module 7 différent
de I et 7) on arrive a trouver deux courbes B, (), transformées de B,
B, exactement dans les mémes conditions que dans 'espace euclidien,
et ainsi de suite. ‘

Dans 1'espace elliptique un segment tel que (yz), dont les extré-
mités ne sont pas orientées, a deux milieux; ici deux milieux conve-
nablement associés de yy et 55 ont donné deux courbes de Bertrand
B, B, associées; or le second milieu de y} décrit la courbe B, réci-
proque de B, et de méme le second milieu de 5= décrit la courbe B
réciproque de B. Ces propriétés importantes sont développées au
Chapitre II (courbes minima, transformations asymptotiques), au
Chapitre III (courbes de Bertrand).

Je termine en exprimant ma gratitude a M. Cartan qui a accueilli
ma premiére Note aux Comptes rendus de I’Académie des Sciences
(séance du 27 février 1939) et M. Gambier qui m’a prodigué ses
conseils et m’a fait successivement perfectionner toutes mes démons-
trations dans le but d’arriver au maximum d'élégance.

i () e =



CHAPITRE 1.

TRANSFORMATIONS ASYMPTOTIQUES.

1. Dérmations. RappEL DE RESULTATS ANTERIEURS. — Nous étudions un
espace elliptique dont la courbure a été ramenée par une homothétie
préalable a 'unité. Bianchi appelle transformées asymptotiques deux
courbes M(z,, 2, x,, ;), M(,, @, Z,, 2, ) se correspondant ponc-
tuellement, de sorte que la droite MM joignant les points homologues
soit l'intersection des plans osculateurs correspondants; ces deux
courbes sont donc deux lignes asymptotiques d’une méme surface réglée
et réciproquement.

Les lignes du tableau orthogonal direct

Zy T, Xy ALy
Jy  Fy da Uy
r - - P
So 1 G2 &3
ko Mtk

désignent respectivement pour la courbe lieu de M : les coordonnées
normalisées de M, les cosinus directeurs de la tangente, ceux de la
normale principale, ceux de la binormale. Sauf avis contraire, nous
considérons les points () et (— ) comme coincidant. Quand cela ne
produit aucune confusion, nous parlons du point z, de la tangente o, . . .
sans employer d’indices. On a

Sx?=Sa?=82= Sk =1, Sax=o0, ..., Sil=—o,
Ay Uy Uy Oy Oy Oy
Xy — 51 22 & |y Ly == — Eo TR s
VR PR W ko ko 7
Zy Iy e Z:z Lo X 31 2
= S = . R .
oy o Lo )\:1. Oy o }«1 /
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Le point A ou N a pour plan polaire relativement a ['absolu
(quadrique SX*= o) le plan (z «£) qui reste osculateur a la courbe z,
de sorte que les courbes x, \ peuvent étre considérées comme réciproques
vis-a-vis de I’absolu, chacune se transformant en la développable dont
l’autre est I’aréte de rebroussement.

Les formules de Serret-Frenet montrent que la droite (%) est la
tangente & la courbe ), que la drotte (ha) est la normale principale a
cette courbe au point X, la droite (Az) la binormale commune aux deuzx
courbes x, \.

Nous avons besoin, pour ce qui suit, d’indiquer comment calculer
en fonction de s, p, T (arc de =, rayon de courbure, rayon de torsion)
les éléments analogues s, ¢,, T, pour la courbe A. Les deux détermi-
nants | zof) | et | AEaz | sont orthogonaux directs (on passe du premier
au second en échangeant les colonnes extrémes, puis les colonnes
médianes). Les échanges

z o ¢ A s p T
M E oa xz s po Ty
remplacent “* — o par » —E(R=1), d'ott on déduit &=L —Eds,;
a5 %P ds,~ ~ ? T 2
/ . P s, d \
on en conclut 51{5 = ds,, puis par réciprocité Ts: =ds, d’ou
ds, 1
73l it
do % . &« -
de plus, — = devient o = o A, d’ou
di =« s, — Ads, = — ds —2 ds,
Pa g T
On obtient donc les formules définitives
dsy 1 _ o p
Z = r ==
Rappelons, quand on écrit
o _ a0 da t 2z d_—a A dh_ i
ds — R’ ds o R’ ds ™ p T’ ds — T’
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que I'on peut, sans modifier s, 2, «, T remplacer £, &, p par —§,
— A, —¢, de sorte qu'en remplagant |xaf)| par {A, &, —a, — x|,
comme le fait Bianchi, on trouverait

ds, I ) 04

BT T,= —P—,
en passant d’une courbe x & sa réciproque A; nous préférons rem-
placer |xaf) | par [Afax|; en tous cas, nous nous rappellerons que
deux courbes s, o (s), T(s) ets, —p(s), T(s) sont congruentes et ne
différent que par la normalisation du tétraédre de Serret-Frenet. On
remarquera aussi que l'on peut changer de signe simultanément les
quatre quantités s, p, «, £; par suite, chacune des deux variables s, p
peut étre changée de signe indépendamment de 'autre. On remar-
quera le résultat TT, =1, (TT, =R? si I'on n’avait pas '’homothétie
annoncée) qui prouve que les torsions des deux courbes réciproques sont
de méme signe; en particulier si T =+ 1 ou —1, T, et T sont égaux,
0, =—c¢p, 5,=c¢s, et cela prouve que ces courbes spéciales, dont la
torsion égale l'une des racines carrées de la courbure de Uespace
elliptique, sont congruentes a leur réciprogue. Nous verrons 1'intérét
spécial de ces courbes.

2. TRANSFORMATION ASYMPTOTIQUE. — St les courbes x, x se corres-
pondent asymptotiquement, les deux courbes A, ) sont aussi en corres-
pondance asymptotique.

En effet, les conditions nécessaires et suffisantes pour que z, x se
correspondent asymptotiquement sont

(1) Szh=o, Szh=o,

qui expriment que si @, x sont des coordonnées-points et \, A des
coordonnées-plans, le plan osculateur de x (ou x) contient l'autre
point z (ou ). Il suffit maintenant de regarder %, X comme des coor-

données-points et ,  comme des coordonnées-plans, pour obtenir
une nouvelle interprétation de (1) et la proposition annoncée. La

droite xz qui joint les deux points @,  a pour réciproque, vis-a-vis
de ’absolu, la droite AX qui réunit les deux points A, X (bien entendu
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si &, x sont regardées comme coordonnées-plans, la droite xz est la
réciproque de celle que 1’on obtient en réunissant le point 2 au point z ).
Nous pouvons écrire les équations ou d, u, 6, v sont certains angles
auxiliaires

(2)

x == cosd + sind(a coswu + Esinu),

[ A= 2cosT —+sind (Zcosp + asing),

qui remplacent (1), mais il y aura & exprimer que ’on a

(3) Srz=o, S)a'—o, Sha"=o,
ou les accents désignent des dérivations par rapport & I'arc s de la
courbe z.

Remarquons, avant d’écrire le détail des équations (3), que l'on a

4) Sazz — cosd, Sk = cos 4,

de sorte que, si les courbes x, x sont données, cosd s’exprime sans
radical, et que d (que nous pouvons supposer compris entre — =
et ) est connu au signe prés; d est la distance elliptique zx; on
remarque que (d, u) et (—d, u + =) peuvent s’échanger; par consé-
quent nous pourrous orienter la distance ¢, en choisissant arbi-
trairement pour sind l'une ou l'autre détermination du radical

sin d =\/1 —(Sx.%)‘-’, et ce choix fixera les valeurs précises de cosu,
sinu; de méme pour § et v; I'angle 6 est 'angle des plans osculateurs

en z, x ou la distance elliptique 2X.
La premiére équation (3 ) entraine

COS 1 sing —+ sinw cosy == sin(u 4+ v) = o.

Nous pouvons donc choisir ¢ = —u ou ¢ == — u; mais usons de la
faculté qui vient d’étre signalée, pour prendre ¢ —=-—u, ce qui fize
l’orientation de 6. On a donc désormais

2=z cosd + sind(acosu -+ £sinu),

(2")

f A== dcosl + sinf (£ cosu — asinu),

et il n’y a plus qu’a écrire les deux équations Sia'—=o0, Sha’=o
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pour obtenir les deux équations différentielles nécessaires et suffisantes
pour définir d, 6 en fonction de s et «.

Pour pouvorr faire les calculs élégamment, il est nécessaire de les
remplacer autant que possible par des raisonnements géométriques. Nous
avons d’abord

(5) Srx=cosd, Sax= sindcosu, Sir=—sindsinu, Sliz=o.
5 _ _ _ _
Sxh =o, Soth = ~—sinf sinw, S:ik=sinfcosw, Shk==cosl.
On remarquera les relations
S:h — Stx sind §
(6) = ". P _—E, — laugu -
Sar So sin)

On peut écrire, par analogie avec (2')

() x=uacosd + sind(ocosu—+ Esinu),
7

J.= 2 cosh + zsin G ( Ecosu — asinu) e=--1 ou —1),

car d est la distance xz et I'angle u est une quantité analogue 4 u;
I'orientation déja fixée de d a fixé d’une facon précise non seule-
ment tangu, mais aussi sinu, cosu; I'orientation de 0 a déja été faite,
de sorte que, 6, u étant déja connus, la seconde formule (7) exige,
a priori, que I'on introduise la quantité ¢; nous allons prouver I’égalité
¢ =+ 1. Nous allons, dans ce but, former le produit

xroa £k, xox &b

qui est lui-méme un déterminant orthogonal direci. Par analogie
avec (5),on a

(5 Sxzxz=—=cosd, Soxr= sindcosu, Siz— sindsinu, Siz=o.
) - — - - —
Sxh =o, Sah =-—¢esinf sinw, SEA=—csinf cosu, SAA=cosf.

Le produit annoncé est

cosd sind cosu sind sinu 0
(8 sind cosu Saa Saf — sinf sinu
<
) sind sinu St Sgg sinfcosu |
o —esindsinu . csinfcosu cosf

THESE ROSCA, 2
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Les mineurs

sind cosu sind sinu sind cosu — sinf sinu

— ¢esing sinu esinf cosu sind sinu sinf cosu

sont égaux, donc e = - 1. On remarquera les égalités

sind __ Sgh SEL  — Sk — Sak
sind " Saz Saz Stz Stz

(6)

Dans le déterminant (8), écrivons que le produit de la seconde ligne
) g
par la premiére, ou par la derniére, est nul : nous avons deux équa-

tions linéaires qui donnent Saa, Sof; le calcul analogue fait sur la
troisiéme ligne donne S&a, SEE. On a ainsi

Sooa—=—— cosd cosucosu — cosl sinu sinu,

Saf = — cosd cosu sinu -+ cosf sinw cosu,
(9) - — . =

St ==— cosd cosu sinu + cosl sinu cosu,

SEE —— cosd sinu sinu — cosf cosu cos u.

Les formules 5, (5"), (9) sont parfaitement symétriques par rapport
aux courbes (), () et les équations qui donnent Sza«, Sax, Sk,
Sxa permettent de calculer «; de méme pour £. On a ainsi

o = z sind cosu — a(cosd cosu cosu -+ cosh sinu sinw )
+£(— cosd cosu sinu -+ cosfsinw cosw ) — 7 sin O sinu,
(10) '

= sindsinu + a(— cosd cosu sin « -+ cosf sin v cos )

— 2(cosd sin u sinu + cos0 cosu cosw ) + 7. sin 0 cos u.

Ces préliminaires nous permettent d’obtenir les deux équations
différentielles annoncées, car on peut écrire

~ dx
deds _— ds _ ds
(11) ds gs o« ds

. dz ., = .. :
En exprimant que, dans 2" et a, qui sont tous deux des expressions
ds

linéaires en x, «, &, A, les rapports des coefficients de z, ou «, ou &,



ou X sont les mémes, on a trois équations équivalentes a

Zdx _
ds

S - dx wdx
&)

o, Sg.a_::o, SAZE_.O.
. . —2
Or la premiére est une identité, puisque Sz =1, donc les 3 équa-
tions en question se réduisent a deux; et en effet on trouve

(e s inu -+ d' co sd
-—(d’+cosu,)_005d <u -+ P)smdsmu + d' cosu co

cosu — cosd cosu cosu — cosO sinu sinu

. I .
sind cos | u' + ) 4+ d'cosd sinu . .
0 smy sid

i

—cosdcosusinu +cosOsinucosu  TsinGsiny

On forme un rapport égal au précédent en multipliant les deux
termes du second parcosu, ceux du troisiéme parsinu et ajoutant les
produits correspondants; on reproduit ainsi le premier rapport; on
emploie ensuite pour les deux mémes rapports les multiplicateurs
(— sinu, cosu) de fagon & avoir un rapport plus simple et 'on a ainsi,

en écrivant le rapport egal;} les équations distinctes an nombre de

trots
I
. - . . ind{ w + - ) —cosdsinu
(12) zgs _ —(d'+cosu) _ sinusind __ s (u + p) cosasmu
' ds cosu " Tsinfsine cos 0 sinu
Si 'on pose
(13) cot) =0, cotd =D,
ces équations (12) peuvent s’écrire
, 1
w4 - - . .
ds sin u« sind
@ = T a - L) F e ]
(12") s u ds  Tsinfsinu
(ane s — — sind sinu
5% = Tsm0 (cosu~+d")
Ecrivons de méme
d).

dhds _ % ds 1 d

=5 =T = ou _— =

ds ds T g T ds
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Cela nous fait quatre équations dont trois sont équivalentes a

- dl. - d. = dl.
b,z:(»r:".(), gy( S0, Sk == =o.
ds s ds
Or la derniére en vertu de S) =1 est une identité; en vertu
de Sx)i—o0,0na
—dih o sdx
S~ + Sk =o0;
ds s T
; . = dx NPy . - .
or, ’équation SA — = o a déja été formée; donc sur les trois équations
annoncées, il y en a deux qui disparaissent; I’ensemble des quatre
équations nouvelles se réduit donc a deux; le calcul se fait suivant les
mémes procédés que précédemment et I’on trouve les deux équations
distinctes des précédentes

oy cosu
ds 1 sinwsin() -+ T

ds 7T sind sin cos 1t

(4)

Nous avons donc un systéme (E) de cinq équations pour calculer d,
6, u, T, s en fonction de s et « : nous récapitulons (')

N

I
"'+ -
\ 0 :
6 ="1 — =D/,
Sin y

tane — sind sinw — sinf)sinu
ANy i — T — g 4
(E) § h T sinf) (cos e+ d’) . . cosu
: sm(](f) +
ds _ sinusind __ Tsinwsinl)
ds T sinf sin sind sinu

(') Quand & est obtenu, cot® seul est connue; or on s’apercoit aisément que
les échanges suivants :

@
KR
v

——_--.‘-——‘I - — ————

O4+7m| —u| d
1

oI

sont possibles et cela explique pourquoi, seul, @ est connu quand d est obtenu;
ces échanges ne modifient pas la courbe transformée, mals en donnent une norma-
lisation différente. Mémes remarques si I'on remplace s par — setu par U+ T.



Nous apercevons la relation trés simple

TF — sin?d
B —_— T b
sin20)

(13)
qui prouve que T et 'l sontde méme signe. 1.’éliminationde s, T, u entre

les équations (E) laisse simplement les deux équations annoncées plus
haut, devant définir 6, d en fonction de s et u

g 1 A
( /t’-i-'r
7
o O="T —— N
(1) sin
0 . cosr ' N COS )
sinz() Tesin20) = "\ sin*d sin’d)

On remarque que ’on a
q

0 d 1 )
_—— =, —— ] —_— = Oy, —_— D)2y,
sinf) ’ sintel ’ sinf) s sintcl -

de sorte que la seconde équation (I%,) s’écrit

0" — S+ 02 =T D cosutr + D).

L’élimination de O est facile et conduit a I'équation

. . i T’ . 1\ ]
(16) 2D sintw -+ D ‘ sin?u p T 2sinucosu w + -(-) l
Z
osr (e N (e o © s (2 A
eose [+ )l ow - - ) sinu sy — 1)
[ P/N ° i /)

inad Ve ) P
—sina g (u—i 9)4 « 5=
Quand cette équation est intégrée, la premiére équation (E,) fournit
en termes finis. Si l'on préfére calculer directement 0, au lieu de D,
I'élimination de D par le calcul analogue donne

s

L, .. . 1 . 1\’
(16") 20" sin?y — (~)‘ sin2u T —— 2 sinu ('051((/1’+- )J

]
b

) §/ , , o f t . P
COos U - w4+ - 20— — | ==8SIN- ¢ I— 5 — S| o — 5 -0
. { o ¢ I, o2

7

+T

et O ainsi calculé, D s’obtient en termes finis. Il n’est pas sans intérét
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de constater que, pour T ===1, c’est-a-dire s¢ la courbe x a sonrayon
de torsion égal ou opposé aurayon de courbure de notre espace elliptique,
les équations (16), (16') coincident.

Une fois d, 6 obtenus, on calcule s en prenant la derniére équation (E)

N . . ¥ - . .
(17) ds\® sin?usin®d 1+ tang®u ( Sy sin*d sin*u
o — =— —=(cosu P e —
7 ds T2 sin%0 tang® u T sin%0

. } . ds , .. g L= =
et, une fois la détermination de ZZZ choisie (ad libitum), on asinu, cosu
sinu sind -~ —(cosu—+d')
— cosu = N
nme(&i) (i)

Enfin, pour calculer ¢ d’une fagon symétrique, écrivons

(18) sinu =

Sza =sind cosu
et dérivons, d’ou

: -\ ds - . . —du
> — .)3> - = cosd cosud — sindsinu —— -

Saa + Sm( ds ds

S IIJ N

En remplacant Saa, Sz, Szx parles valeurs déja obtenues, on trouve

ds

1 ds du - / . L
>:cosd[cos w(d' <+ cosw) -+ (ﬁ] -+ cos ) sinw sin.

smdsmu( .p;— TS —+ (—];

ds

- ds
7o) cosu — par les valeurs

- ds .=
On muluphe. par —, on remplace sinu
tirées de (18) et 'on trouve finalement

( i_di_}_d_z?__cosdsin_u__}_sinucosO
19) s & T ds T TTsm0 ' swd

équation ou % est remplacée par la valeur déduite de

— sind sinu
Tsinf(cosu + d)

tang; o

Nous aurons ainsi calculé tous les €éléments =, o, &, A, s, p, T de la

courbe (7).
Nous devons donner quelques mots d’explication : quand on a écrit
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les deux équations (2'), nous avons dit qu’il n’y avait plus qu’a
écrire SAx'=o0, Shz"=o0. Or, en différentiant la premiére équa-
tion (2') on a

&' = Byx + Byo -+ Bei + By,
et de méme

5”: CO'Z’ -+ C1Oi ~+ Cg’i -+ C;,);,
ot les coefficients B;, C; ne dépendent pas de 8; les équations Sha’ = o,
Sha”= o reviennent a

sinf (B, cosu — B, sinu) + B; cosf = o,
sinf(Cy cosu — Gy sinu) + C; cosh —o.

1.’élimination de 6 fournit bien les deux équations annoncées

Bscosw — Bysinu By 0 B,
=0 tangU— - .
’ ° B, sinu — Bs.cosu

Cycoste — Cysinu G,

Cette derniére équation n'est autre que la premiére équation (E,)
et elle est fournie, par ce procédé, sans plus de difficulté que par la
méthode suivie antérieurement; mais la premiére équation est pénible
a former, en raison de la complication des coefficients C,, C,, C; :
toute vérification faite, elle coincide avec (16) (nous avons effective-
ment opéré aussi par cette méthode de fagon & avoir une vérification
des résultats et ne pas trainer dans ce qui suit une faute de calcul
éventuelle); au contraire, le procédé suivi antérieurement n’a donné
que des calculs fort simples, et, de plus, a fourni les expressions
des, T, p, que 'on obtiendrait avec des calculs assez lourds si 1’on se
bornait 4 cette seconde méthode que nous venons d’analyser; aussi
nous n'avons qu’a nous féliciter d’avoir adopté la méthode qui consiste

a introduire délibérément I'inconnue nouvelle z d’abord, puis s, p, T.

Nous voyons maintenant clairement comment s’obtiennent toutes les
transformées asymptotiques d’une courbe x : le choix de la fonction u
fixe une surface réglée R dont () est une asymptotique; sur R, les
asymptotiques s’obtiennent par une équation du premier ordre,
réductible au type de Riccati et ayant une solution connue : I'équation
en jeu se raméne donc a une équation linéaire; précisément le choix
de 'inconnue D réalise cette équation linéaire (16).
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Les diverses questions que I'on peut se poser maintenant reviennent
a essayer, par exemple, de choisir « de fagon que (16) s’intégre aisé-
ment, ou, d’une facon plus générale, a établir entre «, d une relation
nouvelle (relation en termes finis ou relation différentielle), de fagon a
avoir deux équations reliant u, d & s; il revient au méme d’ailleurs
d’établir a priori une relation entre ¢, 0, ¢, T.

3. Apprications. Courses pE BerTranp. — Choisissons par exemple
u:f)’:; la surface réglée R annoncée est donc engendrée par les

normales principales de (x). L’équation (16) du paragraphe précé-
dent devient

Ty
(1) D% LA | W
(1) 2 -+ T TP F 0
Elle s’intégre au moyen d'une seule quadrature; on a, pourintégrale
générale,
4 [ar

(2) J):;'D .
2 avTJ oyl

Nous pouvons chercher les courbes pour lesquelles I'équation (1)
admet une intégrale particuliére égale a une constante D,; 1'équa-
tion (1), en remplagant D par D, devient

T e 1)
(3) (D=2 ) =

Cette équation (3) s’intégre et donne T(DU -%> = — 0,,000, est
une certaine constante; si I'on se reporte a la premiére équation (E,)
du paragraphe précédent on voit que O est, pour l'intégrale parti-
culicre D = D, égal a la constante ©,. Nous avons donc montré que

1 . 1 ., . e,
la courbure — la torsion 7 sont liées par la relation linéaire

‘ I (0]
(4) ])(\'—'——-;D"‘jI?"
de sorte que la courbe en jeu est une courbe de Bertrand B ; de plus, nous
avons donné [’interprétation géométrique des coefficients qui figurent
dans la relation linéaire caractéristique ; pour cette transformée parti-
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culiére, on a UZT;" D=D,, 0=0,; les résultats du paragraphe

précédent donnent le droit d’écrire

d; Sin d() - - ™

5 e T ey siny —1 Cos 1 == 0, U=
(3) ds T sin 0, ’

1 . . n)\ A
Par conséquent la courbe transformée (B) est elle-méme une
courbe de Bertrand, puisque, d'une courbe () a une courbe trans-

formée (5), d et 0 se conservent (011 du moins d et § sont remplacés

par v d, 18 ol v signifie + 1 ou — 1, I'introduction de v revient a ce

. - oA , — 7\ . . . R

fait que « pourrait étre remplacé par u + ?> Ici puisque u est choisi
T

’ b 7: r 1
égal 4 -, comme u (et non égal a — ;>, d, 0 se conservent avec leur

signe et B satisfait a la méme relation caractéristique B.
Le calcul du paragraphe précédent nous donne

(| Z ==z cosd,+ %sindy, o == — o c0sGy-— ) sinb,,
(6) s : —xsind,— % cosd,, J== X cosl,— o sinf,,
’ L Tsin%,cos5, 1 Tsin%f,
Lo ° T sintd, T sinid,
et, suivant les prévisions, on trouve
1 (0}
() D=L %
0 1

D’autre part, en passant des courbes (z), (z) a leurs réci-

proques (1), (1), d et 6 s'échangent et u est remplacé par — u : les
courbes réciproques forment donc elles aussi un couple de deux courbes
de Bertrand associées; nous n’avons qu’a rappeler les résultats

s X _qp oy Tt
T T T = o o 51 s T = 1o
pour changer la relation (4) en
1 D
0, — — =0,
(7) ’ P1 T,

La nouvelle relation s’obtient en remplacant D, par (—0,) et 0,

THESE ROSCA. 3
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par (— D) : ce changement de signe provient de ce que « égal a Z a

14 4 r n h . 7[
été remplacé par u,=— > ( st nous augmentions u, de - les quan-

tités D, © changeraient de signe‘)- La simplicité des résultats légitime

la méthode explicitée au numéro précédent.

4. TRANSFORMATIONS OU d, O RESTENT CONSTANTS L'UN ET L’AUTRE. — Si
I'on égale D a une constante D,, I'équation (16) du paragraphe 2
devient une équation différentielle de second ordre en u; si, au
contraire, 1'on égale ® a une constante ©, on trouve une autre
équation différentielle du second ordre en u; ces deux équations sont
de méme nature, car elles expriment la méme propriété, I’'une pour
la courbe (&), I'autre pour la courbe réciproque (1).

Nous allons envisager les deux équations simultanées que l'on a
en écrivant D =D, ® =0, ou D, et ©, sont deux constantes données.
Il y a une condition de compatibilité a écrire; les courbes correspon-
dantes sont ou bien les courbes de Bertrand ou bien des courbes a torsion
constante. Le cas des courbes a tension constante va se scinder en trois
cas particuliers, dont le premier correspond a un rayon de torsion
constant, mais quelconque, tandis que les deux autres cas corres-
pondent a un rayon de torsion égal ou opposé a la courbure de ’espace
elliptique étudié.

Nous avons en effet a résoudre le systéme E, du paragraphe 2 ou
I'on remplace d par d, et 6 par 8, (ou du moins D par D,, ® par 0,),
ce qui donne

/ .
{ \

I
14
w -+ =
cos Y, " p cosd, )
b

(1) sinf, sin . sin d,

.
1 1
cos it - — = =o.
\ Tsin®4,  sin%d,

.y . T .
Une premiére solution cosu = 0, u= >, sinu =1 donne

2

1 0,
_P' — 'rI" — 1)00

Clest la relation caractéristique des courbes de Bertrand; écartons
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cette solution déja connue; il reste donc alors

C e
__sin%d,

~ sin%f, =TT.

T2

Les deux courbes trans formées l'une de ’autre ont donc la méme torsion
constante
zsind,

=T= sind,

et u est fourni par [ équation différentielle (z ==+ 1)

(2) w4 I — sinu(cosd, + EC()SQ"S .
sind,

Il s’agit de bien comprendre que toute courbe a torsion constante
JSournit par ce procédé «* transformées de méme torsion.

Pour cela, supposons donnée une courbe de torsion constante, (),
dont nous.appelons T, le rayon de torsion; choisissons un nombre d,
arbitraire et déterminons un nombre 0, par la condition

(’:i%l:_()(o/ﬁ (ot e ==zt1);
nous avons fait remarquer déja que, sans modifier la courbe () ni la
normalisation de son tétraédre de Serret-Frenet, on peut obtenir la
méme transformée en remplacant 0 par O + n;de la sorte le choix dee
est indifférent, puisque remplacer ¢ par — e revient 4 remplacer 6,
par 0,4+ m; mais pour des raisons d’élégance dans nos formules,
laissons provisoirement € indéterminé (¢ =—+1 oue=—1).

Le systéme E, s’écrit, si u est intégrale de (2),

0 —0,—=T,(D,—D),

cosd,+ ¢ cos’,

() ( D' — (D —1D,)cost ————— =o.

sind,
[ Pour faire le calcul, il est avantageux de remplacer la seconde équa-
tion (E,) par(16). Sicosd,+ e cosf, estnul,| T, | =1, nous traiterons
ce cas a part : il entrainerait que D reste constant (et par suite
aussi 0)].
Donc, | T, | est supposé différent de 1 et laseconde équation(3)a une.
seule intégrale constante, D =D, sur laquelle nous allons raisonner
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exclusivement; nous prenons d=d, (d =d,-+ = ne donne qu'une
normalisation différente de la transformée); alors @ est égal & @, et
nous pouvons nous borner a prendre 9 égal a la constante 0, déja
calculée; la courbe transformée () a elle aussi sa torsion égalea T,

sin2d

en vertu de la relation fondamentale TT = ; nous appliquons

sin?§’
pour calculer s, o, u les résultats du paragraphe 2; la formule (17)
ds . " .
donne 5 =mn ou v signifie +1 ou —1; ensuite les formules (18)
donnent
sinu = en sinw, COsu == — 7 cosu.

S1 nous dérivons, nous avons

du du sin « (cosf, +- ¢ cosd,)

~du 4 €
COS U —~ == £Y) COS U —— ou Bt i ;
K ds ds ds p sind,

ds

Mais alors la formule (19) donne

1 sinu(cosf,+ccosd,) du _ = . 2 sinu(cosfy—+ e cosd,)
K 5 sind, ds o sind,

Nous nous apercevons ainsi que les déterminations de ¢, v ne jouent

aucun rdle fondamental, puisque o et ¢ sont des quantités a signe
essentiellement indéterminé : nous pouvons prendre

E=—1, s=1y, Uu—u-+Tm,

=1

~

e
S

(4) <1 1 __ 2sinu(cosf,— cosd,) T — sind,
_ T T e— 0 F b —_— 0 .
( 0 0 sind, sind,

Ces formules sont symétriques par rapport aux deux courbes, car
en passant de (x) a (x) avec les normalisations telles que nous les avons
adoptées, puis en revenant de (x) a (x), u est remplacé par — u,
u par —u, p par o, et d,, 0, restent inaltérées. Cest le premier des
trots cas annoncés, distincts des courbes de Bertrand; nous avons ainsi
pour la courbe (z) «? transformées de méme torsion constante;
car T, connu, on prend d, arbitraire et1’équation T sinf,+ sind,=o
détermine deux nombres distincts 0,, = — 0, et pour chacun d’eux
I’équation (2) fournit o' solutions u.
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Les deux équations obtenues pour u

, 1 __ sinu(cosd,— cosf,) , 1 sinu(cosd, -+ cosB,)
U+ - = - s W+ - = g
0 sind, p sind,

b

donnent effectivement deux séries o' distinctes de surfaces réglées;
a condition de changer 0, en = — 0, la seconde équation revient a la
premiére; nos calculs se rapportent & la premiére équation. Une
vérification de nos résultats revient a écrire

W _1_ _ sinu(cos‘do— cos@,))’ o L sinzl(cos'(lof cosG(,)’
0 sind, 0 sind,
et a retrancher; puisque sinu = — sinu, on retrouve la valeur obtenue
! 1
our = — —.
P P p

Les second et troisiéme cas correspondent a T —==1; une symétrie
plane permet de n’envisager que le cas T = 1. Comme plus haut nous
sin d,
sind,

éerivons T, = — et I'on a sinf, = —sind,; la valeur de cosb,

peut étre égale & cosd, et cela suppose O, —=—d, elle peut étre égale
4 —cosd, et cela entraine 6,—= =7 —d,. L.e cas 0,—= = —d, donne
pour u« ’équation différentielle

(5) wal— 2 sinu cosd,
P sind,,

et les résultats que nous obtenons ne différent pas de ceux relatifs au
cas précédent : ce n’est que plus tard, en étudiant les courbes minima,
que nous apercevrons une distinction entre lecas T £ =1 et T ==1.
On a alors

- - I 1 — 4 sinu cosd,
s =s, tU=1u -+, T."*-a'—“—‘ —Siﬁ—’
e 0

(6) - d
. 1 2sinucos

d=d,, Go=7 — d,, W — = — .

0 sind,

C'est le second cas annoncé; le troisiéme correspond & 6,=—d,; en
raison de son importance nous allons U’ étudier directement.

8. TRANSFORMATION ASYMPTOTIQUE D'UNE COURBE DE TORSION CONSTANTE
EGALE A L'uNITE (R =1). — Nous allons étudier d’abord 1'ensemble des
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transformées d’une courbe pour laquelle T === R; une homothétie
préalable a réduit R & l'unité; une symétrie plane raménerait le
cas T =— 1 au cas T =1. Les équations fournissant D et O sont iden-
tiques : D est solution de 'équation

. 1\ .
(1) 2D’sin>¢ — 2D ((/’+ —> sinu cosu
p

1 o'\ .
-+ cos IL(U'--%" ;) (2 w i> - (1/” -- ‘p;) sinv — o,
0 3

et @ est une autre solution de cette méme équation, liée a D par la
relation
, 1
" -+ —
(2) 0 +D= e,

sinu

Cette propriété que toute intégrale de (1) soit accompagnée de la

I
w4 -
lle intégrale donnée par i ? soit soluti
nouvelte 1nlegrale donnee par (2) entraine que - soit solution
281N

de (1) : c’est ce qu'un calcul simple vérifie. I.’équation (1) peut se
mettre sous la forme

4

’ 1 / !
it - o'~} 7 .
(3) (l) - ) =\D— : > (u’ - —)cotgu.
7

\. 2 81N 9 sinu

Autrement dit, sur toute surface réglée issue d’une courbe de torsion
constante égale a l'unité (R =+ 1) on connait sans quadratures une
asymptotique particuliére.

Le fait que toute intégrale de 1’équation (1) en fait connaitre une
seconde est lié a la propriété rappelée dés le début de ce travail que la
courbe (x) et la courbe (\) sont congruentes : par conséquent, la
courbe (7\), par un déplacement convenable fournit une nouvelle
transformée asymptotique de (z).

’ 1

u - -

0o

1 —

281nu

ou cotg d,, I'équation (3) admet 'unique solution constante, D =D,

ou d =d,, et nous retombons sur le deuxi¢me cas qui a été étudié au
numeéro précédent.

est une constante non nulle, que nous égalerons a D,
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oy, 1 5y ,
St w'+ ~ est nul, nous avons le troisitme cas annoncé : la surface

réglée R est une surface de Clifford. toutes les intégrales de (3) sont des

constantes; si nous appelons d, la valeur constante de ¢, pour pouvoir
écrire

0®,= —D,, (cotf,— — cotd,) et Ti=m=i=— —=

conformément aux notations du paragraphe précédent, nous posons
f,=-d,. La formule (17) du paragraphe 2 permet de prendre s = s;
on a ensuite par les formules (18), sinu=—sinu, cosu =— cosu,

d'ott u ==+ u; la formule (19) donne

I du du 1
T — = =

—; = ds T ds J2

onvoit donc que les deux courbes x, x sont congruentes (et ont la méme

. , . sin d
normalisation : c’est dans ce but que nous avons écrit T = — ein@ﬂ
e 0
\ sind, , . . .
et non T = —°, écriture qui aurait pu sembler plus naturelle ).
sinf,

Nous avons retrouvé les résultats bien connus relatifs aux surfaces
réglées de Clifford et & leurs asymptotiques, qui dérivent toutes les
unes des autres par un glissement de la surface sur elle-méme.

Nous pouvons maintenant développer quelques propriétés géomsé-
triques; nous allons montrer que nous avons défini un mouvement d’un
corps solide ot chaque point décrit une courbe de torsion constante unité,
toutes les trajectoires étant congruentes deux & deux; chaque droite
engendre une surface réglée de Clyfford ; de plus, toute surface réglée de
Clifford posséde oc® courbes de torsion constante unité (R=1); ces
courbes sont réparties en ' familles, telles que, dans chaque famille, le
plan osculateur fasse un angle constant avec la génératrice issue du
point d’osculation; cet angle varie d’une famille a Iautre; sur une
méme surface de Clifford, les courbes d’une méme famille sont
congruentes. Jusqu'ict, on n’a signalé que les deux familles correspon-

. y 5 - ’E . . i
dant a la valeur zéro (asymplotiques) ou - (trajectoires orthogonales de

génératrices) : nous avons réuni ces deux familles isolées par une série
continue de o' [familles.
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Considérons, en effet, le point courant M de la courbe (x) supposée
de torsion constante (T =1), et deux transformées (u,,d,), (u,, 4.):
ces symboles signifient que nous avons choisi une intégrale u, de
I'équation u’—{—;:o et ensuite choisi la distance constante d;,
MMizdi(izll ou 2). Le triangle MM, M, est de grandeur inva-
riable quand M décrit la courbe (x), car les cotés MM, MM, restent
égaux & d,, d, respectivement, et 'angle (MM,, MM,) est égal
a uy — u, ; on peut donc dire que, si M, est le point qui engendre une
premiére transformée de (x), on obtient la transformée générale en
faisant en M, un angle constant arbitraire avec M, M et portant sur le
rayon, issu de M,, ainsi obtenu une longueur constante il résulte de
la que tout point du plan MM, M,, invariablement 1ié & ce triangle,
décrit une transformée de la courbe . Il s’agit d’obtenir ce méme
résultat pour un point invariablement lié 8 MM, M,, sans étre situé
dans le plan MM, M, ; en effet, si un point décrit le rayon MM,, les
diverses positions de ce point fournissent ' transformées de x, les
plans osculateurs de ces courbes passant tous par le rayon MM, et
correspondant d’une facon biunivoque au point variable en jeu,
car § = —d; si donc, nous considérons un point M, invariablement
lié a MM, M., le plan MM, M, définit sur MM, un point M|, tel
que M’ décrive une transformée (u,,d,) de  : comme MM, est
constant et fait un angle fixe avec M, M, il résulte, d’'une remarque
faite plus haut, que M, décrit une transformée asymptotique de la
courbe M, donc une courbe congruente encore & z. Nous pouvons
eanvisager le point M), analogue a M, défini par M, sur MM,, et le
méme raisonnement prouve que M, décrit une transformée asympto-
tique de M,; nous avons ainsi obtenu, directement, le théoréme de
permutabilité de Bianchi sans avoir eu besoin des résultats démontrés
par Bianchij tout point de MM, décrit une courbe qui peut étre
regardée comme transformée asymptotique de la courbe décrite par
un point quelconque de M, M,; nous pouvons remarquer que les
deux droites MM;, M|, M, sont réciproques par rapport a ’absolu;
MM, est finalement une droite gquelconque issue de M ; comme on peut
répéter le méme raisonnement & partir d'un point quelconque M’ et
de la courbe décrite par M’, on voit que deux droites fixes quelconques,
réciproques par rapport & I’absolu, donnent pour trajectoires de leurs
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points deux séries ' de courbes de torsion constante unité, les
courbes relatives a 'une des droites admettant comme transformées
asymptotiques communes & elles toutes les trajectoires des points de
I'autre droite.

Démontrons maintenant que la droite M, M., par exemple, engendre
une surface réglée de Clifford ; pour cela, remarquons que les diverses

positions MM,, MM,, ... de la droite MM, quand M prend les posi-

tions M, M, ... sur la courbe z sont paralléles au sens de Clifford
(dextrorsum pour faire un choix); les positions de MM,, au cours du
déplacement de M, sont paralléles aussi, dextrorsum, car, par conti-

nuité, on passe de la surface MM,, MI\—"],, ... a la surface MM,,

MM,, ..., avec toujours parallélisme des génératrices, de sorte que
le sens du parallélisme, ne pouvant pas varier brusquement, reste le
méme; or, M, M, rencontre MM, et MM,, M, M, rencontre MM,
MM,, et I'angle (MM,, M, M,) est égal a 1'angle (MM,, M, M,) : du
parallélisme de MM, et MM,, de celul de MM, et Nli\_/lf_,, résulte celui
de M\M, et M, Mz, le sens du parallélisme étant le méme pour
(MM,, MM, ) ou (M, M,, M, M, ).

On voit que sur la surface de Clifford, lieu de M, M,, les deux
courbes M,, M, dérivent l'une de l'autre par un glissement de la
surface sur elle-méme, de sorte que les plans osculateurs de la courbe
lieu de M, ou de la courbe lieu de M, font le méme angle avec la géné-
ratrice M, M, ; autrement dit, sur une surface réglée de Clifford, les
courbes dont le plan osculateur fait un angle constant avec les généra-
trices sont des courbes de torsion constante unité; pour chaque valeur de
I’angle constant, on a «' courbes; en faisant varier ensuite I’angle
on a o' familles de ' courbes; pour 1'angle zéro, on a les asympto-
tiques , pour l’angle droit, on a les trajectoires orthogonales des
génératrices; les courbes d’'une méme famille sont congruentes entre
elles; mais la congruence n’a pas lieu entre deux courbes de famille
différente. Jusqu’ici, les géométres n’avaient songé qu’aux asympto-
tiques et aux trajectoires orthogonales.

Faisons une remarque a propos du procédé employé pour démon-
trer le parallélisme de M, M, et de ses diverses positions. On peut

assimiler les droites de la géométrie elliptique aux cercles de 1'espace
THESE ROSCA. 4
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euclidien orthogonaux a-la sphére #* + y* 4 z* 4~ 1= 0; deux droites
sécantes ont pour homologues deux cercles sécants et deux droites
paralléles dextrorsum ou sinistrorsum deux cercles paratactiques
dextrorsum ou sinitrorsum.

Rappelons que chacun des o« * cycles en jeu peut étre représenté
par un point a du feuillet dextrorsum sphérique d’équation
x* +y* + z* =1 et un point « du feuillet sinistrorsum sphérique de
méme équation ; deux cycles (a, a), (b, 3) sont sécants si la distance
sphérique ab est égale a la distance sphérique «f3, et la valeur com-
mune de cette distance est ’angle de deux cycles; deux cycles (a, ),
(a, «) sont paratactiques dextrorsum, I'image dextrorsum étant com-
mune aux deux cycles; pour deux cycles paratactiques sinistrorsum,
c’est I'image sinistrorsum qui estla méme. Imaginons maintenant une
surface cerclée de Clifford, c’est-a-dire engendrée par des cercles
(a, @), (a,2), ... en nombre o', donnant la méme image dextror-
sum a, tandis que les images «, o, . ... décrivent une certaine courbe

sphérique ; imaginons maintenant ' autres cercles (b, 8,(6,8), ...,
encore paratactiques dextrorsum, correspondant un 4 un aux cercles
précédents par la condition («3) = ab) : il s'agit des distances sphé-
riques; on a ainsi deux surfaces de Clifford dextrorsum (analogues
aux surfaces réglées, lieu de MM,, MM, ) ; imaginons un cercle
mobile (¢, 7) toujours sécant au cercle (ax) et au cercle (57), 'angle
de (¢, v) avec (a, «) étant fixe, et langle de (¢, ) avec (6, §) étant
fixe aussi : les distances sphériques (ac), (bc) restent constantes,
donc c est fixe, et le cercle (cy) décrit une surface dextrorsum de
Clifford : c’est ce qui explique que M, M, engendre une surface réglée
de Clifford, de méme sens que les surfaces MM,, MM,. Nous avons
emprunté ce mode de démonstration & M. Gambier (d’aprés son
Mémoire du Journal de Liouville, g° série, t. IX, 1930, p. 179-199,
Sur les Cycles orthogonaux d une méme sphére).

Nous reviendrons plus tard sur les configurations de Mobius
obtenues par composition des transformations asymptotiques effec-
tuées sur les courbes a torsion constante.

——— O C———



CHAPITRE II.

COURBES MINIMA EX CORRESPONDANCE ASYMPTOTIQUE.

1. Courees mintun. — Les courbes minima sont caractérisées par ce
fait que leurs tangentes sont tangentes a I’absolu; autrement dit ces
courbes sont les arétes de rebroussement des développables circonscrites
a l’absolu.

L’élément linéaire de l'espace étant ds*= X dx* (une homothétie

préalable a réduit R & 1'unité), I'équation différentielle des courbes
minima est

(1) dz? + dxi + dx3 + de? =o.

La binormale coincide avec la tangente, et il n'y a plus de tétraédre
de Serret.

On peat obtenir I’équation des courbes minima de ’espace elliptique
en effectuant une projection stéréographique de ’espace euclidien a
3 dimensions sur une hypersphére [on considére alors comme coinci-
dant les points (— ) et (x) de fagon a réaliser I'identité de la géomé-
trie hypersphérique et de la géométrie de I'espace elliptique]. A toute
génératrice rectiligne de I’hypersphére correspond une direction
1sotrope ‘de I’espace elliptique. Les formules de transformation sont

2.0 - 2,
S 1 — A2
X‘l — T3 5} B y —'\2 - P B 5
(2) e i s SV i B | Uy == 25—+ Ty -1
X, — 2.0, \ B S e
o 2 W2 ) b X —— 9 B}
R il Srie ul | ry 4=y Ly 1

ol x,, x,, x; sont les coordonnées du point qui décrit la courbe
minima de l'espace euclidien et X,, X,, X, X, les coordonnées nor-
malisées du point qui décrit dans l'espace elliptique (R=1) la
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courbe minima annoncée. On vérifie aisément ZX?=—=1, XdX*=o0; on
peut prendre pour x,, x., &, les expressions indiquées par Weierstrass

3) (=) ol o

| zo=0[(1 -+ ) f"—ouf ~~2[], zy=2uf"—2f".
On a alors
(4) & & 2= 40— o ff) -1

Mais nous pouvons obtenir, par un autre procédé, des formules au
moins aussi simples. En effet, la courbe que nous cherchons est I’aréte
de rebroussement d’une développable circonscrite ala sphére Za*=o0;
sur cette sphére, on peut exprimer les coordonnées d'un point courant
par les formules

(5) ou=1— up, o= (1 + up), = u -+ v, o,==i(u—»).
Le plan tangent au point (u, ¢) est déterminé par les deux généra-
trices qui en sont issues; le point

. . . d
(6) by—=u, by=—iu, by—=—1, b, =1 <b:— _d%>

est un point de la génératrice u = const. Dans les formules (5)
supposons ¢ remplacé par une fonction f(u), de fagon & avoir une
courbe tracée sur la sphére en jeu, le point () décrivant I'aréte de
rebroussement de la développable correspondante, nous remplacons
les coordonnées homogeénes («,, ., «;, «,) par ;= C«; avec Za'* =1;

. 1 . . daf

il suffit de prendre C = VP ou f* signifie -~ Le plan tangent est

donc déterminé par les trois points (a), (a'), (b) et nous pouvons

écrire

(7) xi::l(ll ol ‘U.(I:—{— V])i

(ou plus simplement x = Aa+ p.a’-+vb); A, u, v sont des fonctions
P P . 3 Ay

qui ne dépendent pas de l'indice . Nous devons écrire

N 7 " D3
i == 0, P Li— O, i — T
(8) Yo;x,== 0 Saix;== 0 2oz, — o, Saft—1

pour exprimer que le point (x) décrit I’aréte de rebroussement de la
développable circonscrite a I'absolu le long de la courbe () et aussi
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que les coordonnées (&) sont normalisées. La premiére équation est
automatiquement vérifiée; les autres sont
WCloa! + p(C' Baa’ + CEa’?) +vIba' =o,
(9) 1C oo + (G 2o+ Q' o)y +vE2ba’ —o,
WEw 4 p2Ea?+ v 202+ 2dpEaa’ + 2)vdab + apvEad b =1.

Rappelons les formules utiles pour ce calcul

Yot=— o, 2o =4 f, Yoo’ = o, oo 4 Za't= o, oo =—4 [,
oo’ =oj", 2boa'=— 2, Yba"=o;
2a*=o, Xat=1, Xbp=o, Sua'=o, 2ub=o,
20'b=C'2ab+ C2a’'b —=-— 2C.

Les équations (9) se réduisent donc aux formes trés simples

- . f//
(10) v=pV/, h=pe =L
En prenant p.—=-— 1 nous avons les formules définitives
jll
Ly = [ o+ &y + u\,/f’ =—i|2g w + o\ + ue],
- ¢ [ Uy Gy — LU \/f’ =—i[2g uy+ a,— (ues|,
(11) E
l[ Ziaay— [ | =—i[2g e+ ay— o],
&= z[ a4+ d,+ I | =—i[28a+ .+ iek].
On a posé
(12) J=e¥, u, _I—"I‘/ U= 1( L a/f ,.——u+f = ziu——_j)
2\ 2vf 2/ 2\
Il sera commode d’écrire
x==— (|28 «—+ <+ bes), b= u, by —— iu, by=—1, b,— 1.

Puisque la tangente en () passe en (@), on peut écrire
2'=Lu-+ Mz, 2zx’—o=L2ax+MIax*=M,;

par conséquent on a
x'=Lu.
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. o . ., s,
Le facteur de proportionnalité - s’obtient aisément en prenant ', : a;.

“i
On a
U . U ’ g %3 -
ry—=—i[og"u,+ 28 dy+aly—esg’l; or a,= T)'-c—n.
En remplacant a,, @), a) par leurs expressions au moyen de g et

%3, o, o, on trouve le résultat

gls — o
(_———
2

(13) xy=1ie~¥ Ceo =g — 8", L=1dg"—g").
Les formules (11) ont 'avantage de contenir un dénominateur plus

simple que les formules (2), mais elles contiennent le radical v /';
il estsouvent commode de conserver ’expression g.

2. CoURBES MINIMA EN CORRESPONDANCE ASYMPTOTIQUE. — Pour que deux
courbes minima (), () soient en correspondance asymptotique, on
doit avoir, puisque les coefficients du plan osculateur sont les dérivées
des coordonnées x, y,

(1) Xa'y =o, Jxy'=o.
Puisque Zzy = cosd, les formules (1) prouvent que la distance d des

deux points &, y est constante. On peut écrire, avec la constante d et
deux fonctions ¢, p inconnues,

(2) y=—=acosd-+ (pu' — 21a)sind,
puisque (x), (a), (a’) sont trois points du plan osculateur de la
courbe (). Rappelons les résultats
Sa*=—=o, Yaa' == o, Yut=1, Yaxr=o, 2a'x=o.
On a donc Zy?= cos®’d + ¢? sin®d =1 et par suite g? =1, en chan-

geant au besoin  de signe, on peut supposer p =1, ce qui fixed en
grandeur et signe. Nous écrivons donc

(2" y=uxcosd+ (a'— 2ta)sind.
La relation, £&'y = 0 ou Xay = o, se trouve satisfaite automatique-

ment; puisque Xzy est constant et que 'on a Za'y = o, la relation
Yaxy'= o est aussi satisfaite automatiquement si y est donné par (2');
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alors il ne reste plus & exprimer que la relation Xy'?==o0. Oron a
(3) y'=a cosd 4 (a’"— a2ta' — 2t'a) sind,

(4) Syt—=asindcosdZa'a"+ sin2d(2a"+ 42— L' 2aa") = o.

Rappelons encore les résultats qui doivent servir au cours de ce
calcul

5) { Yax =0, Xd'r=o, Xd'a =0, Zaz'=o, So'a' = o,
I Y=o, XMud'=—o, Ja'*=1, Jun'42u*=o0, Zau'=—1, Zda'a"=o.
On a donc
e =g g ) N = ((g"— 8'"*).

Il reste a calculer Xa"?; or
b

oe s

! 7 ! " v

= s a' = —(a'—g'a) W'=—|a"—2ga 4- (g*—g"ya].

. (o — g, _ 7]
b
D’autre part
(6) Yxt=o, Jolt= 4 f == he Yo" =0,
{ . : . . .
oo’ = o, Sala"=/le*g’, Yo"+ Xa2=o, 2oaat"—— Le

On a donc
( ) Y d//g___ 2((,'1__ 2

7 ~tm=2(§ &%)

et 'équation différentielle (4) s'écrit

sin ¢/ -+ ( cos o/

(8) v r=(8"—g" 2 sin d

lia forme simple de ce résultat justifie I'emploi de la fonction g (au
lieu de f); on remarquera toutefois que 1'on a

rr 9 / f” __ .//// /”,
=ew, = é ] T
J & 2/ g / ,/ )

(9) » » (//I/ 3 /g>
&' —gr=- T T,

2\ S
Onreconnait l'invariant de Schwarz : si I'on remplace f par —/}i—&
-
N R . , . f/l/ 3 fP//0
ou A, w, v, p sont des constantes arbitraires, ’expression % — :
y ’ ? f/ f/)

reste inaltérée; ce phénoméne est assez facile & prévoir puisque nous
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avons pris le point 1+ ue, ((1+ u¢), u—+v¢, i(u—v) et que, rem-

+

placer ¢ par L0+ & revienta opérer un glissement de la sphére Zx?=o0
Ve + 0

sur elle-méme.

On a

s dry— tdx,

3

U= T — T
Oy — Loy duy — (dx,’
donc, pour la courbe (y), le paramétre uz jouant le méme réle que u

pour () est
== (lyj — t'Cl.)’2

On a, d’aprés les résultats obtenus [formule (31)],

Y =i(g*—g") acosd-+al2*sind -+ (g"— &%) (sind~+icosd) |+ (4"~ 2ta')sind

=sind[a(g"— g2+ 208*) — 2tu' + a")

" — (a;—ia,) (8" — 8"+ 28?)— at{a,— id,) + a',— (a),
T (ay—ian) (T — g 28) — at{a, — i, ) + a) — ia)

Or,

Oy — Lo, == 2 1, ay— Lo, == 2 Cu == ue=s,

ot1—ia2:_:::2, (l‘_ia2?_:2C -— e3.

Le calcul s’achéve donc sans difficulté et I’on trouve

i
(10) u=u—
Or, on peut écrire
(= I:, t':—l—l—,-———;, l'—!—t'—’:-L,_-
w—u (w—u) (v —u)
On en déduit donc
(11) ii?g _ (; W) (g — ") sind;'-‘:'icosd.

On peut écrire, en introduisant les quantités @, g qui jouent pour (y)
le méme role que a, g pour z,
3} ‘i.}_/ d_ll

(12) Z(): —=sind[a(g'— &%+ 2¢8*) — 24 + 4" =

= —du
dun du - _l(é, & )adu.



En passant de (z) & (y), Lzy = cosd = cosd entrainesoit d = d, soit

d —= — d. Ecrivons

2ay=o, Sua =o.

Différentions

-, d(L ‘;’_A (_lg’ ;7_”: 1[_-:;£,

Cdu’ du du®

| dula'y —+—1( — 2VSaadu=o,
(13) 2

| eXa' x i(g"*— @" Xua du==o.
Or

Sa'y ==sind, Yo' x—sind

etla comparaison des égalités (13) entraine
(14) (8" —g")dusind=(3" g")dusind.

D’autre part (11) entraine

du

’) —_— = —_— \ (rr”__
(11 o — (1 —u

) sind + { cosd
8 smd

La comparaison de (11) et (11') entraine

dii)s & — &" sind +-icosd sind
du

o 8" — &" sind -+ icosd Sin d
[En comparant avec (14) on a
sind _ sind — i cosd sind
SI-nd sin?l+icosz.m
ousind + i cosd = sind 4 ¢ cosd. On a cosd = cosd, donc sind = sind
et par suite d = d. On peut donc écrire (14) sous la forme

(15) (7 —g")dur= (8" — g") du®.

L’équation (12) devient, en écrivant

('é;lg___ T//)dl_é: o2 //)idff: __lg_iM___
®ldu ®/ du  sind + icosd’
. - . . " " . /9 ) 7 al/"
(16) la=—= (sind +- i cosd) [a(ir—g— +’z> —--9—?--{— 'z“J’
LHESE ROSCA. 5
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on a aussi
. -— 11/ . 1 . . u
@y A 1y = —— = //.——/ui:—-;, M0, == —=— (s — 10, == —==)>
Vi v/ Vi v/
-+ (i, - u,+ia,
/:: _— /:_'
o —lu, ‘  — Gt
On a donc
7, (- ia) (8" — 2™ v+ 2) — 2 f{dy,— i) 4 i
b (wl—-ta,}(o'wg’z - ‘),/’*’) -l — ruly) -—iu',
k“./ [+ ., - '-/> '«’«/(/."'i—/”‘

Comme vérification si /= u«, on retrouve le calcul qui a donné

|~

= U !
- t
Nous récapitulons par les formules 1<

~

1 . . . sind -7 cosdl
g = -log/". +r—igh—zg )_)SIB(I

2

I}
)

) . dy . \ s
y==zcosd (e —atuysind, T =sind[a(g"— g - 24*)— ntd + "]
e . ),/“

—_ L . »
w=u-— ‘/"‘»/'—}4_5’“'/_7 N/’?/“

F
(F) (., sin/

PO
@ (g —g")(sind - icosd)*’

bel
du (u “)( o) sind + 7/ cosd
du sine ’
.- Y75 .
' (o= 0,> e ](_snw/-_»-/cosrly

3. Courses A TorsION coNsTANTE. — Il s’agit d’abord de montrer que
(x) et (y) étant deux courbes minima en correspondance asymplotique
le milieu de (xy), soit 3, déerit une courbe a torsion constante, non

égale a 7 1.
oy y e . . ,
[Le milieu z est donné par s = -3 soit G,z + C,y son conjugué;
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Le conjuguéestdonc h = = )‘;; ils’agit de montrer que le conjuguéi
2 sin —
2

est le pole du plan osculateur de la courbe z; on a d’abord Shz==0;

@ .od d
ensuite 34z’ est, au facteur 4sin—-cos- preés,

S(z — yv)(x'+ )" )y==Saxry'— Sa'y = o;

ensuite Shz”) au méme facteur pres, est

S(z —y)(2"+y")=Szz"— Syy"+ Szy"— Syx".

Or, on a Sa*=1, Sxa'=o0, Sxa"+ Sa'*=o0, or Sx'*=o0, donc
Sxx"==0; de méme Syy”=o0; d'autre part Sa'y =o, Sxy'==o,
donc Sa'y+ Sx'y'=o0, Sa'y'+ Sxy”"= o0 et par comparaison
Sa"y — Saxy"= o, ce qui prouve bien que I’on a Siz"=o.

[l s’agit maintenant de calculer la torsion de la courbe z : le carré
de cette torsion se calcule d’abord sans difficulté : en effet, si s est

I'arc de (z), s, celui de (), on a

o ¢
g/‘”' T g dz\* L S(dhp  S(x'—)y') cos®,
b Km — rl-n.27 a} =1, Ela S((]’J)Y e S(.’I‘,+ ‘;’,,)2 .
sin? =
2
Or
Sa*=Sy"?*=o, S’y £ o,

d
= — cot? —.
2

T
Cette formule n’est pas assez précise, puisqu’elle laisse 'ambiguité
1
T
résultat important : le procédé ne donne jamais une courbe de torsion
constante égale a —=1 (c'est-a-dire == R); 1l faudrait en effet

. d . d .« . ey
entre les deux valeurs Zcot - ou — 7 cot— pour 5; mais il y a déja un

écrire cot” - = — 1 et par suite cosd, sind seraient infinis.
Liquidons le choix du signe : nous allons former le déterminant
\ dz d) . .. , . . ,
[zaldh| ot a= R = s il faudra choisir les déterminations de o, &
" i

(ou dedsetds,), desorte que le déterminant soit égal & + 1 et non — 1.

J.
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On a, en utilisant les résultats de ce paragraphe et ceux du précédent

ds 2_. I St AN - ! oo 4l — sind S 0
<d—u> —-—-73(‘1 +)’ ) ——-—‘;‘ls-lz) = ) -l T
4 cos® — 2 cos® — 2 cos? =
2 2 )
:itangg(g”—g”)Saa":itangg(g”—g"-’),
dsi 2_. I ’ 1\e __ —1I 3 ol af — _ F d ' 79
(EJ) =5 S@ =y =g Salyi=— ot 2 (g — £7),
4 sin® 5 2 sin? —
__dz __dz du _x2'+ )y’ I '+ y
T ds ~ duds d = \aisi ol ity
20052— \/itﬁngg(g”— glg) \/)anld(o gJ )
E—d)\_d)\ du _2'— y’ 1 x'—y

T dsy duds, . d . d - —arsind (g" — oy
QSln;\/__lcotg(gﬂ___g/s) \/ (g o] )

Nous devons maintenant spécifier, non pas le sens séparé de chaque
radical y2:sind(g" —g"*), y— 2tsind(g" — g'*), mais la détermi-
nation du produit qui est 2¢esind(g” — g'?), ol ¢ est soit 41 soit —1
(on sait qu’en effet on peut faire les échanges

s N o i p
-5 —& —a —ZI —DpD).

Notre question revient a trouver la valeur exacte de . On a

|z z' +y z'—y z—y
o cosc—f Veisind(g" — g?) Va2isind(g" — g"®) 2sin§
2 2
= - ! z+y, 2 +y, 2=y, z—y|
fesin®d(g" — g&°)
On a évidemment
lxvy, 2’y 2y, x—yl=lox, 22, -y, —y|=4le, &, ), ¥
|z, z', y', y | ==, i(g"?*— &")a, sind(a"— 2ta’), &' sind |
=isin®d (g — g") | =, a, o', o' |,
1=—c¢l|lx, a a, dl
Or
xz=—1i(28"a -+ a' =+ bes), by—u, by—— tu, by——1, b,=1,
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donc on a

1=—c¢l|lbad a’ief!:*—;e—?é’lb oo o | =— %e*‘lé’lzx a a" b

D’aprés les définitions de o et 6 1'on a

1—uf —f—ue¥ —2e¥—oueg’ u
. . . s N
o o o b= C(x+uf) i(f+ ue¥) i(2e%+ 2uesg’) in
u+f 1 e% 2e% g’ —1
u—f) i(x— e) — 2ie*g’ 1)
1 —f —1 u
. . L i
—2e% ¢ lf !
1 1 0o —1
w1 0 1)
1 0o —I1 o I 0 —1
i o o i o I
—2e?| — 2% .
iu 1 o —1 v 1 0 o
w i 0 ) 11728 o 2l

Le déterminant (aa’a’b| est donc égal 4 8e®s et par conséquent 'on
a e=—1. (Clest d’ailleurs une vérification des calculs faits anté-
rieurement, puisque ¢ ne peut valoir que 41 ou —1.) On peut donc
écrire

z 4y z' -y

- 1 /) /9 4
fzcosii V2isind(g"— &)

(2'—y")Waisind (g — g) z—y
= 9 A= —.

—asind(g"— g') 2sin§
2
Ona
ds ds
dh=rds=g, =71
On a calculé
e y Qy ol __ /2
ds:% :\/msmd(a < )du,
2 COS —
2
d)\ - oll __ of2
dS,: —E— fnd smd(c o] ) du’

. od o —
sm;\/zzsmd(g”—— <)
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par suite,

'Fm-('él*-nitan C—Z
md31__ gQ‘

Nous avons ainsi levé I'ambiguité du signe, d’autre part nous cons-

tatons bien la symétrie qui doit exister entre (z) et (A); la dis-

tance (z)) vaut Z; (zz) =(3y)= %i; (Ay)= g — —Z; si I'on prend

x=— (), la distance (A x) est égale é% — g, de sorte que A est le

milieu de la distance (yx) : ici nous avons considéré comme distinctes
deux courbes x et x, ouy et y, z et z.

Fig. 1.

Q)

=

D’autre part, si nous prenons des courbes minima (y ) transformées
d’une méme courbe minima () avec le méme module d, toutes les

X - A s
#7777 \ont méme longueur d’arc
d

2 COS -

2

courbes 4 torsion constante<

(ds 2 "t cl(u” .
\(E> =ctang —{g — g7

toutes les courbes a torsion constante <'” — ;) ont laméme longueur
2 sin —~
r)‘/
ds \* . d
tare (1) — _ Jeote (o \
d’arc <d—u> =—rcotg (8" —g").

i Q



CHAPITRE III.

COURBES DE BERTRAND ET COURBES MINIMA.

1. CourBEs MINIMA ATTACHEES AUX cousBes DE Bertrann. — Rappelons
la relation caractéristique d'une courbe de Bertrand B : d et 6 sont
des angles constants, ® = cotb, D = cotd

1 ®
;o_ — = D.

(1)
On a pour la courbe de Bertrand B associée
= xcosd -+ ;sind,

=
(2) -
o

z=uxsind — 7 cosd,
=— o cos — Asinf, %:=2cosh — « sinf.

(La figure 2 est schématique. )

Fig. o.

R1

Sur la droite xA nous prenons un point caractérisé par la cons-
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tante ¢

3) gy ==.chd 4 ilshd=achd 4 i(— 2sinl + Lcos0)shd,
y=wachd —ihshd=zchd — i(— asinf -+ % cosf)shd.

Le point z est le milieu de la distance, y, y; la distance (zy) ou (xy)

est égale a 3. On calcule aisément y' ou )’ (dérivées prises par rapport

a I'arc s) en tenant compte de la relation (1) on a ainsi

i JO ol ke cosd
“ ¥ __acho—;-zshﬁ[.zsm() ’smo——sindv )
e had sh®*dsin?0 s
Sy2=ch?¢ —id = Sy
Prenons
sind
(5) tha‘_m~

C’est la condition nécessaire et suffisante pour que y ety décrivent deux
courbes minima. Lia droite z ) est la perpendiculaire, au sens elliptique,

abaissée de « sur le plan osculateur de B. On a, pour la méme raison,
les deux courbes minima

(6) s=achd+ ¢)hshs, z=achd —i)shd.

Nous posons

--——l__.— g 1 — 7 — a
G= s =a- {(xsind — % cosd) == o + 1%,
(7) -,
a=2 —a—i(zsi d—%cosd)=o — iz
== =a i(z sin Z =o— (.
On a
(8) Sax=o, Salk=o, Saxr=o, Sal=o,

car cela revient a écrire

Saz =o, Szz=o, Sal = o, Sih=o;

donc le plan osculateur de y ou y contient la droite %z et par suite
les points z et 5; on voit que dans le parallélogramme gauche yzyz
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(fig. 3) chaque sommet décrit une courbe minima transformée
asymptotique de celles qui sont décrites par les.sommets contigus; ce

Fig. 3.

z
parallélogramme gauche reste indéformable quand la valeur de S
varie. On a, en effet,

©) Syz =Syz=cosd ch®d — cos0 sh?J,
Syz =Syz=cosd ch*d + cosf sh*3.

En tenant compte des relations

ch?d  sh®d 1

sin®0 = sin®d ~ sin26 — sin®d

(10)

(qui supposent sinf ==sind £ 0), on peut écrire

——  cosdsin?0 —cosOsin*d __ 1+ cosd cosl

Sys=Sys = sin?0 — sin®*d " cosd —+ cos = cosal,

(1) Svi— STs — cosdsin’0 + cos0sin®d __ 1-— cosd cosf
JE= Ry = sin®f — sin?d ~ cosd — cosf

=cos2/,

sin?0 - sin®d
sin®0 — sin?d ~

S){}—/::ch23: Szz.

Ces formules suggérent aussitét de calculer 1+ cos2/, 1 —cos2al
et 1+ cos2/, 1 —cos2/, on trouve ainsi les résultats simples

,a
tang®/ — — tang? o tang® —»

(x2)

VIS NI
.

27 9 d 9
tang®/ — — tang? 5 cot?

THESE ROSCA. 6
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Le nulieu de (y 5) ou (y z) décrit une courbe a torsion constante, d’aprés
ce qui a été expliqué au chapitre précédent et les deux courbes ainsi
obtenues ont la méme torsion; d'ailleurs, prenons sur la droite réunis-

) de (¥, =) un point

— - . ye R . T .
h(y - z) - k(y + 3) et exprimons qu'il est a la distance |, de y : on

L= 5) de (y, 3) au milieu <

-+ 3
2 cosl 7

Py
2 cos!

sant le milieu (
trouve A(1 + Syz) -4 £(Syy + Sys)=o0; sil’on avait exprimé qu'il

. . i3 . ,
est a la distance '5 de z, on aurait trouvé
A(Syz~+1) + k(S;)_’: - S;E*) =0,

ce qui est I'équation déja obtenue : par conséquent la droite joignant

les deux milieux est perpendiculaire & (yz) et aussi a yz, et les deux
courbes de torsion constante en jeu sont en transformation asymptotique

{car la droite y z est binormale de la premiére, ladroite yz binormale
de la seconde ). Calculons maintenant la distance 2, des deux points

(Syy +Szz) + (Syz + Syz)

cos2d, = 7 oos]
__ch2d 4 cosal _ sin®0 + sin*d -+ cosd sin*0 + cosf sin*d
T o1a4cos2l T sinQ(1 4+ cosd) —sin* d (1 + cosh)
sin%0 sin*d
1-4+cosB ' 1--cosd 2 - cosd — cos
~ T sin®0  sind  cosd — cosf
I+ cos® 1+ cosd

A . - oy -t 3 / Z
On calcule de méme la distance 2 d, des milieux 2% et £ ~; le calcul
) 2 cos{ 2 CO8
est le méme que précédemment : ons’apercoit qu’il suffit de remplacer

partout cosf par (— cosf); on a aiusi

1

7.

2 — cosd -+ cosl

cos2d, =
cosd + cosf

Les résultats trouvés suggérent de former les expressions 1 == cos2d,
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et 1 -+ cos2d, ; on trouve ainsi

] od M}
— sin? 7 — sin* -
(13) tang®d, ==

s tang®d, =
sin®

WD

]
cos® —
2

Nous voyons que les quantités tangd,, tangd,, tang/, tangl l’obtien-
nent rationnellement et qu'une questions délicate est de préciser le
signe & prendre : nous devons d’ailleurs remarquer que, jusqu'ici, les
quantités d,, d,, [, I n’ont été introduites que par leur cosinus et par
suite définies au signe pres : choisir le signe de leur tangente revient a
orienter ces quantités; or les deux courbes minima (y), (z) sont telles
que la distance constante y s est égale 4 == 2/; si nous nous reportons
& la fin du Chapitre 11, on voit que le rayon de torsion de la courbe
décrite par le milieu du segment y = doit étre égal, avec 1'orientation
adoptée au Chapitre II, & —itang/, et cette remarque permettrait de
fixer la détermination précise de tang/ puisque ¢tang/ ne peut avoir

que 'une des deux valeurs itang%ltangg; comme on a supposé
sind £ sinf 3£ 0, on voit que ce nombre ne peut étre égal & &= 1, en tout
cas que ce nombre est réel : cela tient a ce que les deux courbes, de
torsion constante, engendrées par le milieu de yz et le milieu de yz
sont imaginaires conjuguées d’une part et de l’autre qu’elles sont a
méme torsion et transformées asymptotiques I'une de I'autre; méme
remarque pour la quantité /; les deux courbes engendrées par le milieu
de yz ou de ys ont leur rayon de torsion égal a —itangl/, ou

d g . (g ‘
—-tang - cot .; on remarquera que, le signe de [ ayant été fixé,

comme / n’est déterminé qu’a = prés; le signe de cos/ reste indéter-
Y+ 3
2 cosl
peuvent étre changées de signe : ces coordonnées sont égales a

miné et, en effet, les coordonnées

du milieu du segment (yz)

[.]iché‘(x +cosd) — iasinOshd + Zsind chd - (shd(1+ cosf) shSJ

d , 0
> 1 — tang® S tang® 5
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On voit ainsi que le calcul du rayon de torsion précis implique un
calcul assez long, que nous ne ferons pas.
Nous ferons remarquer d’autre part que, au lieu d’associer les deux

Yy—= }/—-Z

y+sz y+z
2sinl’gsin‘g

) =, nous aurions pu associer les deux points
20081 5 cos/

points

qui décrivent les courbes réciproques par rapport a l'absolu des
courbes a torsion constante précédentes; ces deux courbes sont, elles
aussi, transformées asymptotiques I'une.de I'autre.

Nous pouvons maintenant faire une remarque : le couple de Bertrand
(), () nous a fait découvrir ce systéme remarquable de quatre
courbes minima (y), (z), (), (2), qu'aurait donné le couple de Ber-
trand (3), (%) formé des réciproques du premier couple par rapport
4 I’absolu : la droite (2).) aurait été remplacée par la droite (A ), et
inversement, de sorte que nous retrouvons le méme systéme de courbes
minima.

2. CoONSTRUCTION DE LA COURBE GENERALE DE BERTRAND AU MOYEN D’UNE
COURBE MINIMA ET DE DEUX TRANSFORMEES ASYMPTOTIQUES. — La réciproque
est facile a démontrer : donnons-nous une courbe mirima (M), puis
deux transformées asymptotiques (M), (M,) de (M), minima elles auss: :
le milieu du segment (M, M,) décrit une courbe (B) de Bertrand; le
théoréme de permutabilité de Bianchi permet d’obtenir, rationelle-
ment en tenant compte du fait que M, doit étre minima elle aussi, une
quatriéme courbe M;, transformée asymptotique simultanément de M,
et M, ; le milieu de MM, décrit la courbe de Bertrand (B,) complétant
avec B le couple de deux courbes de Bertrand associées. Les milieux de
MM,, M, M, décrivent deux courbes de torsion constante transformées
asymptotiques l'une de 1’autre; il en est de méme pour les milieux de
M, M, et MM,.

On peut démontrer directement ces propositions, en suivant la
marche qui a été suivie au chapitre précédent (§2 et 3); mais on
peut remarquer que ce calcul est inutile; car un couple de Bertrand
est parfaitement déterminé d'une facon intrinséque, par la donnée
de p en fonction de s pour la premiére courbe et des constantes d, 0,
qui permettent de calculer le rayon de torsion T; la courbe de
Bertrand en jeu fournit alors le systéme des quatre courbes minima
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MM, M,M,, et I’on a du faire intervenir une fonction arbitraire d’un
argument [la fonction p(s)] et deux constantes arbitraires (d, 6). Si
nous partons d’une courbe minima (M), nous devons donner la
fonction ¢ = f(u), du paragraphe 1 du chapitre précédent, pour
obtenir (M); nous choisissons ensuite une constante 2/ (appelée d
an chapitre précédent) qui est la distance constante MM, et 'inté-
gration d’une équation de Riccati fournit, 2/ étant donnée, la
courbe (M,); on choisit de méme une constante 2/ (distincte de 27)
et I'on obtient, par une autre équation de Riccati la courbe (M,);
cela posé le point M; s’obtient, rationnellement, comme point commun
a trois plans isotropes qui sont (fig. 4) les plans osculateurs en M,

Fig. 4.

ou M, a (M,) ou (M,) et le plan isotrope (autre que M, M, M) issu
de M, M, cette construction a fait intervenir une fonction arbitraire
d’'un argument [¢= f(u)]|, et quatre constantes arbitraires, les
constantes /, [ et les deux constantes introduites par le choix d’une
intégrale de chaque équation de Riccati.

Dans les deux méthodes on a donc eu, finalement, & introduire
une infinité dénombrable de constantes arbitraires; d’autre part,
si ’on opére par I'une des méthodes, elle fournit, une fois la solution
trouvée, les constantes initiales nécessaires pour mettre l’autre
méthode en route, de sorte que nous arrivons finalement a des
résultats identiques en partant par I'une ou I'autre voie, a condition
de choisir & bon escient les valeurs initiales.

On peut remarquer que le tétraédre MM, M, M, reste égal a lui-
méme au cours du déplacement de I'un des sommets M sur la courbe
minima (M) correspondante.
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On remarque aussi que le probléme de la transformation asympto-
tique d'une courbe T, de torsion constante (différente de I'unité en
valeur absolue) est résolu aussi par le méme procédé : sur la binor-
male de T, il y a deux points M, M, qui décrivent chacun une courbe
minima : la distance T,M ou T, M, est constante (en effet, si ’on
pose T,M =/, on a tangl/===¢T ou T est le rayon de torsion de la
courbe T,); il suffit alors de trouver une transformée asymtotique
de (M), soit (M,), qui soit minima et corresponde & I'équation de
Riccati relative a4 la constante arbitraire [ (distincte de ) pour
reconstituer la figure 4; comme vérification on a bien deux constantes
arbitraires pour passer de T, a T, (§ 4 du Chapitre I): la constante /,
puis la constante d’intégration.

Nous remarquons que ces résultats généralisent scrupuleusement
tous ceux que M. Gambier a obtenus dans son traité sur les courbes
de Bertrand de I'espace euclidien; il y a simplement cette différence

que sur I'aréte MM, on peut, outre le point T,, considérer celui T,
. 3 . T A P
qui est & la distance - de T, et engendre la courbe réciproque de (T.);

d’ailleurs, suivant que I'on considére comme distincts ou non deux
points (x,, ., z;, x,) et (—x,, —x,, —z,, — x,) dont la distance
est 7, on peut considérer sur I'aréte MM, soit deux points seulement
m . . m a3l m . i
T, etT,, soitquatre points T,, T\, —T,, — T 4 la distance - 1'un de
’autre. La seule précaution a prendre est de bien associerles points T,
et T), T, et T, sur les arétes opposées MM,, M, M;; on y arrive en
remarquant que T, T est perpendiculaire 8 MM,, tandis que T, T
ne l'est pas.

3. TRANSFORMATION SPECIALE AUX COURBES DE BERTRAND. — Nous avons
maintenant le moyen de définir les transformations des courbes de
Bertrand de 'espace elliptique, tout comme Sophus Lie I’a fait, dans
Pespace euclidien, pour les courbes & torsion constante, puis comme
Demartres, Bianchi et Razzabonil'ont étendu aux courbes de Bertrand
de I’espace euclidien.

Nous choisissons une nouvelle constante /' distincte de [ et [ et
greffons, sur la figure 4 précédente, reproduite en figure 5, une



— 41 —

nouvelle transformée asymptotique minima (M’) de la courbe (M),
avec la constante 2/. La régle indiquée (au moyen de trois plans
isotropes)ferme les parallélogrammes gauches MM, M, M’; MM, M, M’;
puis M'M'M) conduisent au parallélogramme M'M’,M;M); on a
ainsi huit sommets donnant une configuration de Mobius et formant
une figure indéformable quand le point M décrit la courbe minima (M);

Fig. 5.

les deux parallélogrammes gauches MM, M; M, et M’ M, M, M, relatifs

a la combinaison (/, ) peuvent étre dits opposés; ils sont égaux
d’ailleurs, ainsi que les tétraédres dont ils sont les sommets : cela
résulte des relations

tang®/ — — tang2-§tang’—2—, tang®/ = — t:illg‘3-62—l(‘,ot2 g, Tho = S?nd

que nous avons obtenues entre les distances MM, = 2/, MM, = 21,
M, M2: MM:,: 2l'8.

Les points pairs dans la configuration de Mohius que nous étudions
sont, par exemple, M, M, M,, M, et les points impairs M,, M,, M’,
M. Le tétraédre M, M, M’ M| est lui aussi invariable et & arétes oppo-
sées égales; les faces sont isotropes (tangentes & I’absolu) : ce sont en
effet les plans osculateurs en M, M, M,, M, sommets pairs; ces
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sommets pairs forment un tétraédre égal au précédent, indéformable
aussl, qui lui est a la fois inscrit et circonscrit. La droite Bj3, ou 8 est
le milieu de MM/, est donc de longueur constante et perpendiculaire
a la fois sur M, M, et M'M; si {3, est le milieu de M, M,, (B) et (B))
décrivent deux courbes de Bertrand associées donnant lieu 4 la méme
relation caractéristique que (B) et (B,) : la droite M, M, est paralléle
a la binormale de (B,) et M'M/, a celle de (3,); donc les plans oscula-
teurs & (B,) et (3,) en B, et 3, respectivement se coupent suivant Bf3
et forment entre eux un angle constant; pour la méme raison les plans
osculateurs & (B) et (3) en B et 3 se coupent suivant B, 3, et forment
un angle constant, le méme que précédemment. On peut énoncer

ainsi la transformation que nous avons découverte pour les courbes
de Bertrand :

Du point B comme centre, dans le plan osculateur a (B,) au point B,,
on trace un cercle de rayon constant, d'atlleurs arbitraire, et, sur la sur-
Jace cerclée ainsi obtenue, on trouve, par une équation de Riccati, »'
courbes de Bertrand (3), telles que, inversement, (B) se déduise de 3 par
le méme procédé, ¢’ est-a-dire que la droite B § soit I’intersection des plans
osculateurs en B, et 3, aux courbes associées (B,) et (3,).

De la courbe (B) on déduit «* courbes de Bertrand contigués :
I'une des constantes arbitraires est 7/, I’autre est la constante arbitraire
fournie par l'intégration de 1’équation de Riccati qui donne (M’) une
fois I’ donnée.

On peut remarquer que la figure 5 a explicité 8 courbes minima,
12 courbes de Bertrand, 12 courbes a torsion constante : les 12 arétes
ont livré chacune une courbe a torsion constante explicitée par nous
(mais nous avons fait remarquer que chaque aréte livre une nouvelle
courbe a torsion constante, qui est la réciproque de la courbe expli-
citée). De méme chaque parallélogramme gauche tel que MM, M, M,
(il y en a 6) a livré deux courbes de Bertrand associées B et B,; mais
il est facile de voir que ce parallélogramme gauche livre aussi les
courbes réciproques de celles-1a. 1l suffit en effet de se reporter aux
formules (3) du paragraphe 1 de ce chapitre : on a

Yy s _y—y
&= Schs’ )\—21'sh6’
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ce qui exprime que, les deux points y et y ayant pour distance 2:8 et
milieu z, on peut considérer y et (— y ), c’est-a-dire les mémes points
si 'on ne distingue pas y et (— y), comme situés a la distance n — 273
et pour milieu X; ici c’est I'ensemble M,, M, qui remplace y, y de
sorte que la droite M, M, porte le point B et, & la distance == =, de B,
le point B, qui décrit la courbe réciproque de (B,). La figure 5 per-
mettrait donc de mettre aussi en évidence les 12 courbes réciproques
des courbes de Bertrand déja explicitées. C’est cette propriété qui est
nouvelle par rapport & celles qui ont déja été données comme généra-
lisant pas & pas celles del’espace euclidien; cela tient a ce qu'une droite
de I'espace elliptique est une courbe fermée, analogue au cercle de
I'espace euclidien (sur cette courbe fermée nous n’avons pas distingué
I'un de 'autre deux points diamétralement opposés) et qu'un segment
a deux milieux (de méme qu'en géométrie euclidienne deux droites
illimitées sécantes ont deux bissectrices).

La transformation que nous avons ainsi définie pour les courbes de
Bertrand permet d’offrir un théoréme de permutabilité; cela tient a ce
que nous pourrons rattacher cette transformation aux transforma-
tions asymptotiques des courbes minima en courbes minima. C’est la
le mérite du procédé, découvert par M. Gambier, pour décomposer
une telle transformation en une composition de deux transformations
essentiellement imaginaires.

Les transformations asymptotiques des courbes a torsion constante
se trouvent étudiées par le méme procédsé.

La seule difficulté qui se présente dans ce procédé est d’étudier les
transformées réelles des courbes de Bertrand réelles ou des courbes a
torsion constante réelles.

Vu et approuvé :
Paris, le 15 mai 1939.
Le Doyex pE A FAcuLTE DES Sciences,
C. MAURAIN.

Vu et permis d’imprimer :
Paris, le 15 mai 193g.
Le RecTteur pE L’AcApkmiE DE Paris,
G. ROUSSY

THESE ROSCA. 1



