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PREMIERE THESE

Recherches sur le calcul

des perturbations générales des petites Planétes

1. — Des la découverte des premiers astéroides, le probleme du calcul de leurs trajectoires s’est posé.

On ne connaissait alors que la méthode de calcul utilisée par Laplace pour les grosses planétes, méthode qui
permettait de former des tables du mouvement de chaque astéroide. Malheureusement, les calculs ¢taient longs et
onéreux car il fallait, pour chaque cas particulier, calculer le développement en série de la tonction perturbatrice,
travail fort long.

Cela n'avait pas une importance trés grande tant que le nombre des astéroides découverts était restreint ;
mais, a4 partir du moment o0 leur recherche systématique fut entreprise et que les découvertes se multiplierent, il
devint impossible de faire de chacun d'eux une théorie complete. [l ¢tait néanmoins nécessaire de calculer des éphémé-
rides de recherche pour les vetrouver aux oppositions suivantes, et ce résultat fut obtenu en utilisant la meéthode
remarquable que Gauss avait imaginé pour le calcul d’'une orbite elliptique au moyen de trois observations complétes,
ou de quatre observations pour le cas ou l'orbite est presque confondue avec le plan de I'Ecliptique. A vrai dire,
Laplace avait, lui aussi, donné une méthode pour le méme objet, méthode qui permet I'emploi d'un ‘nombre
quelconque d'observations, mais elle est restée longtemps dans l'oubli et ¢'est la méthode de Gauss qui a été utilisée

plus souvent. '

On pouvait alors calculer rapidement une orbite approchée et former ainsi des éphémérides de recherche
pour retrouver les astéroides aux oppositions suivantes. Malheureusement, on s'est apergu bientot de Uinsuffisance du
procédé car, aprés.un nombre d'opposilions souvent trés resireint, les différences O-C devenaient trop fortes et il
fallait songer a corriger les éléments elliptiques trouvés. Cette correction ne pouvait s'opérer qu'apres le caleul des
perturbations causées par latiractian des planttes principales, en particulier de Jupiter. On retombait donc sur la
difficulté initiale.

2. - Plusieurs chercheurs parmis lesquels nous pouvons citer : Gauss, Encke, tlansen, Tietjen, Oppolzer,
Louis Fabry, M. Renaux et aous-mémes, ont proposé alors des méthodes différentielles de correction portant, les unes
sur les ¢léments elliptiques eux-mémes ; d'autres sur les coordonnées rectangulaires de l'astéroide ; ou enfin, pour
une troisieme catégorie, sur des ¢léments judicieusement choisis de maniére a simplifier le plus possible les calculs
nécessaires a la correction.



Un progres serieux avait éte réalis¢, mais ces méthodes permettaient seulement d obtenir des elements

représentant les observations pendant un nombre d oppositions assez grand et 1l n etait pas possible de prévon a
longue échéance

3 — Avec lespoir de resoudre le probleme definitivement, [Hansen publia une methode dérivee de celle
qu 1l avait appliquée a la theorie de la Lune avec succes Son principe reposait toujours sur le développement des
inegalites suwivant les puissances des masses, mais 1l redui~ait le nombre des élements dont 1l fsllait calculer les
perturbations a trois, d ou progres sur la mcthode de Laplace Malheureusement, cet avantage est compense en partie
par la longueur et la complication des calculs numeriques,

Leverrier, lul aussi, s etait occupé de la question et les formules quil avait publiées dans les Apnales de
1 Observatoire de Paris en vue de la théorie des grosses planetes, pouvaient s appliquer aux astercides d inchnaison
faible Il avait prévu le cas des inclinaisons fortes, et avait indique comment devait s operer alors le developpement
de la fonction perturbatrice 1l avait ensuite 1magine une methode numérique pour le calcul separé des grandes
inégalites periodiques, methode appliquée par lui a Pallas et c est au sujet de ce mémoire que Cauchy inventa la
methode remarquable qui porte son nom

Plus tard, et toujours pour rendre possible | application des formules de Leverrier, lisserand, reprenant les
indications donneces ou tome 1 des Annales de 1 Observatoire, a effectué compleétement le developpement de la tonction
perturbatrice dans le cas de fortes inclinaisons et a étudic le cas de Pallas troublee par Jupiter

Gylden est entre en hice, lur aussy, et a propose ure methode tres originale qui peut s'appliquer tout auss:
bien aux grosses planetes Alors que jusqu a ce moment, tous les auteurs avalent pris le temps corame variable indé-
pendante, Gylden prit la longitude vraie comme avait fait Laplace dans sa théorie de la Lune, etil chercha les
développements en series d ¢léments judicieusement choisis et du ten vs en fonction de la longitude vraie De plus, 1l
chercha a tenir compte dés la premiere approximation des perturbations seculaires et des inegalités a tres longue
periode de mani€re a obtemir des orbites utilisables pendant tres longtemps sans correction Sa méthode permet
d obtenir des developpements d ou les termes seculaires sont eaclus

Malheureusement, si1 les developpements de [Laplace Leverrier, et Hansen etaient convergents, 1l n en était
pas de méme pour ceux de Gvlden car Henri Poincare a demontre que ces séries ne son pas absolument convergentes

Quoiquil en soit, theoriquement, le problemc posé au debut de la decouverte des asteroides etait résolu,
mais pratiquement le nombre toujours croissant d’astres découverts chaque année empéchait d’aborder méme pour
un petit nombre d entre eus une ctude complete et | etablissement de tables (Leveau, qui a fait la théorie de Vesta
par la methode de Hansen, n a pas mis moins de vingt ans pour la terminer)

4 — Cestalors que M Karl Bohlin eut | 1dée de traiter les asteroides par groupes Son 1dee est la suivante
s1 nous appelons p le rapport des moyens mouvements de la planete troublante et de | asteroide, et que nous
désignions par v, un nombre rationnel voisin de y , nous pouvons poser

wo=to {1l —w)
w étant une petite quantité S maintenant, nous introduisons cette valeur de w dans les formules, nous pourrons
developper les 1négalités par rapport aux puiscances de w , les coefficients de celles c1 étant des fonctions de w. seul,
par consequent de nombres absolus Le probleme sera donc ramené, pour tous les astéroides pour lesquels le nombre
we pourra étre utilis¢, a | ¢tude d une planete 1deale correspondant a uy Les calculs fondamentaux ne devront donc
étre effectues qu une fois pour tout un groupe d astéroides, et, pour chacun deux en particulier, les perturbations
générales s obtiendront par ] adjonction de termes compiementaires ayant pour facteurs les differentes puissances de

M Bohlin a utlise les formules de Hansen, mais 1l a effectue le developpement de la fonction perturbatrice
en suivant les 1dées de Gylden

On vorut facilement que, pour appliquer sa methode, 1l faut dresser des tables pour chaque nombre v, utilise,
tables qui donneront les valeurs numériques des coeflicients pour la fonction perturbatrice et ses derivees Une fois

ces tables dressées, pour chaque astéroide rentiant dans le groupe etudie, le tableau des perturbations génerales
s obtiendra avec des calculs reduits au minimun



Cette méthode réalise un progres tres sérieux et des tables ont ¢té dressées pour plusieurs groupes
d’astéroides.

-

5. — Nous nous sommes occupé nous mémes de ce probleme et, comme conséquence ne nos recherches sur
le mouvement de Pluton, nous avons été amené & penser que 1'idée fondamentale de Bohlin pour l’étude des astéroides
par groupes pourrait étre appliquée a la méthode employée par nous pour Pluton, méthode qui est une adaptation de
celle que Hill et Brown ont utilisée pour édifier la théorie de la Lune.

L’idée directrice de nos recherches était qu'il importait de simplifier autant que faire se peut le calcul des
éphémeérides des petites planétes et que pour cela, la méthode de Hill-Brown devait conduire & un résultat intéressant
puisqu’elle permet d'obtenir les coordonnées rectangulaires ou polaires de I'astre étudi¢ sans étre obligé de calculer
tout d'abord les perturbations des éléments. Connaissant pour chaque astéroide I’expression générale de ses coor-
données perturbées, il est ensuite aisé de calculer une éphéméride en donnant au temps des valeurs équidistantes,
et le seul probléeme & résoudre est alors la détermination des constantes d'intégration qui correspondent a cet
astéroide, détermination qui se fera au moyen des observations qu’on posseéde déja.

Nous avons ainsi été conduit a reprendre la méthode de Hill-Brown et a I’adapter a 1'étude du mouvement
d'un astéroide. Nous avons fait cette exposition en deux temps.

Nous nous sommes inspiré, pour la premiére partie, du mémoire de Hill : ‘* Researches on the Lunar
Theory,” (Amer. Jour. Mat. Vol. 1) et aussi des mémoires de Brown : ‘“ Theory of the Motion of the Moon", publiés
dans les ‘*Memoirs of the Royal Astronomical Society. Vol, IV"". Nous avons aussi utilis¢ l'idée exprimée par
Poincaré dans ses lecons de Mécanique Céleste, Théorie de la Lune, page 32, d’apres laquelle les coefficients des
séries qui représentent la solution périodique sont solutions d'un systeme d'équations différentielles linéaires du
second ordre A vne variable indépendante et deux fonctions inconnues. La méthode des coefficients indéterminés nous
a epsuite permis de réduire le probleme a la résolution d’'un systeme d'équations algébriques du premier degré a deux
inconnuaes pour chaque groupe de coefficients, les seconds membres dans chaque systeme d’¢quations, dépendant des
coefficients déja calculés.

Pour la seconde partie de l'expnsition, nous nous sommes inspiré des mémoiies de Brown et aussi des
mémoires d’Andoyer sur la théorie de la Lune (Mémowres de !'Institut, Tome 58, 1°* Mémoire, page 4, 2* Mémoire,
page 3) mémoires auxquels nous avons emprunté les notations principales.

Nous avons ensuite étuaié la convergence des séries qui repiésentent la solution périodique tiouvée

Il faliait introduire maintenant la conception fondamentale de Bohlin en supposant que le rapport des
moyens mouvements 2’ de la planete troublante et n de 'astéroide pouvait étre mis sous la forme :

14

g U (1 — )

n
ou v représente un nombre rationnel simple, et fixe pour tout le groupe d'astéroide et w un nombre, en général petit,
qui, dans le groupe, caractérise l'astéroide. En fuit, il fallait opérer les développements en séries suivant les
puissances de w, les coefficients des différentes puissances de w ¢tant des séries trigonoméiriques procédant suvivant
les sinus ou cosinus de certaines combinaisons des arguments fondamentaux dont le principal est la différence entre
la longitude moyenne de 'astéroide et la longitude moyenne de la placéte troublante, différence qui est multipliée
par une fonction des paramétres.

Pour mener 4 bicn cette tache, nous avons dG reprendre les développements trouvés précédemment. Les
coefficients de ces développements sont des fonctions de certaines quantités fondamentales qui ont été déterminées
dans la recherche de la solution périedique et I'étude de ces développements nous a amené a cette conclusion que tout
probleme se raméne a développer selon les puissances de u* ces quatités fondamentales. Or, celles-ci sont des fonctions
d'un paramétre que nous avoas appelé m et dont la valeur est:




(n et n' représentent les moyens mouvements de 1 asteroide et de la planete troublante) et elles sont developpees en
séries procédant swivant les puissances de m Or, m peut étre ecrit en fonction de % sous la forme

mo (1 — )
m o= ———
1177 4 1o W

ou : Yo
Mg == ————
I — VYo

et le probleme est ramené¢ pour une part, au développement des diverses puiscances de m suivant les puissances de w,

et pour l autre, a des multiplications algébriques pour le développement de chaque coefficient dans les differentes
séries qui interviennent dans la solution

Nous avons ainst obtenu pour représenter les coordonnees 1ectangulaires ou polaes de |asteroide, des
séries ou les coefficients des puissances de w sont des fonctions de wo quz est un nombre absolu Les coefficients seront
donc des nombres absolus valables pour tous les asteroides du méme groupe et, pour les appliquer a | un deux 1l suffira
de calculer la valeur de w correspondante et les angles dont Ja combinaison formera les arguments qui entrent sous
les signes sinus ou cosinus On formera ains: les series qui 1epresenteront les coordonnees, soit rectangulaires, soit
polaires, de I asteroide sous forme generale et, pour les rendre propres au calcul d une ephemeride, 1l oy aura plus
qu a les comparer a quelques observations pour determiner les constantes d integration

Tel est, dans son ensemble, le probleme que nous nous <tions proposé et que nous avons resolu.

L.a suite de notre travaill comporte un retour a lexposition de la methode de Hill-Brown faite au
commencement En effet, nous avons bien integre les équations différentielles obtenues en deuxieme approximation,
en tenant compte de la solution périodique trouvee et nous avons trouvé la forme génerale des coefficients, mais nous
n’avons pas mis ceus-ct sous une forme appropriee au calcul eflecuf Cest pour combler cette lacune que nous avons
entrepris la troisieme partie de notre travail dans laquelle nous donnons, non seulement les developpements effectifs
des coefficients en question, mais les déseloppements de toutes les fonctions auxihaires que | on rencontre au cours
des calculs et dans le developpement de la fonction perturbatrice Nous donnons aussi le developpement de cette
derniere jusques et y compris les termes du cinquieme ordre

Exn 1ésumé, notre tiavail se div.se de 1a fagon suivante

PREMIERE PARTIE

CuariTre PremieEr — Exposition de la methode de Hill-Brown adaptee aux asteroides et recherche de la solution
periodique

Cuarrtre II. — Congergence des séries qui représentent la solution periodique

Cuaritre Il — Extension de la solution au cas ou lon considére la premiere puissance de | excentricite ou de

I''lnchinaison et methode génerale de resolution pour les approximaaons suivantes.

DEUXIEME PARTIE

CuapriTrRe PrEmier — Introduction de la conception fondamentale de Bohlin et son extension aux series qui
représentent la solution periodique

CuariTre /I — Extention aux series qui se rapportent a la deuxieme approximation et aux approximations suivantes.

TROISIEME PARTIE
CuariTrRe PreEmier — Developpement de la fonction perturbatrice et des fonctions auxiliaires

Cuaritre Il — Expression en vue des calculs des coefficients des series qui representent la deuxiéme approvimation.

Pendant tout le temps qua duré ce travail M Jean Bosler, directeur de 1 Observatoire de Marseille, n a
ccsse de nous prodiguer ses encouragements nous lui en exprimons ici toute notre reconnaissance.




PREMIERE PARTIE

—_—— T S

METHODE DE HILL-BROWN

CHAPITRE PREMIER

Adaptation de la méthode au cas des petites Planétes

6. — Prenons comme plan fondamental le plan de I'écliptique & une époque donnée. Soient trois axes de
coordonnées rectangulaires fixes SXYZ ayant pour origine le centre du Soleil et disposés comme il suit : I'axe SX et

T .
I'axe SY sont dans I'écliptique et SX passe par le point vernal, SY faisant avec lui I’angle + >3 SZ est perpendicu-

laire au plan de l'écliptique et il est dirigé vers le pole boréal. Nous désignerons par : X', Y, Z',2', M, les
coordonnées rectangulaires, le rayon vecteur et la masse de la planéte troublante ; par X , Y, Z ,r, M, les coor-
données rectangulaires, le rayon vecteur et la masse de la petite planete étudiée ; par M, la masse du Soleil. Si nous
désignons par A la distance de la planéte troublante & la pelite planeéte et par / la constante de l'attractiou, nous
savons que le mouvement relatif par rapport au centre du Soleil de la petite planéte est le méme que celui d'un point
de masse égale a I'unité soumise a l'action da la fonction de forces :

(1) ;U;fM°+M+fM’[;§—XXI+

YY + ZZ’]

1’/3

ou l'on a comme on sait :
AR=X—-—XP+ (Y=Y +Z-7Z)
1/_) — Xlg 4 Y/g 1 ZI?

La force vive de la petite planéle aura donc pour expression :

T ‘dX\? ‘alY>2 (’JZ‘>2
(2) 2 *(—dT +<dt +,dt

Considérons maintenant su systéme d'axes tournants définis de la fagon suivante : 'axe SZ; coincide
avec SZ ; SX; et SY, sont dans le plan de l'écliptique et sont orientés de la méme maniere que SX et SY, et SX| fera

avec SX un angle que nous appellerons N’ et qui sera égal a la longitude moyenne de la planéte troublante. Nous
savons que, n' étant le moyen mouvement de la planete troublante, N aura, en fonction du temps. pour expression :

N=nt+ 7%
Nous avons, d'autre part, entre les coordonnées X , Y. Zet Xy, Y, , Z,, les relations :
X =X;cos N — Y, sin N

(3) Y=X;sin N +Y, cos ¥
Z:Z1

-5 —



Er tenant compte de ce que I'on a :
dN’
dt

et des relations (3), 'expression de la force vive prend la forme :
dX1>2 dYi? d7z,

(4 1= () () (R

+ 2?2 (X*+ Y

2 dY
> + 2n'X; —d—1 —272'Y,

Quant a la fonction des forces, nous savons que son expression en fonction des variables nouvelles sera la
méme qu'en fonction des anciennes.

Si nous formons maintenant les équations de Lagrange, nous obtiendrons, pour définir le mouvement
relatif de la petite planéte par rapport au systeme d'axes tournants, le systeme d'équations :

d:')X1 5 / dY1 o X DU

2O a2 e -

die? di " 'TAX,

d*Y, dX, . U

(5) < _dl—2+2nl 'R _"_Yizﬁ
2, v

At o7,

Nous allons introduire maintenant, d’aprés Hill-Brown, des quantités complexes et transformer le systéme
que nous venons d'obtenir. Nous poserons pour cela :

(6) ax — X1 + lY| ay = X1 - 2Y1 az = IZ
a étant une constante qui sera définie plus loin.

L’introduction des variables x , 3, z dans les relations (3) nous donnera X, Y , Z, en fonctionde x,y, %
et N’ sous la forme :

N’ -iN’ a iN -iN’ -
+ve ") , Y:—z-(.’\‘a —ye ) ) 7=
2

(7) X = g(xe'

=%

Désignons maintenant par N la longitude moyenne de la petite planéte et par » son moyen mouvement ;
nous aurons, comme on le sait :
N=mwnt + %

Prenons comme variable indépendante au lieu du temps la quantité :
T=i(N-N),
et désignons par D la caractéristique de la dérivation par rapport a T , puis posons :

n
m = ————

n—n

nous verrons facilement que, dans ces conditions, le systeme (5) s'écrira :

i ) . . 1 U

DXy + 2emDY + m3*X, + (n — n')? oX, -

/ 9 L 2 _J__, £ =
(R) D*Yy — 20mDXy + m?Y; + (n — 1) 2Y, O
bz, _ U5

— —
(n —n'y? o2y



Multiplions les deux premiéres équations (8) respectivement par (1, + 7) et (1, — 7) et ajoutons-les membre a
membre, nous obtiendrons facilement, en tenant compte des relations (6) , le systeme :

/

U

D2x + 2mDx + m?*x + ——2,—,— — =0
(n —n')*a%2y
2 2U

D2v — 2mD 3 [ S

9) > T amby £ my & (m —n')?a%ox ©
1 U

! D2y —_—_—— =0
\ ) (n —n')*a*oz

Revenons a la fouction des forces. Nous savons qu’elle peut s'écrire, en fonction des rayons vecteurs et en
desigant par H leur angle sous la forme :

M, + M T 1 r cos H
U“f_7f~+ﬂw[vﬁ+ﬂg - ]

12
— 27 cos H L4

‘. . 3. . . . r .
Si nous développons maintenant l'inverse du radical snivant les puissances du rapport - , nous obtiendrons,
7
comme nous le savons, le développement :

(10) o= (2

[
I} 3

c052H~l)

2 2,

Partant de ce résultat et introduisant les variables x ,y , 5 , nous allons transformer ce développement de
maniére a le rendre plus commode.

Pour cela, nous poserons d’abord :
(11) f(M, + M) = K(n — n)? a®
introduisant ainsi la quantité¢ K au lieu de a ; puis :
o= L g=2
13 1
v’ et s’ étant la longitude et la latitude de la planéte troublante. Nous aurons d'abord, d’apres les formules (6) ;

(12) r? = a? (xy — 2?%)
puis comme
rcos H= XX+ YY + Z7Z
et que
‘ - 1 r .
X' = 7' coss’ cosv Y = 1 coss' sinw 7 = 2 sins’
nous obtiendrons facilement :

r

? X Y , Lo
—cosH=|—cos? + —sinv' | coss + —sins
a a a a

Les puissances successives de cette quantité s'obtiendrons aisément en ayant égard aux formules qui lien}
les cos et sin des multiples d'un arc aux puissances des cos et sin de l'arc.

Si nous remplagons X , Y , Z par leurs valeurs en fonctionde x ,y , 5, s’ et ' , nous obtiendrons enfin :
. r I - o z
(12 bis) —cos H = - (xe + ye ) coss’ + — sins
a 2 1

Dans 'expression (10) de la fonction des forces, nous poserons :

a , a a
p= = == 2=
7 r a
ce qui permettra d écrire :
..MO M 2 2 2
(13) U:/—"—-'-—-+fM"aT3P'3[z<£cosH>—I—<r—>].....
r a L2 \a 2 \a



. r r . - - - .
Nous remplacerons maintenant — cos [l et — ainsi que leurs puissances par leurs expressions en fonction
a a

de x,y,%,s etl, puis nous éliminerons / du premier terme au moyen de l'‘équation (11} et des autres termes

au moyen de l’équation :
f(Mo + M) = n'2a’?
ou a' représente le demi grand axe de 'orbite de la plangte troublante. Nous poserons ensuite dans le résultat ;
M/
2V = ——————

M. + M’

et nous savons que cette quantité est au plus de l'ordre de 108 .
Nous voyons que tous les termes, a partir du deuxiéme, contiennent en facteur une puissance dec ¢’ . En.

rempla¢ant dans chacun p’'m eal’ par (¢'m e¢nl’ — 1 + 1), groupant les termes indépendants de ¢'m e!’ et groupant, sous
la dénomination de F tous les termes qui dépendent de ¢'m ¢, termes auxquels nous ajouterons le terme :

. z .
avm? . 32 (x + y) sin 2s'
4 1
(ce terme est trés petit car, pour Jupiter et Saturne s' est toujours tres petit et de plus le premier facteur 2vm® est au
plus de l'ordre de 1073) , nous pourrons mettre la fonction des forces sous la forme :

U

(14) (n—_m = Kp + 2vin? [— é—I; (xy + 22%) + ;}6 (% + yi)] + 2vm? [% (xy + 22%) + % (x* +y2)] cos 28’ +“F

F représente la fonction suivante :

z I Lo
F = 2vm?. 2. Z(x + y) sin 28" — 2vm? .é(xy-l»zz‘"’) (o'* —1) + 2vm?. %(p"e o _ 1) x* +
4 1
9 3 i3 20 2 Y 2 3 9 3 3 3 -2l 2
(15) +2vm.1—6(pe —1)y% + 2vm g(xy—i—m)(p —1)+I—6(pe —1)x* +
15 :
3 ’ ,’ 9 z 3 = .
+ --36( Tt l)yQJ coszs + 2vm?. 2. —.x(p;ul — 1) sin 28’ +
. 4 1
+2vm'2.}.j.y(p"cl —1)sin2s .......
4 1

Revenons maintenant au systeme (g1 et remplacons les dérivées partielles du U par leurs valeurs tirées de-
(14), en tenant compte de ce que l'on a :

o
L)

? Iy ap 3
o — = — —0°x —_ = 2
oy y 29 = 9

3]
=
N
©

nous obtiendrons facilement le systeme :

oF
Dix + 2mDx + (1 — 29t m?*x + 3vm? (x + y) — KoPx + 2 v_y =0

=]

oF
(16) 2y — 2mDy + {1 — 2v) mP*y + 3vm® (x + y) — Ko’y + 2 =

ax

. oF
D% — 2vm?z — Ko’z — — = o
2z
C’est ce systeme qui servira de point de départ. Nous remarquerons que U a €té divisée en deux parties et
que, dans la deuxieme, les facteurs de (xy + 22%),x%,9%, ..... sont de l'ordre de l'excentricité de la planéte
troublante et de plus, il sont multipliés par le facteur 2vm> qui est trés petit ou par le rapport des demi grand axes et

le facteur 2vm?®. [La deuxieme partie F sera donc, en général, tres petite.

— 8 —



Nous pouvons obtenir du systeme (16) une intégrale analogue a celle de Jacobi. Il suffit pour cela, d'ajouter

membre 4 membre les équations aprés les avoir multipliées respectivement par Dy , Dx , — 2Dz. De plus, si nous
remarquons que l'on a :

a-EDx-l—a—pD))+EI—:‘Dz:DF‘—-——
2y 2z

X

©
!

v

la fonction F étant considérée comme dépendante de x,y,z,etT . et que, d'autre part, T n’y figure que par
I'intermédiaire de ¢’ et !’ qui sont fonctions de N’ , on pourra écrire :

oF oF | N oF
T~ W D N) = 7712)—i.7)

Si maintenant nous intégrons, nous obtiendrons, en désignant par D 'F ['intégrale [FdT :

(%

F
{17) Dx Dy — (Dz2)? + (1 —2v) m? (xy) + 2vm?2® + 3 me (x +3)® + 2Ko + 2F — 2mD-! [ 2 =2C
2 -

2(iN).
Tout ce que nous venons de dire s'applique a une planéte quelconque. Dans le cas spécial des petites planétes,
la masse étant négligeable vis-a-vis de celle du Soleil, on fera M = O et I'équation (11) deviendra dans ce cas :

(11 ter) M, = K {n—2')?a’

Comme on le verra plus loin, la constante a sera choisie trés voisine de la distance moyenne de la petite
planéte au Soleil. Si la petite planete décrivait autour du Soleil un cercle de centre S , de rayon a situé dans le
plan SXY , sa longitude étant N , on aurait simplement, en posant :

) = el(N-N') = T
x = 0 }) = 0'"
Nous sommes donc conduits a admettre pour x et y la forme :

X = pf) y = q()‘1

et a ¢tudier les variables p et g . Nous conserverons cependant les variables x et y écrites sous la farme x0-1 et y0 .

7. — Nous allons aborder maintenant l'intégration du systeme (16), et nous allons opérer par approximations
successives.

Nous savons en premier lieu que F est toujours fort petite ; donc, en premiére approximation nous pourrons
la négliger. Nous négligerons de plus la troisieme coordonnée z et la premiére approximation nous donnera ainsi une
trajectoire située dans le plan de I'écliptique. Le systeme {16) se trouvera donc réduit aux deux équations :

(8) S D%x + 2mDx + (1 —2v)m*x 4+ 3vm® (x + ) — Ko’x = o
I
D%y — 2mDy + (1 — 2v)m? y + 3vm® (x + y) — Ko’y = o

auxquelles nous ajouterons l'intégrale (17) dans laquelle nous aurons fait :

F:O & = 0

et qui s'écrit alors :

(19) DaDy + (1 — 2v) m?* (xy) + zlm’ (x + 31 + 2Kp = 2C



Pour transformer les équations (18) et (19) et les rendre plus propre au but poursuivi, nous éliminerons K
et p . Pour cela, il nous suffira de les ajouter membre a4 membre aprés les avoir multipliées respectivement par
(y ,x, 1) puis par (y , — x , 0) , nous obtiendrons ainsi, aprgs quelques réductions, les deux équations :

(20) yD3x 4+ xD%y + 2m (yDx — xDy) + Dx Dy + 3 (1+v) m?® {xy) + g vn? (x* + y?) = 2C
yD2x — xD?y + 2m {yDx + xDy) + 3vm? (y® — x?) = o

Additionnons maintenant et soustrayons les équations (20) membre & membre, nous obtiendrons les deux
équations :

2
xD%y — 2mxDy + 1 DxDy + z(1 + v) m? (xy)+vi(,5x2 +33%) = C

(21) 2 2 4A
YD+ 2myDa + 2 DxDy + 2 (14 ) m (ey) + 75 (3 155 = C

Dans ces derniéres équations, faisons passer au second membre :

N4 m2

2
— (15%% + 33?) e
4

et remplacons vm?® par m® qui sera un nouveau paramétre provisoire, nous pourrons écrire définitivement :

2

xD% — 2mxDy + - DxDy + = (1 +v) m* (xy) =
2

— 5243+ C
(22) )
R I 3 . m'? :
yD3*% + 2myDx + —2—Dny +2(t+v)m(xy)=— — (G322 + 1593 + C
4

Le systeme (22) servira de base a nos calculs par la suite.
8. — Nous allons maintenant chercher pour les variables mises sous la forme x%-! et y0 des développements
en séries procédant suivant les puissances de n.'? et, une fois la solution obtenue, nous ferons :
Hll2 e ‘/”12

Nous supposerons la constante C développée, eile aussi suivant les puissances de m'?, de sorte que nous
allens chercher a satisfaire aux équations (22 par les séries suivantes :

(

x0' = xy +mPx + ... +mfaxg ..
(23) Y o=y +mPy + ... +m¥yq ...
C =Co+m*Ci+...... +m?aCq ... ..

Il s’agit de déterminer par approximations successives d'abord xy, yo , Co, puis x1, 31, Cy , et, ainsi de suite.
Observons d'abord que si l'on fait :

Xo = Yo =1

et qu'on essaye de satisfaire aux équations (22) ou l'on aura fait :

m — O

au second membre, on sera conduit & prendre :

1
Co=2+2m—!—;(1 + v) m?

— [ e



Quand nous aurons remplaceé dans les équations (22) (x0-1), (y8) et C par les séries (23), nous trouverons
dans le premier membre des termes de la forme :

m'za+ 2b Xa Vb

et d’autre d'une forme analogue ou un des x. ou ys ou tous les deux ont ét¢ remplacés par l'une de leurs deux
premiéres dérivées. Dans le deuxiéme membre nous trouverons des termes de la forme :

m'za+ 2042 g2 Xz Vb

ou de la forme :
m2e +2b+ 2 f-2 x, )

ou encore de la forme :
m'z2a C,

Supposons que, par approximations successives, nous ayons déterminé les x. , y« , Cx jusqu’a l'indice ¢ — /
inclusivement et que nous voulions déterminer xq, yq, Cq .

Dans le premier membre nous devons retenir les termes qui contiennent m'29 en facteur, c'est-a-dire ceux
pour lesquels on a :

a-l—b:q

Parmi ces termes, ceux pour lesquels on aura a =g, b =0, ou encore a = 0, b = g, nous donneront les
inconnues et les autres termes seront tels que les indices seront inférieurs a g ; ce seront donc des termes connus et
nous les ferons passer au second membre.

Dans le second membre, nous devrons retenir les termes pour lesquels :
at+b=qg—1

en vertu de la présence du facteur m'* ; ce seront donc des termes connus. Nous auront de plus le terme inconnu
m'2a Cg .

Les termes encore inconnus des premiers membres des équations (22) s'obtiendront de la fagon suivante :
soit, par exemple, le terme xD%» . Nous pouvons écrire :

xD? [y6.071] = (x6-1) [D? (y0) — 2D (0} + (y0)]

car les série (23) représentent, rappelons-le, x0-' et »0 et non pas x et y. Si nous opérons la méme transformation sur
les différents termes des équations (22) , nous aurons les formules :

yD2x = (y0) [ D*(x6-1) + 2D(x0-1) + (x071) ]
xDy = (x6-1) [ D(y6) — (y0) ] yDx = (y8) [ D(x0-1) + (26-1) ]
DxDy = [ Dxb') + {x6-1)] [D(y8) — () ]
xy = (x6-7) (30)

Remplagons dans les équations (22) tous les termes par les expressions que nous venons d'obtenir, retenons
dans les premiers membres les termes en xq , yq , €t leurs dérivées, faisons passer aux seconds membres tous les

autres termes, puis égalons aux deux membres les coefficients de m’29 , nous obtiendrons, pour déterminer x4 et yq ,
les deux équations linéaires :

D2xq+<3+2m)qu + [§+2m+g(l+v)m?]xq+équ+ l%+2irz+i(l+v) mﬁ]yqzlﬁq-f-cq
2
(24) ‘

1
Diyq + (-i— + 2171> Dyq + [l fom+ 3 (14 ) m?] Ya = Dxq + I:L +2m + 3 (1 + v)m‘{l xq = ®'q + Cq
2 2 2 2 2

dans lesquelles ®q et 9'q représentent 'ensemble des termes connus.



Nous admettrons que x, et ya peuvent &tre représentées par une séries procédant suivant les puissences
positives et négatives de 6, sous la forme :

Xa =X Xak fk Ya = S Va,k Ok

et cela nous permet de voir, parinduction, que ®4 et ®q seront périodiques en T, ce que nous démontrerons plus loin.

Cherchons maintenant la forme générale des ceefficients xq et yq . En admettant la forme donnée plus haut
X et ya . nous substituerons ces séries dans les équations (24) et nous égalerons aux deux membrea les coefficients
des mémes puissances de 6 . Si & désigne 'ordre de la puissance de § , et si nous appelons A, B, xqk , ¥q.k » les coeffi-
cients 0 dans ® , ®'q, xq , yq , cette identification nous donnera le systéme d'équations algébriquea linéaires :

P ;
S [———2‘+[%+2011+3(l+‘l)1112}]xq_k+[k'“’—[c(%»#zm)%—[é-!—zm%—é([+‘/)m"]quk:A
(25)
3 . 3 2 k.1 3 .
k2+k(;+2m)+[;+2m+;(l+v)m-] Xqk + 2+L;+2m+2(1+V)m-] yq.k =B

Ce systeme aura, en général, une solution car son déterminant a pour expression :
D=E[(-3Y)m*+o2m—(k*—1}]

et il ne sera pas nul en général car cela impliquerait entre les moyens mouvements n et »’ une relation qui
dépendrait de k.

Quant au coefficient Cq , il sera donné pour chaque valear g par £ = o . En effet, remontant aux équations
(24) au moment de I'identification et cherchant aux deux membres les termes indépendants de f# , nous trouverons

les deux équations :

(xq 0 + ¥q.0) ’Vé + 2m 4+ 2 (1 +v) m{l = Ay + Cq

i

1
(g0 + ¥q,0) [~ +o2m + 2 (1 + v) m‘lJl =By + Cq4
2
Ces deux gquations ne peuvent étre satisfaites par les mémes valeurs de xg.0 €t yq0 que si Ay = B, , et nous
verrons que cela a toujours lieu.

Nous devons chercher maintenant & déterminer la forme générale des coefficients xgk , yqk et pour cela,
nous allons d’abord calculer leurs valeurs effectives pour les premieres valeurs de k. Nous remonterons pour cela aux
équations (22) et nous remarquerons que, dans le second membre de chacune d’elles, la substitution des séries (23)
fera apparaitre les lacteurs #2 et 0-2 . Cela nous induit & penser, ce que nous avons admis plus haut, que les coefli-
cients de xq et vq seront développables suivant les puissances de 0 . Cela nous induit également a penser que 4 et

&’y sont des fonctions de 0 et, par suite, des fonctions périodiques de T.

k

k ¢ y xl,-k >

Si nous faisons k=2, et que nous désignions les coefficients de 0k et 0-k respectivement par xok | pb
Y1,-k , nous devrons, pour les obtenir, remplacer %! , y0 et C respectivement par 1 + m'? x; , 1 -- m? y, . Cy + m2 C,

et, ceci fait, remplacer x; et y, respectivement par @
Xy =Xy F Xiye 02 F 2,0 62 4 L. + ox,x 0k L.
Ye=10+ Y 02 F 2024 L. + vk Uk Ll
en tenant compte de ce que l'on a :
Db =10 D=1 Do1 = — (1 D201 = 61

Nous devrons identifier aux deux membres les cosffivients de m'? et, dans les équations obtenues, faire
passer au second membre les termes indépendant des inconnues. Ceci fait, I'identification des coefficients respectifs



2 au second membre

de 0% et 6-k nous donnera les systemes cherchés. Eno remarquant que la présence du facteur m
nous impose d’y réduire x; et y; a leur premier, terme, nous obtiendrons les deux systémes d’équations algébriques
linéaires :

"k
-+ [i+ am + i(l+")’n2]]x|,k+ [/c‘!—/c(3+ 2m) + L am + —3-([ + v) mz]]y,,k = A
2 2 2 2 2 2

_ . '
K+ k (1 + 2m) + [l + 2m + 3 14 v) m"]]xhk +[—{ + [1 +oom + 3 (1+v) mgj] Y,k = B
| 2 2 2 2 2 2

5 ;-0— [é +2m + z (1+v) 1712}]x1,.k+ [k2+ k(z— +2m)+ [2 +2m +Z(l + v) mzj]y,’-k =B

B k
/ ch_k(iJ,_ 2m) + [£+ 2m +3(I + v) 1712]]96;‘-1( + I:——f + [-I— + 2m +2 (r 4+ v) m?}] yi,-k = A
L 2 2 3 2 2 2

[’examen de ces systemes nous montre tout d’abord que l'on a :

Xi,-k = Y,k i,k &= XLk
puis, comme l'on a :
pour k =2 A= B—_2
4 4
pour k> 2 A=B=0

il en résulte que x,,k et 3,k sont nuls pour k> 2 et x, et y, auront la forme :

X o= Npy0 F X 024y, 002 , Y1 = V0 F Y10 02+ xy,0 07

L’identification des termes indépendants de ) nous donnera la valeur de C; :
1 3 R
Ci = (x50 + yiy0) [— +oam+ (14 v)m ] .
2 2

Comme xy,4 €t y1,o SOnt arbitraires, nous prendrons :

Xiy0 = Yi,0 = O
ce qui nous donnera :

Ci =20
et &y et vy auront la forme :

Xy 7= Xy, 02 4 gy, 074 Yi T Yi,2 82 4 x4,5 6°2

Si nous effectuons la résoiution du premier des deux systémes linéaires précédents, nous obtiendrons pour
les inconnues les valeurs :
18 (1 4+ v)m? + 2m + 1

0, 0= —
\ - ; D,
118 {1t +v)m?+ 84m + 114
Yiy2 — —
4 D,
avec : D: = 4[(1t —3v) m® +2m—3]

Poursuivons notre étude et passons aux coefficients x., y» et Cs . Pour les obtenir, nous devons remplacer
dans les équations (22) au premier membre, x9-' et y0 respectivement par :

Xt = 1+ m"?x + m'tox, Yy =14+m?y +mty,

- 13 —



et au second membre, x6-' , y0 et C respectivement par :
2 = 1 4+ m"? x . ¥ =14+ m?y ) C=0Co+m?*Ci +m"C?

puis identifier les coefficients de m™ . En suivant la méme marche que précédemment, désignant les coefficients

de 6k et -k respectivement par xa,k , Y2,k , X2,-k , ¥2,-k , Puis, remarquant que, d'aprés la constitution des équations

lin¢aires, on doit avoir :

X2,-k = DYa,k Yo,k = Xak

nous obtiendrons le systeme :

k I 3 . 3 1
[—§+[;+2m+;(I+V)mz]:IX2,k+I:k‘—/c(;+2n1)+[;+2m+2(1+v)m2]:|y2,k: A

) r[ 3 l -
[/£z+ /f(z- +2m) + [ +2m+ Z (1 +v) m']]xa,k+ [—25 +L;-+zm + 3+ ) m?]] yo,k = B
2

dans lequel ona : A= B = o pour k= 2 et k> 4, ce qui montre que pour ces valeursde kon a : x2,k = y2,k = 0,
de sorte que x; et y, ont la forme :
Xy == Koy + Koy 0P 4 ya, 67 P2 = Ya,0 + Yoy 85 + xa, H

Pour & = 4, et en tenant compte des valeurs trouvées pour x; €t y; , nous avons :

o i
A:——s—— x,,g—[5—2(2+2n2)+[—+ 2m + i(x-+-v) 7712J]x;,9y1,2
4 2 2 2
6 3 1 3 ;
B:~;x1,2—[7+2(;+2m) +[—+2m+—(|+v)ml]:'x1,._)y,,2
2 2

Enfin, si nous prenons :
X2,0 = Y250 — O

nous obtiendrons x; , y: sous la forme :

Xy =X, 08 4 oy, 07 Y3 = Y 0% 4+ xa,, 04

et pour Cs la valeur :
36 2 9 9 2 1 3 9 o 9
Cy = Z_yhz + %% + 332 + (3 4m) (87,0 — ¥l ] + [’2' +2m+ 3 (1 + ) m] (2%, + p%,0]
Passons maintenant au calcul de xy , y; et C; . Nous devons substituer pour cela dans les équations (22)

a a0-1 et y0 respectivement, au premier membre :

0t = 1+ M xy + M+ ' oxg
Y0 = 1 + m?y + m* oy + m oy,
et au second membre :
200 = 1 + m?Pxy + Mt

yh = 1 + m?y, + mty,

et prendre pour C la valeur :
C = Cy+ m?2C,+m"Cy+ m"® (G

puis, identifier les coefficients de ='®. Désignant ensuite les coefficients de 6k et 6k dans x5 et y; respectivement par
X3,% , Y3,k 5 X3,-k , ¥1,-k , €t remarquant que, d’aprés la composition des équations, nous devons avoir

X3,-k = Ya,k Y3,-k = X3,k



nous obtiendrons le systeme :

3

k
5 [—~+[i+2m +=(1 +‘/)m2]]xs,k+[/f?—k(z+2;12)+L—[+2:71+§(1 +v)m2]:| Y30 = A
2 2 2 2 2 2

3

k
) [k2+k(—3-+2m)+[—;-+2m +; I+V)’”2]}x3,k+[;+[é+2m +-z-(1+‘¢)m2]:|)‘3,k =B
2

dans lequel nous avons A = B = O pour k& == 4 et k> 6, valeur de 4 auxquelles correspondent :
Xk = ¥,k = O

Pour & = 2, nous avons :

(o] 1
.( A=— '3:“ X1,2 V1,2 —i [3%,2 + 292,01 4 6X1,3 X240 + 3D1,2 Y2us —[16 —4 (% +2m) + [;—l- 2m +

. L .
+ -3 {1+ v) nz2]]y,,2y2,k—[4+ 2 (34— am) + [;+2m+%(1 +v) m‘]]xi,g Koy

6 1 I
B = "'thz V1,2 — -f (9% 4 292,01 + 5%1,2 Xoye + 2V152 Y2,n — [16 +4 (% + 2m) + [; + 2m +

. :
+%(I + V) "12]]361,2 x-_:,r.—[4—2 (%-&— 2m)+[; + 2m +-z-(r + V)"‘lz]Jyl,g-ya,‘

et pour k = 6, nous avons :

I
4

(31

I
A = — 3%, Ya,u — 291,20 Koy — — [X%1,0 + 229, ] — [ 16 — 4 (% +2m) + [- 4 2m +

. . :
+ -3 (t+v) "'”J Kiyn Yoy — [4 — 2 (z + o2m) + [; +2m + 1(1 + v) mﬂJ Vi,2 X2,
2

1
B = — 6x1,2 y2,0 — 53152 X0, — 2 [ 271,20 + 22%2,4] —[16 + 4 (Z + 2m) + [; +2m +

3
4
3 2 3 I 3 21
+;(l+v)m] Va2 Xap — 4+2(;+2m)+[—)+2m+-—(l+v)mJ X1,2 Yy
- 2 2

L'identification des termes indépendants des 6 donne pour C; la valeur :
I 3 3
C:x = (Xg,o +y3,0) ;+2m+—-(1 -f—‘l)m‘
2
valeur qui sera nulle si nous prenons x;,0 = y5,0 = O .

Nous obtiendrons donc x3 et y; sous la forme :

Xy = x3,2 02 4 ya,2 072 4+ x5, 0% + 5.4 076
Yo = Va0 0% 4+ x5, 0°2 + vy, 08 + x5, 076

9. — En examinant les valeurs trouvées pour Xy, y1, X2, Y2 , X3 , ¥3 , nous voyons immeédiatement que ce
sont des polynomes homogénes en #%et 92, et dont le degré est égal 3 l'indice de x et de y. Nous sommes donc
induits & penser que la loi est générale et que les coefficients xq et yq sont des polynomes homogénes de degré g en 6?
et 6=* . Nous voyons que cela est vrai pour les premiers coefficients et nous supposerons qu'il en est ainsi jusqu’a
Xq1 €t yq . Sia <g — 1, x, et y, seront des polynomes homogénes de degré a en 02 et 0-% et il en sera de méme de
leurs dérivées.



Considérons les différents termes de ®g et @'y ; nous avons d'abord les termes du premier membre de (22)
que nous avons fait passer au second parce qu'ils ne contenaient pas d'inconnues. A un f{acteur numérique pres, ils
sont €¢gaux a :

Xa Yb (a<g,b<ga, +b=gq)

ou %, ou yp peuvent étre remplacés par une de leurs dérivées. Ce sont donc des polynomes homogeénes de degré ¢ en
02 et 02,

Les autres termes des ®4 et ¢’ proviennent des termes du second membre .

LD R _ 30 p?
4 4
our Pq et 1
p k) _3 m'? x _ D 92
4 4
pour &'y . Ilssont de 'une des deux formes :
0 xays 5 02 xaye (a+b=g—1)

et, par conséquent, ils sont homogénes et de degré g en 0% et 0 2 .

Donc ®q et @, sont des polynomes homogeénes de degré g en 6% et 6-2 . Mais x4 et yq se déduisent de Pq et
&'y par les équations (23), les termes de xq et yq correspondent & ceux de ¢4 et ®y et contiennent les mémes puis-
sances de 6% et 0-* . Donc xq et yq sont des polynomes homogenes de degré g en 0% et 6-2 .

Il résulte de cela que si l'on ordonne x0-', y6 suivant les puissances de 0, et le coefficient de chaque
puissance de f suivant les puissances de m', le coefficient de 0%k contiendra seulement des termes pour lesquels
I'exposant de m' prendra la succession de valeurs :

2k , 2k+4+4 , 2648 , 2k+4+ 12 .......

et ceci induit & penser que les séries convergeront avec rapidité.

10. — Nous avons vu au paragraphe précédent que Pq et @'y sont des polynomes homogeénes de degré g en
6% et -2 . Nous allons chercher maintenant leur forme générale et la loi de leur formation. Pour zela, nous substitue-
rons dans les équations-(22) & x0-! et yf

ali =1 +m?x+ ... +mxg
=1+ mPy + ... + m'a yq
au premier membre et :
X0V =1+ mZx + ... + m'2@1) xq_,
W=1+m?*y + ..... + m'2a=1) yq,

au second membre et nous chercherons, dans le coefficient de m’2a I'ensemble des termes qui ne contiennent pas les
inconnues. Nous trouverons ainsi pour 4 'expression :
6 , . 30
Pq = — 4 0% [xq-t + Xq-2 X1 + xq-3 X2 + ... .. )= 4 02 [yq-r + Yg-2 Y1 + Vo3 2 + ... 1—
g-1

q-i
—Z >i (D g+ (Z + 2m) Dxq i + [I; + 2m +%(1 + v) m?) xq.;] ~—;— Z Dyi [ Dxqi + xq-4i]
< I

I

30 , 6 ,
Dy = — ;— B2 [xq-1 + Xq-2 X1 + Xq3 X2 + . ... ] — :«: 02 [yg-1 + Yg-2 Y1 + Yqu3 Yo+ <o e i--

9-1 q-i
— in [D2Yq—i—(%+2111) Dyq-i + [é+ 2m +§(1 + ) m“z]yq-i] - iz Dxi [ Dyq-i — yq i ]
1 1
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Pour arriver a obtenir ces expressions en fonction des xqx et yqk , nous ferons une remarque inportante :
Si nous écrivons les valeurs de x et de y, sous la forme :

Xy = Xi,2 0% + x4, 072 1= Y152 02 + yi,-0 f-2

nous pouvons remplacer xq et yq respectivement par les puissances g iéme des valeurs de x; et de y: avec les
conventions suivantes :

1) Les coefficients numériques des différents termes du développement de la puissance sont tous égaux a
I'unité.

2) Nous traiterons les indices comme des exposants, en les additionnant algébriquement, les indices de
droite avec ceux de droite et les indices de gauche avec ceux de gauche. Nous poserons aussi xq,6 = ¥q,0 = 0

L'application de ces conventions aux premigres valeurs de ¢ nous permettra de retrouver les valeurs calculées
plus haut pour les xq et yq correspondants, ce qui montre la légitimité de nos conventions.

Si donc, dans les expressions données plus haut pour ®q et &'y , nous remplagons les x; et y; ainsi que leurs
dérivées par leurs expressions en fonction de § calculées en faisant usage des conventions ci-dessus, et si nous effec-
tuons les réductions nécessaires, nous obtiendrons finalement les expressions :

q-1 1 q-i
3 S
by = — = Z Z Z Xi,2i-4p" Xqe1-i, 2q-2-2i-4p” 02974 (P"+P7)
4 0 0 o
iop p”
1 Q-1 i g-i
> B
T Z Z Z i, 2i-ap’ Ya-1-i, 2q-2-2i-4 (p-1) 02974 (p"HPD)
C? 0 o
i p p”
q-1 i g-i
- Z Z 5 (20— 4p') 29 — 20— ap” + 1] i 2iqp’ Xq-i,2q-2i-gp” 02974 (PP —
T ) o
i pp”
q-1 i g-i 3
—Z Z Z [[2q—2i 4/)"j2+(—2-+2:71)[2(1—21'——41)"]+
I [+] 0
i pp’

[ q-1 1 g-i
bl 3 &
‘I”q = — — Z Z Z Xi,2i-4p’ Xq-1-i, 2q-2-2i-gp» H29°4(P +p")
4 Q o 0’
1opop”
Q-1 1 q-i
3 L, . NP N
- = Z Vi, 2i-4p” Yq-1-i,2q-2-2i-4 (p"-1) V2q-4(p'+p”)
4 s o o
i p p”
q-1 i g=1 .
- Z Z ; (20— 4?1) [29 — 20— 4p" — 1] Xi zi-gp’ Ya-i, 29-2i-4p” f2a-4 (P"HP") —
I. 0 0’
P
q-1

[2g —2i— 4" 2 — (2 2m) [2g — 2i — ap" ] +

I
o
OM—'
D2
"

I 5 sy o
+{-+2m+ 3 (1 +v)ym? ]] Xi, 2i-4p" Yq-i, 2q-21-4p” 0214{P D7)
2

— 17 —



I’examen de ces expressions montre d’abord que @4 et ®'g sont des fonctions périodiques de T . Quant a leur
forme, on voit que ce sont des fonctions bilinéaires des xq,k et des yq. et que dans chacun des produits xqk Yq,x oun
Xq,k Xq',k’ OU encore yqk Yok’ les indices de gauche sont complémentaires, leur somme étant égale 2 g , mais chacun
de ces indices étant inférieur a ¢ . Quant aux indices de droite, leur somme est égale & Pexposant de la puissance

de 6 correspondante.

Cherchons les conditions pour lesquelles il existera des termes indépendants des  , c’est-a-dire, pour
lesquelles le coefficient Cq ne sera pas nul. il suffit pour cela que 'on ait :

=4+ o

ce qui donne :
1 no__ q
p+p ==
2
Comme p’ et p” sont des nombres entiers, cette équation ne peut exister que si g est pair, et c'est bien ce que

nous avons trouvé en calculant les premiers coefficients xq et 14

11. — Revenons aux coefficiens xgx et yqk . Nous disons que ce sont des fonctions rationnelles de m . Cela
est vrai pour xy,s et ¥4,2 ; admettons que cela soit vrai jusqu’a xq-i1.k et ¥q-1,k inclusivement et démontrons qu’il en est
de méme pour xqk et yqk . En effet, cela est vrai pour tous les termes de @4 et @'y qui sont formés par muliiplication

i {z b b <<g): cela est done vrai des coefficients A et B gui figurent aux seconds

en partant des coefficients x5, et ypa (ot b =Cg) : celnes dene vrai coefficient B gui

Xuh 4 €
membres des équations (25). Les coefficients de ces équations étant rationnels en m . il en sera de méme des incon~
nues, c'est-a~dire des coefficients xq,k et vqk -

Cherchons quels seront les facteurs des dénominateurs de ces fonctions rationnelles. Ils sont faciles a
détermines. En effet, la résolution des équations (23) introduit au dénominateur un facteur qui est le déterminant de

de ces équations, et donc la valeur est :
D=k{(1—3)m*+ 2m — (k*— 1) ]
expression dans laquelle on devra faire successives :
k=2,4,6,8, .......

ce qui donnera les trinomes :
al (1 —3vym?+ 2m— 3]

160 (1 —3v)m*+ 2m— 15 ]

—
N
“
g
»
e

36 [ (vt — 3v) m* + 2m — 335 ]
( 64 [ (1 —3vym® + 2m — 63 ]

Si donc on développe dans x le coefficient de 62k+! suivant les puissances de m', le coefficient de chaque
puissance est une foactian rationnelle de m dont le dénominateur est un produit de facteurs de la forme (25 bis),
chaque facteur pouvant étre élevé a une puissance supérieure a 1.

Nous remarquerons que la composition du dénominateur nous montre que le degré en m du dénominateur
est une puissance de 2. Pour le numérateur, nous voyons facilement que le degré en m est d'ordie pair. In effet, la
résolution des équations (25) donne pour les inconnues des fonctions linéaires des coefficients A et B, chacun d'eux
étant multiplié par une fonction de m qui est au plus du second degré. Mais, A ¢t B sontextraits de &g et P'q ; ce
sont donc des sommes de termes qui sont chacun produit d'un facteur xqx et d'ur facteur yqk ou de deux facteurs
xq k ou encore de deux facteurs yqk , chaque produit étant multipli¢ par un coefficient de degré o, 1 ou 2 en m , au
plus. Comme pour xi,» €t yy,2 le numérateur est de degré pair, on voit de proche cn proche qu'il en est de méme de
chaque coefficient xqk ou yq,k ets par suite des coeflicients A et B relatifs aux xqx et yq.x suivants
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12. — Avyant calculé les coefficients ©tqk et ¥q,k nous devons maintenant, pour compléter la solution, calculer
K et @ . Mais auparavant nous devons effectuer quelques transformations.

Reprenons les équations (18) et remplagons «x ety par 20! et y0 ; nous voyons facilement qu'en posant comme
auparavant :
m'? = vm?
elles peuvent s’écrire :

D2(x0-ty +2 (1 +m)D () +T1+ 2m+ (1 +v) m? ] (x61)

— Kp' (x071) = — 3vm? -2 (0)
(26)
D2(y0) —2 (1 +m) D (30) + [ 1 + 2m + (1 +v) m? ] (y0)
— Ko? (30) = — 3vm? 6% (xb71)
Nous savons que les valeurs :
x0T =1 b =1 m =o0

satisfont aux équations (22) déduites par combinaison des équations (18) et (19). Nous voyons facilement qu'elles
satisferont aux équations (18) a la condition de prendre pour K la valeur :

K=1+2m+ (1 +v)m?
ce qui constitue une valeur approchée de K .

Reportous-nous maintenant aux valeurs trouvées pour les développements de x0-' et de y0 suivant les
puissances de m"? . Nous voyons que nous pouvons les écrire sous la forme suivante :

oxbt =1+ 02 (mPay,e Fm e+ oL ) +
[ + 02 (m2 y0 + M yse + ... ) +
+ 08 (m x4+ o)+ 0 (e, + Ll ) +
+ 08 (mC ag + o)+ O (o + )+
(27)
Y =1 + 02 (m? yi,e + mC oy L ) +
+ 02 (m"? xi,0 + m' xg0 4+ ... ) +
+ 0 (M ye + ) e )+
F 0 My o ) F O (M s L )+ ...

Ncus sommes donc conduits a les écrire sous la forme :

(28) ‘ 67 = 1 4 0% (x0-")g,0 4 B2 (x0-1)g,-0 + 0% {x0-")g,0 4 0% {201 g,op 4 0% (201 )o,s 4 0-F (a6 )g,m + .
|0 = 14 0 (0 + 6 (30)0ree o 0 (30)0rs £ 0 (30)urce 4 08 (30)ors + 6% (5000t + -
avec

‘! (x0°T)gye = M2 x1,0 + M x50 + ... ..
(%0 Doye = m'* 209, + ...
(@0 = M x5, + ...

(29)

(¥0)oe = My, + ' y30 + ...
(390 = M yoye + ..
(¥0 Yoy = m'® Vase + oo n .
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Quant aux coefficients (x0-!)o,.on et (y0)y,-5n nous voyons facilement, a l'inspection des relations (29)
que lon a

(30) (x0-")g,0n = ()”“mzh (y9)0,-2n = (20" )o,2n

Ceci fait, posons :

(%0 * )o,2n = Zo,2h + To,2h (99 Joy2h = 52k — Tos2h

-

xO“:E_—I-'q y():i»-n

les relations (30) nous donneront de suite :
(30bis) S0,-2h = Zo42h fos-2h = — To,2h

Remplagons maintenant dans les équations (26} x6-! et y6 par % et v et additionnons les résultats membre
4 membre, nous obtiendrons l'équation :

(31) D+ 2+ m)Dn+[1 +2m+(x+v)m2]Z—Kp3i:—§vm‘~

2 102 (x0-1) +6-2(y0) ]

qui va nous servir a calculer la valeur exacte de K. Remarquons pour cela que, d'aprés les relations (28), < et 4
peuvent s'écrire :

E = 1 + Zr|:~) 62 4+ ’E,\_. 2 6'2 —+ E(\’.n 8¢ + En_,_g f-+ +-

(32) 2 9 4
= Noy2 0% 4 To,-2 072 + Nigyn 04 + gy 04 4

Désignons maintenant par

c la partie constante de p®Z et égalons les parties constantes des deux membres
de (31}, en nous rappelant que :

(3’0)0;2 = (x‘)_l ) 0sym2

nous obtiendronz pour K la valeur complétée :

(33) cK=1+2m+ {1+ v)ym? + 3vm? (x0 1),

et le calcul est ramené a celuide ¢ .
Il est facile a effectuer car, en négligeant, comme nous 'avons fait, la troisieme coordonnée, nous avons :

o= (xy) 3 = [(x0°) (30)]" 5= [E2— 7173

nons pouvons donc écrire :

a 2 &
. P 3.2 1 30, 3570
931-:%[;2‘_712] 2::‘;‘*“7,;‘!" ,—ﬁ'+ .
g 2% 2.4 %
et posant
E=1+47

nou¢ obtiendrons :

3 5t g1 T ot 3. s 22 ]+L5.4[ 67+ ]

0°c =1 — 2% + 337 — 437 + 5% ---+;'n[l-45+10-.—---, 8f, 1 24+ ...

La recherche de la partie constante nous donnera enfin ¢ , en tenant compte des relations (30b#) appliquées

a2 2 et n . Nous obtiendrons ainsi :

2 2 z2 -2 £2 z z F —
c =1+ 68%., — 31%,2 + 6%, — 302051 — 243%02 S0ye T+ 245052 Mo,z Mot

(34)

; vy ; 45
— 121%,2 Moy + 303%0,2 — 30%%,2 1%, + ry N%0y2 +
les quantités négligées étant du douxiéme ordre par rapport @ m’ . On en conclut K .
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Or, rappelons nous que :
M+ M)y=K(n—n2a’

Il nous reste a calculer a .
et que, d’autre part, si nous appelons a la valeur du demi grand axe qui correspond a la valeur » du moyen mouve-

ment, valeur donnée par les observations, nous avons :

/Mo =n?ag’

Le rapprochement de ces deux formules, aptés avoir fait dans la premiere M = O, et aprés une transfor-

mation facile, nous donnera :
(3) o _[_K 15
a (1 + m)*_

d'ou a . D'apres la forme de la valeur de K , on voit que a difféere peu de ap comme nous 'avons dit.
13. — Pour achever le calcul de la premiére approximation, 1l faut chercher les valeurs correspondantes de

ry,v,s,X,Y,Z. Nous savons déja que :
Z=0 s=o0
Carcur peE r . — Nous avons par définition :
1 1 l ,_ ) > l
— === (ay)z = [ (x01) (y0) 17 = &> — =»*];

ce qui s'écrit, apres avoir développé le radical par la formule du binome

; L b .
a - = 2 E 8 il’ 16 E.‘ ..... 5
=1 + &, nous obtiendrons aisément :

comme nous avons posé : &

[ ; 1

— -t — 38 + 68— 0% 4+ L. )——61)6(1-5
1

Nous devons substituer 4 %' et n leurs valeurs données plus haut en fonction des 0 . Nous calculerons donc

. . r -
les puissances successives de & et de n et les porterons dans la valeur trouvée pour —. Nous poserons de plus :
a

V=N-N

Nous rappelant alors que nous avons

§ = eilN-N) 2cos V=aV 4 ¢V

nous obtiendrons pour » le développement trigonométrique suivaat :
7 =19, + 10,2 €08 2V + 19,, cos 4V + .. ...

<« b
(35b)
avec :
. "2 2 £ 2 2 .
‘\ 70 =a [ 1+ 0,0 + Mm%, — 25,2 Nos2 Moss + 3 02 Moy — = Moy ]
4
. x z 2 2
(35 Do, = a [ 2%0,2 — G52 002 + 27M0,2 To,e + SP0,2 00,2 o]
= 2 z 3
a [ 2204 == 0%0,2 — 280, 07052 + 270,52 Nopy -+ - - - ]



Carcur pE v. — Comme nous avons posé :
l

il se raméne a celui de { .
Nous devons, pour cela, retourner en arriere. Nous avons, en effet :
Y == r cosssino 7 =rsins ,

X = 1¢085¢c08v
Y, = — XsinN' + YcosN'

puis : X; = XcosN' + YsinN'
Les équations (6} nous donnent alors pour x ety :
ax = X; + 1Y, = (X + 1Y) eV

ay =Xy — 1Y =(X — 1Y) eV

mais d’aprés les formules rappelées plus haut, nous aurons
X —1Y — rcosse v

X + 1Y = rcossel’

de sorte que les valeurs trouvées pour x et y deviendront, en se rappelant que §§ = eV

ax = rcosseiV +!{ ax = 1cosse-iV-l

G
et, finalement, puisque s = —, nous pourrons écrire :
1
,
(y0) =-e¢!Chs
[#]

1

{xh-1) = LelCho
a

Revenant a ¢ et 1, nous trouverons facilement, en appliquant leur définition, que l'on a
" r r r o

(36) Z=-ChsCh! = -ChasSh! g2=-Shs
a a a

Ceci posé, les deux premiéres formules (36) donnent par division
Thi =

N

AN

formule qui, par inversion, fournit le développement :

1

3
.+

=
=,

l=2+

o

A
FANY
A} ] —
CAN)

Wb =

Dans ce développement nous remplacerons, comme plus haut, £ par 1 + &' et il deviendra :

T T, o .
l=m(1 =2 +* =534+ .. +;n“(r——3E'+ o) +;‘f1' (1—5% )
Calculons les puissances successives de < et 4 , transportons-les dans ce développement, groupons les puis-
sances semblables de 6 . [En nous rappelant que :
l
V=N-N V=N+-~-
1

27sinV = eiV — eV

nous obtiendrons le développemeut trigonométrique de v sous la forme :
v=N + l(,.,-_g sin2V + 10,4 Si[l4V + 10,6 sin6V ...

(361)15)
avec :
_ z . z 2. 3 R
Loy = 276, — 23052 Moss + 27052 200e + 23%2 Toye — 80°%0,0 + 12850 NP0, Meee .o v
o z . r z2 a2 z 3 £3
(36ter) Loas = 20,4 = 22052 Moz — 23052 T0,6 + 27M0s2 0,6 + 457002 Moss — 471%0.2 Nose + 4502 10,2 — 48%0,2 Tosz -+ -+
3
_ v O 2. 8 .3 « 2 I
loy6 = 2M0s6 — 220,2 M0s5 — 42044 Moz + 25%0,2 No,2 + 3 N2 + 122052 M7042 Tose — 03042 7052 Tyt - o v s
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Il nous reste 4 calculer les coordonnées rectangulaires X ,Y , Z (on sait que Z = O) et la solution périodique
annoncée.

Carcur pe X BT Y. — Revenons aux formules (7) qui donnent X et Y en fonction de x, y et N'. En nous
rappelant la définition de 0, nous voyons que ces formules peuvent étre écrites sous la forme :

X:

[ IR

[ (x0-) eiN 4 (30) e-iN)
(37)
Y = 21 [(x0') eiN — (y0) e-iN]
1

Si nous remplagons dans ces dernieres formules x0-' et y par leurs développements (formules 28), nous
obtiendrons pour X et Y les développements simples :

X =a Z (%07 )g,0n cos (N + 2AV)
(381

&’ = a Z (30'1 )(;,gh sin (N + 2/1V)

CALCUL DE LA SOLUTION PERIODIQUE. — Nous l'obtiendrons en calculant X, et Y, .

Les ¢égquations de
définition (6) donnent pour X, et Yy .

a a
Xy =-(x+23) Y, = = (x—y)
2 21
ce que nous pouvons écrire sous la forme :

Xy o= - [(x0) 0+ (y0)0-"]

[ ST

Y, o= Zpiwl )0 — (y0) 0]
21

Remplagant {xf-1) et (1) par leurs développements (28) et effectuant la transformation des exponentielles en
lignes trigonométriques, nous obtiendrons pour X; et Yy les développements :

(39) g X[ = A1 cosV + A;; COS}V + Ay COSSV +

Y1 = 81 sinV + B:; Siﬂ}V + B:; sin;V +

les coefficients A; et Bj ayant les valeurs suivantes :

Ay =al1 + (y0)p,2] By =al1 —(0)0,2 ]
Ay = a[(x0")9,2 + (30)o,,] By = allxl)y,a—130 )0, ]
Ay = a [‘xe'l)om + (}'e)om] By = altxh! )o,r‘(_)’e)o,r.]

..................

Remarquons que les séries (39) constituent une solution

périodique des équations du mouvement réduiles
aux deux premiéres en faisant z = o . La période a pour valeur.

2T

n — 71/
C’est la solution périodique annoncée.

Avant de passer a l'é¢tude de la seconde approximation, nous allons nous occuper de la convergence des
séries formées dans ce chapitre.
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CHAPITRE 11

14. — Toutes les séries gni ont ¢té formées jusqu’ici dépendent des coefficients (a6 )o,n et (y0)o,n qui sont
eux-mémes des séries procédant suirvant les puissances de m'? . Avant d'étudier la convergence des séries qui
donnent X, Y, Xo, Yo, nous devons donc chercher si les séries (xf")o,n et (30)y,n sont convergentes.

Si nous nous reportons a2ux formules (29), nous voyons que nous pouvons écrire, en général :

(%0 Do,0p = m'?P &y ap + m'2PH4 xpys op + oo m2PTHED) xp Loy ap
(3010,0p = mP ypap + PP yaraop + o £ mPTAO yppagp -
et nous voyons qu'il nous suffira d’étudier une de ces séries, la premiére, par exemple.
Nous voyons que le terme général de cette série a pour valeur -
Ug = m'2pHala) xpyag-1,2p
Nous avons démontré plus haut (Num. 11) que les x,; sont des fractions rationnelles en m et que les degrés des

numérateurs et des dénominateurs sont d'ordre pair. Nous pouvons donc écrire xp4s(q-1),2p SOUs la forme :

__ Am?h 4+ Bmehz 4
Fptala-nzp = Almzh’ - Blmab-2"

Pour ¢tudier la convergence de la série de terme général Uy nous allons appliquer la reégle de Gauchy, car
q
¢'est une série numeérique, et chercher la limite de V |Uq| lorsque ¢ augmente indéfiniment. Or, on a :

| Amzh Bm2b-z

' + /

1 = m'ptiq 1) |M—— R 11
Ul A'm2W 4 Bl 2 l >0

Nous pouvons écrire la fraction entre parenthéses sous la forme :

Am2W  Bmezb-z |
l,nl2h—2h’
A'm2b 4 Blmeb-2’ 4
de sorte que l'on aura :
q 2p 1 2h-2h’ b W 1
=t~ — Am2d + Bpeh-2 ., -
\/qul = m'a a im} a — O q
Almat 4 Blgab-2 L

a e
Effectuons la division indiquee pour la quantité entre parenthése, et nous pourrons écrire \/qu' sous la

forme :
2 h-2h’
a LT el
\/qu| = m'A 1 |{m| a

1
q

Z‘T’ + @ (m)

¢ (m) étant une fraction rationnelle en m dont le numérateur a un degré inférieur & celui du dénominateur. Si,

q
maintenant, nous développons la parenthese par la formule du binome, nous obtiendrons finalement pour \/{qu :

(%)gﬁ—i(%)i‘l o(m) ... . ‘
: 9
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|Uql = m'a q |m| a




Faisons croitre g indéfiniment, les deux premiers facteurs tendent respectivement vers m'* et 1 car 2o —2h'
est un nombre fini. Dans la parcnthése, le premier terme tend vers 1 et tous les autres termes tendent vers z€ro car

. ‘ . . P . R s R ! R s,
ils sont formés d'une partie numérique finie, multipliée par une puissance de — qui tend vers zéro. La parenthése
tend donc vers 1 et I'on a, lorsque ¢ augmente indéfiniment : 7

q —
lim. \/,Uq{ = m"

Evaluons #'* . A l'exception des planeétes Troyennes avec Jupiter, pour toutes les autres petites planétes, le
parameétre # a une valeur numérique inférieure a 10, de soite que son carré est inférieur a 100. Comme, d'autre part,
la quantité que nous avons appelé v est donnés par |'égalité :

W
T My + M

2Y

M, étant la masse du Soleil et M’ celle de la planete troublante, il en résulte que dans le cas le plus défavorable qui
est celui de Jupiter, 2v est au maximum de l'ordre de 1073 et v de I'ordre de 0,0005 , Le produit vm? = m'* est donc, au
plus, si on prend pour 7 le nombre 10 ¢t pour v le nombre 0,00045 qui correspond a Jupiter, ¢gal a :

0,000435 X 10* = 0,043
q
de sorte que la limite de \/qul est au plus égale & 0,002023

1l en résulte que la série de terme général |Ug| est convergente de sorte que la série de terme général Uq qui
représente le coefficient (x0-'), ., est absolument convergente.

De la méme maniére on verrait que la série qui représente le coefficient (16),2p est absolument convergente,

q —
la limite de \/|Vq| ¢tant égale elle aussi a m'* .

Passons aux séries qui représentent X et Y . Nous savons que pour les deux séries, le coefficient de la ligne
trigonométrique est (x0 )on . Or, on peut écrire :

(x0-1)o,2n = /2P [xpoh + ' xppaon b oo A+ B x5 ok . L)

et nous venons de prouver que la série entre parenthéses est absolument convergente Elle a donc une limite finie et
on pourra écrire :

(a0 1)o,,n = m'2p H
de sorte que le terme général de la série qui représente X pourra s'écrire, en valeur absolue :
(Up! = m'2p |H| |cos (N + 24V) | m' > o
Comme le cos est inférieur a I'unité, il nous suffira d'étudier la série de terme général :
(UG = m'2p |H}

P
et chercher la limite de \/lU/pl quand p augmente indéfiniment. On voit facilement que l'on a encore :

P
lim. \/IU’,,I = m'? <

de sorte que la série de terme général Up est absolument convergente et, comme la série qui représente X est obtenue
en multipliant chaque terme de la série U par un cosinus, et que celui ci est, en valeur absolue, inférieur a l'unité, il
en résulte que les termes de la série qui représente X sont respectivement inférieurs en valeur absolue aux termes
correspondants d'une série numérique absolument convergente. La série qui 1eprésente X est donc uniformément
convergente. On démontrerait de méme la convergence uniforme de la série qui représente Y .
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Passons a la solution périodique. Les termes généraux des séries qui représentent X, et Y, ont respecti-
vement pour expression :

Up=a . (x0)g,0p 4 (¥De,2ps2) ] cos (2p + 1) V
Vo=a [ (26 )y,.h — (30)o.2p42) Isin (2p + 1} V
et nous devons étudier la convergence des séries dont les termes généraux sont :

U'p =a (\'0 ])0.2P + (}'0)0,21341 ]

Vip=al(xh oz — (1% o,z2p+2 ]
et nous pouvons étudier une seule série de terme général :

Wy =a [ (a0 1625 + 2 ()o2pta ]
t ¢tant égal & + 1 pour obtenir U’y et & — 1 pour obtenir V'

Les séries qui représentent les coefficients {x07')o2n et (#1)o,20 étant absolument convergentes, nous pouvons
écrire ces coefficients sous la forme :

(x8-1)g.,n = m'2h H (10)g,.n = m2'20 H’
ou H et H sont des quantités finies. e terme général W, pourra donc étre écrit sous la forme :
Wy == am=p [ 4+ em"™ H' ]
p ———
et nous allons chercher la limite de [/| W, | quand p augmente indéfiniment.

Nous pouvons écrire :
Wp=sam"=p 11 [ 1 + em"™ i ]

et, par suite, nous aurons :

1 i1’

P 1
p—— - - 1 -

VW b all e e il

ce qui s'éctit, apres avoir développé le dernier facteur par la formule du binome :

P ! ‘

VI Wy | =m" | all P —I—ésm'2 H + . |

Lorsque p augmente indéfiniment, le premier facteur tend vers V'unité. Dans le dernier facteur, tous les
termes. a partir du deuxiéme, sont formés d'un facteur numérique fini multiplié par une puissance de — qui tend

vers zéro quand p augmente indéfiniment Tous ces termes tendent donc vers zéro et le dernier facteur tend vers

I'unité. On a donc :
O
him. VW =m? <1

et la série de terme général W, est absolument convergente. Il en est de méme, par suite des séries de termes
généraux U'p et V'y . Mais les séries qui représentent Xq et Yy sont obtenues en multipliant U’y et V' respectivement
par cos (2p + 1)V et sin (2p + 1)V quantités inférieures a l'unité en valeur absolue. Ces séries ont donc leurs termes
respectivement inférieurs en valeur absolue aux termes correspondants d'une série numérique absolument conver-
gente. Les séries qui représentent X, et Y, sons donc uniformémeant convergentes.
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Il nous reste a étudier les séries qui représentent r et v . Prenons » . En examinant les formules (35 ter), novs
voyons que la forme générale des coefficients 7..n est :

To,2h = @ { 2%0,2h — ...

les termes, a partir du deusiéme étant de degré supérieur en m' par rapport au degré du premier terme. Or si nous
retournons en arriére, nous voyons que nous avons :

2io,h = (xO I)o,zh + (}'6)0,2h 2>T.n,2h - (xo")o_zh - (}'O)o.zh

et, comme les séries qui représentent (x6-1)g,.n €t (1), ;1 sont absolument convergentes, nous pouvons écrire, les H
et H' étant des quantités finies :

day

230,00 =m0 (H 4+ H)

Pioph = m'™h (H — H)

Le coefficient 7,,,n pourra donc étre écrit sous la forme :

1o2h = a[m?h (H—H)— ... .. 1
ou encore sous la forme :
16,2h = am2h (H—H) 1 — ..... ]
h —_
Nous allons étudier la limite de \/|10.th quand £ croit indéfiniment. Nous pouvons écrire :
h i

Viean] = m? Ja(H+H )bt —..... | A

ou, apreés avoir développé le dernier facteur par la formule du binome :

h 1
\/|1-0,2h| =m?|laH+H)b 1 — ... |

tous les termes, dans le dernier facteur, a partir du deuxiéme, étant le produit d'un facteur numérique fini et d'une
. 1 ! .

puissance deB . Ces termes tendent donc vers zéro avec i et le dernier facteur tend vers 1 quand % augmente

indéfiniment. Les deux premiers facteurs tendent vers 1 dans les mémes conditions et I'on a :

h
lim. \/[r”hl = m? <1

La série formée par les coefficients des cosinus dans le développement de » est donc absolument convergente.
Mais le développement de r est obtenu en multipliant chaque terme de la série précédente par un cosinus, quantité,
en valeur absolue, inférieure a 1. La série qui représente 7 est donc uniformément convergente.

On démontrerait de méme la convergence uniforme de la série qui représente v . Le raisonnement est le
méme que pour : et il suffit de prendre mo.n au lieu de Zo2n - Les /o2n ont la méme forme générale que les 7o.zn
Zo.sh étant remplacé par Mo.n . On trouve :

h
lim. \/[Zo,zh| = m"? < i
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CHAPITRE III

15. -~ Nous nous sommes occupés seulement jusqu'ici de la premiére approximation, c'est-a-dire de calculer
une solution dans laquelle pous avons négligé la fonction F et la troisieme coordonnée. Nous allons nous occuper
maintenant des approximations suivantes. Nous ne nous occuperons plus des coordonnées Xy , Y, , et nous partirons
de la solution périodique obtenue que nous affecternns de l'indice zéro, tant pour les coordonnées rectangulaires que
pour les coordonnées polaires ct les variables complexes x ct v .

Nous appellerons 3x et 3y les acroissements que subissent xy et p quand on rétablit la troisieme coordon-
née 3 dans les équations.

Nous partirons du systeme d’équations (16) et nous substituerons a x et ¥ les quantités :
x=2xy + dx V=% + 8)’

Nous remarquerons d’abord que p’x , o'y . ¢°z , dépendent de 2 par la fonction ¢ . Nous ne connaissons que

v y

J 1 1. -

H N N N B “ ! N Y P T« U S AT, PO S o s iz
ia vaieur pardcuiiére gy de o trouvée au chdpiue prewier. Nouas urnervns id aifficuité en déveioppant ies 110is

fonctions p’x , p®y , 2%5, suivant les puissances de d¢, 8y , 2, en nous rappelant que :
T
Oy 7= (-\'0)‘0) 2

Nous conserverons dans le premier membre de chacune des équations (16) les termes du premier degré en 8x, 8y, z,
etnous ferons passer au second membre les autres termes. Nous désignerons par U , V | Z les deuxi¢emes membres
formés et, aprés avoir tenu compte des équations (18), nous obtiendrons pour déterminer dx , dv , z le systeme
d’¢quations .

S D28x 4 2mDdx + {1 — 2v) mie + | ! Koty + 3vm? | 8x + [ 3 Ko™y %% + 3vm? 18y =1U
2 2
(40)
N N 2 I 3 2 N 3 9 2 N
) D2y — 2mD3y + (v — 2v, m?y + [ - Koy + 3wm* ] 8y + [ 3 Ke¥y y2 + 3w 13x =V
2 2
(1) Déz — [ Ko*y + 2vi? ]z =7,

ouU .V, Z, ontles valeurs suivantes :

oF N < s - X s s ;
U=—> N + z Ko®o [ x 858y + vy 82 ] + % Kpip [ x0 8x8y —xy 2> 1 .. ..
) o g - S o0 3 es so3 :
{ V=2 — + =Ko’ [ 1g8x9r + x5 012 ] 4+ = Ko% [ 19 0x8r + 1527 ] ...
ox 2 2
. oF ; R R
\ 7 = — - —z— K\O"” [ 1y 20x + xy 6y |

Si, maintenant, nous ajoutons membre a2 membre les équations (40) apres les avoir multipliées respective-
ment par Dyy et Dxy . et si nous tenons compte des équations (18) dont les premiers membres auront été préalablement
différentiés, puis, si nous intégrons les deux membres de la combinaison trouvée, nous obtiendrons ce que devient
I'intégrale (19) quand on introduit 8x et 6v . Nous aurons ainsi :

(42) Dyy Déx + Dxy Ddy — [ D? 3y — 2mDuyg 1 83 — { D2 %y + 2mDxy [ 8p =]
avec :

D] = UDy, + VD,
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L’'expression précédente peut encore s’écrire sous la forme suivante :

(42) Dy D8x + Dxy D8y — [ Ko®y 39 — (1 — 2v) m2yy — 3vm?® (xy + 9,) ] 8%
4
— [Kp®s xp — (1 — 2v) m2xg — 3vm? (xo + yo) ] Sy =]

16. — Remarquons que les équations (40), si l'on y néglige les seconds membres, sont les équations aux
variations des deux premiéres équations (16) et, de méme, si l'on néglige ] , 'équation (42) est I'équation aux varia-
tions de l'intégrale {19).

Nous savons que ces équations aux variations sont satisfaites si I'on prend pour 6x et 8y les valeurs :
8x = Dx, 8y = Dy

et nous allons essayer d'obtenir la solution des équations (40) et (41), auxquelles nous ajouterons l'équation (42}, en
prenant pour 8x et 8y des valeurs de la forme ;

8x = x, Dxy 3y = — v Do
xy et y; étant deux nouvelles variables conjuguées comme 8x et 8y .

Effectuant la substitution indiquée dans les premiers membres des équations (40) et (42), et tenant compte
des équations (18) dont les premiers membres auront ét€ différentiés préalablement, nous obtiendrons les équations
suivantes dans lesquelles nous voyons apparaitre les combinaisons x; + 1 et x4 — 94 :

H
\ Dxo D2xy + 2 [ D%xy + mDxo ] Dy + (x4 + 30) [ D% + 2mD? x9 + {1 — 2v) m2Dxo + [ i Ko + 3vm?2 ] Dxo J=U
(44)

Dry D%y + 2 D2vg — mDye 1 Dyt + (x4 + 31) [ D3y — 2mD? 3y + (1 — 2v) m2Dye + [I; Koy + 3vm>1 Dyy 1 =—V
(4;) DX() D_}'o D (:\’1 —)'1) + (x. +_1’1) [ D_V() D2 Xy — D.”Co D2 Yo + 2meO D}’o ] :J

Les combinaisons x; + 1, xy — ¥y, qui apparaissent mélées aux dérivées de x; et de y; , nous induisent a
transformer les équations (44) de telle sorte quelles ne contiennent plus que ces combinaisons. Pour obtenir ce
résultat, nous les ajouterons membre 4 membre aprés les avoir multipliées respectivement par Dy, et Dxy . Nous
obtiendrons ainsi 'équation :

Dxy Dvy D? (x4 +31) + [ Do D? xo + Dy D2 95 1 D (21 4 1) + (Do D? %0 — Do D? 3o + 2m Do Dyo ] D (04 — 34) +
(46} , (xi+ 1) [ D1eD?xp + Dxg D? g + 2m [ Do D%y — Dxg D26 7 + Dxg Do [ Ko?y + 22+ 2vm> ] ] = UDwy, — VDx,
que nous conserverons avec l’équation (45).

Il s’agit de traosformer a4 nouveau les équations (435) et (46) pour les simplifier le plus possible. Nous
poserons pour cela :

(4m xy=a +b yy=a —b

a' et b étant deux nouvelles variables conjuguées comme x; et y, .

L’examen des équations (45) et (45} nous conduit a poser :

1 [D3x, Dgyo]
P = —
> | D=, Dyq + m

1 DZQCQ . D2y0

Q=,| b Dy]

Nous tirerons facilement de 1a :

Dix, N D?y,
on Dyo

=2DQ + 2Q?% + 2P — m)?
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Aprés avoir divis¢ les deux membres des équations (45) et (46) par Dxy Dy, et si nous tenons compte des
valeurs de P et Q , elles deviennent, apres avoir opéré la substitution (47) :

D? a’ 4+ 2QDa’ + 2PDb + a’' [ 2DQ + 2Q? + 2P? + Kop,* + 2m? + 2vm?] = ! [ v L
D'XJ() D)’()
J
Db + 2Pa’ = ————
2ra 2Dxy D_"o
Eliminons & de la premitre éguation au moyen de la seconde et posons :
N = I
\/,—‘ ZDJC() Dtl'()
¢galité qui nous donne par dérivation :
DA D2y (D)
Q=—-7 DRQ=~—+=7F
nous pourrons écrire les équations sous la forme :
. v
{(48) D2’ + 2QDa’ + a’' [2DQ + 2Q? — 2P? + Kpo* + 2m® + 2vin?] = 1 [ ] + JPa2
2 DJC() D_yo

(49) Db + 2Pa’ — — ~ Jas
2
Si, maintenant, nous remarquons que ['on a :
AD % = D%+ 2QDa’ + a'DQ + a'Q?

et si nous posons :
a' = a’A

nous voyons que l'équation dont dépend a' peut s'écrire sous la forme :

Dia’ + o (DO + Q — 2P? + Koy + 2m? + 2vm® [ \/ D}v \/— on] + JPA
DXU D_)’O

et I'équation dont dépend b devient, dans les mémes conditions :

Db = — 2Paz"— L Ju:
2
Enfin, si nous posons :

© W = 2P2— Q? — DQ — (Kpy? + 2m? 4 2vm?)

B = — 2Pa" — ]
2

1 —D D

~1U \/ Yo \/ o ] Pa
2 [ Dx, Dy, *]
nous voyons que les équations (40) ont été transformées en les suivantes :

{ DW'—Wa' =2
| Db=B

)
1l

de sorte que la solution du systeme formé par les équations (40) et (41) est ramenée a la solution du systéme :
D%" - Wqa" = E
(50) Db =
D2z — [Kog® + 2vintjz =17
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On voit que la premiére et la troisieme équation sont du méme type, linéaires du second ordre, et qu’elles ne
contiennent chacune, au premier membre, qu'une seule fonction inconnue. La deuxigme est linéaire et du premier
ordre, mais son second membre dépend de @" . On ne pourra donc l'intégrer qu'apres la premiere.

Supposons intégré le systeme (50). Connaissant a” et b , nous aurons pour x; el g :

(51) xt =a +b=2a"\+b 4 =a —b=a0—1b

7
Or, nous avons écrit :
X0t =5+ q =&~

et nous savons que

nous voyons donc facilement que nous pouvons écrire aussi :

H-18x = 62 + 87] (}8): = 82 — 811
équations qui nous donneront :
20% = 0-1dx + 08y 287 = B-18x — 03y
Mais
8x = x; Dxy 8v = Dy

par suite, les équations (51) peuvent étie écrites sous la forme :

dx = (a"A + by Dxy = a’ \/—T—%) -+ bD.’XZ()
Dy

(52) s

6}. —_ (a"A _ b) D,\'ﬂ — __—Dgi_’o + bD}'u

Nous obtiendrons enfin 8% et 8+ sous la forme -

\ 288 = a” [o 1\/_“13"0 + 0 \/: _"_O] + b [ 6 Dxy + 6Dy, ]
[BE Dxo .

(53)
/ 280 = " [o-x _Dx_y \/:on_J + b [ 6 Dxy — 6Dy )
Dy, Dz,
L’inspection de ces formules nous conduit a poser
-1 Dxy = v + © Dyy =u—o
et remarquant que :
A=
\,/— 2 D,\ 0 D;Ir’(\
nous obtiendrons enfin pour d< et &4 les formules trés simples :
(54) 88 = {a"A) u + bo 8n = (a"N) v + bu
17. — Nous allons passer maintenant 4 I'intégration du systéme (50).

Comme la premiere et la troisieme des ¢quations (50) sont du méme type, nous ferons l'intégration pour une
équation générale de ce type :

(55) Dis —o(T)s = @
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et 'intégrale générale obtenue, nous passerons a celles des équations données cn faisant successivement :
e{l)y=W ®=Z
o (1) = K% + 2vm? =7
Dans les deux cas, la fonction ¢ est périodique et peut étre développée en série trigonométrique procédant
suivant les cosinus des multiples pairs de V .

L’équation sans second membre est donc une équation linéaire a coefficients périodiques. On sait que son
intégrale générale une fois obtenue, l'intégrale générale de l'équation avec second membre pourra se calculer
facilement par quadratures. D’autre part, la théorie des équations linéaires a coefficients périodiques nous montre
que, sil'on désigne une solution particuliere de I'équation par :

6 = 2 X ma 6k {0 = £iN-N7)
on obtiendra une autre solution particuliere en prenant :
Gy = 0-90 % 71, 1 O
la série étant conjuguée de la premiere, c’est-a-dire que l'on a :
Hlyx = My -k
Les solutions particuliéres s; et 63 étant formées, la solution générale aura pour expression :
5= Cy51 + Comy

Nous obiiendrons alors la solution générale de I'équation avec second membre en appliquant la méthode de
Lagrange, c'est-a-dire en résolvant le systéme :

6, DC; + &:DCy=o0
DG1DC1 + DGQDC2 — &
Or, si on se rappelle que le déterminant du systéme :

c=06,D6 —a Do,

est constant, on obtiendra :
cDCy = 5@ cDCy = — 6@

Intégrant et remplagant Gy et C; par les valeurs trouvées dans 'expression donnée plus haut de l'intégrale
générale, nous obtiendrons, pour I'équation complete, l'intégrale générale :
[ 7] Ty
{56) 6= — Dl (6e®) — — Dt {(5,®)
c c
le symbole D-f représentant l'intégration. Nous utiliserons plus tard cette formule.
Pour intégrer I’4quation (55) nous utiliserons la méthode des coefficients indéterminés. Soit :
6 = a0 3 71’11’1; fi
une solution. Comme ¢ (T) est périodique, cette fonction peut étre représentée par le développement :
¢ (T) =X gy 6%

Substituons ces deux séries dans I'équation (55) sans second membre et annulons les coefficients des diverses
puissances de 0 . Si nous posons :
ni = (ap + k) — g
en sorte que !
ny = a¢® — %o nk = k® + 2ka, + np

les relations obtenues prendrons la forme :

(57) nk My = 2 M5 9 i—}—j:/{,i'?ZfO
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D’apres la définition des nx , on voit que tout revient a calculer ny, ce qui permettra aussi le calcul de a, .

Remarquons que si l'on fait &k =o0 , les séries se réduisent chacune a son premier terme et que 1'on obtient
ainsi :
ny = 0

Ceci fait la relation

ng = a* — Qo
donne une premiére valeur approchée de ay :
Ve

et I'on se rappelle que ¢, est développé suivant les puissances de vm® . En transportant cette série dans I'équation de
définition des nx , on verra aisément que ces quantités se présentent sous forme de séries procédant suivant les puis-
sances de vm*® et dont le terme indépendant de vm® n’est pas nul.

Remarquons maintenant que pour vm® = o, les solutions 4, et 6; de I’équation sans second membrc doivent
se réduire respectivement a 6 et 0-1 . Cela indique que l'on devra trouver pour ao une valeur voisine de 1'unité, mais
il faudra pour cela que les rapports :

"y x
my o

s’annulent avec vim? . Comme le coefficient my,0 est arbitraire, nous prendrons : |
M0 = 1
Faisons maintenant & = ¢ dans la formule (57), nous obtiendrons : ( car o-; = oj )
ny =% Myj Qi ,

remplagons m,j par sa valeur tirée de la méme formule (57) :

I
My = ;‘2 Myg-i’ 93 s
)
E 9 @y
Ny — - m,,j_i-
]

Remplagons dans cetre derniere formule, dans tous les termes dont l'indice j —;' n'est pas nul, m,j.; par sa valeur
tirée de la formule (57) :

nous obtiendrons pour g :

I
M- = I Mi-p-jm 95
i

et ainsi de suite, nous obtiendrons enfin pour déterminer n, I’équation :

(58) g “E ki CP’ +2(P' et
nj "11

dans laquelle, pour chaque groupe, la somme j — ;' — ;" — ... sera nulle sans qu'aucune des précédentes le soit, le
nombre des facteurs de chaque dénominateur étant inférieur d'une unité au nombre des facteurs du numérateur
correspondant.

Le calcul de ny montre qu'il suffit d’obtenir le premier terme de cette formule, et nous ’écrirons sous la forme :

1 1
(59) ng = 0% | — + ] + 9’

3 n-s

qui nous permettra de passer au calcul effectif de #n, .
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La formule (59) peut étre écrite sous la forme :
1., + n,
(60) ny =l ———— 4 gy
1y n-3

or on a:
ny = 4 + 439 + 1y M-z = 4 — 4ap + Ny

et ceci permet d’'obtenir :
s+, =8 4+ 2ny

nanoy = (4 + ny)? — 16292 = (4 + n6)2 — 16 (1o + 90)2

Si nous portons ces expressions dans la formule (60}, nous obtiendrons, pour déterminer nq , 1'¢équation :

(61) 8n2g + 21y (8729 — 8 + 0%) + 80% + nan.s ¢y — nly = o0
En posant :
52 .
A:%_I"_ig—z B:\/A_‘?Qz C:;B("z"-QﬁPlzﬁnao)
nous obtiendrons enfin pour #, la valeur :
ny=—A+ VB2_.C
Enfin, si nous développons le radical suivant les puissances de B et si nous remplagons B — A par:
Bz — A®? _ @22
B+A  B+A

nous obtiendrons pour n, la série :

2 2
(62) 11“:—.(‘2—2_2_}_9
B+A B* 2 B?

Connaissant ny nous obtiendrons a, au moyen de la relation :
2
Ng = ag — Qo

Le calcul de ny s'effectuera de la fagon suivante : on connait les i , on pourra donc calculer A et B et une

premiere valeur approchée de n, par la formule :

c?y
~ A+B

On calculera ensuite les ni d'une facon approchée en prenant :
1y = 4 + 434 -y T 4 — 4ag

et la formule (60) donnera une premiére valeur approchée de ¢'s qui, jointe aux valeurs approchées de ny, n.y , ng,
permettra de calculer une valeur approchée de C avec laquelle on calculera une valeur meilleure de 7y, On recom-
mencera, avec cette nouvelle valeur de 1y le calcul des nx , de @'y, de C et on obtiendra une deuxieme valeur approchée
de ny , et ainsi de suite. Dans la pratique, il suffira presque toujours de prendre pour n, la valeur :
9

A+B

Ny =

Revenons aux définitions de P, Q , A, u, v, nous obtiendrons de suite les formules commodes :

(63) Q :—; DlLog (u* — ¢?)

1
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Pour calcuier effectivement ces fonctions, nous nous reporterons aux équations de définition et aux séries
trouvées aux chapitres précédents pour xof-' et o6 . Comme on a
201 = 4 + Mg vyl = 24— 7
il en résultera :
B (w+2)=0(% + 1+ DZy + Dny)
Dt (u—o) = 01(% — ny + DI — D)

et on déduira de 1a u et v sous la forme :

u = % + Dno v = 7, + D3,
Sil'on se rappelle que :
= X4, bk np = Zngy BF Zoo = 1 foo = O
et si l'on pose :
u = Xug bk o = Yo 0k
on obtiendra :
(64) Uk = 2o,k + k‘ﬂo,k Tk = Tp,k + k:.o,k
et, comme on sait que
. .
Z0,-k = Zo,k To,-k — — 7o,k
on aura
Uk = uk T = -7y
avec :
Uy — 1 Ty = O

et ceci montre que u est réel et v imaginaire pur.

Les formules (63) nous permettront de former les développements de P, Q , A5 il suffira pour cela de former
les combinaisons u + v, u — v, u* — v* . Comme les deux premiéres ont un terme égal a l'unité, il sera possible de
développer les log en série au moyen des formules connues, puis d'utiliser la formule du binome. On aura ainsi P,Q,A .

Il sera ensuite aisé d’obtenir P2, Q?, A%, DQ , Kpo® + 2vm? , PA, ud | A, W . Nous donnerons ces développements
plus loin.

Pour intégrer la premiere et la troisieme des équations (50) sans second membre, nous ferons successivement
dans les formules obtenues :

ap = go o =W me = a1 x Mo =a" e =1
ag = hy o = Kog® +2vm? My k = Crk Mo = Ci0 = I
et les a”; x et ¢y x s’obtiendront facilement. Nous calculerons ensuite les constantes :

¢ = 6;D6s — 6, — Dg,

en faisant successivement dans cette formule :

6, == Gg“Ea"l,kOk 6y == Gh"f.clykek
et nous obtiendrons :
a' = 28 (go + k)? a1 ¢ = 2% (ho+ k) c?x
Passons a 1'équation D6 = B

et cherchons-en une solution particuliere. Comme, pour les autres équations, les seconds membres ont été négligés,

nous laisserons de co6té ici le deuxieme terme du second membre qui contient ] , et conserverons seulement
le terme — 2PAa” .

Si nous posons : a’ = a’, b = by = D1 (— 2PAa")



nous aurons une solution particuliere et nous pourrons calculer une solution particuliére des équations (40)
et (42) privées de second membre : 8z, , 8y, , 88, , 80, ; by , 8%, | 80, , étant de méme forme que a”y . On aura une
deuxiéme solution particuliére en prenant :

7

a = a”z b= b2 = D=1 (—' ZPA.’I”Q)

. N . a . . . ) o ﬁ .
qui donnera 8x3 , 8y, , 8% , 872, ou a”s, 8%, seront conjugués de a”;, 3%, , et by, 872 , seront les conjugués changés
de signe de by , 37, .

Pour calculer effectivement by et by , nous poserons :
by = 0% X b, O by = 0% Thy 0%

et, a l'aide des séries PA ct a”; ou a”s , nous formerons la fonction — 2PAa”, puis, substituant dans l'équation

Db = B et ¢galant aux deux membres les coefficients de méme puissances de 6 , nous obtiendrons les coefficients.
bl,k ou bz,k

Pour calculer 3¢ et 87, on se rappellera que :
(54) 82 = (uld)a" + bo 80 = (2d) a" + bu
€t on posera :
85, = 6% Xy, 0% 8y = 0% Bvy O

Transportant ces valeurs de 3%, et dv; dans les équations (54) ainsi que les développements trouvés
pour (uA) ,(vA), u ,v, a”y, by , et égalant aux deux membres les coefficients des mémes puissances de § , nous
trouverons les coefficients wy x et v; x sous la forme :

0 = a1, (U)o + L2 2 + a1,m0 ) (ud)s + [ae 4+ a0 ] (wd)y oo
+ 0 [ by, — buya )+ vy [y — by ]
By = a0 (B + @y (udk e F e + a"k (ud)e +
+ b1t F b2t oo bk T
Y1,k = HH“() (ItA)k -+ a”“ 2 (IIA)Q B =+ a",,-k (llA()) +
— b0tk — byye2 Tiep — o — by yke2) T2
(64) ) , v . -
vio = [@es — a2 J(vd)e + [a ', — a1 (v L
+ hio 4+ Lbie + b0l us + [ by + byyoy Juy oo
v = a’i (DA 4+ 2T (3 F. el + a2 ke {TA)
+ b+ bykeaua oot + by, ux
ik = — a”1~0 (YJA)k - a”1,-2 ('L‘A)k_g R — a”,,_(k_,) (vd)s
+ 1)1,-1; + bi,-(k-;) Uy + ......... + bl,() Uk

Ayant obtenu "y, by, 8%, 84, nous pourrons calculer a"y, ba, 8%, 8123 2”2, 842, étant, comme on
sait, les conjugués de a”y , 8%, , et by, 825 , les conjugués changés de signe de by , 67, . Nous aurons donc :

a’s.x = a"h—k 822,1( = Sily—k
b2,k = by, 6'flsa,k = 8"’11,—1\
18. — Nous pouvons aborder la rechercher des intégrales générales des équations (50) avec seconds

membres et, pour cela, il faut tenii compte des fonctions U,V , Z et J. Or, d'aprés la maniere dont elles ont été
formées, ces fonctions sont du second degré au moins par rapport a 6x, 8y, : 3x, dy sont petits et 5, dans la
plumart des cas, est petit également, de sorte que dans la détermination de la partie principale des inconnues, les
fonctions U, V , Z, ] pourront étres supposées nulles.

Prenons la premiére équation (50). Au lieu de chercher son intégrale généiale, nous allons chercher direc-
tement les fonctions 32 et 84 qui lui correspondent.



Nous avons d’abord : a0 =& 4+ =5
ce qui donne :

5 (x01) = 8% + 3g 3 (y0) = 8% — 9
D’autre part, nous avons :
Cl” = Cl a"', + C2 a”2 b = Cl b1 + C2 bg
et les relatisns (54) :
8¢ = (ud)a"” + bv dn = (vA) a” + bu
Transportant dans ces deraigres formules les valeurs des intégrales a” et & , nous pourroas écrire :
38 = C, 88 + C; 8%, on = C; 31y + C; 81
ou C, et C, désignent deux constantes arbitraires et ot on a posé :
3 = (uya"y + by v { 38 = (ud)a”"s + by v
3y = (vA) 2"y + by u [ 8y = (vA) a"s + by b
Remplagons alors C; et C; par deux nouvelles constantes & et 9y liges a elles par les équations :
EW ‘i(?o [0} i‘?a
Ci=—c¢e Cr=—ce
2 ) 2
et rappelons-nous que 1'on a :
82y =08 3y, x B 88, =68 = Yep i B
Oy = B8 B v i By Ony = 0 8 vy i O
Si nous faisons : Go =g V — %0
uis 8 _ 3 _
pu (64 bis) 88k = 0k :35...,1;—(0}1--1,1;
87][,1; = vk brl-l,k = WV-rk
ce qui donne : 821k = 8%, & Sk = — 3k
et enfin si nous posons : e iGo : -iGe
g =—e el = ~ ¢
2 2

nous pourrons écrire les valeurs de 8% et 97 sous la forme :

(65) 82 = g 8&1 + € 82-[ 8"1 =& STH + e 87"1
avec : 3 82,1 =X 82“1; = 82-1 =2 Sz'l,k o
(66) 3y = 8y O 8.y == X 87y x BF

Ayant obtenu les fonctions 32 et 3n, , nous pouvons calculer les accroissement 8x et 8y ccrrespondants. Les
formules (36) nous permettent d'écrire :

X = 3 (xfit) €N 4 8 (y8) e'iN:I

|

48 (x1) €N — 3 (30) e‘iN]
L

1

dy =

N[ vle

- T — Pt

ou bien, en remplacant § (x0 1) et 3 (y8) en fonction de 3§ et 87 :

a < o s )
oX = - tt8£ + 67) &N + (3% — &n) e-lN]
2

8Y == | (8% + 80) €N — (82 — 8¢ e'iN]

21 |
Faisant usage des formules (65) et (66) et combinant les exposants k, d'une part, et —k d'autre part, de

maniére a grouper les mémes coefficients, nous obtiendrons, aprés avoir transtormé les exponentielles en sinus et
cosinus, les valeurs suivantes pour 6X et 8Y :

3X = ‘; E [(82,,k + 31,x) cos (N + Gy + kV) + (881, + 31.1,x) cos (N— Gy — kV)]

(67)
8Y = “{ 2 [(ail,k + ¥n.x) sin (N + Gy + V) + (82 1,k + 301 1) sin (N — Gy — kV’]
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19. — Passons aux coordonnées polaires » et v . Nous avons :

s 1 [
L= <r~> + 8 (7—> =(xy — )3 ="[(2s + 6x) (30 + 0y) —2° |2
a o a

a

Développant le radical par la formule du binome et retenant seulement la partie principale du développement

. . . [T
nous obtiendrons pour l'accroissement ¢ <—> :
) a

NS I N
o (—) =3 oo (x08y + y48x)

a

Apres quelques transformations simples et tenant compte de ce que l'on a :

3 (x6-1) = 6-18¢ = 6-1 (8% + dn) 3 (#0) = 08y = 6 (3% — &)
nous obtiendrons finalemeat : T s R
0 (‘a' == py {5002 — 10%)

et ceci peut étre écrit, d’apres les formules (65) sous la forme suivante :

(68) s (5) =es (%), v (5),

avec : S/T\—. \ 3. sITN sz
J > AR L' B

o . - . {n .,W> S
~ - Ty il }
\a /—l

En faisant enfin usage des formules (66), nous obtiendrons aisément le développement trigonemétrique suivant :

(69) ) <2>=528<£>“k cos (Gy + kV)

avec : ES . R
2 (‘) = (0050) 821, — (pomo) 3nx
a 1k
Pour la longitude, nous avons :
N R l
=79, | ov =1, 4+ 4} v=N + - vp =N + —
1

et nous déduisons de la :

o
)
l
w.| 22

Pour calculer 6/ , reportons-nous aux formules (36) qui donnent par division :

Th (% + 8l) = Thi =3

awt

D’apres la formule d'addition de Th cec: peut s’écrire :

R Th i, + Tha!
Th (ly + 8/) = ——0 0T "%
(o ) { + Thi, Thal

et nous tirons de la Th 8/ sous la forme :
Th(l, + 8/)—Thli,
1 — Thiy Th (ly + 81)

Thal =

Comme on a :

N o + 07, o
(o o + 8F ’ 20
nous pourrons écrire, aprés quelques réductions :
o8 — nodt 9 208 — m3%

Thél =

= 0%
2 2 A o A v 2 (% D I
2, — 1% + £03% — mpdn 1+ po? (5635 — molm)
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Développant Finverse du dénominateur en série procédant suivant les puissances de 0% et retenant seulement

)

d

les termes du premier ordre en 8% et 84 , nous obtiendrons :
Thdl = g% (887 — 71,08
Faisons maintenant l'inversion de cette équation et ne conservons que les termes du premier ordre du

81 = p% (&8 — 1yd%)

développement, nous obtiendrons la valeur de 8/ sous la forme :

et, taisant usage de la formule (65) et des relations entre les fonctions conjuguées, nous pourrons écrire 8]
8] = &0, + 48[,

sous la forme :
80y = — (p0) 8%; + (o%%e) 81y

formule ou :
6l_, étant le conjugué changé de signe de 3/,
Si, maintenant, nous tenons compte des formules (66) et des valeurs de ¢; et c.; , nous obtiendrons, apres
quelques transformations, le développement trigonométrique :
8l . .
(70) 2 = —= ¢S 8l,ksin ( Gy + £V )
1

8k =

— (p%mo) 88k + (9%%0) O x
20. — Considérons maintenant la derniére équation (50). Si nous nous rappelons que nous avons fait Z=0 ,

avec !

la formule (56) donnera pour l'intégrale générale :
s =0Ciz5—Cia

avec :
3y = BN, 1 bk 7y = 0heXc, Ok
Par analogie avec ce que nous avons fait pour la premiére équation (50), nous poserons, v et 9, étant deux
constantes nouvelles : v v
Cy = — iy C = 1 (i ,
2 2
51 NOUS poSODNs aussi :
Hy = hoV —
puis :
.Y H «l/ _‘H
vi = - ele Yo = — et
2 2
et enfin :
Zik = w'CyHk Fak = —wcik
nous verrons aisément que nous pouvons écrire
S = Y121+ V%
avec:
&y = Zzixf C-ik = Cp, k
z-l,k = — &~k

= Zz., ifk

S

az

Ceci fait, cherchons la valeur de 7 . Nous savons que :
Z= —

Remplagant ¢ par la valeur trouvée plus haut, nous obtiendrons, aprés quelques transformations simples :

71) Z = ayXz, ) sin (H, + £V)
avec
2 = (‘),CLI;
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Il nous reste a chercher la valeur de la latitude s . Or, nous avons posé :

g
§ = -
. N 12
tout revient donc a calculer s .
D’apres la troisieme formule (36), nous avons :
r
z=—Shs
a
et nous savons que, l'indice zéro désignant la premiére partie de la solution, trouvée au chapitre | :
By = O Gy =— O
Si nous posons :  p=po + ¢p ) nous pourrons écrire :  Sh o==2 (py + 9p) ;

mais, 8p est I'accroissement de py qui correspond a 8x, 8y, 2, et il ne dépend que de 8x et 8y au premier degré.
Comme il est petit, son produit par z sera petit aussi et nous pourrons le négliger en cherchant la valeur principale
de ¢ . Nous aurons donc seulement :

Sho=ypy %
Par inversion, et réduisant le développement & sa partie principale, nous trouverons pour ¢ la valeur :
6= pg 2
ce qui pourra &tre écrit sous la forme :
5= Y1 01 + Y-1 Ty
avec Ty == Do %4 Sor = Qo RB-1

Revenant aux valeurs réelles, nous obtiendrons pour s le développement :

(72) s =7y Yo,k sin (Hy + A£V)
avec :

1
O,k = Pp W Crx

Dans les formules précédentes, tant pour la premieére équation (50) que pour la derniére, nous avons introduit
deux quantités w et w' qui doivent &tre déterminées par une convention spéciale Nous sommes en mesure de le faire
maintenant.

Pour déterminer » nous poserons 'équation :

ol =2
et pour déterminer o' nous ferons :
G1,0 = 1

Examinons maintenant les séries qui donnent la solution compléte obtenue jusqu’'a maintenant. C'est-a-dire
les séries obtenues en ajoutant, pour chaque coordonnée tant rectangulaire que polaire, les solutions obtenues aux
chapitres I et 111, et supposons que 1'on fasse vm® = o . Il est aisé de voir que la petite planéte pourra étre considérée
comme se mouvant approximativement sur une orbite klépérienne dont 'excentricité serait ¢ et la tangente de 'incli-
naison y , l'argument de la latitude étant H, et 'anomalie moyenne G, . La longitude du nceud et celle du périhélie
auront donc respectivement pour expressions :

Q:N—Ho ?:N—Go
Or, on peut écrire : Q=N -1y (N—-N)+ g
¢=N—gi (N~ N) + o
cc qui montre que les angles @ et ¢ varieront proportionnellement au temps avec des moyens mouvements nh"y et
ng"y , et on aura :

\ hg o go
(73) hly =1 ——— gho=1——=
1+ m 1+ m



21. — Nous avons donc déterminé completement les inégalités de la petite plangte qui dépendent de la
premiere puissance tant de son excentricité que de la tangente de son inclinaison.

Nous pouvons essayer de poursuivre la solution par approximations successives au moyen de séries
ordonnées snivant les puissances des parameétres ¢, vy, ¢ ,y , o, en désignant par ¢ et y' les constantes analogues
a ¢ et y relatives a la planete troublante.

Pour cela, nous prendrons d’abord les portions de U,V , Z, J qui dépendent de ¢,y , 2 , & la premiére
puissance. On voit de suite que Z ne contient que des termes en y. Appliquant la méthode exposée, nous
déterminerons les inégalités correspondantes pour x, y; il n’y en a pas pour 2 . Nous prendrons ensuite les portions
de U, V, Z,] quisont du second degré par rapport aux parameétres et nous obtiendrons les inégalités correspon-
dantes pour x ,y , & et ainsi de suite.

Pour effectuer ces calculs, il faudra préalablement développer les fonctions :

p/m etnl » plm

-en séries procédant suivant les puissances de ¢y et ¢’y , et les fonctions sin ms’ et cos ms’ en séries procédant suivant

les puissances de vy , ¥-1 . ¢y , ¢y ; nous donnerons ces développements plus tard.
P AET 5 PP p

AR E]

Si nous désignons par ¢ et ¥ l'excentricité et la tangente de l'inclinaison de 'orbite de la planeéte troublante,

par ¢' la longitude de son périhélie, et par €' celle de son nceud, nous poserons, par analogie avec ce qui a €été fait
pour la petite planete :

G =N —¢ H = N — o
S/ S’ Y’ Y,

¢ = - €6 ¢, = — G Yy = Ll Y = Lol
2 2 2 2

En appliquant la méthode exposée, nous pourrons donc obtenir la solution générale du probleme sous la
forme de séries ordonnées suivant les puissances entiéres et positives des cing parameétres ¢,y ,¢ ,¥ , 2, les
coefficients de ces séries étant des fonctions des 6 .

1] est visible, néanmoins, que }'application des quadratures successives que l'on doit effectuer fera apparaitre
des terme séculaires, Pour les éviter, nous modifierons convenablement les arguments Gy et H, de fagon a4 permettre
P'introduction de quantités indéterminées dont nous puissions disposer pour faire disparaitre les termes séculaires.

Nous remplacerons g, et &, par deux nouvelles fonctions g et 2 que nous supposerons fonction des para-
metres. Nous ferons :

G =g¢V—u H=hV—gq
de sorte que l'on aura :
e e .
g = - e-iG g = — e-iG Y= I eil Yo = Z e-1H
2 2 2 2

Nous supposerons g et & développés suivant les puissances de €2, y?, <2 , ¥ | o | la partie indépendante de
ces parametres &tanl précisément ¢gale 4 g, pour g et a &, pour A . Nous supposerons également que la partie
constante de la fonction ] , partie que nous appellerons ( J} , soit développée suivant les puissances de <%, v2, ¢2, y2, o2,
mais sans qu'il y ait de terme indépendant de ces parametres. Les fonctions g , & et (J) nous fourniront les coefficients
arbitraires dont nous disposerons pour faire disparaitre les termes séculaires.

Comme les fonctions :
p'm eTal

U
El Pm )

sont développables suivant les puissances de ¢; et<.; et que sin s’ et cos ms le sont suivant les puissances
”
. !, o, sontdévelop-

de vy, Y1, ¢4, ¢, nous voyons que nous pouvons supposer que x ,y, 5, a0, 30,5 q
pables sous la forme suivante :

x = Z2a, M, ¥ = E M,



séries dans lesquelles M, représente le monome :
M, = gpre_jpt Yial o9t slip,l e p-r1 Y'iq.l Y’_lq’-l s

les exposants étant des entiers non négatifs (s'ils étaient tous nuls on aurait My = 1).

D’un autre cdté, nous avons supposé ¢ , &, (J) développables suivant les puissances de &2

t Yz , e Yr'z , o2 :
nous pourrons donc prendre pour ces développements la forme :
g = Yggy MYy = Yhp My (J) = =] My
en désignant par M'y' des monomes de la forme :
Mo = (e 0P (vay-0)a {2 )P (Yiya)e oz
Veérifions que ces hypotheses cadrent bien avec ce que nous avons trouvé plus haut.
En effet, si nous prenons My = 1, les coefficients correspondants & x et » , x, et y, sont bien ceux que nous.

avons trouvés au Chapitre I. On a 2 =0 ; et les coefficients go et ko sont ceux qui ont été déterminés au Num. 17.

Ona Jo=o0

Si nous prenons M, égal a ¢ ou =, , les fonctions %, , &1, #y , m-1 , sont précisément égales aux fonctions
3%y, 834, dny, 8m.; , déterminées plus hautetlona 2=106, =0 . Si 'on prend M, égal a vi0u y-1, &1, 221, 61 , Gy ,

sont les fonctions déja déterminées et I'on a ¢éx , 8y, ... = 0 . Donc les hypotheses faites permettent de retrouver les
expressions déja calculées.

Il suffit d’examiner avec soin comment est composée la fonction des forces U, et les développements obtenus

. . . r
pour x ; v, ..., pour voir que dans les monomes M, qui figurentdans xf ' ;40 , <, , - ,/, la somme ¢, + g-1 est
a
paire, et qu’elle est impaire pour ceux qui figurent dans 2 et 5 .
On voit, d'aprés le mode de formation des coefficients, que {x0°')y, (#0% ,

....... 2n, 9n, sont des séries
en 9 de la forme :

(xf)" )n = X (A"O")n N . (_}’{,)n e ('1 l))nil\ "k ,,,,,

dans lesquelles les coefficients (x07')nk o (0%)ak

..... sont des fonctions de vm*® seul. Il en est de méme des
coefficients gn , Ay, Ju

Si l'on continue l'examen des séries (x0°') , (y9) , .... , on pourra voir aussi que dans les coefficients

€2 PR les indices /. sont de méme parité que 'exposant de 2 dans le monome M, .

En désignant par M., le monome conjugué de M, , c'est-a-dire le monome obtenu en échangeant entre eux
g et gy , YVietyy et ¢

vy ety., , on voit aisément que l'on a, en se reportant aux propriétés des
fonctions (xf.¢), .....

(x0-)nw = (0)n & (90)-0k = (x07)n,x o = ok
r 7
Tink T — Tin,-k (-) — (—) Lok = — In-k
a/’-nk a/n-k
Zpk = — &n-k S-n,k = — %o,k

Pour un monome de la forme M’y , qui est a lui-méme son propre conjugué, on a :

(e = (900, & (1hak = ‘ab )y Znk = Zmk Tk = — T,k
L\

7
('") = _) vk = — ok Spk = — p'-k %’k = — On’;-k
a’nk va ek

Il va sans dire qu’il en est de méme pour tous les monomes M, qui sont constants.

Voyvons maintenant comment sc présenteront les développements des coordonnées sous forme réelle.
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Le monorae M, pourra s'écrire sous la forme :
Mp = A, el pr-p-) G lag-a ) Htp,-p 1 G+ la 7 P 1
avec : A, — (i>pl+p-l <~_{)q‘+q.l (':_l»p'l—l—j)'-, (l")q‘l-H'-I s
2 2 .2/ 2
Si, mzintenant, nous posons :
an\ =kV + (f’{ - r-x) G + (qi - q 1) H + (,’l1 - p,-l) G + (ql1 - ql 1) H'
nous obtiendrons les développements -
X=aX A, (xhDan cos(V + Va)
Y =a A (x0 i sin (V + Vi
Z =a % A,znk) sin Vo

. 7
r = a 2iAq <> cos Vak
a/nk
v = N 4+ X A, 6/nx sin Vak
s = T Ap onk sic Vg

les sommations s'étendant a toutes les valeurs possibles dans chaque cas pour n et & .

Pour g et & on aura des développements analogues, mais non trigonométriques :

g:zgn' M,n’ h=2%hy Mln’

¢\ 2p N2q sgine2p’ saN2q"  2s
= ()7 (1) (£) (X}
2 \ 2 2/ 2
Si maintenant nous appelons ng’” et nk” les moyens mouvements des arguments N — G et N — H |, on aura
.pour g” et A" des développements analogues

ou M’y représente le monome :

22, — 1l reste a voir comment on pourra se débarrasser des termes séculaires. Pour cela, revenons aux
équations fondamentales (16) et (17), substituons-y les valeurs supposées des inconnues et voyons ce qui arrive quand
on effectue les différentiations indiquées.

Prenons pour celaun terme de (x6-1) , que nous appellerons A :

A = (x6-1)x M, 6~
et appliquons la différentiation par rapport 2 T . Cela nous donnera :

DA=A[k+(pi—p0g+(gi—g)h+ (pr—pa)m+(gs—g-)m ]

Supposons maintenant que 'on remplace g et & par leurs développements, que 'on sépare les termes qui,
dans la formule précédente, dépendent de gy et ko , et que I'on pose :

DiA=A[k+(p1—p-1) go+ (g1 —g-1) ho + ("1 — ) m o+ (g1 —q-ym]
D, désignant Vopération qui consiste a4 prendre la dérivée par rapport @ T d’un terme tel que A ou G et H ant été

remplacés par Gy et Hy . On voit, d'apres ce qui précede, que la différence DA — DyA se présentera sous la forme
d'un développement suivant les produits du monome M, par les différents monomes M’y , M, étant exclu.

Remplagons alors dans les équations (40), (41) et (42) la caractéristique D par Dy . Les fonctions U,V ,Z,],
seront modifiées car il faudra tenir compte pour leur formation des différences telles que DA—D,A , mais la méthode
d’approximations successives indiquée ne subira aucun changement car nous connaissons pour chaque différence son
développement suivant les produits Mn M’y , de sorte que la partie des fonctions U, V , Z, J, qui correspond & un
monome donné pourra toujours étre calculée dés que l'on connaitra les parties des inconnues qui correspondent aux
monomes de degré inférieur, a quelques exceptions pres.
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L'opération D, est analogue a la dérivation ordinaire et elle est équivalente a l'opération D quand on
I'applique aux fonctions a”y , a“s , 21, 22 . Elle jouit des mémes propriétés que l'opération D .

Drapres les modifications qui ont été apportées aux fonctions U,V , Z, ], il est ¢vident qu'il faudra, dans
ces fonctions, remplacer D' par Dy* |, en désignant par Dy* 'opération inverse de D, , opération analogue a l'inté-
gration, et qui appliquée au terme A , supposé non constant, le reproduira divisé par :

E+{ps—t-)go+ g —g)he+(pr—p)m+ (i —ga)ym

Si nous nous reportons a la formule {56}, nous voyons que cette opération porte sur des quantités de 'une
des cinq formes suivantes :

=tk M, . 0N M, O—hetk M, Gk M, . 0k M,
suivant qu'il s'agira des fonctions :
Dot (a"s 2y , Dy'{a”’tZ) , Dy (2Z) , Dyti(zZ) , D' B

k désigne un entier quelconque, et il est & remarquer que les facteurs 0t &, (%bs  se trouvent détruits ultérieurement,
q q q
puisque les quatre premieres opérations D, ! doivent étre multipliées ensuite respectivement par a’y , a”’s . 21, 25 .

On aura donc, par exemple :

fets M,
Dyt { fets M, ) = i

go+hk+ipe—p)go+ (g1 —ag-)ho + (Ph—pl)m + (g —g-)m

ce qui montre que le calcul est immeédiat.

Il n'y a d'exception que si l'opération Dy ! fait apparaitre un diviseur nul. Pour qu’il n'en soit pas ainsi, il

faut que les fonctions (a”s Z) , (a”4Z) , (22Z) , (51Z) , B, ne contiennent respectivement aucun termes des formes :
f gy My ’ e e My , fi-he Yi MYy . ghs Y1 M'y s My

Or, ceci pent étre réalisé de la facon suivante : Considérons la fonction (a’»Z), le coefficient de 8¢, M'n’ dépend
de la constante g qui est encore indéterminée. Nous pouvons donc la choisir de fagon a faire disparaitre ce coefficient
et, en méme temps, disparaitra le coefficient correspondant dans la fonction conjuguée Considérons maintenant la
fonction (227) , le coefficient de 0-bo v, M'» dépend de /iy et nous pourrons disposer de cette quantité de facon a faire

i P p p q ¢

disparaitre ce coefficient ainsi que celui de 00y, ‘M, dans la fonction conjuguée.

Il reste a faire disparaitre le coefficient de M'y dans B. Or, il dépend de Jo que nous déterminerons de fagon

a annuler ce coefficient. .
. . oF . . . . L
La fonction J contient la quadrature D-! —(—N,—)- mais il est aisé¢ de voir que la fonction soumise i cette
2 (2
quadrature ne peut contenir aucun terme constant €t que, per suite, elle ne peut donner lieu a aucun terme séculaire.
Nous ferons en sorte que le coefficient complet de sinG dans le développemznt non symétrique de la

longitude v ait pour expression :

et que le coefficient complet de sinll dans le développement non symétrique de la latitude ait pour expressions :

1

v+ L NI
128 64

2
Y —ve —
vey s . . , . . , T . . .
comme s'il s’agissait d'un mouvement klépérien pour lequel I'excentricité de l'orbite serait ¢ et le double du sinus de
la moitié de l'inclinaison serait ¢gal a y . Pour cela, nous ajouterons aux opérations Dy=' (2”5 Z), Dyt {2”y 3, Dyt (2:2),
D¢t (5Z), des termes tels que c'0-& e My | ey, MYy, oo vy My, cWhoy=t MYy, et nous déterminecrons la
constante ¢’ dans chacun d’eux pour que la condition posée plus haut soit remplie. C'est ce qui a été fait déja pour les

termes 2¢ et Yy quand nous avons posé :
0li.0 =2 Gy = 1
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DEUXIEME PARTIE

i D) (T e

CHAPITRE PREMIER

Etude des petites Planétes par groupes

23 — Tout ce que nous avons dit jusqu’ici se rapporte au calcul des perturbations générales d'une petite
Planéte isolée. Nous allons maintenant introduire la conception fondamentale de M. Karl Bohiin afin de traiter les
petites Planétes par groupes.

Pour cela, désignons par u le rapport des moyens mouvements de la Planéte troublante a 1a planéte troublée,
nous aurons :

(74) =
puis, désignons par w, un nombre rationnel voisin de v qui sera généralement une fraction simple, et posons :

(75) W=t (1 — w)

w étant une quantité petite.

En introduisant dans les formules 1 a la place de m et remplagant y. par sa valeur(75), nous obtiendrons
pour la solution des fonctions de w et de w, . Le probléme reviendra alors a développer toutes les fonctions suivant
les puissances de w , les coefficients de ces développements seront alors des fonctions du nombre rationnel choisi yo ,
ce scront donc des nombres obsolus et ils seront les mémes pour loutes les petites Planéles pour lesquelles on pourra

uttliser le nombre w, choisz:.
Nous devons examiner la solution trouvée a la premiére partie. en vue d'introduire py et w .

Si nous nous reportons aux formules trouvées, nous verrons aisément que le probleme se simplifie. En effet,
toutes les formules du chapitre premier reposent sur le calcul des séries (x0°1) , (y0) , dont les coefficients sont déve-
loppés suivant les puissances de vn? | (nous avons remis vn? au lieu de m') , la succession des exposants étant :

2h , 2h+ 4 , 204+8 , ...

les coefficients de ces puissances de vm? étant les fonctions xjj , y,j , dont le calcul a ét¢ expliqué au num. &, et qui
sont aussi des fonctions de .z . LLes formules du chapitre 1l reposent sur le calcul des fonctions u et v, calcul qui
dépend lui aussi des fonctions dont nous venons de parler.

On voit donc qu'il suffira d'effectuer le développement des fonctions (a8 o,2n , (¥0)o,2h . €t celui des coeffi-
cients i , yij , pour pouvoir calculer la solution complete du probleme.

Nous allons nous en occuper et nous donnerons ensuite les développements des fonctions qui entrent dans la
solution générale.



24. — Tout d’'abord, nous devons exprimer 7 en fonction de u, et w . Or, nous avons, d'aprés la définition
de m
7‘1’ !J.
N = ———- ==
n—n 1 — &

ce qui s'écrit, en remplacant u par sa valeur (75) et apres avoir remarqué que l'on a -

o
ny, =

I Uy

my {1-—w)
- H == ——
(76) 1+ 7y

Ceci fait, nous remarquerons que les coefficients sont fonctions de m directement et par 'intermédiaire des

fonctions xij et y,j , de sorte qu'en introduisant ¢, nous devons effectuer séparément les développements des x5, 3.5,
suivant les puissances de w , puis, les multiplier par les développements des puissances correspondantes de 7 .

Si nous revenons a la formule (76), et si nous 'écrivons sous la forme :

m I —w

mny 1+ myw

nous obtiendrons, en effectuant la division 1ndiquée suivant les puissances croissantes de w :

my

= 1 — (1 +my) e + ory (14 myy w? — my? (10 + mg) et 4

e

+ (= g (04 my) on

Ceci pourra étre écrit sous la forme :

en posant :
777 W= (1 + gy e — my (1 + m) et + oyt {0+ o) w? L
Si nous calculons les puissances successives de W, dont les premiéres sont :
W = (0 + m ) w? — 2my (1 + my)? w4 3m? (1 + m)? wt L.
W ()t — 3y (0 By w4+ L

W= (1 + my bt

nous obtiendrons pour la puissance 2/ de m la formule :

n22h
(77 1) & T T T Clon (1 + my) w + [ Clap g (1 + my) + Clan (1 + 51y)° T o -
? [

— [ Clon m% (1 + mp) + C2n Clymzg (1 4 mg)* + Clon (1 + m20)*] w*. ..

Ceci fait, occupons-nous des coefficients (x0-),.h €t (v0)o,2n - I suffira d’effectuer le développement pour 1'un
d'cux, les autres s’en déduiront par changement d'indices

En examinant les formules (29}, nous voyons que la forme générale des coefficients est la suivante :

(x0-Uo2h = (vi?)P xpap + (vin?)h+2 xppaan .o R .
(vim? = m'?)
(¥0)o.2t == (vmm?}b ypon + (vaz?jhtz yhtzzh

et ceci montre qu 1l suffit d'effectuer le développement des «,, et des yij -
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Lorsque nous remplacons m en foaction de u, puis . en fonction de py et de w, nous pouvons appliquer la

™,

formule Taylor aux différents coefficients xi,j et y;,j . Pour xi,j , cela nous donnera :

dxi i w0 wo? [d? xy;
Xii = Xi,i (o) — U ! + . }
L1 L) bt d:«L &L" 1.2 dgLZ }1-0

et il faut calculer les dérivés successives de x;j par rapport a w . Cela peut étre ¢vité par un artifice. En effet,

nous avons :

d'ou nous tirons, par différentiation :

(78) dm = ————

Si nous remplagons dans la série qui donne «i,j , dx par sa valeur en fonction de dwmz tirée de la formule (78),
nous obtiendrons la série :

(o) (1) — 0 o [dx;_j] + w? wy? dxi.i]
- s o= % o — | 22N —_—n =] ...
7 RERE (r—po)® Ldm Jmy " 127 (1 — )" Ldm® I,

Faisant la méme opération pour tous les termes de (x0')o.n , (¥0)o,2n , multipliant chacune des séries
obtenues par le développement de la puissance correspondante de m | effectuant les réductions nécessaires et
ordonnant enfin suivant les puissances de 1 , nous obtiendrons enfin pour (x6-")g2n , (¥ 0.2n , les développements

suivants
(80) (x("!)o,zh = (,\'0")(0)0‘?}, + 7 (x()")“)o_,h + a2 (x6~l)(z'0._,h + ...

avec :

{x0-1)00) o = (vm%)h X oan () + (vie?g)btz xhdzzh (go) o0,

(xe-‘)(o)o 2h = — ("”1')0)1’ [Clzh (l+/”u) Xh 2h (U'o) + —‘U;U— . d-\'h,zh +

’ ! (1—we)?  dmy
, %0 dxh-!—z 2h’
— (vm?b+2 | C X : —1.....
(v ‘,) [ 2h+4 ( {4 /11y) Xh2,2h (}1-0) -+ U= dma I

’ d
(x0-1)(2)g oy = (vm?g)h [[ Clonmy (14 m,) + Chn (14 124)? ] 2,2 () + Clan (14 m2,) r% . ::;:h
] 0

I ) d? xh.2h 2 \hda ' N \
+ 2 (x_-—u._)" T dm®, + (o2 )btz N [ Clangy my (14 m2g) + Clahgg (1472,)° T Xhga,2n () +
0 (L.

+ Clongy (14+my) . + -

Wy dXht2,2h 1 u?, d“xh+2,,h]
(1—p)? dm, 2 (1—u) dm?*,

(81) (30,20 == (30)10% oh + 2 (Yo n + w2 (¥0) 2 m ... ..

formules dérivées des précédentes en substituant vhx & xb i -

Reportons-nous maintenant au numeéro 11. Nous voyons qu'il faut calculer les quantités K et a . Elles sont
données par les formules : (33) pour K, (35) pour a et (34) pour la quantité auxiliaire ¢ . Nous allons les adapter au
cas actuel.



Prenons d'abord la formule (33) et remplagons m et m* par leurs développements suivant les puissances

de w (formules (77) et (77bs) ). Si nous posons :
cK = (cK)* + = (¢t +— w? (cK)2 ...
nous aurons pour les coefficients (¢K," les valeurs suivantes :
(cKyor = 1 4+ amy + (1 + v) m? + 3 (vinny?) (a0-1j008,
(KO = — 2y (rmy) — 2 (14v) me? (14my) + 3 (v [al )Wy — 2 (1 4 ) (a0-7)(0 , ]

(K@ = ama? (1+m) + G+v)ymd | 2m, (1+my) + (1+I711,,2 14+ 3 (vmy?) [(x()-l)w‘,,_g — 2004 my) (x0-1) Uy, +

+ [ amg (14my) + (14m,)? ] x-t)od,

Pour avoir la valeur de K il faudra calculer a part la valeur de ¢ . Celle-ci est donuée par la formule (34).
Si, dans celle-ci, nous remplacons les Zon €t 7o,n €t leurs puissances par leurs développements suivant les puissances
de w et si nous ordonnons par rapport a « , nous obtiendrons pour ¢ la formule :

(83) c=cO + g 4l gt 4 L
avec
clor =1 4 6 [20),u]* — 3 [, + 6 [20,0 17 — 3 (010,07 — 24 [29,,,]° 2000 +
ety = 12 i'”'..,z E-“)or-’ — 6 1%, 'ﬁ(”.,,z + 12 ":.“"(..'.‘ 31»0” — 670 L — 2 22(0\".2 g_mw ‘g_(z)lm + 2% przh? E.“’m’«] + ...

2= 6 [[i‘”mz]z + 2 20y, 5(2)"’2J -3 [["1“’1;;2]2 + 2710, o2 l +6 [[E(')uw'«]g + 2’:‘,,‘0)(,” i(z)xﬂ:l —

-

o 2 . B r 20 z z £ z i 2 2 4
-3 I:[rl“)m’--] + 2"|m’m’+ ’n‘:”m'-- — 24 l L‘(O)n‘-" = 2)“” + 7‘-(0)0)'-‘ ‘-‘”w'—' ‘-“'tn'b + __io)l”,& [{1")11’3] + 280, "2)“‘2 ]] L

Nous arrivons au calcul de a . LLa formule (35) donne pour a :

K .
a=a—— P
(1+m)

mais on peut écrire :

1 + n,
T+ = —
14 a7
de sorte que la valeur de a prend la forme :
i 2 2
a=a, K (G +m)s(1+mw *

dans cette formule il faudra employer la valeur de K calculée en fonction de @ numériquement. En développant le
dernier facteur suivant la formule du binome et ordonnant par rapport a 7, nous obtenons pour a la formule :

1] 2
. == - 2 2.5
(83) a=a, K 3(14+m)s {1 —Zmyw+"2m vt .. ..)
3 3.6
3. . . . . 7 . . r 7 .
Ces préliminaires posés, nous allons passer a I'adaptation des formules qui donnent (:) , U, X, Yy, puis
. axr S r ~ T ~ ege . : v
de celles qui donnent 6X , 3Y , Z, o (— ) , 6v . s et des formules auxiliaires.
a




CHAPITRE 11

7

25. — Pour adapter les formules qui donnent < > , %o, No, Yo, au calcul des petites plan&tes par groupes,
aso
il nous suffit de remplacer dans les formules (35ter) , (36tr) , (38} , les Zoh , Moh » (X0 1jon , (¥0)on , par leurs
développements suivants les puissances de w .
Nous remarquerons que nous n'avons pas donné encore les développements de %1 et de 7o,n suivant les
puissances de w , mais, comme l'on a :
{2 Zoh = (x0 o + (00,8

? 2 fio,h = (x0- lo,h — (_)'U)o h
il suffit d'ajouter membre &4 membre ou de soustraire les formules de méme rang (80) et (81) pour les obtenir.

Remarquons aussi que le calcul des développements de X, et Y, est immeédiat car leurs coefficients ne sont
autres que les coefficients (80).

r
Il nous reste a calculer les développements de <;> et de v .
0

Nous poserons pour cela, afin de simplifier les formules :

Zop = Ol + w il + w? Elgp L oh = 7Y% h + v 0V n + @i hon

Ceci dit, dans les formules (35tr) et (36tr), nous remplacerons les Zon et les mon par leurs développements
suivants les puissances de w et, effectuant les opérations, en nous bornant & conserver les termes en w et w® nous
obtiendrons les développements :

ron = 7O + wriop + w021 (Bgp Lo

lop = [(o)o,h + ‘wl(I)n,h + o iy L

avece -
19 6 = 1+ [ 119507 4 [0l0 412 — 2800, 0, 400, + L.
7“)00 = 2 'AO)o,z "1(”0,: + 2 "110\0,4 "1(“04 - 2 E(”o,z [nto 0,2 'ﬂ(“o.4 + i 0,2 'ﬂ(o’o.d T e
(85) ‘ > . ; .
(2)0.0 = [7‘1(”0,2 ¥+ 27l , "1(2)0,2 Rl BEALA L]_ + 2 7%%,, "1([‘0.4 -2 ;10‘0'2 {"2(0\0,2 '0(2)0,4 + "il”o,z 7‘1(')0.4 +
+ "1(2'0,2 7’1(0)0,4J — 2 3‘”0,2 AL 71(”0,1r + 1, "n‘o‘o_] T—z 32)0,2 "1‘030,2 '4(0'0,4 + ..
7(0)0,2 = 2 E(0)0 2 E0)0,2 ["I(o)o,z j!“) + 2 -,](030_2 "’1(0)0.4 + ...
,(1)0,2 = 2 };(1)0’2 — 2 2(030,2 'rl(o)o,2 Wy, — };ll)o’z [0 5,12 + 2 [ 010 4 1}([)0’4 + -q(l\o’Z "1(0)0,1] + ..
{86) ¢ (2) %(o) ( 2 ) o ‘ (o) ( :
2y, = 2202 5 — 20, [0 l)o 2P+ 2 N %, 2 "’1'2)0,2 — 23 "I(O’o,z 7o — %%,z [ ')0.2 1P+
+ 2 [12), "1(0)0,4 + 1l 7l(l)o.4 + 7ol , "1(2)0,4] + ...
\ 7(0)0,1, = 2 Z{O)o ;T [71(0)0,4]2 —_— ..
1(” e 23(1) - 27»(0\ Patel —_ ...
187) 0,1 0,4 i o 1M o i
z Bl
2 ’(2)0.1 - 2 ;(2)04 - [[ "i“)o 4 J2 + 2 ”‘1“0‘04 '4(2)0,4J — . ..
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4 . . 14
B2 T 2"1('[”0):'. - 23[“)(),2 '1“”1)-@ + 2(,(0’"‘2 (_0)0,:, ..

: o . . ) .
0y = 271",1)12 - 2] :_00)0‘2 "'l“’m'» + :-"')u:'! 71(0)0:% 1+ 2 'fn(mof_’ :.“jm'. + il '».(0)0,& | I

(88)

e 2»@(2\“’2 — [’5‘_(2)0‘2 7‘(2)“ L+ ’:’_(1)”’2 'q(l)(“,p.*_’é(z\"‘g "1(0)¢;,L]+2 [7](0)0’2 ";(2)1;,@+'ﬂ(1)1;a2 E..(')(, L‘l’”’l(ﬂmz ;(O‘OW 1 ...

T ——— N
o~
w
e ©

— e M z . 4
/ l(O)m’r —_ 2fl(o)1n£ - 230)“,2 T.“”U-z - 2‘.'0'”.2 ’]lmo-h *‘ 271(0)()12 s(O)Uati
— e L Y z el 1) o : ~ [4 z o z
& [“\1))’» — 2'A“)u:’v —2 {E‘o,mz Tn'“u-z + »“’”,2 rtm u;il -2 [sm)mz "l“’oaﬁ + E-“)o,i r“”‘“,ﬁ_] + 2 [G{O)qu ‘-’“()a(‘» + ’l(l)oa‘_’ 1(0)0;6.-}
2R bis - z Py P » w
(88 ) 1(2)1)12- = 27](2)1;,L —2 [Z(O'mz 'ﬁ(z).,,‘z + -(”mz 'q(””,._, + :.(2)0,2 71(0)1)'2] - 2[;(0)()’2"1(2)076 + 2(‘)”,2 7)(”1;7!; + ;(”0:2 ’n(O)orﬁ] +

. r
+ 2 L,‘(o)”’z :-(2)“.6 + 71{”07-1 E(”",n + 7’1'2“”2 E(O)()m] +

a
zet s, nous devons calculer le développement trigonométrique de p," avec n =1, 2, 3 et son développement suivant

N ~ r N
Avant de nous occuper des formules qui donnent les compléments 8X , 3Y , 3 <—> , 80 , et les coordonnées.

les puissances de w .

WD

0 "020)

En mettant i, en facteur, développant le radical par la formule du binome et mettant 1 + %, a la place de §, ,
nous pouvons écrire :

n,,  nln+n,,, no, n+2., nin42) |
=1 —3 +—32 ... + = {1 = ;(,+...)+———'—‘ﬁ’"(l.....\
I 1.2 2 ) 2.4

Remplagant maintenant 2, et v, par leurs développements en fonction de 0 et transformant les exponentielles
en lignes trigonométriuues, nous obtiendrons pour g, le développement suivant :

(R9) s = (6%,) + (7.2) cos 2V 4 (p7,1) cos 4V = oo
avec
P P " - 1 P E
(") =1+ n(n+1)2% 0+ n(n+1) 22 — n e, —nad,, —n(n+2) 2oy 60 — o (n+2) (n+3) 2202 6202 + ot

: o Eope
(9“0)2 =-—2n %, + 2n (" + 1) Q02 S0yr T 2R Mg,e Ty +n (’l + 2) Z0y2 (T0e2 + 0 v e

(P0)e = —2n S + 1 (n+ 1) 22,2 + 1 5%, + 20 (4 2) oy Ty + 20 (7 4+ 1) S0y Blay2 oo

Ceci fait, remplagons les ioh et non par leurs développements suivant les puissances de @ , ordonnons et
arrétons nous aux termes en %, nous obtiendrons pour les divers coefficients (g% les développements :

(?n“\h - ((ln")b(ol Q) ({J"u)h“) + (2 (‘an")hlzb + ...
avec
(‘On“)"m) =1+n (”+I) [E‘O)“"-’-Iz +on (”+I) 'Li(o)“‘,']i —n [’ﬂlmn,z]g —~ 1 ['rll())“,,'}'-' e
\ (Pn“)“m =2n (ll+l) [’2__10)“’2 Z_(”(;,g + 5(0)“,,' g.mu,,’} — 20 [0, w4 oY AL B
(90) ¢ ({J“u)n‘“ =mn (ntr1)l230,, 200y L) 2 Bl 2 (200,00 — o D20, (2 4 (A 0) +

. ) . 2
4 2mlohy,, 2+ ()R ]
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[ (em)r = —2n 0)g,s 4 21 (nd1) 200y, 200, — 21 10,5 WO,

(p%012' ) == — 2; 20,0 + 27 (1) [EOI,, B,y + B0y, 20003 — 2i [0(0% ., a4 ity 10y, ]
. . . . . . ,
{91) (o7)al?) = — 21 22,5 + 2n (R4 1) [20%,, 220, 20,0 E0,0 4+ £2%,2 20k ] — 20 [410,, 112y, +

+ 10,0 7,0 4 12 miol ] L

/o (pRo)lo) = — 2m £, + m (m41) [E0)g,0]t + 1 [419,2]F 4+ 21 (n2) nioly,, oY,
(pP0)a(t) = — 2, &g, + 2; (n+1) B0)g,0 £y 0 + 2m (0%, (1), + 272 (n+2) [0, 0 Dys + 10, nl0dy ] oo
(92) (P“o)a(’) = —2n 22, + 2n (71+l) [ 22000, 220, + {20,207 + 1 [ 29100y, 42, , + ('ﬁ“)n,z)2 1+

”—f— 2n (n42) [ 90, 020, + !0, 0, + 12, 7ok, ]

25. — Nous pouvcns aborder le calcul des autres séries. Nous remargquerons tout d'abord que toutes les
. . r N . y .
séries qui entrent dans les formules donnant 83X , 8Y , 2, § (—) , 8o , s , sont des fonctions d'une ou de plusieurs des

a
fonctions P, Q , 4, P?,Q%, a2, DQ, Ke¥ + 2vm?, PA | ud, ), qui sont elles~mémes des fonctions de « et de v

d’apres les formules (63) . Nous devons donc commencer par développer u et v suivant les puissances de w .
Nous reportant aux formules (64) qui donnent les coefficients u\, et vk en {onction de %o €1 7on , DOUS VOYONS
que ces coefficients peuvent s’écrire en fonction de w sous la forme :
( we=(%x+k 19 k) + w (A + Enek) + 2w (B k 4+ ki k) +. ..
©3 [ o= (1o + & 2001 + 10 (o + k E0ox) + 0 (rftlos + Ak EM1) +.
ce qui donne les développements cherchés de u et de v .

Pour les développements des autres fonctions, nous nous reporterons a la troisiéme partie ou sont données
en fonction de wx , vk , des Zon . Tion » foh » l€s développements de ces fonctions en séries dans le cas général. Nous
remplacerons dans ces développements ux , ¥, %ok » ok , Tok , par leurs développements suivant les puissances
de w , nous ocrdonnerons et nous arréterons a w? car, dans la plupart des cas, w sera tres petit. En donnant a chaque
coefficient la forme générale :

C=Clor+ Chm+ C2* + ... ..
nous obtiendrons les développements suivants :
(93bm) Pylot = 3 Pytt) = — (1+my) Po2) = m, (1+my) ... ..
{on Pyl = 29,000 — ay,lo) g0 4

Pt = 29,00 — 2 [us'0V 0,00 + 2,00 9o} — 2 [2,000 4,00 4 9,40 4,01

(94) Pt2) = 20,02} — 2 (14,00 9,02} 4 ot 0,00 4 1,12 0,00 — 3 [g,l00 (2} 4 pott) (1) 4 p,(2) g, l0})

S — Tt

[ Pyio) = 4o,l0) — 4y,lo)
P = quitt — 4 Tuylor odm gy t1) wylor]

(94)

P2t = 4@,*(2) — g [ufor vyt 4 gyl Tt 4 2yt2) pylel]
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Qo =0

ng) == 20,101 — 21,10 ©,100 4 2p,t00 g 00

(95) Qz“’ = 2u,{1) — 2 {2,000 v, 4 g0,01) p1od] 2 [oyfol g t1) ol u,ylo)] ..
szzl = 200,120 — 2 (1,100 2 g, 0 g2 0] 4 2 [7)2!0) u,'(z) + v, u,y(n + vy g lo]
'
Qufor = qu,f0) — 2 [uy'0l}2 — 2 [wyl0N? L,
Qi-(l) = 4,”;!1) — quyio! walth — 40,00 o L
(95)
Q2 = qu2 — 2 [[ztg(‘)]2 + 2u,tol 112(2)] — 2 [['02(”]'Z + 20,0 'v-_x‘“] e
Ao'o) =1+ 2 [u_,(o)]2 — [1)2(0’]—' .....
Ao(” = 41!2'0) llg“) — 2’1.‘2(") o' L.
(96) - _ . .
A2 = 2 [[ug“‘]l + 20,00 g,l2) I — [[’vg(”]2 + 20,00 1‘2‘2)J .....
1
A0 = — i) o — gyt00 o) — qtol gl
2
1
( ’_) Aoplith = — gt 4+ = Cayfol o lie g 1) qgron] — 7 1.2(oi w4 ALY u,y(olJ 4+ ...
97 2
1
A2 :——112‘2' + = Luylo o2 4 w1yt 1,212;.3,‘(0” — T pglol llr,(" + 'L‘g(') “2(2) + 'L‘gh) “5:0)] .
1\ 2
A, 0 (i"lI’ V72 to}
WO = [ )P+ - Tt -t L,
2
(98) A = 20,100 gl 1) o qulor gt gl
o) 1 - i
A = ) (a0 4 200wy Z)I +3 [[ AL L PR A I (TACT
. 2

Les formules que nous venons d'obtenir, de (go) a (98) inclus, vont nous permettre de développer toutes les
autres fonctions. En suivant toujours la méme marche. nous obtiendrons les développements suivants :

(P2)a'o) == (Pylon* + 2 (Pyleyr oo,

(99) (P2))0) —= 2Pt Py 4 Pyl Pyl

99
(P2 = [ ) STTETE K8 wm] + 2 [i P 4 2Py Pgw] -----
(P21, == 2Pyo) Pyod 4 ...

( ) (P20 = 2 [P0 Py o+ P Pyo] 4 |

100

(P‘l)z(z) = 2 [Pyt P, 2t 4 Pt Pty + P, 2 Pyl + ...

T et
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(101)

(102)

(ro3)

(104)

(106)

(r07)

(108)

o

T —— e,

P

PN

o ———

o —— o s

o~

(Pz)z o) — 2P0(0) P,"(o) + [Pg'o) ]2

(P2),1) = 2 [Pyo P,0) + Py Po ] 4 2P0 Pufn) L.

(p‘Z),*(z) = 2 [Pulo) p,ﬁlzl + P"(I\ P+ Pu'zh pk*o)} — [1 13211)]2 + Zp_l-o‘ Pg(z)]

Q) = — 2 [Qyol -

(Qﬁ)orl) _ 4Q2(o) Qz(l) .

Q%210 = — 2Q,0) Qylo . ...
Q%2 = — 2 [Q,0 Q)N + Q0 Quot] .. ...
(Q%):2 = — 2 [Q.0 Q2 4+ Qa1 Q) 4 Qa2 Q0] L.,

(Qnld = [ Qa0 3 ...
Q%)) = 2Qy) Qyi1)

(Qz)"(z) = [[Qa“']l 4 2Q21or Qz"”] _____

(A2)gf0r = [ Ay ]2 2 [ Ayl00 32

(A‘J)()U) == 28,100 (1) £ 48,00 A0 4

(4%)412) = [[-\1)(”]2 + 24,9 Aom] + 2 [[ A,(0 12 4 24,0 .32(’)]

(A2),00) = 24 f0) A, 00 4

{(A%)y 1) = 2 [Agloh A0 4 Aty Ay0d p

(A2)502) = 2 [afol A0z - A1) A, 1) 4 A (2) A0 4

(A2),f0h = 250} Njiod 4

(Az),'m = 2 [ A0l A0 4o Nt Al

(A2),020 = 2 [A4000 Npi2h 4 A0 A0 4 Ated Njo ] 4
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& {DQ\L,!o) = 2Q._,to) ..... . (DQ)"(O’ B 4Q‘lo) .....
(IO()) (DQ)‘z(o) = 2Q2“) ..... (I IO) 5 (DQ),,“) _ 4Q,|‘(1) .....
(‘ (DQ)A(Z) - 2Q2(2\’ ..... / (DQ)'J?) —_— 4Q@‘2) .....
'\ (PA)ytor = Pylo) Aglo) 4 2P,l0) aylol 4 .,
(I I I) (pA)O(I) = ['[)0(0) AO(I) + Pu(l) AO(O)J + 2 [Pg(o) AQU) + P‘z(I) Az(o)] + ...
? (PA)y12) = [ Py'o) 32) + Py) Ag(1) 4 Pyf2) Aglod ] 4+ 2 [ P,10) Ayi2) 4 Pyt) Aptn) 4 Ptz Aplor ] |
\ (PA)yle) == Pylo) gtor 4 Pylod Aglo) |,
(112) (PAR() = [Pyfo) 850 Pyl 4,00 ] 4 [ Pyio) A1) 4 Pyt 34001 4
j (PA)Q(Q) = [ Pglo) A,12) 4 Pyl0) 301 4 Py'2) Aplo) | - [ Pyloy Agf2) 4 Pindgtn) 4 Pyiz) Ayl 4 .
[
(PA),{0) = Pylo) Ay0) 4 Pylo) Aglo) 4 . ...
(113) (PA) (0 = [Pyl 4,00 + Pylt) 4,00 ] + [ Pyfo) 4l0) + Pyt a0 ] + ...
{Pa)12) = [ Pol0) \y12) 4 Pyt A1) Py \lol T [Pytor Nyi2) + Pl Al 4 Pof2) Aylo0] o
L e
( (103¢)10) == g0} 4 215(0) Ayo) 4 ...,
(114) (ud)e{ M = 2o(0 + 2 (10,000 a1 + s 3000 ) + L.,
<
/ (ud)y'2) = 300+ 2 Tagl®) 3120 a0 3,00 a2 A0 ] 4
(uA)ﬂ(O) = 7,12(0) A‘)(o) 4 Ay000 L
(11 _) (UA)Q(') = [ug(O\ A()(l) + 1,(2(1) AO(Q)] + .32(’) + .
5
uB)o2 = [us(0) A(2) 4 ol Agln) 4 1,(2) Nglod ]+ Ayl oL
) 0 2t2) Jgto) ]
(IIA)VP(O) = uk(o) Ao(o) + 112(0) 32(0) o
(116) () 1) = [ 1,00 3plD) + 2,10 Aglo) ) + [ a0 Aplt) 4 ws(1) Age) ] + ..
11
(uAd)2 = [uyo) 342 4 1,00 3501 4 0, (2) Aglod ] 4 [pf0) 3,020 4 (0 3,00 - aapla) Aglol oo
(‘ ]7) ('UA )0 = 0
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(v_g)a(ot = p,l0} Nlor 4 L,

(0A)2{1) = [ 03"0) N5} + 051 Agfo) ]+ L.

(03 = 0,0 8 1 ...
(vA), (1 = [ 0,00 A) 4 2, (1) Aglad ] + L.

(118) s
? (0A)02) = [ 0300 Ayf?) + 2,00 Ayl + 0yl?) 3400 ] 4 ..
é (9A)4(2) = [ 0,0 Al2) 4+ 0,00 A1) 0,2 A0 ] 4 ...
\

Les premiéres séries qu€ nous devons étudier maintenant sont celles qul représentent les fonctions K‘O;’o +
2 .
2vm© et .

W = 2P — Q* — DQ — (Kp% + 2vm?)
et leurs expressions suivant les puissances de w s'obtiendront immédiatement en vertu des formules (g9}, (100), (101),
(102), (103}, (104), (108), (10g), (110), (123), (124), (125".

Prenons ensuite les séries représentées par les formules (67). Leurs coefficients seront calculés au moyen des
formules (64%is) et (64,) ce qui est facile car on connait les développements suivant les puissances de w des coefficients
des équations (64) et les équations :

81:,0 =2 G150 = 1

dans les premiers membres desquelles on mettra les développements correspondant suivant les puissances de w, don-
neront les valeurs de et o’ en fonction de v .

. 7
Nous pouvons donc aborder I'étude des séries que donnent 3 (—) , 00,7 ,s.
a

) . . NS . =
Nous remarquons d’abord que les séries qui donnent 3 <—> ¢t 8v contiennent les facteurs poo , 070 5 £%0%0 »
a

% 1o 1 nous les calculerons aisément au moven des formules (120) , (121) . (122), (90), (91) , (92) , et des formules :
Soh == &% + w Y h + w2 iy L

Noh = 1% b + W o + 102 42y oL
Ordonnant par rapport aux puissances de w et nous arrétant a w* , nous obtiendrons :

(120) Myfor = plody,y + pl)y 5 £V 5 + ..

My = o0 + [p0g,0 Eg,s + ol1,2 Eoly,] + ...

(121) Mylz1 == 0ta)y 4 + [pl0)g.p £, + Bty 5 B 4 ol2)y ) E@Y ]+ L
Mytel = olody -+ 2gl0ly Boly 5 + ..
( ) [\/‘2(1) — P(”(ML’ + 2 [‘0(0]0,0 i(l)o‘z + 9(()‘“" ‘5_(0)0,2] + ...
122

, . .
=02y, + 2 [000%,0 25,0 + 0l S, 4 pl2y,g 20 0] 4 L.

M, o) = plo)y,, + 2000, o,y + .
M, = oltly,, + 2 [pleYy,, iy, + olthy . ol ]+ ...

Myt2r = p(2)y 4 + 2 [ple)y, 2o, + oM 0 oy, + ol2ly,g 20Yg 1 + L.

Lo, S S T et T A
D=
s
5
|
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(124)

(125)

(126)

(127)

(128)

{129)

(130)

(131)

(132)

(133)

T e

e

Ny,=o0
Na'ob =2 [20000,0 10%,0 + ... ]

Nyttt =2 ll’ [0'9%.0 !0 o + 0ty 510),0] + .. ]

N, = [2 [0 4 n(2y,u + plg, m0g,s + o, 110007 4+ Lo l

N, =7 [zp(o)m” 7o, 4+ L]
Nyt =1 [ 2 [0, g, 4+ ol g mo) ] + . ]

N2 =7 [2 [P(o)n’“ .,‘tz\“’,' R \o(nmo -,‘ll)m,P + ?'7)07‘-’ "l(mo,'.] + ... ]

i) T 1
2 = 2 4 i

Eo(0) = (p%)2l0) + 2 (p%)al®) 20,0 + ...
Eut == (p%)al!! + 2 [ (p20)a'® H0g,0 + (%)l 2000 ] + ...

Estz = ({120)2(2) + 20 (93“)“(0) E—‘”m-.' + (920)0“\ E.“‘n,-.) + (?20)“(2) )+ .

Eyo = (920)'»(") + 2 (p%)alo 20,y + ...

B0 = (p%)/D + 2 [ (8%)l® By, 4 10%)el! Boly, 14

E, 2= (990".(2) + 2 [‘Pzn)o"’) RIS (p20)of " &y + (6%))e2 2ol ]+ ..

F‘(\ =0
Fatel =2 [ 2 (p)o'o ni0, + .. .]
Folt) = ¢ [ 2 [ (%)t Wy, + (Pgn\o(‘) NN, ]+ . ]

Folzt = ¢ [ 2 [ (%0001 1120,0 + (p20)0l1) 7,0 + (p20)al2) nloYy o ] + .. ]

Fuod = 7 [ 2 (p%))o'® w0y ]
Fit = [ 2 [ (P20 6/ Vgpe £ (%' 10 ) ]

o= [ 2 [ (p%pNi! (D, + (02)o/ V) 00,0 A+ (p20)0' 2 10, ] + L. ]



Si nous combinons maintenant les valeurs que nous venons de trouver pour les coefficients M, N, E, F,
avec les valeurs en fonction de w des 3%;; et des 3x;; , nous obtiendrons les coefficients des développements trigono-

. r N .
métriques de 3 <—> , de 8/ et de s sous la forme générale suivante :
a

~ r |
a) COEFFICIENTS DU DEVELOPPEMENT DE 0 <—>

a B
(134)
RO, =« [Mo(o) 8200}y + Mylo) %0}, ., + M © 8200 kya + ...+ ; ¢ Ny 8340 ., — ; TN 819 Kty . ]
(135)

. S S N 1 POV > :
Ry = ¢ [[Mo(") 65-("1,1; + M, 61,“"1,‘:] + ‘;‘ [M,fo) 0zt k-y + M, 6210)1.1\'-2} + ; [M,fo) 0Q(”l,k~}—2 + Myl 8;(0)1,k+2] +

r. N N . R R
+ -1 rLN-z(O) b”1([)1 k-2 + Nol® 671(0)1,}{-2] — =1 [Nz(o) dntt), k42 + Nyt ')"l(o)l.k-i-z] o ]
2 2

R(z)l,k == [[ MO(M 8(‘;“)1,1( + Mo(” SE(”I,k + Mn(z) Si(o)l,k) + 1 ”\’12(0] 832)1,1;—2 + Mz(l) SZ(‘)x,k-: + M2(2) Sz(o)l,k—z] +
- [M 0 22) i k+2 +M 187 (”; k42 4‘1\42{2‘)b (O)l k+2] + —l [N (o) C"](”l k-2 +N (n 671(1)1 k-2 + I \I (2 87)(0 1,k- 2] —

- 1' [Nyfo! 67)(2)1,l:+2 + Nolo 8"1(“r,lc+z + N2 371(°)|,k+z] .- _I
2

b) COEFFICIENTS DU DEVELOPPEMENT DE 0/ .

(137)
al(o)x_k = l FQ\O) [6210'1};-2 - 82[0)1.k+2] + ... + Z. EO(O) 57](0‘1‘1; + -I' 1-‘ Ez‘o" [871(0)1,1':4—2 + 57](0‘1,1;—2]
2 2
(138)
3y o= — -~ [le") (B0 oy — B30, ko ya] + Fol) [BEO) j; — 8500), 1;+2]:| + oo+ 7 [E0 dn{0, o + Egtt 8vl0), 0] L.+
]
- [E)“’) [07‘(1)1 kde2 (3,){1 k-2) + E, 0 [br,lo),’]\_’_’ + b‘q“",“_)J ]
2
{139)
3@ =—— [Fl(") [0202) ken — 350y qo] + Fult) [8200 1 v — 88000 gy + Fao® (80, — 8&0) 1,1~+z]]
+ ¢ [Eg© 842 + Eol 8ty 4+ Eo® 8400 1] + ;'i [Ez(o) B2 k40 + 0102 ke] +
+ B[S0 icqe 4+ 3000,k 2] + Euf2) [8nfod s + Snlody k-2]:| +
¢) COEFFICIENTS DU DEVELOPPEMENT DE § .
{140) .
Bi(o) = 00,5 20l 4 = pl)y,, [2(0)g,ke0 + 200 kpa] +
2
(141) 1
Bi(t) = o0l &0y + oty at0dy k] + — [P(")u,z (2 ke + 200 kge j 4 0000 [0 1y + «3(°)1,k+2]:| +
2 —
(142)

Bil2) = [P“’)o,o 32y + ol 3l bk + P Yoy 50 k] + [P(mm‘z [2 k2 + 30 p02) 4 00,0 {2000 2 + 2] +

+ 0120 [0,k + 5“’)1,1;-1-2]] +



Il ne reste plus & adapter que z . Or, s1 nous nous reportons a la formule (71), nous voyons que les
coetficients 2,1 sont li¢s aux ¢, k par la relation

’
Zy = WC

et on obtiendra les 2; . immédiatement connaissant les ¢, et

27 — Nous avons fait usage des formules (64), (6495) et (71) qui contiennent, les premiéres les a”, L et bix
et la troisieme les ¢, . Il nous faut expliquer comment on pourra exprimer les a”, ., bin, Cin , €0 fonction de w

Pour cela, reportons-nous au num 17 et examinons les différentes formules qui conduisent aux intégrales
de I'équation (53).

Nous voyons tout d abord qu .l faut calculer n, par le formule (62). Pour cela, nous calculons A et Ben
donnant & ¢ la valeur W pour les a", et b, et (Kp% + 2vm?) pour les ¢;n Comme W et (Ko?, + 2vm?) sont déve-
loppés suivant les puissances de w , nous obtiendrons A et B développes de la méme maniere et, par conséquent,
nous pouvons calculer en fonction de w la partie principale de ny . Nous obtiendrons ensuite une valeur approchée
de g¢ et de &y d apres la relation -

>
a‘y = ny + 99

ou . wy — S0 poar ;=W
ag = hy pour o = Kp?y + 2/m?

Ceci fait, la formule de définition de nk nous donnera une valeur approchée de n, et de n., et, de la, une
valeur approchée de C  On aura donc, par application de la formule (62) une valevr meilleure pour ny,  On recom-

mencera les opérations jusqu’a ce que deux operations successives donnent le méme résultat au degré d approximation
choisi

On calculera alors les valeurs definitives de n, et n , , etc puis, faisant successivement dans la formule (57) :
€, = W, ¢ = [KP"() + 2‘/7772]1

on calculera par approximations successives les a’( | et les ¢; « que I'on obuiendra sous la forme de series ordonnées
suivont les puissances de

Connaissant les a”; 1 et utilisant la deuxieme équation (50!, on calculera par approximations successives
les b:,. que I'on obtiendra auss: sous la forme de séries ordonnées suivant les puissances de «

Il nous reste a donner les formules necessaires au calcul du mouvement de la planete 1déale : nous le feroans
dans la troisieme partie et nous expliquerons sommairement comment nous les avons cbtenues




TROISIEME PARTIE

————— DD L e

CHAPITRE PREMIER

28 — Nous allons revenir maintenant a la premiére partie pour obtenir le développement complet de la
fonction perturbatrice et des fonctions auxiliaires, et ensuite des fonctions qui se présentent quand on veut tenir
compte de la troisieme coordonnée. Voyons d’abord la fonction perturbatrice.

29. — Nous savons que la fonction des forces a pour expression :

U

II

M M ) H
e F e
T 7

avec :
A2 = 92 4 "2 — 239’ cosH

H désignant l'angle que fait le rayon vecteur de la petite planéte avec celui de la planéte troublante.

a1 rcosH
L Fa

7

Si nous posons :

. 1 . . r .
et si nous développons ; suivant les puissances du rapport 7 » DOUS Savons que nous pouvons écrire :

. 2 3 4 5
(143) U =W [f,so+%,sg+}wss+%sg +-S; ]
- - r
les coefficients S, représentant les fonctions :
So = I
S, = cosH
S, =3 cos?H -
2
(144) 53:26053 H —2cosH
2
S, = 3—85 cos* H ——3—8? cosz H +é3-

(@)

) 13
ngg cos“H—% cos3H+—q-) cos H

H S

.......

de plus, nous savons par la formule (115) que nous pouvons éciire :

1 1 s ) 3
(143) - cosH = ; [xe'l +yel] coss' + < sins’

1

— 59 -



Si, maintenant, nous nous rappelons que nous avons pose :

P':C‘l‘l n = il 2\/=—M,—— 1:?—
! n—n' M, + M a'
et que :
[ (Mo + M)=nta" My +M)y=K (n—n)*a’

nous pouvons écrire :
U - - 2 27 - - 3 -y 27
U [3 (1 CosH) _ '.(C) J b 2wt [z (1 COSH> _3 (: CosH) (£) J N
n—n) a 2 \a 2 \a/ 2 \a y 2 \a a;
+ 2vm?p” 3 (1 cosH>L 3 (: cosHA)2<I\)2 +3 (t‘)k] + 2vm?o™ o3 (1 cosHY—
(146) \ ! 8 \a 8 \a a 8 \a ! 8 \a /

. . v .
Nous devons remplacer les diverses puissances de — cosH par leurs valeurs en fonction dex, y, z et ' .
- a

Pour cela, si nous posons :

(147) P = xe’l' + yel
nous pourrons écrire ces diverses puissances sous la forme suivante :

r 1 F A
- cosH =~ P coss’ + - sins’
a 2 2

1

[: cosH | = I:—l p? —lzz] + [i P2 + lzzj cosas' + — Pf sin2s’
} 8 2 8 2 2

R - ) X e
[1 cosH] = [—1 ps_2 Pz‘J coss' + | — P34+ 2pa2 ] cos3s’ + | 2pl ?—:] sins’ +
a | 8 3 | 1 41

32 32 16
z z
+1ipe ——] sin3s
16 z )
‘r ) 3 pe 3 page . 3. I ry : o, 3 p L,
—cosH| =] —=—=P+*— = P-z“+—z']+ — P* — - 2"} cosas’ + —P'+~P*:3+—s”]cos s' +
’_a ] [128 16 8 32 2 128 16 8 4
(148) S T+ z 1 &
+ [— PPl P |sinesy + | = P2yt P———] sings’
8 12 1 16 1 1t
' 10 ., 20 s ! 3 10 R P \ ,
 cosH :[— f— P2y — Pz’]coss’+[—P’ — Pz 2 SJ cos3s +
X 512 128 32 512 128 3
i . 10 3 s 20 &% 1027 .
+ | —P+ —P':t+ = Ps Icos;s+ — Pt — P ——|51n5’+
512 128 32 23 1 64 1 16 2
15 0,8 10,4 3 37 , 5 ., % 10 ., &
| — Pf - —— — - - 1 sin3s - P*- 4+ — P*— 4+ — —sinss
[2)6 1 64 z 16 J i3S+ [256 1 64 16 o
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les différentes puissances de P ayant pour expressions :

' P =xel + yel
P‘l — xie—ﬁl’ +)}‘_’e‘ll’ + 2x—}.
P? = x%e* + ped + 3xlyel 4 3xmel
(149) b o oy 2
Pt = xtetl A phetl 4+ 4xdyel 4+ gxyedl 4+ 6xly?

P? = xe ' 4 yPe™ + sxtye-il + sxpte + 1ox’yel + 1ox?ylel

En nous rappelant que l'on a :

R
,2
J— 2
— =%y —3

a

. . . . r .
et substituant dans la forme (146) les diverses puissances de — cosH données par les formules (148) et (149) et les
a .
. . r . : . .
diverses puissances de — , puis, effectuant les calculs et réductions nécessaires, nous obtiendrons, pour le dévelop-
a

pement de la fonction U’ , jusqu’aux termes du cinquiéme ordre inclus en x , ¥, &, 'expression suivante (nous don-
nons séparément I'ensemble des termes qui sont multipliés par la méme puissance de « ) :
1) TermES muLTIPLIES PAR vm? .

‘ ' Xz ., Y& .
3 e [x?e2l 4 y?e2l] — - p" (xy + 237) + [% 0" [x? g2l 4 y? 2] +3 o' (xv + 2z2)J cos2s’ + [2 PP —e +y7 e’]] sin2s’ +
4 2 1

OC I

2) TERMES MULTIPLIES PAR 2vm? a .

[;’ o' [x® e3l 4 plesl ]—-6—39"" [xe-t + vel'] (xy + 4z2)] coss' + li
4 |

O

"atet + pPesl) + ;—’ o' [xe-l' + yel) (xy+4z2)J cos3s’ +
4

15, %z . a 9 52 20| cine [15 O TN o IO 2, ] o
-2 — — —_ = - 4 - S [ — e pa— +_z~ S1nl3ls
+[329[Z ezl + z.e] 1691(y+3z) sins’ + 29[1 [ S a— - e]+6p (xy 3 ] | sin3s

3) TERMES MULTIPLIES PAR 2vil® 27 .

103 3 o 5
[ D [x* e W + 1.‘» el — _1_) B x? em2l y? 2 2l (\y + 622 ) —_ (‘C P24 gx},zZ -—Z ):I [ '.. [x*eal + },i edl] 4-
x024 256" 3

K 2 ’ 2 ) 9 H P 2 2 8 4 ! 5 7 - 2 4 ’
= 0" [x? e2V' + y? e2!]) (xp + 67%) — LES o' (%% ¢ + 8xys® + 3 z‘)] coszs’ + [—z—) 0" [x* el + y* ] +
12 1024

. , , ) . 8 .ox 2 ., 9z
L35 0" [xt ezl o P e2l) (xy + 63%) + 105 o (x2 9* + Baya® + . 2% | cosgs’ + [35 o (22 et J F oy —
256 512 - 3 64 z p
I i I L 2] in2s’ 35 4 KR ry g 105 2R YR : 2] ings’
— [ = ; -2 W 3 = el = 2z s
6y [Ze +ze](3xy+4z) smzs+J289 [—— - e ’r ]+18 [le 4 1eJ(xy+3 ) | sing

4) TERMES MULTIPLIES PaR 2vin® o

[3“ o8I adesl 4P eslj——mg o' [x* 63V 4 13 3] (xp + 827 )+

6T el r 2 2?4 Qab 5!
2038 ¢ i o 0% [xe V' + yel’ 1 {x? 9> + 124022 4 8¢ )] coss  +

15 33 sy
+ [ 305 o't [ et 4-_\"’651]4———4” o8 [x® e3 4 y3 e3l) (ap + 82) — 1o
4096 20

7096 58 o [ve I 4 yel'] (x2 2 + 12203 + 8 z")] cos3s’ +
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[ 63 e 315 ws h s 315 . : )

+ o' x"es" 4+ yiesl 4 ot [P el + yP sl (xr + 89%) + 2 00 [ xe U 4 yel 1 (x2v2 + 12x122 4 82%) | cosss’ +
| 70067 ¢ 3 et a6 y¥ el (xy + 8y%) wortall yel' ] (x* ) 3 )] coss
s p 2 2

I " z 10 o x® 2 , 2, ; 225 2. 8 8 .

+ |35 o't [ T et — 0 o6 [T peal +2 e (xy + 22%) + =2 08 T (a2 92 +—m'z2+—z‘)T sins’ +
| 1024 1 236 1 1 ) 5127 2 37 15 |
T 945 . Xtz ¥tz 105 x*z L oyriE 525 8, , . 8 8 ] .

+ |2 o' [T emdl 4 eal] 4 2 o6 (T2l 4 e (xy +22%) — 22 0" T (x?y> + —azt + — 2%) | sings’ +
| 2048 1 2 512 1 2 1024 1 3 15

- & - 2 2
1y, &tz . z 1 x* z . 0tz 5 2, ., 8 8 .V .
|3 e T E e g 2 ey 30 oo (B F e 02 2 ar (ot 5 90 00T e 1 S e 0 Doy | sing s
2048 2 7 512 t 2 - 1024 1 3 I5

Dans le développement que nous venons d'écrire ainsi que dans les formules (155) et 158), 7 représente /-1 .

30. -—— Comme nous le savions, ce développement fait apparaitre les fonctions :

gmetnl o'm
1} )
et nous devons les développer suivant les puissances de ¢’y et e’y .

Pour savoir jusqu'a quel ordre dous devons les développer, nous devons remarquer que les excentricités des
orbites des grosses planetes que l'on consideére habituellement, c'est-a-dire Jupiter et Saturne, sont de l'ordre
de 0,01 ; les excentricités des orbites des petites planétes sont quelquefois assez considérables mais forcément infe-
rieures & 1. Si donc, nous considérons comme étant du premier ordre les excentricités des orbites des petites planétes,
celles des orbites de Jupiter et Saturne devront étre considérées comme étant du second ordre. Nous pourrons done
arréter les développements aux termes du troisieme ordre pour les fonctions gmeEn!  o'm | Pareillement, si nous
considérons la tangente de l'inclinaison de l'orbite des petites planétes comme étant du premier ordre, les tangentes

des inclinaisons des orbites de Jupiter et de Saturne devront étre considérées comme étant du second ordre.

Pour le développement des fonctions p'medn’  o'm  nous utiliserons les formules données par Andoyer

(Cours de Mécanigue Céleste, Tome I, pages 396 et suiv.) pour des fonctions analogues et, d'aprés ce qui a é1€ dit plus
haut, nous limiterons ces développements aux termes du troisieme ordre. Nous obtiendrons ainsi les développements :

¢/ym e/ yn , , ) s AN I - l e I ;o
\D’ment, \ l B l o | . e i - I o ‘ T I l o
m n
3 o 1 3 3 9 0 9 53/2 27/2 27/2 5372
3 —1 1 1 3 572 9 39/2 19/3 6 —1 206/3
3 +1 I 5 I 30/2 9 5/2 206/3 —1 6 19/3
3 —2 1 —1 7 0 ~ 10 34 1/6 1/2 —123/2 845/6
3 + 2 I 7 —1 34 — 10 0 845/6 —123/2 1/2 1/6
4 ) L 4 4 14 12 4 46 34 34 46
4 —1 2 6 11/2 8 53/2 46/3 20 22 308/3
4 +1 6 2 53/2 8 11/2 308/3 22 20 46/3
4 —2 o 8 1 —4 43 8/3 4 — 40 580/3
4 +2 8 o 43 -4 1 580/3 —40 4 8/3
4 —3 -2 10 /2 —2q 127/2 0 10 -~ 170 326
4 +3 10 —2 127/2 -— 24 1/2 326 — 176 10 o
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i e ¢! ol el 2 /3 | ¢ 2 gl e o 3
s B B E R R e I
.m n
5 0 1 3 5 20 20 20 145/2 135/2 135/2 145/2
5 —~1 [ 3 7 19/2 16 69/2 88/3 45 60 437/3
3 +1 I 7 3 69/2 16 19/2 437/3 60 43 88/3
5 —2 I 1 9 3 4 53 49/6 33/2 —3/2 1541/6
5 2 1 9 1 53 4 3 1541/6 —3/2 33/2 49/6
5 -3 I —1 1 1/2 — 16 151/2 I 6 — 141 414
5 3 I 11 — 1 151/2 —16 1/2 414 — 141 6 1
3 —4 ! -3 13 2 — 44 102 —1/6 75/2  —705/2 3751/6
5 4 L 13 —3 102 — 44 2 3751/6  —765/2 75/2 —1/6
6 o 1 6 6 27 30 27 107 117 117 107
6 — 1 1 4 8 29/2 26 87/2 148/3 84 116 596/3
6 1 1 8 87/2 26 29/2 500/3 116 84 1483
6 —2 1 2 10 6 4 64 53/3 41 57 997/3
6 2 1 10 2 64 14 6 997/3 57 41 53/3
6 —3 4 0 12 3/2 —6 177/2 4 12 — 84 516
6 3 1 12 o 177/2 —6 3/2 516 — 84 12 4
6 —4 I —2 14 1 — 34 11y 1/3 21 — 331 2273/3
6 4 i T —2 117 —34 1 2273/3  —331 21 1/3
6 -5 I —y 16 9/2  —j0  299/2 —4/3 92 — 708 3196/3
6 5 I 16 —4  299/2 —7j0 9/2  3196/3  — 708 92 —4/3
31 — Il reste a développer les fonctions cosms’ et sinms’ . Nous devons, pour cela, exprimer la tangente de

la latitude s’ en fonction de v, et de ¥' , .

Soient : E la trace du plan de ['écliptique sur la sphere céleste, P la trace du plan de I'orbite de la planéte
troublante, N’ son nceud ascendant, ] sa position sur son orbite. L'angle en N’ sera l'inclinaison I' de son orbite et,
si nous désignons par J' l'intersection avec la trace de I'écliptique du grand cercle abaissé¢ de ] perpendiculairement a
I'écliptique, l'arc J'J sera ¢gal a la latitude de la plantte troublante. Le triangle sphérique N'J'J ¢tant rectangleen |,
on aura la relation :

— —~
tg)'] = tgs' = 1gl’ sin N'J' ;
or,

_— ! !
NJ=v-0=N-0+-=H+-
1

de sorte que, z désignant le radical {/-1 , nous pourrons écrire :

!

/
tgs' = tgl' sin (H' + =)
1



et, en vertu de la définition de ¥’y et de ¥'.; , ceci devient :

I J y
(- - (1 e — vy e 1)

(150) tgs

D'autre part, en vertu des relations qui lient la tangente au sinus et au cosinus, on aura, en développant par
la formule du binome l'inverse du radical :

. tgs' / I . 2 i
sms’r-—»———g——,ztgs’(l——tg—’s’+§tg‘s'——->-tg"s’ )
\/[+[gzs \ 2 8 16
I 1 5
coss':—————_—.——l——tg"s'+3tgis’—~)—tg"s
\/1+tg“s’ 2 8 16

En introduisant ces valeurs de sins’ et coss’ dans les formules qui donnent sinms’ et cosms’ en fonction de
sing’ et coss' , nous trouverons :

/ sinas’ = 2tgs’ — 2tg® s’ + 2tg" s’ — 2tg" s ...

cos2s’ = 1 — 2tg? s’ + 2tg* s’ — 2tgt s’
sin3s' = 3tgs’ — Akl tg® s’ + i tg’ s’ — Dgi
2 ) 8 6 8
. 5 I 12

c0s3s =1 — 9 tg? s’ + 3 tg* s’ — 125 tgts’

2 8 16

(151) ( sings’ = 4tgs’ — 1218 s’ + 20tg” s’ — 28tg" s’ ...

cosqs’ = 1 — 8tg? s’ + 16tg* s’ — 24tg* s’

. 45 4o, 383 1265 .
sinys’ = stgs’ — —tg¥ s’ + =2 tg¥ ¢ ——2tg' s
5 g 5 '8 ) g 6 °

. 25 o, 275 1005
CO838 r.;x-‘—ltg-s +-%’ tgt s’ — 2ghs L.
2

Dans les formules ci-dessus, nous devons remplacer tgs’ et ses puissances par leurs déveloopements obtenus
par application de la formule du binome 4 'équation (150). Ces développements renferment les fonctions em? et nous
développerons celles-ci suivant les puissances de ¢y et ¢'.; par la méthode utilisée par Andoyer (Cours de Mécanique
Céleste, Tome I, pages 386 et suiv.). Nous obtiendrons ainsi les développements suivants limités aux termes du
troisieéme ordre.

’
eml

et 1 —2 2 —1/2 - 4 9/2 —2/3 0 — 10 32/3
et 1 2 —2 9/2 - 3 —1/2 32/3 —10 o —2/3
e-2l I —4 4 3 —16 13 2/3 14 — 354 59
el 1 4 —4 13 —16 3 59 =54 14 2/3
el 1 —6 6 21/2 —36 51/2 -—4 66 — 156 04
esl’ 1 6 —6 51/2 —36 21/2 04 — 156 66 —4
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Si nous introduisons maintenant ces développements dans les formules (154) et (155), nous obtiendrons,

en nous bornant a4 conserver les termes du troisitme ordre, les développements suivants pour les fonctions
cosms’ et sinms’ :

! ! *ud ! .
Y™y meyPe P ,
8 Ylig Y/iY’—l Yl-la €471 EI1‘;'-12 5/-1 "{/12 5/-1"{,-52
cosms
coss’ 1 1/2 -1 1/2 2 - 2 — 2 2
cos2s’ 1 2 — 4 2 8 — 8 — 8 8
cos3s’ 1 9/2 — 9/2 18 —18 —18 18
cos4s’ 1 8 —16 8 32 —32 —32 32
cosss’ 1 25/2 — 25 25/2 50 —50 —50 50
\Mnylile'iq / ' ot ’ / o ' r ra (A
, Y1 Y- ’ €1 Y1 o1 Y1 &4 Yo | a1 Y1 €% Y1 | E1EY
1510 m s —
isins’ 1 —1 2 — 2 2 —2 0/2 — 4
isinz2s’ 2 —2 4 — 4 4 — 4 9 — 8
isin3s’ 3 -3 6 —6 6 -6 27/2 — 12
isings’ 4 — 4 ] —8 8 -8 18 — 16
isings’ 5 — 3 10 — 10 10 — 10 43/2 — 20
! I /. !
elyme’_yny'py’_ja , . '
isins’ —1/2 1/2 4 —9/2 1/2 —3/2 3/2 —1/2
isin2s’ —I 1 8 —0 —2 —6 6 —2
isin;3s’ —3/2 3/2 12 —27/2 11/2 —33/2 33/2 —11/2
isings’ —2 2 16 —18 12 —36 36 —12
isinss’ —5/2 5/2 20 —45/2 43/2 —135/2 125/2 —45/2

En remplagant dans le développement donné plus haut de la fonction perturbatrice les fonctions :
p'menl | o'm _ cosms’ , simms’
par leurs développements suivant les puissances de ¢y , ¢-y , Y1 , ¥-1 , on obtiendra finalement le développement de
la fonction perturbatrice suivant les puissances des mémes quantités.

Il est d'ailleurs inutile de procéder a ce développement en général car, pour appliquer la méthode exposée a
la premiére partie, il faut prendre, dans les approximations successives, l'ensemble des termes de méme degré. On

sera donc amené 4 opérer le développement de la fonction perturbatrice progressivement en méme temps que l'on
effectuera les approximations successives.

32. — Pour terminer, nous devons donner les développements des fonctions » , v, P, Q ,4,P*, Q*, A%,

T ~ . e . .
DQ, PA,ua, ), puis ceux de W, Kpp® + 2vm? | 8 K;> , 82 , s et des fonctions auxiliaires, en expliquant sommai-
rement comment nous les avons obtenus.
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33. — Les premieres séries a calculer sont celles qui représentent les fonctions u et v . Or, cela est immeédiat

CHAPITRE 11

si nous nous reportons aux formules (64), car elles nous donnent :

__r
Uk = Zo,}

avece :

Ceci fait, il sera aisé d'obtenir les développements de u + v , u — v, u®* —v*, Log (v + v), Log (v — v},

Uk =

.
< + Aok Vk = Mo,k + Kok

Uk Uk — — Uk

Log (u® — %) , car les fonctions sous le signe Log ont un terme égal a 'unité.

Les formules (63) nous donnent alors les développements des fonctions P, Q , A, en utilisant les dévelop-

pements obtenus pour « et v . Nous avons ainsi :

Ies développements que nous
P2, Q?, 4%, DQ, PA, et nous obtenons ainsi :

P2 = X (P2 (92K 4 0-2K)

(P2)o = P¢* + 2P»* +
(P2)2= 2P0 P-z + ...
(PQ)LZ 2po Pi + P22

3 == 2V — 2Up Uy, — 202 U; +

=1 + 2u,> — ©5°

P =3P (92k + 9--21;)
=14+ m

=47, T 4Up Uz ...

Q = X Qu (07 — b2k)
= 0
= 21y — 22U Uy + 2TV2us + ... ..
= qu, — 2ux* — 20,2 ...

A= X Ay (03 4 h-2K)

2

— s + — Uz Uy — Uy Uy +
2

. T 5
.2 4+ - 2 —u,

venons dobtenir nous
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permettent de calculer immeédiatement les fonctions

Q* = X (Q?%)an (7% + 6-2K)



AT = (3 (B 4 0-2K) DQ = % (DQuk (8% + 0-2k)

(A)o2 = Ao2 + 2A22 + ... (DQ)O =0
(Az)g =28 4+ ..... (DQ\Q = 2Q2 .....
(AQ)/, = 23() Af, + ... (DQ); = 4Q1,, .....

Pa=23% (PA)Q‘; (ﬁil{ + 0-‘2!{)

(PAYy = Py Ag + 2Py 8y + ... ..
(PA)2=P0A2+P2A2+ .....
(PAY, =Po A, + P Ao+ ...

Par combinaison des séries qui donnent 3 , u et © nous obtiendrons les développements des fonctions uad

et vA sous la forme suivante :

ud = I (ud)o (07 + 0-2K) vA = I (04)5k (025 — §-%%)
(ud)yg =48y + 22 89 + . ... (7)3)0 =0
(d)y = us 8g 4+ dp + ... (VAY = vy Ag + .. ...
(28)y =ug Ng + w2 D9 + ..ot (A =2, 4 + ... ..

Nous devons effectuer maintenant les développements de W et de Kgo® + 2vm® . Pour cela, nous utiliserons
les développements trouvés pour P2, Q? , DQ , py® , et nous pouvons écrire :

W = X Wy cos2kV

avec :
Wi = 2Py? — Qp? — (DQ)o — (Koo* + 2m? + 2vn?),
Wy = 2Py? — Q2* — (DQ)2 — (Kpy® + 2m? + 2vmn?),
W, =2P.2 — Q. — (DQ): — (Koy® + 2m? + 2vm?),
et:
Koo® + 2vm? = ¥ [Kpo® + 2vm?lax cos2kV
avec :
[ Koo® + 2vm? o = K (py%)y + 2vm?
[ Koo® + 2vm? 3, = K (0°)2
[ Koo® + 2vm® 1o = K (p*),
Nous sommes en mesure de calculer les a”y,x , bi,k et ¢i,x , et par suite, 8X, 8Y, Z. Passons aux coordonnées
polaires.
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34. — Nous avons d'abord pour le rayon vecteur :
LT N (T A
o<—):e,o(—> +e-,0<—\)
a a /q a /-1

N '(7‘ ° Q- N
0 (-) = ‘Po Eo) 0%y — (90 o) 0714
a /i

avece !

[T

3 (_> = (pg &) 884y — (po o) Bm-y
-1

a

Faisant usage des formules (89) et (32), nous obtiendrons d'abord les développements des fonctions (g4 &) et
(po no) sous la forme :

(po &) = Mg + M cos2V + M, cosqV  .....
(0 m0) = Ny + N3 sin2V + N, singV .....
avec :

Mo = poy0 + por2 S0z + ...

My = py,2 + 20050 Gos2 + - ...

1\’]', = 00,4 -+ 200,50 &0,@ + ...

No =0

Ny =127 200,90 %02+ ..... ]

N =770 2p0,0 fogn + . ... ]
Utilisant maintenant les développements de 8%, et 87, , (formules (66) ), et tenant compte de ce que l'on a :
85—1,‘: = 621.-1\' 871-1,!{ = — 6711,-1(

A
nous trouverons pour o (—) le développement :
a

3 (r—> = Ry,pc0sGy + Ry,-2 cos (Go — 2V) + Ry,a cos (Go + 2V) + Ry cos (Go—4V) + Ry, cos (Gy + 4V) ...

a
avec :
Ry = ¢ [M., si,,k+-: Mo 8Zics + = Mo Bk + ..o+ 1 i N, 81y ks — _; i Nu Snets ]
Pour la longitude nous avons :
81— e, 8, + ey DLy
avec :

8l = —(902 "lo) ’:";1 + (?02 Eo) a"n

3.y = (Po2 “’10) 82y — (Poz E,o) 871

ce qui exige le développement des fonctions (go* %o) et (po® 7o) . Utilisant les développements de py* donnés plus haut et
de %, et 1y donnés par les formules (32), nous obtiendrons de suite :

(002 2)) = Ey + Es cos2V + E, cosq4V .....
(ea*no) =Fo + Fasin2F + F, sin4V .....
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avee: EO = (902)0 + (902)2 E_,(),g 4o
Es = (po®)2 + 2 (po®)o By + o nn.
E.= (po™) + 2 (\002)0 20,5, + ...

Fo =0
Py =122 (po?)p Noy2 + .- .- ]
Fo=1212(00%0 Moss + -++ .- ]

Combinant les développements que nous venons d’obtenir avec ceux de 8%, , 3., , 84y , 30, , (formules (66)),
nous obtiendrons pour la longitude le développement suivant :

8v = e8l4,0 5inGg + €8ls,-» sin (Gy — 2V) + 8/1,5 sin (Gp + 2V) +
+ 5811,-5 sin (Gg — 4V) + 3811,4 sin (Go + 4V) .....

avec :
o 1 . T,
Ol = — 3 Fy (88 k2 — 88 kt2] + ..o + 1 Eg Smp + b 7 Es (Snrkq2 + S01,x-2]
Pour la latitude, nous savons que 1'on a le développement : ( formule {(72) ) :
s =% S5,k sin (Hy + A£V)
avec
5 = PoZ 5=v1 2 0g 21,k 0% + vy T pg Fog,x O
et :
I1,k = 0'Cyx € 1,k = C1,-x
B,k = — w,C—i,k 2.4,k 7= — 21,-k

Tenant compte du développement de py et effectuant les réductions nécessaires, nous obtiendrons pour s le
développement :

s = vBo sinHy + yB.; sin (Hy — 2V) + vB, sin (Hy + 2V) +
+ yB.ysin (Ho — 4V) + vBysin (Ho + 4V) .....

avec !

1
Bx = pos0 21,k + 3 Po,2 [Z1,k-2 + B1,k+2] +
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APPLICATION NUMERIQUE

35. Comme application numérique de ce qui précéde, nous allons construire une table et donner un exemple.

Nous avons choisi Jupiter comme planete troublante et, comme groupe, les astéroides du type (46) Hestia
dont les moyens mouvements sont compris entre 800" et 975", groupe qui renferme 395 astéroides dans le volume des
Kleine Planeteng Jahrgang de 1938 Comme pour goo”, on a environ :

n=3n

n’ étant le moyen mouvement de Jupiter, le groupe correspondra a :

e
=
I
| -

Nous avons adopté pour la masse de Jupiter le nombre donné par Newcomb :

I

1047,353

’

et, appliquant les formules données a la premiére partie, nous avons obtenu tout d'abord :

I
Hly — —
2

vV = Q

000 4706 937 5

vHy® = 0,000 11Q 234

(vm42,2 == 0,000 000 014

(vm,*)* == 0,000 000 000 002
(vm129*,* = 0,000 000 000 000 000 1g6

et ces valeurs du parameétre font préjuger de la rapidité de la convergence des séries.

En partant de ces valeurs, nous avons appliqué a la lettre les formules données aux chapitres T et Il dela
premiere partie, 1 et II de la troisieme partie et enfin [ et I{ de la deuxieme partie. Nous avons obtenu ainsi les
coefficienls des puissances 0, 1, 2, 3 et 4 de w dans les développements des coordonnées rectangulaires X , Y , Z et
des coordonnées polaires 7 , v , s, coefficients qui sont donnés dans les tableaux I, 1&s 11,111, 1V, V, VI, VIlet VIII.

36. — Avant de passer aux tableaux qui constituent la table proprement dite, nous allons rappeler la forme
des développements des coordonnées rectangulaires et polaires.

Nous savons que ces développements sont formés de deux parties : la premiére, caractérisée par l'indice zéro
se rapporte a la solution périodique, la seconde se rapporte au complément qu’il faut lui ajouter pour tenir compte
de la troisieme coordonnée. Nous savons de plus que pour la coordonnée Z et pour la latitude la premiére partie
n'existe pas.
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COORDONNEES RECTANGULAIRES.
Pour X etYona:
X = X() + 6X Y == Y() + 8Y
avece :
Xp =¥ a (x8-1),2n cos (N + 24V)
{ Yy=%a (xO")O,zh sin (N + 2hV)

V=N-N
38X ac 2 [ cos (N + Go + £V) )COS(N—GO—/"V)
=— 321,k + Snayk + (8%, + Omerk) |
5Y 2 B0a 3100 N4 Gy 4 vy T O ¥ sin (N — Gy — kT)
Nous poserons :
Pik=23%3x+ 39k P.ix =85,k + 81, x
et les coefficients de 3X et 8Y prendront la forme :
Pll.kzt%apt.k P/-x,k:iz;P-l,k

2

Le développement de Z a la forme .

Z=ayZi,osinHy + ayZi,-s sin (Hg — 2V) + ayZi,2 sin (Hy 4+ 2V) + ayZy, + sin(Hy — 4V) + avZy,. sin (Ho + 4V) ...

COORDONNEES POLAIRES.
Les coordonnées 7 et v ont respectivement pour expressions :
r=r¢+ or v = vy + v
avec :
10 == arg,y + arg,s C0s2V + arg,, cosgV + ...

3 = azRy, cos Gy + asRy,-5 cos (Gy — 2V) + asRy,2 cos (Gy + 2V) +
+ asRy.., cos (Gy — 4V) + azRy,, cos (Go + 4V ... ..

vy = N + g,z sin 2V + Iy, singV
8v = <8/, sin Gy + €8/4,-2 sin (Gy — 2V + €8/4,5 sin (G + 2V) +
+ €8/4,.4 sin (Gy — 4V) + 84, sin (Go + 4V) ...
Enfin la latitude s a pour expression :
s = vyBosin Hy + yBoasin (11y — 2V) + yBy sin (H, + 2V + yB.i sin (Hy — 4V) + vB, sin (H, + 4V)

Dans les développements de 3X , 8Y , 37, dv , d'une part, de Z et s , d'autre part, ¢ et y sont des constantes
qui seront déterminées plus loin, constantes dont la valeur dépend de 1'astéroide étudié.

Nous allons donner les takleaux des coefficients
pir‘k s Zl,k , Tok » Rik ) /o,k , 510,1{ . By,
P4 ayant la significaticn donnée plus haut, et R,k représentant lec quotient par ¢ des coefficients déterminés au

chapitre Il de la deuxiéme partie d'apres le chapitre Il de la troisieme partie.
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W

AN

w

TaerLeau | Xy et Yy
(010,50 1,000 000 000 0,000 000 000 0,000 000 000 0,000 000 000 0,000 000
(x0-1)p,2 0,000 172 437 — 0,000 QI1 322 0,002 433 374 — 0,004 166 634 0,007 222
(0D, 0,000 000 035 — 0,000 000 363 0,000 002 QOI — 0,000 0I0 109 0,000 038
(2000 0,000 000 000 0,000 000 000 0,000 000 000 0,000 GOO 000 0,000 000
Note. — Les coefficients complets de X, et Y, s'obtiendront.en multipliant les nombres du tableau par a .
TasrLeau Ibis Xo et Y,
(y0)g,2 =(x0-1)9,-2 —o0,000 683 336 0,003 253 714 — 0,007 082 3599 0,014 701 344 — 0,060 505
(0)0,4 == (0" Yo, 0,000 000 009 — 0,000 000 107 0,000 000 616 — 0,000 002 373 0 000 006
(¥0)0,5 — (x071)0,7s 0,000 000 000 0,000 000 000 0,000 GO0 000 0,000 000 000 0,000 000
TapLeau Il 83X et 8Y
Pi,0 1,118 173 167 — 0,004 274 159 0,271 166 843 —0.047 273 738 0,378 ¢10
Py, 0,000 588 9357 — 0,003 006 089 0,007 696 676 — 0,007 312 233 0,007 810
Pi, — 0,014 9235 766 0,058 220 037 — 0,140 002 703 0,262 836 830 — 1,917 6352
Py, 0,000 000 089 — 0,000 000 Q23 0,000 004 763 — 0,000 014 830 0,000 087
Py — 0,000 000 414 0,000 007 318 — 0,000 049 600 0,000 200 020 — 0,001 3.46
Py — 2,881 830 775 — 0,094 239 939 0,271 OIl 175 — 0,946 782 008 0,854 829
P, 0,008 260 408 — 0,036 821 213 0,101 182 069 —0,194 721 788 1,247 277
| S 0,000 051 2063 — 0,000 420 931 0,001 414 924 — 0,008 2435 509 0,025 866
Po, 0,000 005 010 — 0,000 045 344 0,000 218 748 -- 0,000 731 260 0,001 499
P, — 0,000 000 075 0,000 000 763 — 0,000 003 037 0,000 OT1 182 -— 0,000 077
TasLeau III Z
Ziyo 1,000 000 141 — 0,000 001 323 0,000 006 403 — 0,000 021 383 0,000 066
Liy-s — 0,000 862 039 0,003 3521 429 — 0,008 034 683 0,015 324 222 — 0,086 220
Lo 0,000 172 441 — 0,000 QI 37I 0,002 494 039 — 0,005 211 718 0,021 4053
Ly 0,000 000 227 — 0,000 000 826 0,000 000 725 0,000 004 754 — 0,000 032
m 0,000 000 039 — 0,000 000 446 0,000 002 425§ — 0,000 008 Q29 0,000 030
TasLeau IV 7o
7050 1,000 000 183 — 0,000 001 782 0,000 008 702 — 0,000 029 762 0,000 095§
70,2 — 0,000 jI0 QOO 0,002 342 302 — 0,005 549 2206 0,010 334 710 — 0,053 343
o4 — 0,000 000 119 0,000 001 110 — 0,000 005 274 0,000 017 188 — 0,000 049

000

309

000

889
909
000

451
042
504
1R

392

365
452
548
852

894

419
50

833



w

w ; w

w

w
4

Ry, —0.881 833 390
Ri,-» 0,001 288 363
Ry, — 0,004 075 824
Ry, 0,000 000 648
Ry, 0,000 007 629
loa 176",516
Loy —0",033
81y ,0 412 529",612
8ly,.» —22",374
6/, —2 333",416
3y, o",010
3ly,, 0,340
B 206 264",806
B.. —151",462
By 617,913
B.. 0",037
B+, 0,025
37

le moyen mouvement a pour valeur :

— 0,094 214 476
— 0,006 382 924

0,014 360 123
— 0,000 000 549

- 0.000 007 354

TasLeau V ar

0,270 883 3519
0,016 106 374
— 0,033 192 924
0,000 024 430

0,000 308 623

Tasreau VI o
—859",100 2 148",448
0",331 —1"573

TasrLeau VII 3
0”,000 0",000
103",858 —2335",036
9 432",353 —24 919",219
—0',229 0,842
—2",746 12,570

TasLeau VIII s
o”,000 o',000
603",558 —1 3717,118
—308",770 800",575
—o",092 —0",174
— 0,266 1”,285

— 0,046 339 203
— 0,013 016 6go

0,050 399 429
— 0,000 069 100

— 0,001 013 642

3 891",800
511’275

0",000

2 724",135
45 694",693
3",108

- 38",670

0,000
2 658",858
—1 618,184

2" 002

— 4,469

— 0,240 460 377
0,006 031 098
-- 0,392 104 214
0,000 2309 QI1I

0,002 862 759

13 982",320
—16",292

o",000

7 553,644
—320 714",414
6",753
152",809

0",000

— 15 033”,588
7 165,722

— 117,438

_it
15,239

. — Nous allons donner maintenant un exemple. Nous avons choisi pour cela I'astéroide (17) Thétis dont

014",344

Nous avons tout d’abord a nous cccuper du choix des constantes qui entrent dans les formules : aq, €, 7,705 €t Q) .

Soit d'abord a, . Si nous nous reportons a la formule (35) qui donne la valeur de a , et a la facon dont nous

I'avons démontrée, nous voyons que, pour un astre donné, étudié seul, ao est la valeur du demi grand axe qui

correspond au moyen mouvement donné par les observations, d'apres la formule :

1102003:]{(M0+M)

oua Mg est la masse du Soleil (dans le cas actuel M est nul}. Nous sommes donc conduit & prendre pour chaque
astéroide la valeur de ay donnée par cette équation. Le développement de a suivant les puissances de w sera donné
alors par la formule (85) ou a, aura la valeur qui vient d’étre déterminée.
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Soient maintenant = et y. Nous avons dit que nous ferions en sorte que le coefficient complet de sin G dans

le développement non symétrique de la longitude ait pour valeur :

. <

26 ——¢d + L &b

4 96
tout comme s'il s'agissait d un mouvement képlérien dans lequel ¢ serait l'excentricité, et nous nous sommes
arrangés pour que le premier terme ait pour coefficient numérique 2 . Nous sommes donc conduit a prendre pour ¢
la valeur de I'exentricité de l'astéroide donnée par ses ¢léments elliptiques.

Nous avons dit ¢également que nous ferions en sorte que le coefficient complet de sin H dans le développement
non symétrique de la latitude ait pour expression :

1
[V . S VL 7 nrgh

<

! 128 * 64 '

comme sl s’agissait d'un mouvement képlérien d'excentricité = dans lequel v serait égal au double du sinus de la
demi-inclinaison. Nous avons réalisé cette condition pour le premier terme en nous arrangeant de telle sorte que son
coefficient numérique soit égal a 1. Nous sommes donc conduit a prendre pour y le double de la valeur du sinus de
la demi-inchinaison.

Il reste deux constantes ¢, et €. Elles entrent dans la composition des arguments Gy et He . Mais nous
avous dit yue 81, daas 1cs formules trouviécs on faisait vm? = o, oo pourrait considérer Vastéroide comme ce
mouvant approximativement sur une orbite elliptique d’excentricité ¢ , d'inclinaison y, I'anomalie moyenne étant G,
et I'argument de la latitude correspondant ¢tant H, . Cela nous porte a prendre pour Gy et Hy respectivement

l'anomalie moyenne et 'argument de la latitude sans nous occuper davantage de ¢, et Q, .

Ceci dit, revenons a Thétis. Le Kleine Planeten Jahrgang de 1938 nous donne pour les éléments

les valeurs suivantes:
M, = 35841 42"

w =137 38 44,40

Q = 125 21 46,80 (Equ. 1950,0)
1 = 5306 7,20

© = 7530 32,80

n =914",344

a = 2,4604

Le moyen mouvement de Jupiter ayant pour valeur

n' = 29¢",1283 (Connaissance des Temps)
a formule : .
po= o (1 —w) 1*0:;
donne pour w la valeur : i = 0,018 347 833
et nous obtenons de suite les puissances successives de w :
w? = 0,000 344 022
u® = 0,000 006 381

W' = 0,000 000 112

Les valeurs de w et de ses puissances nous permettent d'obtenir de suite les valeurs de K, g¢ et &y :
K
go = 1,313 041 938

2,208 933 782

he = 1,484 330 444
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La formule (85) nous donne alors la valeur de a qui, en prenant pour ay la valeur du dem: grand axe donnée
ayx eléments, est

a = 2,469 357 892

D'apres ce que nous avons dit plus haut au sujet de ¢ et de v , 1ls auront pour valeurs respectives sin ¢ et

l bl
281n — . c'est-a-dire
2

©

= 0,136 545 8oo
YV = 0,007 734 440

Partant de ces valeurs et utilisant les tableaux IV , V, VI, VII, VIII , nous obtenons, pour les coordonnées
polaires, les séries sutvantes :

10 = 2,469 358 270 — 0,001 158 875 cos2V — 0,000 000 247 cos4V

8 = — 0,297 894 880 c0sGy + 0,000 396 405 cos(Go — 2V) —~ 0,001 288 237 cos(Gy + 2V) +

+ 0,000 000 180 cos(Gy — 4V + 0,000 002 185 cos{Gy + 4V)
9y = N + 171,301 s1n2V — 0”,030 sin 4V ..

b = 36 329",186 s1nGy — 2”.801 s1n(Gy — 2V) — 293”128 s10(Gy + 2V} +
+ 0",001 s1n{Gy — 4V) + 0",040 5in(Gy +4V) .. ..

s = 20 1359",165 sinHy — 13”,749 sin(H, — 2V) + 5”517 sin(Hy + 2V) +
+ 0",004 sinfHy — 4V) — 0",003 sin(Hy + 4V) .....

Telles sont les séries qui definisse en fonction du temps les coordonnées polaires de (17) Théus, ces coor-
données etant rapportées a | équinoxe moyen de 19350,0

38 —— Pour voir quel degré de confiance ces formules peuvent mériter, nous allons calculer pour la méme
date 7 , v et s par ces formules et par les formules du mouvement elliptique et examinet les differences des nombres
obtenus Nous ferons seulement une observation les ¢lements donnes par le Kleine Planeten Jahrgang ont eté
calculés en tenant compte, par perturbations spéciales, de I'influence de Jupiter et de Saturne Les séries données
plus haut sont obtenues en tenant compte seulement de l'action de Jupiter Siles éléments avalent eté calculés en
tenant compte de | action de Jupiter seul, les différences devraient étre tres petites et de l'ordre des erreurs d'obser-
vations, mais ict les différences devront représenter I'action de Saturne Elles devront étre quand méme assez petites
vu l'¢loignement de Saturne

Ceci dit, pour reduire les formules en nombres, nous devons calculer N, V |, Gy, Hy ; pour ces derniers,
selon ce qui a été dit plus haut, nous prendrons pour Gy la valeur de I'anomalie moyenne a 'époque choisie et pour
Hy la valeur de l'argument correspondant de la latutude Nous choisirons comme époque le 11 Juin 1938 a o" T U
qui est | epoque des eléments Nous aurons alors

Gy = M, = 358° 41" 42",00

Hy = Mo + o = 136° -lOI 26”;40

Nous savons que la longitude moyenne N s’obtient en ajoutant a l'anomalie moyenne la longitude du
perihelie, cela nous donnera 1c1 pour N @



I reste a calculer V=N — N’ Pour cela il faut calculer la longitude moyenne de Jupiter. En utilisant les
tables de I.everrier, nous obtenons, pour le 11 Juin 1938 a ob temps universel :

N'= 325" 32" 7",90
et nous obtenons ainsi :
V = 296° 30" 5”,30

puis :
2V = 233° 0 10",60

4V = 106°0" 21",20

En faisant usage de tables de valeurs naturelles et d'une machine a calculer, nous obtiendrons enfin, pour
r,vets,lerr Juin 1938 4 o T.U. les valeurs suivantes :

r = 2,172 804 653
v =261°42" 21",32
s =+ 3" 50 46".79

Si maintenant, nous calculons les mémes coordonnées en faisant usage des formuies du mouvement ellip-
tique et pour déterminer la longitude projetée et la latitude, des formules :

tg (v — Q) = cositg (w + w)

tgs = 1gisin (w + w)
nous obtiendrons pour les valeurs elliptiques de 7, v et s :

7 = 2,132 333 333
v = 201°44 42" 27
s = +3°51" ¢"16

Les différences avec les valeurs trouvées plus haut sont :

¥ —r = 0,040 451 320
' —1v = 0° 2" 20705
sl _§ = 00 0l 22”37

ces différences sont petites et justifient ce que nous avions annoncé plus haut.

En résumé, a l'inspection des formules données pour 7, © et s , on voit que la décroissance des coefficients
est trés rapide, ce qui s'explique par le choix du paramétre vm?* qui contient en facteur la masse perturbatrice.

Nous ferons simplement une remarque sur les calculs a effectuer pour obtenir les tableaux qui constituent
une table : Tous les calculs, sans excepiion, sont des calculs algébriques simples, résolution de systémes d’équations du
premier degré d deux inconnues, multiplications ou divisions algébriques ; 1l s’introduit seulement quatre racines carrées
et leur calcul est immédiat en partant de la formule du bindme, mais la aussi, les calculs se réduisent & des multiplications
algébrigues. 11 vy a donc uniformité dans les calculs et les chances d'erreurs sont moindres que lorsqu’il sagit
de calculs trigonométriques.
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CONCLUSIONS

39 — Le moment est venu de résumer notre travail et d examiner les résultats obtenus

Nous nous étions propose d étudier les astéroides par groupes en appliquant la méthode de Hill-Brown
modifiée par 1 .ntroduction de la conception de M Bohlin  s1 w désigne le rapport des moyens mouvements n de la
planete troublante et # de | astéroide etudié, s1 w, désigne un nombre rationnel voisin de u , ces deux nombres sont
liés par la relation

w= 4 (1 = w)
w étant un petit nombre , o caracterisera le groupe auquel appartient !astéroide étudié et w caractérisera chaque
astérorde du groupe

Ce probleme est entierement résolu et nous sommes en mesure d etudier les astéroides par groupes, a une
exception prés le groupe Troyen lorsque la planéte troublante est Jupiter Cela na pas grande importance car le
groupe Troyen est peu nombreux

Nous vovons que les calculs fondamentaux, les plus longs, sont reservés a | étude de la planete 1déale qui
correspond au nombre rationnel ug choisi Ayant obtenu les coefficients des puissances de @ dans les séries qu
représentent le mouvement, coefficients qui sont numériques et calculés wune fois pour toutes pour le groupe considere,
le calcul, pour chaque astéroide, sera rapide Il se ramene, en effet au calcul de w , puis, pour chaque coefficient,
dans les séries qu: représentent les coordonnees, au calcul de quelques termes correcufs, deux ou trois genéralement,
obtenus en multipliant un nombre deja calculé par la puissance correspondante de w Dans la majorite des cas, ce
calcul pourra s effectuer trés rapidement a la machine a calculer

Mais, ce qui distingue notre méthode, cest la facilite d obtenir directement, sans étre oblige de calculer les
elements osculatewrs, les coordonnees rectangulaires ou polarres Son application permettra d obtenir les perturbations
générales d un astéroide sous la forme de tableaux un pour chaque coordonnée, tableaux valables pour une époque
queiconque En particularisant | epoque, et, spécialement, en prenant une succession reguliere d époques on pourra
obtenir ainsi, soit en coordonnées rectangulaires, soit en coordonnées polaires, une éphémeride qui tienne compte
des perturbations soit de Jupiter, soit de Saturne ou de telle autre planete pour laquelle des tables auront éte

dressées On voit donc qu on est dispensé de la résolution des équations de condition, chose nécessaire quand on
veut obtenir les elements osculateurs

Il reste un pas a {ranchir pour avoir directement les ascensions droites et les dechinaisons Cela sera facile
quand les tableaux de perturbations auront ét¢ dressés pour la longitude, la latitude et le rayon vecteur 1l suffira
alors d appliquer les formules de changement de coordonnées et ce calcul pourra s’effectuer a la machine a calculer
sans aucune difficulte

Vu et permis d imprimer

Le RecTeur DE L ACADEMIE DE Paris,

G ROUSSY Vu et approuve
Paris le 28 Mars 1930,

LE Doven DE La FacuLTE DEs ScIENCES,

Cn MAURAIN
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