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SUR LA STRUCTURE DES GROUPES SEMI-SIMPLES REELS.

PArR W. BARRETT,

INTRODUCTION.

Bien qu’on ait beaucoup étudié la structure infinitésimale des groupes
de Lie complexes?, on s’est borné pour les groupes réels & établir quel-
ques théorémes trés généraux, ainsi que des propriétés globales de ces groupes.
On connait Vexistence des différentes catégories fondamentales de groupes
réels qui correspondent aux mémes catégories de groupes complexes — les
groupes intégrables, les groupes non-intégrables, etc.?, et M. Whitehead a
publié récemment® une démonstration valable pour les groupes réels du
théoréme d’Eugenio-Elia Levi sur la décomposition des groupes non-inté-
grables®. M. Cartan a trouvé en 19143 les structures des groupes simples
réels en partant des formules de structure des groupes simples complexes
qu’il avait déja calculées dans sa thése. Cette détermination exige, cependant,
des calculs treés lourds pour chaque classe de groupes simples, et surtout
pour certains des cinq groupes exceptionnels. Plus tard, les belles recherches
de M. Cartan sur les espaces symétriques I’ont amené® au théoréme intéressant
que toute automorphie involutive du groupe réel clos associé & un groupe
simple complexe définit un groupe simple réel. M. Carfan a fait lui-méme
Papplication de ce théoréme aux quatre grandes classes de groupes simples,
mais c’est M. Pierre Lardy” qui a complété ces résultats par le calcul des
involutions des groupes exceptionnels.

La méme différence se présente pour les représentations linéaires des
groupes semi-simples. La structure des représentations des groupes semi-
simples complexes a ¢été étudiée par M. Carfan dans sa thése® et dans

1) E. Cartan, Sur la structure des groupes de transformations finis et continus
(These), Paris, Nony, 1894, et des recherches antérieures de Lie, de Killing et de Engel.
11 y aura dans le cours de ce mémoire des renvois fréquents a la these de M. Cartan,
Je Pindiquerai par la lettre C.

H. Weyl, Darstellung kontinuerlicher halbeinfacher Gruppen, Math, Zeit., 23 (1925)
p 271—309 et 24 (1926) p. 328—395

) N. Jacobson, Rational methods in the theory of Lie algebras, Annals of Mathe-
matics, 36 (1935) p. 875—881. .

) J. H. C. Whitehead, On the decomposition of an infinitesimal group, Proc. Camb.
Phil Soc., 32 (1936) p. 229—237.

4y Eugenio-Elia Levi, Atti. Acc. Torino, 40 (1905) p. 551—565.

3) E. Cartan, Les groupes réels simples, finis et continus, Ann. Ecole Normale, 31
(1914) p. 263 —355.

¢} E Cartan, Groupes simples clos et ouverts et géometrie riemannienne, Journal
de Math., 8 (1929) p 1--33.

?) Pierre Lardy, Sur la détermination des structures réelles des groupes simples....,
Comm. Math Helv,, 8 (1935--36) p. 189—234,

¢) C., chap. VIIIL
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plusieurs mémoires?, et puis en particulier par M. Wey!/ dans le mémoire déja
cité?, tandis que la structure des représentations des groupes semi-simples
réels n’a pas encore fait Uobjet d’une étude détaillée. M. Carfan® a demontré
la possibilité d’associer a toute représentation irréductible réelle d’un groupe
semi-simple réel, une représentation irréductible du groupe complexe correspon-
dant, et de déterminer, au moyen d’une classification des représentations du
groupe complexe selon certaines propriétés relatives au groupe réel, toutes
les représentations irréductibles réelles de ce dernier. Sa méthode peut s’appli-
quer facilement & une représentation globale d’un groupe complexe, mais ne
donne pas immédiatement de résultats si ’on considére un groupe de trans-
formations linéaires infinitésimales caracterisé par son poids dominant. M
Whitehead a donné une démonstration élégante? de la réductibilité compléte
d’une représentation réelle d’un groupe réel semi-simple.

La premiere partie de ce présent mémoire est consacrée i la démonstra-
tion de plusieurs théorémes sur la structure infinitésimale des groupes semi-
simples réels et & leur application a la détermination de ces groupes. Je dé-
mobotre qu’a tout groupe semi-simple 1éel correspond une involution du groupe
réel normal associé au groupe donné. Cette involution est essentiellement la
méme que celle du groupe clos qui définit le méme groupe réel, car chacune
des deux involutions détermine une antiinvolution du groupe complexe, et
c’est la méme antiinvolution. 1l est cependant a remarquer que ma démon-
stration est entierement algébrique, tandis que celle de M. Cartar repose sur
une propriété globale de certains espaces symétriques. L’involution que je

Z 2 . .
4+ cen demaidas Voo T T
trouve, se présente sous une forme spéciale de sorte que toules les involu-

tions qui définissent le méme groupe réel sont manifestement équivalentes.
C’est justement la détermination des involutions équivalentes qui alourdit les
calculs de M. Lardy, et c’est la question analogue qui a présenté le plus de
difficultés dans le travail original de M. Carian.

Les théoremes auxquels je suis amené me permettent de caractériser tout
groupe réel simple associé 2 un groupe simple complexe par une involution
bien déterminée du systétme de racines caractéristiques du groupe complexe.
La détermination des ces involutions repose, d’ailleurs, sur certaines relations
linéaires qui lient les racines et me fait pas intervenir les constantes de struc-
ture du groupe.

Dans la seconde partie je retrouve d’abord sous une forme un peu dif-
férente le théoréme fondamental de M. Carfan sur les représentations réelles
des groupes semi-simples réels, en regardant la représentation réelle comme

invariante par une antiinvolution de la représentation du groupe complexe au

1) E. Cartan, Les groupes projectifs qui ne laissent invariante aucune multiplicité
plane, Bull. Soc. Math., 41 (1913) p. 53—96; La géometrie des groupes simples, Ann. di
Matematica, 4 (1927) p. 209—256 ; etc.

1) Weyl, loc. cit.

2) £. Cartan, Les groupes projectifs réeis qui ne laissent invariante aucune multi-
plicité plane, Journal de Math., 10 (1914) p. 149—186.

¢) J. H. C, Whitehead, Certain equations in the algebra of a semi-simple group,
Quarterly Journal of Math., 8 (1937) p, 220—237.
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lieu de regarder cette antiinvolution comme invariante par le groupe réel. Je
trouve ensuite des propriétés des poids d’une représentation d’un groupe com-
plexe analogues a celles des racines caractéristiques d’un groupe complexe
obtenues dans la premiére partie. Ces propriétés me conduisent & une déter-
mination, trés simple en général, des représentations d’un groupe complexe
qui appartiennent aux diverses classes relatives & un groupe réel associé.

Bien des résultats antérieurs que je cite dans ce mémoire se rapportent
aux groupes globaux, mais on verra que la démonstration de toutes ces pro-
priétés serait la méme pour les groupes intinitésimaux.

Il me reste maintenant & exprimer ma profonde reconnaissance a Mon-
sieur le professeur E. Cartan pour Paide qu’il m’a apportée en acceptant de
diriger personnellement mes recherches, complétant ainsi ’enseignement de ses
admirables travaux. Je remercie aussi trés vivement Monsieur P. Sergescu
et Monsieur V. Alaci qui ont bien voulu faciliter ’impression de ce mémoire.






PREMIERE PARTIE

La siructure des groupes infinitésimaux semi-simples réels.

CHAPITRE 1.

1. GénéralitésV: Une algebre de Lie ou groupe infinitésimal d’ordre r

est un espace vectoriel 3 7 dimensions dans lequel il est défini une opération
appelée crochet.

Soient X,Y deux vecteurs de ’espace. Le crochet de X et Y s’écrit
[X,Y]. Il satisfait aux conditions suivantes:

(i) il est linéaire:
aX,Y]=[eX,Y]
olt ¢ est un facteur numérique ;
X4+Y,Z|=[X,Z]+1Y, Z].
(ii) i1 et anticommutatif :
X, Y]I4[Y,X]=0.
(iii) il satisfait aux identités de Jacodi:

[x,1v, zi]+ [y, 1z, x1]+ 1z, x, vi]=0.

Dans la suite, groupe signifiera groupe infinitésimal, avec une seule
exception, facile & reconnaitre. Tout sous-espace linéaire &, d’un groupe &
tel que [X,Y]C ®, si X, YT ®, est dit sous-groupe de &. Tout sous-groupe
®, de O tel que [X,Z2]C &, si XT ®, et ZC & est dit sous-groupe invariant
de ®. Une base {X,,X,,...,X,} de P’espace dans lequel est défini un groupe
® constitue une base du groupe, et les vecteurs de ’espace s’appellent él¢-
ments générateurs du groupe. Tout élément générateur peut s’exprimer sous
la forme e‘X;. Si on écrit [X;, X,] == cfj-Xk(i,j, k=1,2,...,r), on aura
IY,Z]=cijef/Xs, ol Y =¢'X,,Z = f/X,;. Les constantes c}; sont les
constantes de structure du groupe. Elles le déterminent complétement, et elles
satisfont aux équations

k k
L‘ij'-I-Cj,‘:O

7 7 /i z 7. 7 - . .
Cijehr—+ cireni + ceicn, =0 (équations de Jacobi).

1) C., premitre partie.
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Par une transformation linéaire des paramétres e, les éléments de base
X; se transforment comme les composants d’un vecteur covariant, et les con-

stantes de structure cf-’,- se transforment comme les composants d’un tenseur

a deux indices covariants et un indice contravariant Les racines 4 de I’équation
leic,jk —lékjl =0,

qui s’appellent racines caractéristiques du groupe relatives a Uélément

¢‘X;, sont invariantes, ainsi que la forme quadratique ¢ (&) = &, c’,’-k e el

somme des cariés des racines caractéristiques.

Les parameétres ¢/ peuvent étre ou bien des nombres complexes arbi-
traires ou bien des nombres réels arbitraires. Dans le premier cas le groupe
est dit compiexe, et dans le second il est dit réel. Si I’on convient de donner
aux parameétres d’un groupe réel G des valeurs complexes au lieu de valeurs
réelles, on obtiendra un groupe complexe &, que Von appelle groupe com-
plexe que définit G par le passage du réel au complexe. G est un sous-
groupe de &, et par rapport a la base de & ainsi définie les constantes de
structure de & sont celles de G; elles sont par suite toutes réelles. Tout
systéme de parametres réels dans G définit un systeme de paramétres dans @,
et le conjugué complexe Z d’un élément générateur Z quelconque de ® est
le méme par rapport & tous les systémes de paramétres ainsi définis dans & ;
Z sera appelé le conjugué complexe de Z par rapport i G.

Revenons maintenant aux groupes semi-simples. Nous ne nous occupe-
rons pas d’une définition fondamentale. Remarquons simplement que les grou-
pes semi-simples, réels ou complexes, sont complétement caractérisés par la
propriété que le discriminant de la forme quadratique @ (¢) ne s’annule pas.
Si @ est le groupe complexe défini par un groupe réel G par le passage du
réel au complexe, les formes ¢ (e) des deux groupes sont les mémes. Donc,
G et ® sont semi-simples en méme temps.

Il a été demontré par M. Cartan® que tout groupe semi-simple com-
plexe ® admet une base {X;,X.} (/=0,1,.../—1) ol {X,} est une base
d’un sous groupe abélien maximum g, de & contenant un élément général?
de &, et ot

[X:), Xo] = cia Xo = @: X

Une telle base s’appelle base réduite de & relative d g,. L’entier [ est
un invariant dit razg du groupe.

X, est dit élément générateur de poids ¢ = «;¢’. Tout élément généra-
teur ayant un poids est de la forme %, X,., qui est de poids a. Les bases de
® réduites relatives a-g, sont celles de la forme

. {Xi, Xo ) = {ki Xy ke Xe )
oi [&/|. k. 0.

1) C., deuxiéme partie.
) 2) C’est a4 dire un élément pour lequel le nombre minimum de racines caractéris-
tiques s’annule.
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Les racines caractéristiques relatives a ef X; sont la racine zéro multiple
d’ordre /, et les quantités c; e’. Ces formes linéaires sont toutes distinctes et
aucune d’elles ne s’annule identiquement. Elles ne s’annulent pas toutes en
méme temps si les e ne sont pas tous nuls, et si a=ua; e’ est racine,

a; e Vest aussi. La somme des carrés des racines caractéristiques re-
latives a (¢' X, + % X,) est une forme quadratique

a’=

. . < , ’
(P(e', e“)=gu'€' e]—zgaa' e L’u,

la somme étant étendue- 2 toutes les racines a.
Les constantes de structure satisfont aux équations
[ C?j:—(-'?j: 1.=0
chi=cla=0 si a+8+0
ot =0
chg#=0 i atB=y
chg=0 si a-t+B=£y

J— — —— N e— —

et a
(1) Cé’a gi; = C?a o' Y

2. Soient G et & respectivement un groupe semi-simple réel et le groupe
semi-simple complexe qu’il définit par le passage du réel au complexe. Si X
est un élément générateur général de &, < G2, il existera [ éléments
Xos Xip ooy Xi—1 de G linéairement indépendants et échangeables entre
eux, olt [ est le rang du groupe &. Supposons en effet qu’il en existe seu-
lement ! </, soit X, X,,...,Xy—1. Il existera un élément Z de ® indé-
pendant de ces !/ éléments de G et échangeable avec eux?. Le conjugué Z
de Z aura nécessairement les mémes propriétés, les deux éléments (z4+72)
et i (Z—2Z) de G seront échangeables avec X, X,,...,Xr_; et au moins
Pun d’eux sera indépendant de X, Xi,....Xr 1. C’est-a-dire qu’il existe /-1
éléments de G indépendants et échangeables entre eux, contrairement 2
Phypothese.

Les élémeats générateurs { X;} ({==0,1,...,/— 1) engendrent un sous-
groupe abélien maximum g, de ®, et un sous-groupe abélien g, de G, sous-
groupe de g,. Le sous-groupe g, contient un élément général de ®.

Soit X, un élément générateur de ® de poids « = «; ¢’ par rapport a
Pélément générateur ' X;.

') Van der Waerden, Die_Klassifikation der halbeinfachen Lieschen Gruppen, Math.
Zeit., 37 (1933) p 446—462 (5).
. *) Il existe un élément général de @ contenu dans G, car la condition pour qu'un
€lément soit général est que ses paramétres ne satisfassent pas i certaines équations algé-
briques, condition qui peut toujours étre satisfaite par des valeurs réelies.
) %) C,p.33et54 | Xy} (#=0,1..., I — 1) engendrent un sous-groupe de & de rang
zéro. 1l existe alors un soas-groupe abélien de ®& d’ordre ! qui contient ce sous-groupe,
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[Zzaxx]=[)_(_a,5(_i] lXa; ] —“'auxa )

X. est donc un élément générateur de poids @ = a;e'. On voit alors que les
racines caractéristiques relatives a2 un élément générateur de g, sont conju-
guées deux a deux, et que l’on peut choisir un élément X, de chacun des
poids o de sorte que X.= X7, @ étant la conjuguée de la racine .

Les éléments générateurs {X;, X.} constituent une base réduite de ®
pour laquelle

(2 X=X
X(c =X «
et par suite
{ _C‘f"a C_?;
3) {l Cow=055

Soit la forme quadratique ¢ (e) relative & cette base

(p (e) == g’, ; e'- €j— Z ga ot ev ea' .

€«

Les coefficients de cette forme sont donnés par
8i;=— cl(tc](x"—"zal a/
wtd «! o 1
— e a'-}_‘ Cag Cﬁ' atd + 5;(, o Cot s + Coi C:(' wy

et on voit que g;; sont réels et que gow =g 2. En particulier, si « est
réelle ou purement imaginaire, a=a ou o’ ¢t les deux paires de racines
(e, &'} et (@, @’) sont confondues; g, est alors réel.

3. Toutes les racines caractéristiques relatives aux éléments du sous-
groupe g, de & sont des combinaisons linéaires a coefficients réels de / d’en-
tre elles, soient ¢,, @,,..., @¢;—;, qui sont indépendantes?. Parmi les 2/
quantités (a; 4+ a;) (i=0,1,..., [—1) il y en a [ qui sont indépendantes,
soit ¢ de la forme (@;+ ;) et o de la forme (a;— a;) oh ¢ + 6 =1, et
toute racine est une combinaison linéaire A coefficients réels de ces / quanti-
tés. Nous pourrons toujours choisir une base réelle du sous-groupe g, de G
de sorte que les ¢ premiéres expressions, qui sont réelles pour tout €lément
générateur de g,, soient égalesaed, e!,...e?—1 et que les ¢ derniéres, qui
sont purement imaginaires, soient égales & ie/ ie/tl, ..., ie’~\. Toute racine
caractéristique sera alors de la forme

1) C. p. 55, Théoréme V.
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@) e=are Fiame” (#=0,1,...0—1;i"=9¢,0-+1...,0F0—1),
les coefficients ay,an étant réels.

Toutes les racines caractéristiques relatives a e” X,» sont alors des formes
réelles des e”. Elles ne s’annulent pas toutes en méme temps si les ¢ ne
sont pas tous nuls. La forme quadratique ¢ (¢) = g e”e’, qui est la
somme des carrés de ces racines, est donc définie positive. De la méme maniére,
les racines relatives 3 ¢’ X,;» sont purement imaginaires et la forme quadratique
girjme’ e/ est définie négative. Enfin, gan ——lEara,n et, g , iyt e
étant tous réels, gy v =0.

Il en résulte que g;;e’e/ est de la forme

girjt r el -l-— gin e er"”
oit la premiére de ces deux formes et définie positive et la seconde est définie
négative.
Nous verrons maintenant qu’il existe toujours une base réduite { X, Xo }
satisfaisant aux relations (2) telle que gu.n est positif si @ est purement ima-

ginaire. Soit en effet 4= i1 ¢" une racine purement imaginaire pour la-
quelle g;» est négatif. En effectuant en méme temps une substitution linéaire
réelle des ¢’ et une substitution linéaire réelle des ¢ on pourra réduire la
racine 4 a la forme 4* ¢/-1 et en méme temps g;; ¢’ ¢/ a la forme X (¢/')2— X (&"')2.
Le caractere de cette forme quadratique est égal & (0 — o).

Xz, Xi]l=—[X7,X:;]=0 si i#l—1, etles!

éléments générateurs {(X» + X7,X:), X5 Xiy+-.,Xj—2} de G engendrent un
sous-groupe abélien maximum g, de ®. La forme ¢ (¢) relative & 'élément
{EXo-FX7)+e0X,+... + e-2X;,} de ce sous-groupe est égal a

o—1 [~=2
— 2 g E2 +z ()2 — Z (&) ;
=0 =g

2. étant négatif, cette forme quadratique est de caractére (9 — o+ 2). 1l
y a (I 4 2) racines caractéristiques de ® qui s’annulent pour tout élément
générateur de la forme &X; (i=0,1,..., [ —2): ce sont les / racines qui
s’annulent pour tout élément de g, et les deux racines 4+ 4. Mais on vérifie
immédiatement au moyen de 1’équation chregi;=rugu «(1,§1) que

1 1
X, Xa—X7+22 g7, . Xim)]|=0(=0 =2

l ] 1 1 1
[(X1+X7),(Xl X/ +2£g;,; Xl 1)]2—'153}';22 '1*(225,1;)(1 1+X7—X7)
1 1
Il y a alors deux racines caractéristiques qui sont égales a+igj,6 22 2*§

pour un élément générateur quelconque de go. Celles-ci s’annulent identique-



—16 —

ment pour tout élément de la forme ¢ X; (i=0,1,...,/ — 2) et on voit
qu’il y a simplement [ racines qui s’annulent pour tout élément de 0. Le
sous-groupe g:) contient donc un élément général de ®.

Si alors il existe une racine 4 purement imaginaire pour laquelle g; » est
négatif, il existera une base réduite {X;, X.} de ® satisfaisant aux équations
(2), pour laquelle le caractére de la forme quadratique g;;e’ ¢ est augmenté
de deux. Or, la valeur de ce caractére ne peut pas dépasser /. Il en résulte
que Pon peut choisir la base {X:, X.} de sorte que gow soit positif si
est purement imaginaire.

Cela étant, soit {X;, X. )} = {X:, k«X.} une nouvelle base réduite de ©-
Nous pouvons choisir k2, de sorte que kokw=1/guo €t kg = k. Cela ne
présente en effet aucune difficulté si la racine @ n’est ni réelle ni purement
imaginaire. Si « est reelle, g.« est réel et on peut supposer également que
ke, ko soient réels. Si a est purement imaginaire, ¢’ =« et nous aurons a

choisir k. de sorte que ky ko =1/gow. Or cela est possible, car g, est
réel et positif. Pour la nouvelle base nous aurons go» =1 et X, = Xx.

Nous avons alors démontré [existence a’une base réduite {X;, Xu.}
de & satisfaisant aux conditions suivantes:

. X: =X,
() _
Xe=Xz7.
(i) toute racine o est de la forme ap e’ +iam e, o
i'=0,1,...,0—1; "=9, 0+1,...,0F0—1=101—1

et les a;, a;n sont tous réels.
(iii) le)=gi, et &/ — D e« e

Une telle base sera appelée base de & réduite par rapport @ G.
Comme conséquence de la déuxiéme condition nous avons
gij € &=gn; e o | gmme" e,
oit la premiére des deux formes quadratiques du second membre de cette
équation est définie positive et la seconde est définie négative.

4. M. Weyl a démontré? qu’il existe une base réduite { Y., Y.} d’un
groupe semi-simple complexe & ayant les propriétés suivantes :
(i) toutes les racines caractéristiques relatives aux éléments générateurs

€' Y; du sous-groupe abélien maximum g, engendré par les {Y,} sont des
formes linéaires a coefficients réels des parametres &.

1) H. Weyl, loc. cit., p. 367—375.
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(ii) la forme quadratique ¢ (e) est
gi, 6 ef— D % e
oli g;je' ¢ est une forme quadratique définie positive.
(iii) p=chg.
Une telle base s’appelle base normale réduite de ®. Rappelons la méthode

employée par M. Wey! pour en démontrer Pexistence.

Soit { X;, X, } une base réduite de &. On démontre d’abord qu’il existe
une base {Y,} du sous-groupe abélien g, engendié par les {X }, telle que
toute racine caractéristique relative & ¢' Y, est une combinaison linéaire a
coefficients réels des ¢’. l.a forme quadratique g;; ¢’ e/ est la scmme des
carrés de ces racines. De plus, si les ¢’ ne sont pas tous nuls, les racines ne
s’annulent pas toutes a la fois. La forme g;; e’ e/ est donc définie positive.

Remplacons maintenant tout élément générateur X, par X = k. X. oil
les coefficients k, satisfont 2 la relation k, by guw = 1. Nous aurons gue =1,
et la forme quadratique ¢ (e) relative a la base {Y., X:} sera

pl)=g,jeel— D e e
«
ol g,;e'e/ est définie positive.
Cela étant, écrivons
(5) a=ae>f=0¢; <a

si
a,r:ﬁ,f (l':O,i,...,/J—l)

apy > f3,

pour une valeur convenablement choisie de p < /. Cette définition a un sens,
parce que les «;, 8, sont tous réels.

On vérifie immédiatement que

a>y si a>>y
et que

at+B>y+0o St a>y; B>0.

Oa fait ensuite Phypothése quil existe une base réduite {X;,Y.} de ®
pour laquelle

Pl =g, 66— D eaew
@
et
(6) CZ{"@’_—_CZ(} si Cv'<“,ﬁ,)’<w,

w étant une racine donnée, et on démontre que cette hypothése entraine I’e-
xistence d’une base réduite de &, se déduisant de la précédente en multi-
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pliant X., par & et en méme temps X. par——, pour laquelle

sy
”

9(e)=gijeiel— 3 e e
o
et
o =chg pour o La,fyLo.

Sio=cac+pfoit o <<a,f<w,k est déterminé au signe pres. Si

. . 1 . ] PPR) ! e ot
X&,=ka et XQI=-;? X,,)',Caa?)’= 7 L‘(;p et L‘a‘;)gl=k6'(:z"§'- Or Co:}iz Cau')ﬂ’ ’

donc
, L
b=+ (cop/ cag)? -

Si w n’est pas la somme de ‘deux racines @, qui satisfont aux inégalités
«'<<a,8<w, on peut choisir £ arbitrairement.

L’existence d’une base normale réduite {Y,,Yo} de ®, en résulte par
induction, en faisant croitre .

On peut aller plus loin et dire que, si {Y;, Y.} est une base normale
réduite de ® et si clp=yhs pour o' <a,By<<wol les yhs sont les con-
stantes de structure de la base {Y;, Y.}, on peut choisir X,=£%X, et

. 1 . .
Xor = 7Xu,v de sorte que .z =y, , pour o' L@, B,y, yLw. Dans celte

.

réduction, k est déterminé complétement si v =ca+f et o/ <ea, <o, et
non simplement au signe prés, mais il reste complétement indéterminé si o
ne peut pas s’exprimer sous cette forme. C'est essentiellement cela que M.
Van der Waerden a fait" pour démontrer qu’a tout systeme possible de ra-
cines caractéristiques il ne correspond qu’un seul groupe semi-simple complexe.

5. Nous allons maintenant démontrer qu’il existe une base normale
réduite {Y;, Y.} de & telle que

yz' =& Yz'
ya= €a Y_a—
ol &, &=+ 1 et en particulier, ¢,= -+ 1 si a est purement imaginaire.

Soit { X;, X.} une base de ® réduite par rapport 2 G. Toute racine
caractéristique relative a ¢’ X; étant de la forme

a=ape' Jiagme” ('=0,1,...,0—1; =10 1+1,...,0—1),

olt les coefficients a,r, a1 sont réels, on pourra réduire toutes les racines a
des formes linéaires réelles des paramétres en écrivant

1) Van der Waerden, loc. cit., p. 448.
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e =e"; e =—ie".

{ Yi=Xy; Y =1iX;n

Cela nous donne
a=uqa;e"’ ((=0,1,...,[—1]

et V{ ==& Y: ol &y = + 1 et Ein = — 1.

La forme ¢(e) relative a la base {Y;, X.} est

gijeiei— Y ened

olt gi;ei el =gn e e — gumme e, qui est définie positive.

Les formules (5), appliquées aux coefficients @; des racines caractéristi-
ques a définissent alors un ordre de ces racines qui servira a déterminer par
1a méthode de M. Wey! une base normale réduite {Y;, Yo} = {Y:, £a Xs} de G,
oll koko =1. Soit R(a)=ay ¢' la partie réelle de la racine « relative 2
I’élément ¢’ X; du sous-groupe g, de G. Les relations (5) définissent également
un ordre des quantités R (a), et on voit que

a>p8 si Rle)>RiB)
Rle) > R(B) si a>p.

Soient w, w, deux racines telles que R(w)= R(wy) 0. Si lon peut,
sans changer la structure de la base {Y:, Yo} et sans changer les éléments
générateurs Y. pour lesquels o' << a<<w, remplacer Y., par un élément
générateur arbitraire de poids w,, nous dirons que les éléments générateurs
{Vo} o <<a<<w) ne déterminent pas Y.,. Dans le cas contraire nous dirons
qu’ils le déterminent.

Si o <<w,<<ow, les {Y,} (0 <a<tw) déterminent Y,, par définition
méme. Si Y,, est déterminé par { Y.} (o' <a<<o) et w,> o, il résulte de
la méthode de détermination d’une base normale réduite, que w, = -} y oir
B, v sont deux racines caractéristiques satisfaisant aux inégalités w8<,6, y < w,.
Ici deux possibilités se présentent: ou bien o' <8, y << ou bien Vune des
deux racines @, y (soit §) ne satisfait pas 2 ces inégalités. De Vinégalité y < w,
et de -+ y=w, il résulte que 3> 0. Dans le second cas alors w, > > ,
doit Rlwy)x R(B)> Rlw). Or, R{w,)=R|w), donc R{w,)= R(f)= R(w);
enfin, R{B)+ R(y)= R(w)= R(B), d’oit R(y)=0 et y est purement imagi-
naire. Des inégalités R (o) <<0=R ()<< R(w) il résulte que o' <<y<<o.
Ecrivons §=w,, y=4,. On voit que Y,, est nécessairement déterminé par
{Ye} |0 <a<<w). Sinon, en effet, Y, = kX,, serait un élément générateur
quelconque de poids ®,, et on aurait Yo, =% (¢4, /v202) Xu,, qui est un
élément arbitraire de poids w,; ce résultat serait contraire a I’hypotheése que
{Ye} (0 <a<w) déterminent Y, .

En continuant ainsi, nous trouverons une suite de racines

(7)

W, , (1)1:-&)0——).1, w2=w1-—ll,..,
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ol 4,, 42, ... sont des racines purement
nombre de racines caractéristiques étant fi

:5 -u
Q
=]
-,
(2]
-t
3
i
)
L d
I
-
-3
-t
=
=
(g7
-t
N
e
=
14

wp=wo—2/%s=a+ﬁ

s=1
ol a,f sont deux racines qui satisfont aux inégalités o’/ <<e,B8w. Nous
aurons enfin une suite de racines
Oy, 0, =0y—-A, 0y =0, —Ay,...,0p=wp 1 —lp=a-]f
ot AyyAgy..., A, sont des racines purement imaginaires et a,f sonl deux
racines telles que o' <a,f<w.

Réciproquement, si une telle suife existe, on pourra déterminer de proche
en proche les éléments générateurs, Yo, Yo, ;ye-.s Yo, Yo, St Yo est égal

W1 oy
ak Xo,,onaura Y, ,==k (,jz / ot A )2 Xwo,_,. Remarquons que, en

vertu de la relation &, &y, =1,Y,, ¢t Y, sont déterminés en méme temps.

6. Cela posé, soit {Y,, Yo} = {VY.,k.Xs}, Ol ke.ke =1, une base
normale réduite de &, ou les {Y,} sont ceux définis dans la section précé-
dente et par suite

Y.=eVY, (eo=1;0=0,1, ..,0—1.e;m=—1;i"=¢,...,L—1).

Supposons que Y.=¢,Y7 si o' <<a<lw,e étant égal 3 + 1 et en
particulier a -+ 1 st en méme temps « est puremeut imaginairce, et scient y
les constantes de structure de la base {Y,,Y.}. De la relation Y.= kX«
il résulte que
(8) ’}'Zg=(ka.kp/ ky).t'Zzﬂ,
et des équations k. ke =1 ,?ﬁg:t‘?ﬂ_, que

«
7 Y = 2 o7 c/ P
’y??- 'y;/?{v— i —a-ITI— «8* arg'—'ya@ . 7algr .

Or, la base {V,,Y.} étant normale réduite, Y.a=ylhp et on voit que

Z'g + 'Vae .
Des équations y% = (kaka/ky).chg et %F=Zﬁg , il résulte que
(9) (kakpky|kahgh)="is/vis==%1

Supposons d’abord que o soit purement imaginaire.

Si wo=a-}§ ol o <<ea,f<w, les racines «,8 sont nécessairement
purement imaginaires, et o/, e/, sont respectivement égales 3 ,a,p.
La formule (9) nous donne

’yz&)ﬁ/ ;::F:(k;/kw)-gagﬁ-
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Or, yos=vog=7yo—, e,=¢g =1 et les % getant réelles?, kg =k,, d’oit

a 3°?
Yo =(s/ke).Yo=2,Y3

g, =1.

Si w ne peut pas s’exprimer sous la forme a4-3, ot o’ <«,f<w,k, peut
étre choisi arbitrairement, sans changer les éléments générateurs { Y.}
(o' < a<<w) et sans changer la structure de la base {Y;,Y.}. Clest une
conséquence, en effet, du résultat de M. Van der Waerden cité a la fin de
la section 4.

Prenons alors %, =k, =1 il vient

Yo={(kt5/ko)-Yo="2u.Y5

go=1.

Etudions maintenant les cas oit w n’est pas purement imaginaire. Il y a
trois possibilités qui se présentent.

D’abord, si les {Y.} (o' <a < w) déterminent ou bien Y, ou bien
Y, il existera une suite de racines

a)o,w,::wo—ll,...,w‘p:w,,_l—Zp=a+ﬁ

oit wy=wouw selon le cas, 4,,4,,...,4, sont des racines purement imagi-
naires qui satisfont par suite aux inégalités o' <4;,4;,...,4,<<w et «,8

N

sont deux recines telles que o’ <a,8<w. Appliquons a cette suite la for-
mule (9).
Cela nous donnera

I'a — - - - P
(O (5N © ©g @1 @
{'yw1ﬂn'ly"'zﬂa="ya§/'y—— ‘y——"'ly&%}

Wy Ay : @y Ap

= (k, | k) € g I &,
=4 (k5] k3,).

Or, nous avons vu que 72,,=i?1§; il en résulte que
5 “‘

(koy/ £5) = €0y =% 1

et
Yo=2¢,Ys
g =¢8, ou 1/g,==+1.

De la relation #,.ky =1, il suit que Yoo =¢,. Y.
Si les {Y.} o <<a<<w) ne déterminent ni Y, ni Yi mais st les
{Yo} o' Lo Lw) déterminent Yo, il existera une suite de racines

(10] =0y, (=0, —A,..., O,= 0, — L= o.

1) Weyl, loc. cit.,, p. 372. La quantité Neg de Wepl est égale a c7,,.
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Dans cette hypothése, siles { Y.} (w'<a<w) ne déterminent pas Yg oll '<f<w,
les { Y.} (o' £ a <L w)ne le déterminent pas. En effet, Yz, Y5’ étant déterminés

en méme temps, en peut supposer £>0. Or, f ne satisfait certainement pas
aux inégalités o' < < w. Donc, fx o et Rlw)X % f)= R (B> ®|0)(7,§5)
On voit alors que (8 — ) est une quantité purement imaginaire supérieure 2
zéro. Si les {Y.} (0 L a L o) déterminajent Y7z, il existerait alors une suite
de racines
By =f, 1=y h1y..., Og= 01 — ;= o.
L’existence de la suite conjuguée
Go=P, G1,..., Og=0.

entrainerait que les éléments générateurs { Y.} (o' <@ <o) détermineraient
Y5, ce qui est contraire 2 I’hypothese.

Nous pouvons donc choisir %, arbitrairement sans changer les éléments
générateurs { Y., Yz} (o' <<a<{w) et sans changer la structure de la base
{Y.,Y.}. Une fois &, choisi, £; est complétement déterminé par 1’équation

Pyg N © (o} (G ) [} (OP|
H k. (km/ kw) = { Yo,2, - }’w;lg- .. ’}'wﬁ; / Coyy + Cw;flz .. 'prlp }

qui s’obtient par Papplication 4 la suite (10) de la formule (8). Ecrivons
ko | ks =0 et appliquons la formule (9) a la suite (10). Cela nous donne

[T e ={oba  vou.. 0 v, w5, v2p =1
d’ol1

Prenons alors

nous aurons
Vw - (./;w / k(:)) Yo=¢&,Y, et Vm' + g Yo

g=1.

Il ne reste a considérer qu'une seule possibilité. C’est le cas on les
{Y.} (o) <a<<w) ne déterminent ni Y, ni Y5 et les { Yo} (¢ L o L w)
ne déterminent pas Y. Les coefficients %, , k5 peuvent étre choisis arbitrai-
rement et indépendamment sans changer les éléments générateurs {Y., Yz}
(o <a<<w) et sans changer la structure de la base { Y., Y.}

Prenons donc %, = k3 =1; il en suit que

7w=(zw/k5)-Ya=£ero et —Y_wl::ewYa:

£w=1.
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Nous avons démontré alors qu’il existe une base normale réduite
{Yi, Y.} de ® telle que
Yi=aY;
Va=saYz, si WL Lo,
o &, o= 1 ef e,=-+1 si a est purement imaginaire. Par induction en

faisant croitre », on démontre

Théoréme I: Si @ est le groupe complexe défini par un groupe semi-
simple réel G, il existe une base normal réduite {Y;, Yo} de & telle que

[ Yi=av; tr=o1)
l _Y_a = &y Yo (Ecc=i__1)

avec &, =-+1 si @ est purement imaginaire.

7. Soit {X;, X«} une base de & réduite par rapport a G, et soit
(Y., Yo)={e&"Xi, ks Xo} une base normale réduite de ® telle que

_Y_t' =& Yi
Voz: € Y;;

(11)

koko =1 et kol ky=1¢,. 1l suit des équations (11) et (3) et du fait que les
y, constantes de structure de la base { Y:, Yo}, sont réelles, que

7

i

3
L)

ol @ e

r
|
Ly ey
|

(7, =ecarerr?, .

Les racines caractéristiques relatives 3 ¢’ Y, étant &' yf,, il en résulte
que la transformation involutive Y;=g¢;Y; de la base du sous-groupe g, de

base {Y;}, laisse invariant le syst®me de racines caractéristiques & en trans-
formant @ en @. On voit aussi que la transformation

Yi=&Y:

Ye=2¢,Yz
de la base de & est une automorphie involutive de ®.

Réciproquement, soit {Y;, Y.} une base normale réduite de ®, et soient
&, &, des constantes égales 2 41 telles qué:

(i) la transformation Y; = &;Y; de la base de g, laisse invariant le systeme
de racines caractéristiques en transformant ¢ en .



— 24 —

(ii) la transformation
{ Y =&Y
i Y.a =& y&—

est une automorphie involutive du groupe &. De la seconde condition il ré-
sulte que les équations (12) sont vérif-ées et que &, =¢z.

Considérons labase {X,,(Ye+ €. Yz),{(Ye —&. Yz) de @, 0u X; = & y;.
Les équations (12) nous permettent de vérifier que cette base est de structure
réelle. Elle est alors une base d’un groupe réel G, sous-groupe de &, qui
définit @ par le passage du réel au complexe. Le groupe G est nécessaire-
ment semi-simple ef, par rapport 2 G:

{ Y=Y, =¢&Y;
—Y—cc = Y.a =¢,Yz.

Théoreme II: Si {Y:,Y.} est une base normale réduite d’un groupe
semi-simple complexe &, et si &:,&, sont des constantes égales d 4+ 1 telles
que:

(i) la transformation Yi==¢Y; de la base du sous-groupe g, laisse
wvariant le systéme de racines caractéristiques cn transformant o en a;

(ii) la transformation

! Y:'=€=' Yz'
U Yo=¢Yz
est une automorphie involutive de ®
le groupe & peut étre considéré comme défini par le passage du réel
au complexe par un groupe semi-simple réel G, et, par rapport @ G:
{ Yi=¢&X;

70, =&, Yz

Cherchons les bases normales réduites { V:,Y.} de & pour lesquelles il
existe de telles constantes &;, ¢, pour lesquelles eg=-+1 si ¢} a = 0. Nous
pouvons choisir arbitrairement le sous-groupe g, de & engendré par les { Y;},
car il existe une automorphie de ® qui transforme 'un des sous-groupes g,
en un autre quelconque. Supposons alors que {Y;, Y.} soit une base normale
réduite arbitraire de ®&. Les racines « sont des formes linéaires a coefficients
réels des parametres dans g, correspondant a la base {Y,}, et par suite toute
transformation linéaire involutive de cette base qui laisse invariant le systéme
de racines caractéristiques est réelle. Or, les {Y,} sont déterminés a une
transformation linéaire réelle prés, d’ou il résulte qu’une telle involution peut
se réduire par un choix convenable des {Y,}, & la forme

1) E. Cartan, Le principe de dualité et la théorie des groupes simples et semi-
simples, Bull, Sc. math, 49 (1925) p. 364.
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Yi=¢&Y;
ol
ep=-1sii'=0,1,...,0—1;en=—1sii"=9¢,041,...,0F0—1=1—1.
La base {Y:} de g, satisfait alors @ la premiére condition du théoréme II.
Si « est la transformée de ¢, nous conviendrons de dire que ¢, « sont

deux racines conjuguées et que deux racines «, 8 telles que a=a et B =
sont respectivement réelle et purement imaginaire. Définissons par la formule
(5) (§ 4) un ordre des racines caractéristiques; toutes les propriétés d’un tel
ordre developpées dans la section 5 resteront vraies.

8. On sait que? si {Y:, Yo}, {Z:, Zo} sont des bases normales ré-
duites de deux groupes semi-simples complexes & et §, distincts ou non, et
si les systémes correspondants de racines caractéristiques sont les mémes, Z,
et Y. étant de méme poids a; ¢ respectivement relatif & e’ Z; et a ¢ Y,, il
existe une isomorphie de & et § définie par

’ Yi~>Z;
Yo—>&uZs
oit &, =+ 1 et e,.e0=1. Or, Y, et Y; sont de poids a; ¢’ respectivement
par rapport & ¢/,Y, et 4 ¢! Y;=¢'¢; Y;. Nous pouvons donc poser =& et
Zi=e& Y;
( Z.=Yz
et nous aurons une automorphie de & de la forme
{ Yi=¢Y:
Ye=1¢.Yz .

II en résulte que

(13) y’éﬁ:eae@ & yé{?
et que

Viz =% Vs,
d’olt
(14) £ Eg &y = &, 5 55,

La condition pour que Pantomorphie de ® que nous venons de définir
soit involutive est que £, =¢&;. Supposons alors que &, =1¢3 si o' <<a<o
et que &,= -1 si en méme temps & est purement imaginaire. ,

Si d’abord o c¢st purement imaginaire, et si w=a - f oit @, § sont
deux racines qui satisfont 3 o' <@, § <<w, « et 8 sont purement imaginaires,

1) Van der Waerden, loc, cit
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et y'" _y ' g

]/ewzl Si © est purement imaginaire, mais si elle ne peut pas s’exprimer
sous la forme ¢4 8 ot o' <<a, f<w, on peut remplacer Y par un multi-
ple arbitraire de lui-méme, sans changer la structure de la base {Y7, Y}
et sans changer les éléments {Y.} (0’<<e<<w) On peut donc supposer
que Yo=Y, ce qui donne

-7"’8. Il résuite de équation (13) que &, =1, et & = o =

g, =1 et ey =1/e,=1.

Si w n’est pas purement imaginaire et siles {Y;} ‘o' <<a<<w) déter-
minent ou bien Yy ou bien Y-, appliquons Véquation (14) a la suite de
wy,=0 ou @, O=0;,—54,...,0,=0, 1 —L,=a+tf

olt 4y, 45,...,4, sont purement imaginaires et o' < ¢, f<<o
Cela nous donne
€0y Eq €= €, € €51 -
Or, e, = & et eg = ¢3, donc &, = ¢, et ¢, = &;. De la relation &, . =1
il résulte que e, = &5/.

Si @ n’est pas purement imaginaire, si les {Y: } o' < a<w)nedéter-
minent ni Y, ni Y5, et si de plus les { Yo} (o' L a Lo) ne déterminent pas
Y5, on peut remplacer Y, Y par des multiples arbitraires et indépendants
d’cux-mémes sans changer fa structure de la base %Y:, Y;} et sans changer
les éléments { Yo, Y } o < a<< o, Nous pourrons alors supposer Yo, =Yg,
Yo=Y, et

Ep=¢y=¢5==¢;/=1.

Le seul cas qui reste @ considérer est celui ou les (Y} (o <a<o)
ne déterminent ni Yo ni Y;— mais o les {Y:,} (o L aLo)déterminent Y;,,.
Appliquons a la suite de racines:

(15} 0, =0, 0=0, —2,...,0,=0, 1 — =0,
I’équation (13). Il en résulte que

W

- W © p 1 w1
H (€2). &0 €5 = { Veordy « Yestg - Yo, 1, / R 752 sy } .
Or, g2=1 et les y sont réelles, donc Pexpression

P

H ('yms y- S“‘) /sw.e;
0

§=

est positive. Pour que &, =& il faut et il suffit alors que le produit

(16) TGz 723

soit positif. Euofin, &, =5 en méme temps que &, = &;.
Si dans le cas oi les {Y;} (0 <a<<« déterminent ou bien Y, ou
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bien Y:—a , il existe une suite de la forme (15), ce méme raisonnement démontre

que le produit (16) associé est positif. Il en résulte par induction en faisant
croitre o gu’il faut et il suffit pour que Pon puisse choisir les &, de sorte
gue e,=¢; et qtie &, =-1si a est purement imaginaire, que le produit (16)
associé a toute suite de racines non purement imaginaires de la forme

(15a) 0 0 =0,—4,0,= 01— 4,...,0,= 0, 1— =0,

)

ot Ai,Ag,..., 4, sont des racines purement imaginaires, soit positif.

De plus, si o est une racine quelconque d’une telle suite, il faut et il
suffit pour que &,=¢5 que le produit (16) associé a la suite soit positif, car
la suite

W =05, Ws41,.: ,Wy =;os(")l;~ L= W
donne le méme produit (16) que la suite primitive
wd,wl,...,w/,=50.
De cela il résulte que, si deux suites de la forme (15a) admettent une

racine commune ou si une racine de la premiere est la conjugée d’une racine
de la seconde, les produits (16) correspondants sont de méme signe.

9. Définition: L’ensemble des racines d’une suite de la forme (15a)
et de leurs conjugées sera appelé ,cycle de racines“ si aucune des quantités
A, + A5 n’est racine. L’entier p sera appelé Pordre du cycle.

Considérons les deux espéces de déformation d’une suite (15a) obtenues :

(i) en supprimant o, si {45 4 4,.1) est racine

ou en supprimant o, et en remplacant ®, par o, si (1,— 4,) est racine.

({ii) cu remplagant w, par la racine [0, - Aoq) = ‘@sqi + 4o ) si (A 2044)
n’est pas racine

ou en remplagant o, , w, respectivement par (0 — 2,), ©,-1+ 44)si (4, —2,)
n’est pas racine.

Une telle déformation laisse toujours invariante au moins une racine de
la suite, et par conséquent elle ne chaunge pas le signe du produit (16). Or
on voit que par une succession de telles déformations on pourrait arriver a
une suite pour laquelle aucune des quantités (4,4 4,) ne serait racine. // faut
et il suffit alors pour que Von puisse choisir les e, de sorte que e,= & et
que e,=-+1 si a est purement imaginaire, que le produit de la forme (16)
associé d tout cycle de racines soit positif.

Un cycle de racines d’ordre p est une suite de racines non purement
imaginaires

(17) By = 0,01 =0y —A,y.., 0y =0yp1— Ayp= ©

olt 4,4,,...,4,, sont des racines purement imaginaires et aucune des quan-
tités (4, 4 4,) n’est racine?. Une telle suite n’est pas récessairement un cycle,
mais si elle est un cycle, 4,=45,, et le produit (16) correspondant est

1) Ici, ,racine® veut dire ,racine non nulle®,
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2p
(18) U] (vas3) -
Si dans une suite de la forme (17), {4} 4.+1) %= 0 et on remplace &s
par @; = @;_1 — Asy1 = @s+1+ 4s, P’équation de Jacobi
@5

J— “.’s—l .
yaf Vo125

2

Bs_y P
Yoz Yo
95 s © s #s=1

.>+]2's+1
montre que @; est racine et que le produit (18) n’est pas changé. Or, par
une succession de telles déformations nous pourrions réduire un cycle a une
suite de la forme

~

By = 0y, Or=0y—5k, Gy=+h=0,,...,
Gys = W;, 2541 =w0—25+1, i, B2, =0y,
et le produit (18) deviendrait
S Bo— 2
® B =—
[T (782 2. - v570) -
s=1

14
S

La base {Y;, Y.} étant normale réduite, y,3=—yy» » et ce produit
est du signe de (— 1)7. On arrivera alors au théoréme suivant:

Théoredme Ill: Pour gquune involution du systéme de racines carac-
téristiques relatives aux éléments générateurs d’un sous-groupe g, d’un

groupe semi-simple complexe & puisse définir une automorphie involutive de
® de la forme

EY:=E,‘Y;
Y27=€aY&
(o &;=1 si i=0,1,...,0—1; =—1 si i=9, 0+1,...,1—1;

eo==1 et e¢,=-1 si a est purement imaginaire), {Y,‘} étant une base

de g, et {Yi, Yo} étant une base normale réduite de ®, il faut et il suffit
que tout cycle de racines déterminé par Uinvolution soit d’ordre pair.

Corollaire : Si deux cycles de racines admettent uneracine commune,
Lordre du premier est de la méme parité que Pordre du second. Les deux
cycles doivent donner, en effet, la méme valeur pour &,/¢; oit o est la ra-
cine commune.

Des théorémes I et III il résulte:

Théoréme 1V : A fout groupe réel associé a¢ & il correspond au
moins une involutiou du systéme de racines caractéristiques de & pour la-
quelle tout cycle est d’ordre pair.

10. A toute involution qui satisfait 3 la condition du théoréme III il est
associé au moins un groupe réel qui définit & par le passage du réel au

1) Weyl, loc, cit., p. 371 (§5).
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complexe. (Th. 1I). Démontrons qu’il n’en existe qu’un seul. Dans la démon-
stration de théoréme I, la base normale réduite {Y;, Y.} de laquelle on part
est arbitraire & condition que

Yi=¢eY:
ot &=-4+1 st i=0,1,...,0—1 ¢t =—1 si i=o,0+1,...,{—1.
De plus, chacune des constantes £, a une valeur bien déterminée. Dans cer-
tains cas, en effet, elle est déterminée en fonction des constantes ¢, (o' << a << o)
et de la structure de la base {Y., Y.} et dans les autres cas nous avons

convenu de lui donner la valeur unité. En prenant comme base du groupe
réel G, la base

Ll Y (Yot eYa)i(Ye—ea Yz}

de &, nous voyons que la structure de G est bien determinée.

Toute involution du systéme de racines caractéristiques pour laquelle
tout cycle est d’ordre pair détermine un groupe réel et un seul qui définit
S par le passage du réel au complexe.

Définition: Deux involutions d’un systéme de racines seront dites
wéquivalentes® s’il existe une transformation linéaire qui transforme lune
en Pautre.

Soient {Y,}, { Z,-} deux bases respectivement de deux sous-groupes g,
de & telles que les racines caractéristiques sont pour ces deux bases des
formes linéaires a coefficients réels des parametres, et supposons que les
transformations Y; =& Y; et Z; =& Z; définissent deux involutions équi-
valentes du systéme de racines?. On pourra choisir les {Z;} de sorte que
les racines caractéristiques relatives a £/ Z; et &' Y, soient lcs mémes et d’apids
le théoréme de M. Van der Waerden déja cité (§4), il existera deux bases
normales réduites {Y;, Y.} et {Z;, Za} de méme structure. Si les deux invo-
lutions définissent respectivement les groupes réels G et H nous aurons
aprés réduction par la méthode développée dans la démonstration du théoreme
I, par rapport 2 G:

Y. =¢'Y;
va = &q Y?c Py
et par rapport a H:

{ Zi:8.2£
2a=8a2¢?,

olt les constantes &, sont les mémes pour les deux groupes. Or, cette 1éduc-
tion ne change pas la structure des bases {Y,-,Y(,} et {Z;,Za}, qui auront
par suite toujours la méme structure.

Il en résulte que les bases

!) On peut toujours supposer que les ¢ sont les mémes pour deux involutions
€quivalentes, car il en est ainsi pour g,o.
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{ 82/2 Yiy (Ya + &g Y;}:i(Ya — &y Y;) }
et

{el Z: ) (Ze+ 62 Z3),i(Za—6a Z3) )

respectivement de G et de H auront la méme structure et que les deux groupes
réels G et H seront isomorphes.

Théoréme V: A chaque involution du systéme de racines caractéristi-
ques de & pour laquelle il n’existe pas de cycle d’ordre impair, il est
associé un groupe réel et un seul qui définit & par le passage du réel au
complexe. Deux involutions équivalentes définissent deux groupes réels iso-
morphes.

11. Calculous le caractére) du groupe réel semi-simple G défini par
une involution donnée du systéeme de racines. Par définition, le caraciére de
G est celui de la forme quadratique ¢ (¢), somme des carrés des racines ca-

ractéristiques relatives 3 une base réelle de G. Soit {Y:, Y.} une base nor-
male réduite de & pour laquelle
Yi=&Y: et Yo=e, Yo

oit les constantes &, &, sont assujetties aux conditions habituelles. Relative

a cette base la forme ¢ (e} est
Ple)=gij el e =3 e e
oil gije' ¢ est définie positive. La forme ¢ (e) relative a la base
{elve, (YoteaYo, @Yo—eYal}

de G, devient

gy et g — g g et ety —2 pX { (52)2"!_ ('7]/%)2 } + A
ot (e"% &, 1) sont les paramétres correspondant a cette base ; /=0, 1,...,0—1;
i"=9, 0+1,..., ¢-}0—1=7[—1 et la somme est étendue a toutes les
racines purement imaginaires supérieures a zéro. Le terme ¥ est une somme
de produits de la forme £*&“ ou n* %%, ef cette forme quadratique est de

caractére
0—0—7T

o v est le nombre de racines purement imaginaires.

1) E. Cartan, Les groupes réels simples, finis et continus. Ann. Ecole Normale, 34
(1914) (désigné dans la suité par les initiales G. R) p. 268,
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CHAPITRE 11.

1. Un groupe réel semi-simple est le produit direct d’'un ou de plu-
sieurs groupes réels simples et il suffit donc de trouver ceux-ci pour avoir
tous les groupes réels semi-simples. M. Carfan a démontré qu’il y a deux
cas possibles’. Si G est un groupe réel simple, le groupe & qu’il définit
par le passage du réel au complexe est, ou bien simple, ou bien composé
de deux groupes simples qui sont conjugués complexes par rapport & G.

Dauns le second cas, soit & le produit direct des deux groupes simples
complexes ®; et &; ; on obtient le groupe réel G en considérant [’espace
du groupe &; comme un espace & 2r dimensions réelles au lieu de 7 dimen-
sions complexes, 7 étant P'ordre de &;. Tout groupe simple complexe définit
de cette maniére un groupe simple réel et un seul.

Il reste & considérer les cas olt & est simple. Les groupes réels simples
associés aux groupes complexes simples peuvent étre déduits des systeémes
bien connus des racines caractéristiques des types divers de groupes simples
complexes. Nous allons chercher les automorphies involutives de chaque
aystéme de racines, non réductibles Yune & Vautre, pour lesquelles il n'existe
pas de cycles de racines d’ordre impair. D’apiés le théoréme V, il sera
associé a chacune de ces involutions un groupe simple réel et un seul. Le
théoréme IV nous montre d’ailleurs que nous obtiendrons ainsi tous les groupes
réels simples qui définissent par le passage du réel au complexe un groupe
simple donné. Si nous exprimons l'involution sous la forme

eti=¢"' {’=0,..., 0—1)
e =—¢" (i"=90 0+1,..., 0F0—1=1[—1)

ol / est la rang du groupe, et si Pinvolution change de sigre 7 des racines
caractéristiques, le caractére 6 du groupe réel sera

0=p—o0—u.

Nous pourrons simplifier les calculs en remarquant que, si une racine
caractéristique est contenue dans plusieurs cycles, il suffit de considérer Pun
quelconque de ces cycles. En effet le corollaire du théoréme III montre que
les ordres de tous les cycles contenant une méme racine seront de méme
parité. Il nous sera aussi utile d’introduire certaines automorphies S, du

1) G. R, p.
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systtme de racines, définies de la maniére suivante. Appelons d’apies Van
der WaerdenV produit scalaire des deux racines

a=uc; e et f=0:¢,
la quantité
N (@.8)=g" a; B;
ol .
gl gn=0L et g, =Ywe

Nous pouvons définir de méme le carré scalaire (¢)?=(c.c) de toute
racine @ et le produit scalaire ». ) de la racine ¢ par une forme linéaire
quelconque o = v, ¢'. Les opérations S, et Sy associées aux racines o et o’
sont définies par P’équation? -

Se0) =Sy 'uj=0—2{ 0.a/(af }.a

Elles ont été définies pour la premitre fois par M. Cartan® par la propriéié
que S, (8) —ka et B-}%a sont des racines en méme temps, § etant une ra-
cine caractéristique quelconque.

Toutes les automorphies du systeme de racines laissent invariantes toutes
les relations linéaires qui lient les racines; il en résulte que si uné automor-
phie transforme « en «* elle transforme S, en S,«. Les racines § pour les-
quelles {e.8) =0 sont dites orthogonales a «, et caractérisées par la relation
S« {8)=p. L’ensemble des racines orthogonales a2 o se transforme alors en
I’ensemble des racines orthogonales a «o*.

Remarquons enfin qu’il y a deux cas spéciaux qui se présentent pour
tout groupe complexe simple. Si Vinvolution se 1éduit a Pidentité, il 'y a
pas de racines purement imaginaires?, et par conséquent tout cycle est d’ordre
zéro. Nous aurons ¢ =17 et o=1=0. i existe toujours alors un groupe
réel de caractére . Clest le groupe réel normal engendré par une base nor-
male réduite du groupe complexe. Si linvolution change de signe toutes les
racines, elles sont toutes par définition purement imaginaires et il n’existe
donc pas de cycles. ¢=0, 0=1[ et t=r— [ ot r est 'ordre de groupe.
On obtient ainsi le groupe réel unitaire de caractére — r.

1) Van der Waerden, Die Klassifikation der einfachen Lieschen Gruppen, Math. Zeit.
37 (1933) p. 447.

*) H. Weyl, Darstellung kontinuerlicher halbeinfacher Gruppen, I, Math. Zeit,, 24,
(1935) p. 367

Van der Waerden, loc. cit.
3) C., p. 57, Théoréme VII. Avec la notation de M. Cartan,

(OF Se = w3 + age ®,, X Co,el,(07) Cloh),q,af = — 2ety Ca,at,0h) C(o 1), 8,8, = 3a.
h I
Si nous écrivons wx= a et w3 =@, cela nous donne avec notre notation

ag e ——2 Ca o f?ﬁ/dza’ c?a,
expression qui est invariante par toute transformation de base réduite de &. Or, pour
une base normale réduite
Caa'.(,'%:——gijfjacl?ﬁ—- (. (8) Caa’ CxB— (0{)2 et aﬂ“=_2(a"3)/(a)2’
4) Pour la définition de racine purement imaginaire voir Ch, I, § 7



2. Les groupes A;.

Les racines caractéristiques sont?
()= —x) ({,j=1,2,...,04+1;i%])
41
oit Z(x") =0. Si o =m;x*, les opérations S, sont

i=1
Sijlo =0 — (m;— mj) {£,4)

Il existe des sous-systémes de racines tels que la différence de deux
racines d’un méme sous-systeme est toujours une racine. Ce sont les 2 {{-}- 1)
systémes (f,,]) et (j,i,), olt les ysteme est déterminé par I'indice /;, et Vindice j
prend toutes les valeurs de 1 & ({-} 1), sauf i,. L’ensemble de ces 2 (-} 1}
sous-systemes est nécessairement invariant par toute automorphie. Or la somme
des racines d’un tel sous-systeme est

41
A1) o= 2 ()} = 4 {4 1),
i=1

Il en résulte que le systtme des quantités {4+ x*) est invariant par Pauto-
morphie. De plus, si x'=x/ et si xX*==—x!, olt ' et x* sont les transfor-
mées des coordonées x° et x*, la racine ({, %) se transformerait en la quantité
(x? - x*), qui w’est pas racine. 1l y a alors deux cas possibles: ou bien le
systeme de quantités (x') est invariant par automorphie ou bien il se trans-
forme en le systéme (— x').

Si Pautomorphie est involutive, elle peut étre réduite, en effectuant une
permutation des indices, a la forme

[ xe=ext @=1,2,...,2p50=2p+1—0q

lE“:sx“ la=2p+1,2p+2,...,2p+g=1+1)
oit e= -1 cherchons les cycles dans les divers cas.

I: e=--1. Les racines purement imaginaires sont (@, @) et 7=2p.
Le tableau suivant doane les racines non purement imaginaires, un cycle con-
tenant chacune de ces racines et 'ordre de chaque cycle:

racines cycles ordre
(a, @) > (2, ) (a,a), (a, ) 1
(@, a) > (a, a) \e, a), (@, a) 1
{a, b) > (a, b) (a, D) 0
(@ 8 > (o, B) (@ 8), («,8), (@ B), (B 2

N C, p. 71 et E, Cartan, Les groupes projectifs qui ne laissent invariante aucune
multiplicité plane, Bull. Soc. Math., 41 (1913) (indiqué dans la suite par G. P.) p. 67.
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Les seules involutions oit il n’existe pas de cycles d’ordre impair sont
données par:

@} »=0,

(i) ¢==0 et p={/-41)/2; celle-ci n’existe que si (/1) est pair.
Nous avons alors deux groupes réels:

il = 0. L’involution est I’identité et le groupe réel est le groupe
J P

normal de caractére /.
i) ({4 1) pair et p={(/+4 1)/2. L’involution peut s’exprimer :

b G = ) ( @=1,2...,(—12)

. (= %) = — (¢} — %) \ B=1,?2, .‘..,(l+1)/2)-

Donc, o= ([ —1)/2, o=({+1)/2, 7=2p=(I+1) et
0=9—0—1=—1[—2.
U+1/2
L’involution peut se mettre sous la forme HSaz.

a=1
II: e=— 1. Les racines purement imaginaires sont (a, ) et 7={(g>—g)
Les racines non purement imaginaires et les cycles sont:

racines | cycles Iordre

(a.a)—»(&.a) — —

(@, 6>, a) i

fe,a)>(a,a) | (@, | O

Il n’y a pas de cycles d’ordre impair et il existe alors un groupe féel
pour toute valeur possible de ¢, soit g=1/-4-1,/—1,...,0 ou 1.
L’involution est définie par les équations:

-+ (k¢ —x = (x*—x% | (@=1,2,...,p)
(B xbj=—(F + )| F=1,2,...,p—1)
— X = — e a=2p+1,...,2p+g=1+1)

Nous avons donc ¢ =p,0=[—p,t=¢q*—q et
6=@-——0——1=(]_q2).

1l y a alors deux classes de groupes réels du type A;:
(i) le groupe normal de caractére | et, si | est impair, un groupe de

caractére — L+ 2), defini par Pinvolution
412
> S.z @=1}2—q

=1
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{ii) les groupes de caractére (1 — q?) définis par les involutions
:\1“=—x‘—‘,(a:1,..‘,2p;a=2p+1——a)
xt=—x% {a=2p+1,...,2p+qg=1+F1.)

3. Les groupes B;.
Les racines caractéristiques sont?

{ (f=x
(6, ]) ={x — &)
o Lj=41, +2,..., +1; i%x+j et xi=—y.

Les opérations S, sont?

{S,- (0 =wo —2m; (i
Sij("‘)) =0 — (m;— mj) (l:J) ’

oll nous convenons de poser m_; =—m;.

Il est clair que toute automorphie laisse invariant ’ensemble des racines (i.
En effet, toute autre racine est la somme de deux racines, ce qui serait faux
pour toute racine (i). Il en résulte que toute automorphie du systéeme de ra-
cines est de la forme

Xxi=4x Ghi=1,2,...,1.

Si cette automorphle est involutive on pourra, en effectuant une permutatxon
des indices, la mettre sous la forme:

['—a 6 — =41, i2’~°°):i2p;9«=—"H?¢'=0n=il

X = “x(t, - . — H

I e=2pt+l1l—asia>0eta=—_2p+1)—asi a0
| <= @=x@p+1,.... £2r+4q)

U¥=—x,  G=t@p+o+1,.., £2p+o+9=20,

et par un choix convenable des signes des coordonnées (x¢) on pourra s’assurer
que 6,==--1. Les racines purement imaginaires sont (), (4, u} et (e, @) et
7=2(s*-p). Le tableau des autres racines et des cycles est:

racines cycles ordre
(a,0), (a',2)?, (a, b), (o' @), 0
{a) sont réelles (a) respectivement
(@, @) > (e, a) (@, a), (a,a) 1
() > (<) (@), (@) 1
(@, 2) > (a, 7) (@A), (a,u), (a, ), (a, ) 2
(@8 >(af) (ep)| iep), (af) (ah), («f 2
o, > (@, ) | (@A e @2 (@ 2, (e, |
(@, 2
" C, p. 19 et G. P, p. 60, }) G. P., p. 69.

5) Nous posons «' = —a« et o/ = —a, etc,
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Pour qu’il n’existe pas de cycles d’ordre impair, il faut et il suffit que
p soit nul. Nous avons alors (/- 1} groupes réels pour iesquels s=0, 1,...,/
et g =1/—s. L’involution est définie par les équations:

+ =i (=1, 2,..., q
-— P A=qg+1 9g+2,...,9+s=1

et 9==¢g, o=s. Or, t=2s?, donc
0=9—0—1=[—2s(s+ 1)
Il existe alors une seule famille de groupes réels, de caractére

[—2s{s+1) (s=0,1,...,1), et Vinvolution peut S’écrire sous la forme

-H‘SZ,A+lSZ',Z+I) (/1=C/+]»(7+3,‘7+5,~-),
qu'il faut multiplier par S; si s est impair.

4. Les groupes C,.
Les racines caractéristiques soat?
(iDJ) - (X' —-xj]
ot i, j=4+1,+2,..,+7;i#jetx=—x.

Les opérations S, sont?

Sijlw)=w —(m, —m,}(i,]) si i+ [
S o) =w—m,li, i),
oii, comme pour les groupes B;, nous posons 7, = — ;.

La somme de deux racines distinctes de la forme (¢,#') qui ne sont pas
opposées, est toujours égale au double d’une troisieme racine, et ces racines
sont les seules pour lesquelles il en soit ainsi. Elles constituent alors un sous-
systéme invariant par toutes automorphie. Il en résulte que les involutions sont
les mémes que pour les groupes B; (§ 3). On peut de méme supposer que
o= -41.

Les racines purement imaginaires sont (4,p) et (¢, a), et t=2(s* —p].
Le tableau des autres racines et des cycles est:

racines cycles ordre
(@,6)—>(a,b) (a,0)
(@ ,ZI)—‘) (e ’EI) e, E’
(@,2) > (a,X) (@,4),(a, ) 1
(a,a}-»{a,“a?) (a,“)n(ayz“j 1
e, B> (@, ) la, By, (e, B), [, B, et B) 2
(@, A= (a, V) (@, ), (@, 4@, ), la,l)

1) C,p-7 et G. P, p. 70. *) G. P, p. 70.
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Pour que tout cycle soit d’ordre pair ou zéro il faut et il suffit ou bien
que ¢ =0 ou bien que p=s5=0.
{ij ¢=0. L’automorphie est définie par

+ (x4 x4 = (x« + x9) @=1,2,...,p)

(xa_';z):_ (xm__xc_x)

- - d=2p-4+1,...,2p+s=1.

A= —

Nous avons alors ¢ =p,0=[—p et 1=2 (s*-} p}, donc
d=p—06—1=—1[—2s2.
L’automorphie, exprimée & Paide des opérations S, est
IIS“;. HS]';,I (a=1,2,...,p;l=2p+1,--.,1)-

(ii) p=1s=0. L’involution est Pidentité, et nous avons le groupe réel
normal de caractere /,

En résumé, les groupes réels du type C; sont:

[i) les groupes de caractére (—1—2s)oun(l—s)=0,2,4,...,2[1/2),
définis par les involutions
IS, z. IS ple=1,2,...,p;6=2p+1—c;i=2p+1,...,2p+s=]).

(i) le groupe normal, de caractére (.

5. Les groupes D; ({ > 4).
Les racines caractéristiques sont?

(lu’) = (x‘.'—xj)

ot ,j=4+1, +2,..., +L;iF+jet xF=—x.
Les opérations S. sont?

Si, (o) =0—m;—m;).(,j)] ot myp=—m;.

Prenons d’abord le cas oir />>4. Est associée a toute racine [/, j) une
seconde racine orthogonale a (/,j), determinée au signe pres, telle que toute
autre racine orthogonale ala premiére est également orthogonale a la seconde ;
cette racine est {;,;/). Toute automorphie du systéme doit laisser invariant
Pensemble des paires de racines ainsi définies. Or,

i+ G i)=2x et [Gi)—(E)=2x;
une automorphie laisse donc invariant ’ensemble des quantités x'(i=+1,2,...
.+«.,+ 4. Il en résulte que les involutions du systeme D;(/>4) sont les

mémes que celles des systemes B;, C; (§§ 3, 4\
Dans le cas ot /=4, M Cartan a fait la remarqued qu’il y a trois
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systémes de quantités qui peuvent jouer le réle des quantités (4 x*), et que
toute involution du systéme de racines doit laisser invariant au moins vn de
ces systémes de quantités. Toute involution est alors équivalente a une invo-
lution de la forme que nous avons trouvée dans le cas /> 4.

Dans tous les cas, /> 4, les racines purement imaginaires sont (4, u) et
@, a), et 1=25s(s— 1}42p.

Le tableau des autres racines et des cycles est:

racines cycles ordre
(@, a) > (e, o] (e, a) 0
(@, b) > (a, ) (a, b) 0
(@, «) > (a, a) (e, @), (a, ) 1
(@, ) > (@ f) (@, 8), (e, 6), (@ B, (o6 5
(a, 4) > (a, ¥) (a,4), (a,u), la, ), (a,0)
(2, @) > (¥, &) (2, @), (4 @), (), (¥a], (¥a), W,a) 3

La condition nécessaire et suffisante pour qu’il n’existe pas de cycles
d’ordre impair est: soit p =20 soit s<{2 et ¢=0.

{ij Si p =0, Pinvolution est

+ (x=x" ‘ @a=1,2,..., q
— |x¥r=—i A=q,+1,..., g+ s=1

et 9g=¢q; 0=3. Or, L’=2$(;— ]T,dOllicA

0=10—2s—2s{s—1)=1[—2s

(i) Si s<{2 et g=0, s=0 si [ est pairet s=1 si / est impair. On
peut choisir les coordonnées (x) de sorte que linvolution devienne
1= —xe =1, 2,...,l; a={({}+1—a0a)

et les racines purement imaginaires sont =+ (¢/,@) (e=1,2,...,[{/2]), au
nombre de 2 [//2]. L’involution peut s’écrire:

+ | G —=FF) = (= ) (@=1,2,...,[/2])

— | P4 = — (¢ 27 B=1,2,...,[l+1)/2)),

et nous avons
o=|[{/2], o=[({+1)/2] et =2][(/2],
d’olt

0=¢9—0—1=—1L
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Il y a alors deux familles de groupes réels :
li) les groupes réels de caractére (| —2s%) (s=0,1,...,1) définis par
les involutions
{ X% = y° la=1,2,...,9)
W= A=gF+1,g4+2,...,9Fs=1);
{ii) le groupe réel de caractére — | défini par Uinvolation
= (@=1,2,...,l;a=1[4+1—a).
Si =4 les involutions
_ _ [ e=x(a=1,2)
X0=—x% et _
=—x*{1=3,4

sont équivalentes et les groupes réels correspondants sont isomorphes. Ecri-
4

vons eneffet&":{—;—Z(xf)—x‘}oh i,j=1,2,3,4. Le systtme D, est

J=1

(+ & 4 &7) et la seconde involution peut s’écrire
E3= §4 . E’l — gd
{€=—§~?=—s

qui est manifestement équivalente a la premiere involution.

6. Le groupe E;.
Les racines caractéristiques sont?
A= )

1,7 B =1 - )

(i,],k)':—(l,])k)
6

(000) = — > x'
i=1

(000) = — (000)

ot i,j,k=1,2,...,0 et iz=jE=k*1.
Les opérations S, sont?
Sijlo) =o—(mi—m;) (i])
Sijrl0) =4 (s L m— mi—mj—mu) (i, j, k)
Sooo (W) =w-}-1/; X m.(000).
Si une involution échange entre elles deux racines dont la somme ou la
différence est une racine, cette derniére est invariante au signe prés. Si la

1} C, p. 80 et G. P, p. 72.
G P,p 73
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transformée d’une racine est orthogonale a cette racine, les racines orthogo-
nales a toutes deux forment un sous-systéme invariant. Or, les équations

(]) J Sijl(kl l)—_—-(l,j, k)
l Slm 3 {i) j’ k) = (000),’

montrent qu’on peut supposer P'une des deux racines égale a (000). L’auire
sera de la forme (&, #), et les racines orthogonales seront (i, j) ({, ] 5 &, &) ; elles
forment un systéme du type A,;, dont toute involution admet au moins une
racine invariante au signe prés (§ 2). Il en résulte que toute involution du
systeme E; admet aussi au moins une racine invariante au signe pires, et il
suit des équations (1) qu’elle est équivalente 2 une involution qui laisse inva-
riante au signe prés la racine (000). Les racines orthogonales a (000), soit
G )i, i=1,2,..., 6), forment un systéme A; invariant par une telle involution.

Je dis maintenant qu’il est nécessaire pour que Vinvolution du systeme
E; définisse un groupe réel, que 'involution du systéme A; qu’elle détermine,
définisse un groupe réel du type A;. En effet, la somme de deux racines
du systtme A; est toujours une racine du systéme A; si elle est une racine
du E;. De plus une racine purement imaginaire du A; est upe racine pure-
ment imaginaire du E;. Il en résulte que tout cycle défini dans le systéeme
A, par lUinvolution est également un cycle dans le systtme E;, et doit par
suite étre d’ordre pair.

Les involutions du systtme A, qui définissent un groupe réel peuvent
&tre réduites par une permutation des indices a Vune des formes (§ 2):

(i) ;“:Y“(‘Il_—_l,2,» , 0)

(i) x=x;(e=1,2,.. ,6;a=7—aq)
X¢=—x*(a=1,2,...,2p;a=2pF+1—a)
i) { X =—xa=2p+1,...,2pFg=06).

Chacune de ces involutions définit deux involutions du E,, la premiére étant
donnée par les équations précédentes, et la seconde étant obtenue en multi-
pliant la premiére par PPopération S,,, -

Il ne reste qu’a chercher dans chaque cas les cycles non entiérement
contenus dans le systeme A;.

[: Si l'involution admet une racine invariante, nous pouvons
supposer que (000) — (000). Il y a trois cas possibles:

(i) Xt =yx(g=1,...,6).

Cette involution est Pidentité, qui donne le groupe réel normal, de
caractere 0.

(i) =x"e=1,2,...,6;e=7—ac.

La racine (y, 7] est purement imaginaire, (@,a,y) setransforme en (@,a, 7

et ces deux derniéres forment un cycle d’ordre un. Cette involution ne définit
donc pas de groupe réel.
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- {” =S5 (— 19 (@=1,2,...,p et T—p,8—p,8—p,...,0; a=T—c)
1
x* = Sgqo (— x%) (a=p+1,o--,p+tl=k6—l7)

Si ¢=0, il n’y a pas de racines purement imaginaires. Il n’y a donc
pas de cycles d’ordre non nul, et il existe un groupe réel défini par cefte
involution, qui peut se mettre sous la forme

+ 2';,.):2()5{) (i:1,2,...,6)
(}'“—};)=(x“—x—a (@ =1,2,3)
— [N+ =— (=) () | B=2,3)

Donc ¢=4, 6=2, 1=0 et 6=¢0—0—1=2,
L’involution est le produit de la transformation x'= —x’ par l'opération
Soo0 Il Sez (@=1,2,3).

Si ¢=2, (3,4) est une racine purement imaginaire.

(4, @, g~ 5000(4,(_2, B) = (3, q, 8)

et ces deux racines forment un cycle d’ordre un.

Si ¢ =4, les racines purement imaginaires sont (a, b) (a, b =2, 3,4, 5)
et =12, Le tableau des racines qui n’appartiennent pas au systeme A; et
des cycles qui les contiennent est:

racines cycles ordre

(av (Z,—&J—)Sooo(a, a’ay:(ba ¢, d) - : -
la, &, @/ - (b, c, dY — -

(a’ bs a)—> Sooo {4, b, ‘_z)l == (C, d) a) (a, &, 0&), (C, b, a))
’ e, d, a), (a,d, a)

et il n’y a aucun cycle d’ordre impair. L’involution est définie par:

Y (&) =2 (¢)

+ (x' — %) = (x1 —x9)
_ (x* — ¥°) = — (v — x3) (@=2,3,4)
28 — X' — k' =—25 - x1}-xo
et =2, 0=4 et z=12, donc
0= —14.
L’involution est le produit de la transformation x = —ux’ par ’opération

SO 00 Sl 6-
Si 4=0, les racines purement imaginaires sont (g, b) (¢, 0=1,2,...,6).
La racine (1, 2, 3) se transforme en Sgo0(1, 2, 3/ =(4, 5, 6) et les racines (1, 2, 3),
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(4, 2, 3), (4,5,3), avec leurs transformées, forment un cycle d’ordre trois. Il
n’y a donc pas de groupe réel.

II: Si Pinvolution n’admet pas de racines invariantes nous pou-
vons supposer que {000j— — (000). Toutes les involutions ainsi déterminées,
a Vexception de deux, laissent invariante au moins une racine. Ces deux in-
volutions sont:

a

(i) X=—x (a=1,2,...,6)
Cette involution définit le groupe réel unitaire, de caractére — 78.
(ii) x“==Sg00 (x%) @=1,2,...,6; a=T—a)

Les racines purement imaginaires sont (e, a), =+ (000) et + (e, B,7) ot les in-

dices @, f,y; @, B, y sont tous différents. 1l y a donc 24 racines purement
imaginaires. Le tableau des racines non purement imaginaires qui n’appar-
tiennent pas au systeme A;, et des cycles qui les contiennent est alors

racines (@, @, B), = Sooo (@, @ B) = (7,7, )

cycles | (e, @, 8), (e 8), (v, 7, B) = a, @ B)-+(000], (v,7,B8)

ordre 2

1l existe alors un groupe réel. L’involution est

+ ) = 2 — ) p=2,3)
— (xa-——x_!r_-—(x“—.-x“) =1,2.3)
Lx)=— Xl

dolt 0=2,0=4,7=24 et
0=—26.

L’involution peut s’écrire S;,,/lS.z(e=1,2,3).

En résumé, il y a cing groupes réels du type E;:

i) le groupe réel normal de caractére 6.

(i) le groupe de caractére 2 défini par Uinvolution Sy,, II S.=
(@=1,2,3; a="17— ) multiplée par x' = — x'.
(iii) le groupe de caractére — 14 défini par le produit de S,,, S, et

i i

de x*=—x".

liv) le groupe de caractére — 26 défini par
Soo0 I Saz.

(v} le groupe unitaire de caractére —78.
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7. Le groupe E,.

Les racines caractéristiques sont?
i, )=xi — x7
(6,4, B)= x4 x7 4 %)
(£, B =—1i,§, k)

(004) = Z (x4

7=t
004y = — (004)
ol i,j,k=1,2...,7, ces indices étant tous inégaux.

Les opérations S, sont?
Sij (0)= o —(m;— m;).{i,])
Sijelo) =0+ (3X(m) —m; —m;— my). (i, j, k)
Soo:(©)=o -+ (3 X (m)— m;) . (004).
Toute involution du systéme laisse invariant I’ensemble des paites de
racines égales et opposées, dont il y a un nombre impair. Au moins une de

ces paires est alors invariante, et au moins une racine est invariante au signe
prés. 1l suit des équations

Sixnli, y B =i, )
SOO k (i; h) - (00!)
S7: (00 i) = (007},

qu’il existe une automorphie qui transforme une racine quelconque en - (007),
d’oit il résulte que toute involution est équivalente a une involution qui laisse
invariante au signe prés la racine (007). Les racines orthogonales 2 (007), soit
(6, §,7), (54,7 et (i,§) i=1,2,...,0), forment un systtme D, invariant par
Pinvolution, systeme qui peut s’exprimer sous la forme

+ &4 E 6j=1,2,...,65 i#j

Ei= 0T+ ik i)}

Le systeme E, est alors
|[ T 6L =2EFE&); GL)=E"—§
—228,5 + £o

3
|
| + (007} = + &o.
1 C
1) G

ol =41, Ig=—1 et £ =(007)

. p. 80 et G. P, p. 76,
. p- 77,
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Si w= w;E* -+ v, &, nous avons les équations suivantes:

S, ‘o' =0 — (0, — 0,){i,])

(2) Szj7 (‘-‘)) =0 — ((’)i+ (")J) (i:ja 7)
Soos {@l=0—20, (007).

Si involution du E, définit un groupe réel, Pinvolution qu’elle déter-
mine dans le systtme D, définit un groupe réel du type D,. En effet, on
démontre comme pour le groupe E; que tout cycle défini dans le systeme
E, par Pinvolution est également un cycle dans le systeme E;.

Les involutions du D, qui définissent un groupe réel peuvent étre réduites,
en effectuant une permutation des indices, & 'une des formes (§ 5):

m{ F=t le=s41,542,...,s4+¢=6)

gz_gl A=1,2,...,5
(i) E'=0,8 (a=1,...,6;a=T—a;0,=0;=-+1)

§%l correspond 2 P'une des ces involutions, une involution du systéme E,’
il en correspondent deux, définies par les équations précédentes auxquelles
on ajoute

Peta.
Pour que les équations (i) définissent de cette maniére des involutions
du E,, il faut et il suffit que s soit pair. En effet, l1a racine

H{fabz)

se transforme en

1 __. . _
s{Taf L&) ol ta=¢ et =—8.

La condition nécessaire et suffisante pour que cette expression soit une

racine est:

Or, Il & =(—1)s ITe,= —(— 1)* et la condition est alors que s soit
pair. Les équations (ii) définissent toujours une involution du E,, car
II'{0,) = 1. Remarquons que nous pouvons changer de signe un nombre pair
des (&) sans changer la forme du systéme E,. De cette maniére on pourrait

~

s’arranger a avoir
0,=0,=+1;8,=0,=0,=06,=+41.

Cherchons dans les divers cas les cycles non entiérement contenus dans
le systeme D,.

1: Les involutions qui admettent une racine invariante sont
toutes équivalentes 2 une involution par laquelle (007) - (007) et & = £&°.
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Fa=g fe=s+1,5+2,...,54+¢=56)
[ (A=1,2,...,s, olt s est pair)
_§'0=§0

Les équations {2) nous permettent d’exprimer cette involution sous la forme
IT(3:38277) (A=1,2...,5/2;A=s+1—24).

Si s =0, P’involution est P’identité, et le groupe réel qu’elle définit est
le groupe normal de caractére 7.

Si s =2, linvolution est S,, S,,;. La racine {1, 2, 7} est purement ima-
ginaire et la racine (3, 7) se transforme en (1, 2,3) = (3,7} -+ {1, 2, 7). Les racines
(3,7) et (1,2, 3) forment alors un cycle d’ordre un.

Si s =4, les racines purement imaginaires sont (4, &}, (2, u,7) et (4, u, 7Y
(A, 0=1,2,3,4) et v =24,

Le tableau des racines qui n’appartiennent pas au D; est:

racines cycles ordre
{000) — {000) (000) 0
(@, 7) > (005/ (@,7),(a, 4, 1), (000), (a, v, 7) 2
(a, 4, 4} > (a,», n)
(lyy’; ”)"(ny 7) (laﬂaw)x(l)ﬂ')n))(na 7)»(/”1 7) 2
(2, &, ) > (00 Ay (a, b, 4}, (a, b, u), (00 2), (00 u) 2

Tout cycle est alors d’ordre pair ou zéro, et il existe un groupe réel. L’in-
volution est

=¢
+ w2 a
=8
e Z.Z,__-___EZ ’
d’olt 0 =3, 0=4. 7=24 et
0=9¢—o0—17=—25,

Si s=~6, la racine (1,7) se transforme en {001}, et les racines (1,7),
(6,7) et (2,5, 6) forment avec leurs transformées (001), {(006)’ et (134), un cycle
d’ordre trois.

. £ g @=1,2,...,6;a=7—a)
{ll) =0 0
§=¢,

involution qui peut s’écrire II S,z (@=1,2,3).
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La racine {@,7) est transformée en (,7), et la racine («, ¢] est purement ima-

ginaire. Les deux racines (¢, 7) et (e, 7) forment alors un cycle d’ordre u.
f=—¢; &=-¢
(i) | E¥=§ B=2,3,4,5; f=T7—al.
&=¢.
Cette involution est S;; So; S;,. Les racines purement imaginaires sont

+ (1,6,7), + (2,5) et + (3,4), et v=06. Le tableau des racines qui n’appar-
tiennent pas au systeme Dy, avec les cycles qui les contiennent, est:

racines cycles ordre
(000), (a, 7), (00 ), (000), (@, 7}, (00 ),
(@, 8, B) sont réelles (@, 8, 8) respectivement 0
8,7 (e, a, 8) 6,7), B, 7), (e, o, B, (a, @, §)
(@87~ (@B | (@B o)h@b ety | 2
(8, 7, 7) = (00 Y (8,7, ), (B, 7, ¥, (00 B, (00 B

ot a=1,6; 8,y=2,3,4,5.

Il n’y a pas de cycles d’ordre impair et I’involution est définie par les
équations :

Beb

+ | _
B+ 6,8 = (£° 4 0. £

(@=1,2,3];

—  |E = 0,E) = — (£ 0,£Y)

0=4,0=3,7=6 et 60=—5.

II: Les involutions qui n’admettent pas de racines invariantes.
Elles sont toutes équivalentes a une involution pour laquelle (007)—» — (007)

et £ = —&. Or toutes les involutions définies par les équations (i), (ii) et (iii),
avec &= —&°, laissent invariante au moins une racine, a Pexception de

Pinvolution :
{ 'g() —_ go
[CoE— 2=1,2,...,6)

Cette involution est alors la seule qu’il reste a considérer. Elle définit
le groupe réel unitaire de caractéere — 133, et peut s’écrire:

Seo7 12 (S22 S27;) oil A=1,2,3 et Ae=T—2.
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Les groupes réels du type E, sont alors:
(i) le groupe normal de caractére 7.
(ii) le groupe de caractére — 5 défini par
SlB? S?.’) 534'
(iii) le groupe de caractére — 25 défini par
Sl2 8127 534 S347'
(iv) le groupe réel unitaire de caractére — 133 défini par
Seor 1(S27 S277).

8. Le groupe E,.
Les racines caractéristiques sont?
(is .” == (xi - xj}
(i 7, k) = (x"+ x7 4 x¥)
(iy ja ky: - (ly j; k)
olt 4,j,k=1,2,...,9 et L(x}=0.
Les opérations S, sont?:
{ Sij () =0 — (m;— m;).(i,])
Sijrlo)=0+ (3 Xim) — m; —m; — my). (i, k) .
II résulte des équations
z Si: Szj (i,j) = “, 2)
Sijk Skl (i: j; k)(la 2) H
oli nous convenouns de dire que S;, représente Pidentité, qu’il existe une auto-
morphie qui transforme ume racine quelconque en (1,2). Si alors une invo-
lution laisse invariante une racine au signe prés, elle est équivalente a une
involution qui laisse invariante au signe prés la racine (1,2). Les racines

orthogonales a (1, 2) forment un ensemble invariant par une telle involution.
Ces racines sont

(iy])s + {l)]a k) et + (ls 2, l):i‘:X'—-—Z(x')} (i,j,k=3, 4,... )9)’
h=3
qui forment un systéme E, (§ 7). Une involution de ce systéeme E, laisse inva-
riante au signe prés au moins une racine, que 'on peut toujours supposer

e
égale & x°— 2 (xt)=(1,2,9)
§=3
Si une involution du E,; échange entre elles deux racines, elle laisse in-
variantes au sigue prés la somme et la différence de ces racines, et si l’une
de ces quantités est une racine, le probléme se réduit au cas précédent.

1) C., p. 80 et G. P, p. 80.
) G. P, p 80; Nous ne supposons pas ici que ¥ m; =0.
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Si enfin une involution échange entre elles deux racines orthogonales,
on peut supposer Vune d’elles égale 2 (1,2) et 'autre 2 (1,2,9). Dans tous
les cas alors, une involution est équivalente a une involution qui laisse in-
variant P’ensemble des quatre racines:

(3) +(1,2), +(1,2,9)

Les racines qui ne sont orthogonales ni a (1,2} ni 2 (1,2,9) forment
également un sous-systéme invariant. Ce sont les racines:

(41 + (1,40, +(2,0, +(1,9,0), +(2,9 4 la==3,4....,8)
Il est de méme des racines orthogonales a (1,2) et 4 (1,2,9):
(5) (a,b), H(a,0,9)
et ces trois sous-systemes (3), (4] et (5) forment un systéme du type D; inva-
riant par linvolution, soit:
B, +17,9) ii=12,...,8.
Ce systeme peut s’écrie
+E& & (h,i=1,2,...,8)

.

ol
Ei:"‘-}i % (l)])'l_(l’]s 9) } 3
et le systeme E; devient:
(£E +b

8 8
i —;Zgia{ ot &=+41 et HS‘Z—I'
= +=1

Si une involution du E; qui laisse invariant ce systéme D, définit un
groupe réel, Pinvolution du systéme D, qu’elle détermine, définit également
un groupe réel, car tout cycle du D; est également un cycle du E,. L’invo-
lution du Dy peut se réduire alors, par une permutation des indices, & ’une
des formes (§ 5):

() {gl=_‘§z (2'=1129--°)S)
1 —
FP=te @a=s+41,s4+2,...,5s4+g==8)
(ii) goz:oagm (a=]121°--’8;&_=9'—“a;606:6;:i1)'

La condition nécessaire et suffisante pour que les équations (i) définissent
unte involution du E; est que s soit pair, car elles transforment la racine
5 2(eE) en 2 X(e,E) ot &, =¢, et & =—e;, et il faut et il suffit pour
que cette quantité soit une racine que s soit pair. Les équations (ii) au con-
traire définissent toujours une involution du systeme E,. Cette involution
laisse invariantes les deux racines orthogonales (£ 6, &8) et (£2-6,&7); elle
est alors équivalente 2 une involution qui laisse invariantes les racines (1, 2)
et (1,2,9), et si nous exprimons celle-ci sous 'une des formes (i) et (ii), les
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racines (1,2) et (1,2, 9) deviendront &+ &) ol =t et ¥=¢. Linvo-
tion est alors de la forme (i), d’ol il résulte que toute invclution aéfinie par
des équations de la forme (ii) est équivalente a une involution définie par
des équations de la forme (i).

Cherchons pour les différentes valeurs de s les cycles non entiérement
contenus dans le systeme Dj.

Si s=0, linvolution est 'ideutité ¢t on obtient le groupe réel ncrmal
de caractere 8.

Si s=2, la racine %2(5,-5") se transforme en {—;-2(8;5’)— (e, 61+ &, §2)}
et la racine (g, §'} ¢, &) est purement imaginaire. Nous avons alors un cycle
d’ordre umn.

Si s=4, les racines purement imaginaires sont
(4 gi.._'t E,u,) et T=24.

Les racines qui n’appartiennent au D, et les cycles qui les contiennent
sont :

racinesi sE(EE) > R (6E) o=t ;8= — &

(3TleE), {ILlaE)— (6 8+ 68 ) (3T aE) ),
{1Sie)+ e 458 )

ordre \ 2

cycles

Tout cycle est alors d’ordre pair. L’involution étant:

+ | F=g |
— =,
o=0=4¢etd=9—0—1=-—24,

L’involution peut s’exprimer sous la forme:
SX? SZ{ S1‘29 8349 *
En effet,
G —8)=(1,2), E—8&)=(3,4), ' +&=(1,2,9 et &4 E&)=(3,4,9).
Si s=06, les racines
{2168 ), (35[0 ) — e 1 B
et
{368 — (6,5 468 —(n 8 e 8) )
forment avec leurs transformées un cycle d’ordre trois.

Si s=28, toute racine est purement imaginaire et le groupe réel défini
par Pinvolution est le groupe unitaire de caractere — 248.
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En résumé, il y a trois groupes réels du type Eg:
(i) le groupe normal de caractére 8.
(ii) le groupe réel de caractére — 24 défini par
S12 Sss S Ssue-
(iii) le groupe réel unitaire de caractére —— 248 défini par
118257, 4=2,4,6,8;4=2—1).

9. Le groupe F,.
Les racines caractéristiques sont?:
(i) =x

(ly.]) (x'_...xj

4
';Zl (&=
oui,j=41,+2,+3,+4;i=%+
Les opérations S, sont?:

Si{w)=w—2m;.|i

Sijlol =0 —(m;—m;).(i,])

S, (W) =0 — (X e;my. (5 pX e,-x") .

Les seules racines qui soient la somme de deux autres sont les racines
(i, j). Elles forment alors un systé¢me du type D, mvanant par toute invo-
lution du systeme F,.

Les racines (i) et (—228;)5") peuvent toutes s’exprimer sous la forme
E{(i,j)—]-—(k, l)} ot (i,J), (£, {) sont deux racines orthogonales, les indices
n’étant pas nécessairement tous distincts. Inversement, toute expression de
cette forme est une racine. Il en résulte que toute automorphie du D, laisse
invariant le F,, et que toute involution du D, définit une involution bien
determinée du F,. De plus, deux involutions équivalentes du D, définissent
deux involutions équivalentes du F, et réciproquement. Si Pinvolution du
systeme F, définit un groupe réel, il en est de méme de Vinvolution du
D,, car tout cycle du D, est un cycle du F,. Toute involution du D, qui
définit un groupe réel est équivalente a2 une involution de la forme (§ 5):

H-

;azxa (a=1 2...,(])
xh= i A=la+1) (g4+2),...,(g+s)=4.
Si ¢ %0, les racines purement imaginaires sont (4) et (4, u), et 7=2s
Si s =0, Vinvolution est \’identité, et nous aurons le groupe réel wor-
mal de caractére 4.

1) C., p. 80 et Q. P., p. 82.
%) G. P., p. 82.
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Si s=1,{; Lx}>{;2()—x*}, et ces deux racines forment un
cycle d’ordre un. De méme, si s=2, les deux racines {%Zx' et
{%E(x‘)—(w-}—x‘)} forment un cycle d’ordre un.

Si §==23, les racines non purement imaginaires qui n’appartiennent pas
au systeme D, sont:

nines [(2)| + X(ex)>1 T (@ x) Ol Ga=&; e=—g

iles |(@| 152 @ o)) (a8 (e x)—e s {32 Ga) bl 2 Bax) 46,0t )

ordie | O 2

et tout cycle est d’ordre pair ou zéro. L’involution est

.-I._- Il:xl
— xr=—a* (A=2, 3, 4)
Donc, o=1, 6=3, 7=18 et 6 =¢ — 06— 7= — 20. L’involution peut se

mettre sous la forme Sy; Syar Sq.
Si s=4, toute racine est purement imaginaire, et nous aurons le groupe

réel unitaire de caractére — 52. L’involution peut s’écrire

Sm S:M Sn’ Ss4’ .

10. Le groupe G,

Les racines caractéristiques sont 1
‘ () =x
l (@ =—1)
(i j)=x" — ¥
ot t,f=1,2,3;i%j] et X(x*})=0.
Les opérations S sont?”
S;jw =0 (Xm)—3m,). ()
S, (0=0w—(m —m).{i]).
Toute involution du systéme G, définit une involution du systéme A,
qui se compose des racines (4, j), et inversement. Si la premiére définit un
groupe réel, il en est de méme de la seconde, car tout cycle du A, est un

cycle du G,. Par une permutation des indices toute involution du A, qui
détermine un groupe réel peut étre réduite a Pune des formes (§2):

1) C, p. 8l et G P, p. 84 o
) G. P, p. 84; Y m, n’est pas supposé égal a zéro.
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[ (i) Pidentité.
i (i) % = — gt

(iii) ¥'= — x;, qui est la transformation S,,S,.
La premiére et la derniere donnent nécessairement les groupes 1éels
normal et unitaire, respectivement de caractére 2 et — 14.
L’involution (ii) transforme la racine (1) en (3), et leur différence est la
racine purement imaginaire (1, 3). 1l existe alors ua cycle d’ordre um, et il
n’y a pas de groupe réel qui correspond a cette involution.
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DEUXIEME PARTIE

Les représentations linéaires réelles des groupes
infiniiésimaux semi-simplies réels

CHAPITRE III.

1. Généralités?: Une représentation d’ordre » d’un groupe infinitésimal
est un espace vectoriel a4 » dimensions dans lequel il est défini un ensemble
de matrices (ou tenseurs & un indice covariant et un indice contravariant)
associées aux éléments X du groupe. Elles satisfont aux conditions suivantes:

(i) a chaque élément X du groupe est associée une matrice & et une
seule, et inversement ;

(i1) X+4y=6% si X+Y=2Z

(iii) aX =9 si aX=Y

(iv) XY—9Y gy=F i X, Y]=2Z.

Nous pouvons sans ambiguité représenter les éléments du groupe et les
matrices qui leur correspondent par le méme symbole X. Représentons par
Xy ¥y... les vecteurs de Vcspace. Un sysiéme de coordonnées étant défini
dans D’espace d’une représentation, les vecteurs de coordonnées seront appelés
une base de la représentation, et les matrices associées aux éléments d’une
base du groupe seront appelées une structure de la représentation.

Si le groupe est complexe, espace de la représentaticn est nécessaire-
ment & variables complexes; mais si le groupe est réel, I’espace peut étre
ou bien a variables réelles ou bien a variables complexes. Dans le premier
cas la représentation est dite réelle et dans le second elle est dite complexe.
Si ® est le groupe que définit un groupe réel G par le passage du réel au
complexe, une représentation i} de & peut toujours étre regardée comme une
représentation complexe de G ; mais elle ne définit une représentation réelle
de G que si, par un choix convenable de sa base, sa structure devient réelle
pour une base de ® qui est une base du groupe réel G considéré comme
sous-groupe de &. Au contraire, toute représentation réelle R de G définit
une représentation complexe de G et une représentation R de ®.

Un sous-espace linéaire R, d’une représentation N d’un groupe ® est
dit invariant si X (x) C R, lorsque XC® et x C N ; Pexpression X (x) repré-
sente le produit du vecteur x par la matrice X. Si R n’admet aucun

1) G. P, et H. Weyl, loc. cit, I, p. 275 et seq,
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sous-espace invariant, sauf i’espace tout entier et Porigine, elle est dite irré-
ductibie. Dans le cas contraire elle est dite réductible. Toute représentation
réductible d’un groupe semi-simple (réel ou complexe) est complétement ré-
ductible? : c’est a dire qu’elle est le produit direct de plusieurs représentations

irréductibles.

Si {X:, X.} est une base réduite d’'un groupe semi-simple complexe &,
un vecteur x d’'une représentation de & est dit de poids w=w; e si
eX;(x)=¢'w;x . Le vecteur X.(x) sera de poids (0 -+ o)== (w;+} a;)e€.
On peut choisir la base d’une représentation : de & de sorte que tout
vecteur de base ait un poids, et plusieurs vecteurs de poids différents ne sont
liés par aucune relation linéaire. Un poids o tel que (w4 e} et (w — @) ne
sont jamais des poids en méme temps est dit poids frontiére. Une représen-
tation irréductible de & est définie & une homographie prés par un poids
frontiere arbitraire?. Avec les matrices X associées aux éléments d’une base réduite
de & on peut construire des polynomes, qui sont une somme de plusieurs
termes de la forme aX, Xg...X,, et qui peuvent multiplier les vecteurs x
de R. Tout vecteur d’une représentation irréductible R peut s’écrire sous la
forme A x, ot A est un de ces polynomes et x un vecteur arbitraire de %,

Dans la suite, G sera un groupe réel semi-simple et & sera le groupe
qu’il définit par le passage du réel au complexe. Si une représentation réelle
irréductible R de G définit par le passage du réel au complexe une repré-
sentation N de ®, N est ou bien irréductible ou bien le produit direct
de deux représentations irréductibles de &, 9, et R,, conjuguées com-
plexes par rapport & l’espace de R®. D’aprés M. Cartan, ces deux espéces
de représentations irréductibles réelles de G seront—_dites respectivement de
premiére classe et de seconde classe. Dans le premier cas la représentation

irréductible R, et dans le second cas les représentations R, et R,, sont dites
associées d R. Par définition alors, il est associé a toute représentation irré-
ductible réelle de G au moins une représentation irréductible de ®.

Si une représentation irréductible R de ® est associée a une représen-
tation irréductible réelle R de G de premiére classe, R peut &tre définie de
la manitre déja indiquée en choisissant une base de R pour laquelle sa struc-
ture devient réelle. Si R est associée 2 une représentation R de G de seconde
classe, considérons la représentation complexe de G qu’elle définit. Cette

représentation de G définit la représentation réelle R de G en regardant

3) Weyl, loc. cit, p. 380 et seq. J. H. C. Whitehead, Certain equations in the al-
gebra of a semi-simple group, Quarterly Journal, 8 (1937) p. 220-224.

") G. P, p. 57. H. Weyl, loc. cit., 1. p. 277.

) G. P, p. 59 et seq.

4) G. P., p. 61. et 62, M. Cartan démontre ces propriétés respectivement pour un
poids, frontiere spécial et pour le vecteur associé a ce poids, mais la méme méthode
peut s’étendre aux cas généraux.

5) E. Cartan, Les groupes projectifs continus réels qui ne laissent invariante aucune
multiplicité plane, Journ. de Math., 10 (1914) (désigné dans la suite par G. P. R) p. 155.
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Pespace complexe de N comme étant a 2~ dimensions réelles au lieu de »
dimensions complexes. La représentation réelle de G ainsi définie est unique?.

2. Définissons dans une représentation irréductible %t du groupe semi-
simple complexe ® une antihomographie? x— x* et des matrices X* déter-
minées par les équations

X =(Xx)">

olt X, X représentent les matrices de % associées a4 deux éléments générateurs
de ® conjugués complexes par rapport 3 G. Ces matrices forment une re-
présentation R* de ®, et les matrices X* de N* et X de N correspondent au
méme élément générateur de &. On vérifie immédiatement, en effet, que les
matrices X* jouissent des propriétés fondamentales des représentations de &
énoncées dans la premitre section de ce chapitre. La représentation R* est
irréductible, car toute variété plane invariante par R* serait la transformée
d’une varieté plane invariante par R. On peut passer d’une antihomographie
2 une autre quelconque en effectuant sur les vecteurs x* une homographie.
Cette homographie transformera la représentation h* associée a la premiere
antihomographie en celle qui est associé a la seconde. La représentation N*
est alors la méme @ une homographie prés pour toute antihomographie de R.

Si N est la représentation de ® associée a une représentation irréduc-

tible R de G de premitre classe, les matrices X et X sont conjuguées com-
plexes par rapport & R; c’est-a-dire que

Xx)=(Xx),

olt x est le conjugué complexe par rapport 2 R du vecteur x. La représen-
tation %i* associée a P’antunvoiution x* = x est définie alors par ies équations

X* 2% = (X x)" =X x*,
et les représentations N* et R sont les mémes.

Réciproquement, si ’antihomographie est involutive, nous pouvons choisir
la base de <N de sorte que x*=1x, le conjugué complexe de x par rapport
i cette base. Si R* est égale 3 N, soit X = X un élément générateur du groupe
réel G, considéré comme sous-groupe de &. Si x est réel, x=x*, et Xx=
(X* ¥*) = (X x)*, le transformé de x par X est donc réel, et les vecteurs réels
de N engendrent un espace réel a n dimensions, oit n est Pordre complexe
de la représentation R, dans lequel est définie une représentation réelle R
de G. Cette représentation R définit N par le passage du réel au complexe.

) G. P. R, p. 161.

*) Si (xr) est un systtme de coordonnées dans ®, une antihomographie x> x*
est définie par un systtme d’équations de la forme

* t g
X = X
—a J
oit (x7) sont les conjuguées complexes des coordonnées (¥). si (x*)* = x, Pantihomo-

graphie est dite antiinvolution. Dans ce sens, Pantihomographie x*=2Xx n’est une anti-
involution que si A=1.
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N étant irréductible, il en est de méme de R, qui est alors de premiére
classe. Il faut et il suffit pour que R soit cssocide @ une représentation R
de G de premiére classe qu’il existe une antiinvolution de R pour laguelle
R* =N

Pour qu’il existe une antihomographie d’une représentation irréductible
R de & telle que N* =N, il faut et il suffit qu’il existe, pour une antihomo-
graphie arbitraire, une homographie de * en N. Si, en effet, il existe vne
antihomographie pour laquelle M*=NR, la représentation N* associée a toute
autre antihomographie sera semblable? 2 la représentation 9i* de la premiere
antihomographie, et par suite semblable 2 . Réciproquement, s’il existe une
homographie qui transforme RN* en R, effectuons cette homographie sur les
vecteurs x*. La rouvelle représentation N* sera égale a N.

Soit maintenant {X;, X, } une base réduite de ® pour laquclle
X:=X;
Xo = Xa.
Si x, est un vecteur de R de poids w=w; ¢ relatif a ¢ X;,
Xi xo = (Xixo) = (0, %) = 0 x5 ,

et x,, est un vecteur de N* de poids &= w; ¢, le conjugué complexe du
poids . Inversement, si un vecteur x* de f* est de poids w, le vecteur x
de N dont il est le transformé est de poids @. 11 en résulte que les poids
de la représentation N* sont les conjugués complexes des poids de la repré-
sentation N et, en particulier, que les poids frontiéres de N* sont les con-
jugués complexes des poids frontiéres de R. les représentations Hh et N*
étant irréductibles, i/ faut et il suffit pour qu’il existe une homographie de
R* en R que le conjugué complexe d’un poids frontiére arbitraire de R soit
également un poids frontiére de N. En effet, la condition pour que h* et N soient
semblables est qu’un poids frontiere arbitraire de R soit aussi un poids fron-
tiere de N*2. Une représentation irréductible de ® qui satisfait a cette con-
dition sera dite ,autocorrélative par rapport ¢ G“3. Les poids frontieres de
R étant les homologues d’un poids frontiere arbitraire par le groupe (S)¢n-
gendré par les opérations S.¥, la condition pour que RN soit autocorrélative
est simplement qu'un pouds frontiére arbifraire soit homologue par (S) de
son conjugué,

1) Deux représentations d’un méme groupe seront dites , semblables“ s’il existe une
homographie qui transforme Vune en Vautre.

) G. P, p. 59 et seq ; voir note (3), p. 50 de ce présent mémoire.
3) G. P. R., p. 166, Cette notation tient a ce que, si une représentation réelle de ®
définit par le passage du réel au complexe le produit direct ¢’une représentation auto-

corrélative %, de ® par sa conjuguée complexe R,, les représentations %, et |, sont

semblables. B
4) voir plus haut, Chap 1, § 1. Le groupe (S) est un groupe d’automorphxes du

systeme de poids de R et non stmplement du systeme d> racines caractéristiques de .
G. P, p 5758,
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La représentation irréductible R étant supposée autocorrélative, tout

poids frontitre de 9 est un poids frontidre de R*, et le conjugué complexe Q
d’un poids frontiere arbitraire 2 de R est également un poids frontiere de NR.

Les vecteurs xgo et xp, respectivement de poids?fet £, sont chacun déterminé
a un frcteur numérique prés?, et il existe une homographie bien déterminée de
N* en N qui transforme xp en 4 xg, 4 étant un facteur arbitraire. 11 existe alors
uae antihomographie bien déterminée de N pour laquelle A* =R et xo = 1 x3:
on obtient ainsi toutes les antihomographies pour lesquelles R* = N.

Exprimons xg sous la forme F xo, ot F est un polynome construit avec
les matrices X de . Si nous remplacons dans F chaque matrice X par la

matrice correspondante X, et chaque coefficient numérique par son conjugué
complexe, nous obtiendrons un nouveau polynome F. Si xh = A x5, xo = AF xg,
et oa voit facilement que xg = (F xo)* = 4F xg, donc

(x5) =(Ax5)*=AAFF xq.

Pour que I’antihomographie scit involutive, il faut que (x2)*=xo. Je dis
que cette condition est suffisante. En effet, tout vecteur y peut se metire
sous la forme y=Axg ot A estun polynome; y*=Axh, (y*)*=A (xb)*=y,
et Pantihomographie est involutive. Pour que ’on puisse choisir 4 de sorte
que 1xp)* = xg, il faut et il suffit que FF xo=/kxo oi1t £ est réel et positif.
Une représentation irréductible autocorrélative N de © qui satisfart d cette
condition sera dite de premiére classe relative au groupe 1éel G. La con-
dition pour que R soit associée a une représentation réelle de G de pre-
miére classe est qu’elle soit de premiére classe relative a G.

n

Démontrons maintenant que la représentation R de G ainsi définie par
la représentation M est unique. La constante 1 est indeterminée a un facteur
numérique de la forme ¢'9 prés. Si 'on multiplie tous les vecteurs x de N
par un méme facteur e—*92, les vecteurs t* seront multipliés par le conjugué
complexe e‘% de ce facteur, et 1 s=ra remplacé par 4¢'9 Or cette transfor-
mation ne change pas les matrices X de la représentation R, d’olt il résulte
que toutes les antiinvolutions associées aux différentes valeurs de 4 définissent

des représentations réelles semblables de G.

Eafin, soit R, la représentation réelle de G d’ordre 27 obtenue en re-
gardant Pespace de la représentation M de & comme étant & 2 » dimensions
réelles an lieu de » dimensions complexes Si N est associée 2 une représen-
tation réelle R de G de premictre classe, les vecteurs de R définiront dans
R, un sous-espace & » dimensions invariant par G, et la représentation R,
sera réductible. Une représentation irréductible 91 de & de premiére classe
n’est alors associée & aucune représentation irréductible de G de seconde
classe.

1y G. P., p. 62.
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Théoreme 1: Toute représentation irréductible de & de premiére

classe relative d G est associée d une représentation irréductible réelle de G
et une seule, qui est de premiére classe.

3. Soit maintenent N une représentation irréductible de ® qui n’est pas
de premiére classe relative & G, et soit R, la représentation réelle de G ob-
tenue en considérant Iespace de R comme étant & 2n dimensions réelles au
lieu de ~ dimensions complexes.

Si R, était réductible, I'un des sous-espaces de R, invariants par G
serait de » £ n dimensions, et ce sous-espace définirait dans R un sous-
espace complexe 2 » dimensions au plusinvariant par ®. R étant irréductible,
ce sous-espace invariant devrait se confondre avec R, et une base du sous-
espace invariant de R serait composée de n vecteurs de N entre lesquels
il n’existerait aucune relation linéaire a4 coefficients complexes. Prenons
ce systéme de vecteurs comme base de R ; on voit immédiatement que les
matrices de R associées aux éléments générateurs de G seraient réelles, ce
qui est contraire & Phypothese que i ne scit pas de premitre classe. La re-
présentation R, de G est alors irréductible ; elle est donc de seconde classe.

Théoreme Il: Toute représentation irréductible de & qui n’est pas
de premiére classe relative @ G est associée d une représentation irréduc-
tible réelle de G et une seule, qui est de seconde classe.V

4. Définissons maintenant par la méthode du Chapitre 1, § 5, un ordre
des racines caractéristiques de ®; les poids de 9N étant des combinaisons
linéaires a coefficients réels de ces racines?, on peut définir un ordre des
poids par la formule suivante, analogue a celle qui définit ’ordre des racines:

O=w;. > 0=0d;. &
si
{ Wi = Oy (#=0,1,..., p—1)
Wy > @y (r<<i.

Celles des opérations S, pour lesquelles o est une racine purement
imaginaire engendrent un groupe (S'), sous-groupe de (S), qui laisse invariante
la partie réelle de toute racine « et de tout poids w (Chap. I § 5, p. 19).
Si N est autocorrélative, soit Q son poids dominant?, caractérisé par la pro-
priété que (w-} @) n’est jamais un poids si @ est une racine caractéristique
supérieure a zéro, et soit Q, le plus petit des homologues de € par le groupe
(S). Posons @, =& (Q}, o1 & est une transformation de (S'), et soit &-!
Pinverse de ©. Si ¢>0, ou bien R(a) =R {a) >0 ou bien R(a)= R |a)=0
et alors @ < 0. Dans le premier cas, R(& 1(a)) = R{a)>0, & 1{a) >0 et

1) Ce théoréme et le théoréme I sont équivalents 2 des théorémes publiés par
M. Cartan dans G. P. R. La seule différence consiste en la définition des représentations
de premicre classe par une propriété différente,

" G. P, p. 57.

8} G. P, p. 58.
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S-1Q, 4 a)=9Q & {a), qui n’est pas un poids. /I en résulte que (2, 4 a}
n’est pas un poids de N. Dans le second cas, S.(Q,)=Q,—ka et kX0,
car, si £<<0, S,(Q,)=S,©(Q) serait plus petit que @,, qui est contraire
A ’hypothese. On aurait S;(Q,4-0)=Q, —(k+1)e ont (k4-1)>0, et (2,—a)
serait un poids si (Q, 7 ) était un pmdsl) Or, Q, étant un poids frontlere
(Q, + ) et {2, — ) ne sont pas des poids en méme temps, ef par suite
19, + a) n’est pas un poids de N. :

Donc, (@,-+ @) n’est jamais un poids si @ >0, et on voit que le seul
poids frontiére qui satisfasse a cette condition est le poids Q. Il existe alors
une transformation © de (S') qui améne Q en Q.

Choisissons une base {Y;} du sous-groupe abélien g, de ® engendré
pir {X;} telle que toutes les racines caractéristiques de & sont des formes
linéaires 4 coefficients réels des nouveaux paraméties (¢*¢). Nous pouvons re-
garder la forme quadratique définie positive g;; e*? ¢*/, somme des carrés
des racines caractéristiques, comme définissant une métrique euclidienne dans
Pespace E; & coordonnées e*'. L’opération S, se traduit par la symétrie par
rapport 4 Phyperplan a=¢} ¢**=0, et le groupe (') devient le groupe en-
gendré par les symétries par rapport aux hyperplans 4} e*’ =0, oli 4 repré-
sente une racine purement imaginaire arbitraire. Ces hyperplans fcrment une
famille invariante par (S/) et partagent P’espace E; en plusieurs régions (D)
qui sont des régions fondamentales du groupe (S/). Tout poids de la repié-
sentation M étant une combinaison liréaire a coefficients réels des racines
caractéristiques de ®, on peut regarder le poids w= w;e* comme un vec-
teur dans E; dont les composants covariants sont ;. Si ce vecteur est 2
Pintérieur de (D) ou sur sa frontiére, nous écrirons o (D).

A toute région (D) est associée une autre région (D’), la symétrique de
(D) par rapport a origine. Si (D) est définie par les inégalités
IP= 0% 0 (h=1,2,...,0 L),

la transformée de (D) par Pautomorphie du systéme de racines caractéristiques
qui améae @ en @ est définie par

= 2 a0

et on voit que cette nouvelle région est la région (D'). Si alors & C (D), on

aura @ C (D). Or, il existe une transformation et une seule de (S) qui trans-
forme (D) en (D), et il existe C (D) un vecteur et un seul homologue de Q

par (). Le poids @ étanthomologuede par (S'), ce vecteur est nécessairement
égal a Q, et la transformation de ($') qui améne (D) en (D’), transforme Q en Q.

1) Toutes les expressions » w4 a,....w +ka=S8, (w) sont des poids si o est
un poids.

*) E. Cartan, Complément au memoire sur la géometrie des groupes simples, Ann.
di Matematica, 5 (1928).
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Cette transformation peut étre mise sous la forme
@ =“—S;,p. . .Sz‘Szl

oit les racines purement imaginaires 4,, 4,,...,4, sont toutes orthogonales
deux 2 deyx et par suite les opérations S;,, S;,,..., Sz, sont échangeables
entre elles?.

Soient o et § deux racines orthogonales. Si Pune des deux quantités
i@ 4+ B8) est racine, il en est de méme de Dautre, car

Sslat-Bl=(e+p—2{(le+p).6)/B2}3
=(a—gf).
La quaniité 2(a (a4 8))/{e+ B2=2(a)*/{{a)2} (82} est un entier?, d’oit
il résulte que (a)2=(8), et que ((¢+ 8).{a— B)) = (@) — (8)2 = 0. La somme
et la différence des deux racines (¢ 4 ) sont 2a et 28, qui ne sont pas
racines?d, et
Surp Su-p(0}= 0 — 2 {(Ia+ B. 0) /(a+ B } (e + B
—2{(le—@.0)/(l@a—=0} a—p
=o—2{(e.0)/lap}a—2{f.0)/Er)}3
=S, Sg (o).
Si alors 'une des quantités (4, 4 1,) est racine, on pourra remplacer

dans © les deux opérations S, et S; par Sa, 42, et Sz —a . Chaque fois

qu’on effectue cette opération les carrés scalaires des 4 correspondant anx

(RS S oul O w1 4 1 LR TS Siasan il a

nouvelles S sont supérieurs aux précédents et, puisque le nombre de racines
caractéristiques est fini et ’ensemble des valeurs des carrés scalaires des racines
est par suite borné, en un nombre fini d’étapes on réduira la transformation
© de {S') 4 la forme

Szp ... 84, 8,
oll aucune des quantités (4, 4- 4,) ne sera racine.
Théoreme Wl: Si une représentation irréductible N de & est auto-

cotrélative par rapport @ G, il existe un poids frontiére @ de R dont le
conjugué complexe est un poids de la forme

©(Q)=S,,S4,_,- -S4

ot A,, Ay, ...2, sont des racines caractéristiqgues purement imaginaires de
® telies qu’aucune des quantités (4,4 A,) n’est racine.

5 Cela étant, considérons la suite de poids

Qo:g')‘i lesﬂqgov'-')gp - S/{pgp—lzgc

1y W. Barrett, Comptes rendus, 208 (1939) p. 962—4.
?) Cette quantité est le coefficient % dans Se4s(x) =a — k(x4 §)
9 C., p. 55, Th. VL
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On peut supposer les signes des racines 4, choisis de sorte que Q,_—Q, =%, 1,,
ot £=2{(Q1.4,)/(4 2} est un entier positif, et si xo , estun vecteur
de poids 2,_;, (x;,,,)"' (xgr_l) sera un vecteur de poids Q,. Posons

F=(X7)"7. .. (Xz)"(Xs)"
et soit xo un vecteur de poids Q. x5 =F xo est alors un vecteur de poids €,
et la condition pour que la représentation R soit de premiére classe relative
2 G est que F Fxg soit un multiple réel et positif de xgo.
Du fait que X;=Xj; et que X2, X2 ] =I[Xs, X2, ]=0" si r==s, il ré-
sulte que Pon peut écrire le polynome F F sous la forme

\ . Jp - Ve W
ot J= (Xz,)"" (Xu,) " -

r—1
Le poids Q,_; est égal 4 @ — ¥ £, 4, et (4,.4,'=0; nous avons alors
Jr=1

by=2(Q,_1.4,)/(4)2=2(Q.4,)/(4,)* et ce coefficient peut &lre défini par la
relation
S;,'(Q): Q—=r,2,.

Supposons maintensnt que la base {X;, X} de & scit réduite par

rapport & G (Chap. I, § 3) «t définissons une suite de vectaurs
xo=xe, x,=Xu(x),..., xpg= (Xt x,)
olt S;(Q)=Q — k4. Nous aurons
Xoltm) =, 1'm=1,...,k),

olt p,=X{—(Q.4)+({—1){42}?. Or (Q./’L)-:,ll!a(/l)k, d’olt u,, est égal 2
{m.m—1—Fk/2}.(A2<0.

Il en résulte que (Xp)* (Xu)t (xol=w,x0 olt #, est du signe de (— 1}t
L’application de ce résultat au polynome FF=S,...S,.S, démonire que

F Fxo=7vx0
?
ott »==II{»;) est du signe de (— 1)%*. Pour que v scit positif, il faut ¢t
r=1 P
il suffit que X k, soit pair. Dans la démonstration de cette propriété nous
r=1

avons suj posé le signe de la racine 4, choisi de sorte que %, est positif. Or
cela n’est pas nécessaire, car si on change de signe 4,, l'entier k%, change

de signe et la parité de Y &, ne change pas. Nous avons alors le théareme
suivant :

Théoréme 1V : Les conditions pour qu’une représentation irréductible
N de @ soit de premiére classe relative @ G sont :

) A=A
:) Weyl, loc, cit,, I, p. 280



— 62 —

(i) N est autocorrélative par rapport & G
(i) si ©®=S,,...8,8;, est une transformation de (S') transformant un
poids fronticre @ de N en Q, telle quaucune des quantités (2, + 2,) n’est

racine, la somme des coefficients k, définis par
S, Q) =Q—k, 2,
est pair.
Cette somme sera appelée ,l’indice N“ du poids @ par rapport a la
transformation &,

6. Si le groupe réel G se décompose en deux sous-groupes réels inva-
riants G, et G,, le groupe complexe ® se décompose en &, et &,, les
groupes complexes que définissent respectivement G, et G, par le passage
du réel au complexe. Les racines caractéristiques de & relatives aux éléments
d’un sous-groupe abélien maximum se décomposent en deux familles ortho-
gonales, la premiére composée des racines caractéristiques de &, et la seconde
des racines caractéristiques de ®,. Toute combinaison linéaire des racines de
® peut étre exprimée d’une maniére et d’une seule sous la forme d’une somme
d’une combinaison linéaire des racines de &, et d’une combinaison linéaire
des racines de &,. L’involution T du systéme de racines de ® qui définit le
groupe réel G est le produit des involuticns T, et T, des systemes de ra-
cines de &, et de ®, qui définissent respectivement les groupes réels G, et G,.

Une représentation irréductible i de & définit d’une maniére univoque

7
fiimr maeeAan

deux représcutations irréductibles, Vune de &, et Pautre de @&,. Réciproque-
ment, deux représentations irréductibles, R, de ®, et N, de O, définissent une
-représentation_irréductible N de .V Un poids frontiere @ de N est la somme
d’un poids frontiere @, de R, et d’un poids frontiere Q, de M,, et inverse-

ment, la somme d’un poids frontiere de N, et d’'un poids frontiére de R, est
un poids frontidre de M. Le conjugué complexe Q=T Q de @ est égal
Q, 4+ Q,=T,92 +T,9, Pour que @ soit un poids frontiere de R, il faut
et il suffit que Q,, @, soient des poids frontidres respectivement de 0, et
de N,. La condition pour que R soit autocorrélative est alors que N, et
R, soit autocorrélatives.

Cela étant, supposons qu’il existe une transformation & du groupe ()
qui satisfait aux conditions du théoréme 1l et qui transforme un poids fron-
titre @ de R en son conjugué complexe Q. Cette transformation est le pro-
duit de deux autres, 'une qui se compose d’opérations S, appartenent aux
racines caractéristiques de &, et Pautre qui se compose d’opérations S, appar-
tenant aux racines de ®,. La premitre transforme 2, en @, et la seconde

') On peut définir le ,,produit® R de R, et R, de la maniére suivante: si xi et ys
sont respectivement les composants de deux vecteurs x, y, Pune de %, et lautre de %,,
le vecteur corréspondant de (x,y), R est de composants (x y)i/==x¢y/, La matrice d’un
élément de ® de la forme X+ Y), olt X est un élément de ®, et Y est un élément de
@®,, est donnée par Péquation

X+Y) 5y =XxnN+6Y ).
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transforme 2, en Q,. Il est évident alors, que I'indice N de Q est égal 2 la
somme des indices 9N, et N, des poids Q, et Q, de N, et R,. L’indice N
sera pair si N, et N, sont de la méme parité. // faut et il suffit donc pour
que R soit de premiére classe que R, et RN, soient autocorrélatives respec-
tiverment par rapport aux groupes réels G, et G,, ef, ou bien qu’aucune de
ces deux représentations ne soit de premiére classe, ou bien qu’elles soient
toutes deux de premiére classe.
Il en résulte:

Théoreéme V: Si un groupe réel semi-simple G se décompose en
plusieurs groupes réels simples G,, Gy,..., et si R est une représentation
irréductible du groupe & que définit G par le passage du réel au complexe,
R étant le produit d’une représentation irréductible de chacun des groupes
complexes &,, ®,,... définis par G,, G,,...:

(i) la condition nécessaire et suffisante pour que R soit autocorrélative
par rapport & G est que chacune de ces représentations soit qutocorrélative
par rapport auw groupe réel correspondant.

(ii) Le condition nécessaire et suffisante pour que R, étant autocorré-
lative, soit de premiére classe est que toutes les représentations dont elle
est le produit soient de premiére classe, & Uexclusion d’un nombre pair
d’entre elles.
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CHAPITRE 1V.

1. Nous avons ramené la recherche des représentations réelles des
groupes infinitésimaux semi-simples réels a la recherche paimi lcs 1eprés n-
tations irréductibles des groupes semi-simples complexes asscciés aux groupes
simples réels, de celles qui scnt autocorrélatives et de cellcs qui sont de
premiére classe.

Considérons d’abord les groupes réels simples G pour lesquels & r’est
pas simple. Soit & le produit direct des deux groupes complexes simples
®, et ®,, conjugués complexes par rapport 2 G. L’involution du systéme de
racines caractéristiqucs de & qui définit G, échange entre eux les systémes
de racines de &, et de &, ¢t par suite échange entre eux les groupes (S,) et
(S,) associés a &, et ®,.

Une représentation irréductible R de ® est le produit (Chap. IiI, § 6)
d’une rep:ésentation irréductible M, de G, et d’une représentation irréductible
R, de G,. Si Q=Q, + Q, est un poids frontiere de R, ot Q, et Q, sont des

poids frontiéres respectivement de R, et de R,, Q=2,-+ 2, ot 2,, le con-
jugué de Q,, est une combinaison linéaire des racines de ®, et Q, est une
combinaison linéaire des racines de &,. Pour que R soit autocorrélative, il
faut et il suffit que @, soit un poids frontitre de R, et que Q, soitun poids
frontiere de M, . Si W, est une représentation donnée, il existe une représen-
tatiocn R, de ®, de poids frontiere ©,, déterminée 4 une homographie piés.
Si €, est un poids frontiere arbitraire de-R,, @, et ©, sont homologues par
(S,) et par suite Q, et §:=9, sont homologues par (S,) et @, est un poids
frontiere de R,. Il en résulte que le produit R de R, et R, est une repré-
seatation de & autocorrélative par rapport & G. A foute représentation irré.
ductible de &, correspond une représentation irréductible de ® et une seule
qui soit autocorrélative par rapport @ G. Cette représentation est d’ailleurs
de premiére classe, car il n’existe pas de racines caractéristiques purement
imaginaires, d’oit il résulte que P’indice M d’un poids frontiere est nécessaire-
ment nul.

Le poids dominant de toute représentation d’un groupe complexe simple
est une combinaison linéaire a coefficients entiers positifs de / formes linéaires
appelées poids dominants fondamenteux™. lLes conditions que nous allons
trouver pour qu’une représentation soit ou bien autocorrélative ou bien de
premiére classe seront exprimées au moyen de ces coefficients.

Remarquors que le poids dominant d’une représentation n’est pas défiri
d’une maniere univeque, mais dépend de P’ordre des racines caractéristiques
que Pon a choisi. Le poids dominant est pourtant toujours un poids frontiéie.
Un systtme de poids dominants fondamentaux détermine complétement le

1) G. P., p. 66,
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poids dominant de toute représentation; dans la suite nous nous occupercns
du poids dominant ainsi défini, et non de celui dont il s’agissait dans le
chapitre précédent.

Si Pinvolution qui définit un groupe réel est une transformation du
groupe (S), tout poids est homologue par {S) de son conjugué complexe, et
toute représentation est autocorrélative.

Toute représentation est de premiére classe relative au groupe normal-
En effet, involution qui le définit est I’identité, et par suite la représentation
est autocorrélative. Il n’y a pas de racines purement imaginaires, et par suite,
Pindice N est égal a zéro.

2. Les groupes A; (Chap. 1I, § 2).
Tout poids d’une représentation est de la forme"
W= m;x*
olit ¥ m;=0 et les m; sont égaux module un. Si @ = M; x’ est le poids do
minant, les coefficients des poids fondamentaux sont?:
P =M;,— M1 (i=1,2,...,1.

On obtient les homologues de @ par le groupe (S) en effectuant une permu-
tation arbitraire des coefficients m;. Etudions les différents groupes réels:

(1) Le groupe réel normal de caractere /. Toute représentation est
autocorrélative et de premiére classe.

(i) Le groupe réel de caractere (—/— 2) défini par:

x‘=x"e=1,2,...,i4+1; a=Ii4+2—a
N . . . - ’ . (l+l)/2 z
o1 / est impair. Cette involution peut ¢’écrire Il S.u, ef foute représenta-
=1

tion est autocorrélative. L’involution est une transformation du groupe (S/)
satisfaisant 4 la condition du théoréme lil, qui transforme le poids dominant

Q en son conjugué complexe Q.

Sez(@) = — (M, — M3)(e¢a)
et Pindice N est égal & T (M. — Mg) (a=1,2,...,(l41)/2). Or, les cceffi-
cieats (M, — Mg) étant des entiers, cette expression est de la méme parité que

I+1

=Y =M} =prtprt

Pour que la représentation soit de premiére classe il faut et il suffit
que ‘
prtpt

soit pair.

1) G. P., p. 67-8. 1) G. P., p. 68.
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(iii) Le groupe réel de caractere (1 — ¢2) défini par:
{ Xx=—x% ([@a=1,2, L2pse=2pF1—a)
Xo=—x% (a=2p1,. w2ptog=1-}1)

Soit Q= M, x’ le poids dominant; pour que © soit homologue de Q par (S)
il faut et il suffit que les quantités (— M, ) forment une permutation des coeffi-
cients M;. Or; les coefficients p* sont par définition tous positifs ou nuls, et

M:> M; ;. La condition est alors que M, = — M;.2_; ou, ce qui est équi-
valent,
px’:pl-I-l -3,
Pour que la représentation soit autocorrélative, il faut et il suffit que
pi= pl-l-l -,

Cela étant, il existe un poids frontitre w=m,x*, ot les m; sont une
permutation des M,, pour lequel

My = — Mg
m, = —m,_, si a est pair
myy1=0 si I+ 1 est impair.
Une transformation © de (S/) qui satisfait 2 la condition du théoréme HI et

qui transforme o en o est
©=1IIS,,-1 (e=2Zp+2,2p+4,...,2[({+1)/2])
et
Sepa1lw)=w — (M — muy)la,a — 1) = 0—2m,(a, a—1).

L’indice N est égal a 2Xm, (2=2p-+2,2p+4,...,2[{l-F+1)/2)).

Si ({4 1) est impair, m,= m;4,|(mod. 1)=0(mod. 1), N est pair, ef
toute représentation autocorrélative est de premiére classe.

Si (/4-1) est pair, il y a deux cas possibles: ou bien m, =0 (mod. 1)

ou bien m, % 0 (mod. 1). Dans le premier cas, ¢ est pair, et dans le second,

My = — Mgy = — m, (mod. 1), et m, = %(mod. 1). Pour que N soit pair il
faut et il suffit dans les deux cas que M,=m, (mod. 1) = 0(mod. 1) ou que
g/2 soit pair; ¢ étant pair, on peut combiner ces deux conditions sous la forme

M;. g =0 (mod. 2).
Or, M@+1)/2= — M+a12 =%.p(‘+“/2 et la condition devient % puED2 g =
O (mod. 2). Si ({4 1) est pair, il faut et il suffit pour quw’une représentation
autocorrélative soit de premiére (lasse que
% . p&1/2 g = 0 {mod. 2).

3. Les groupes B; (Chap. II, § 3).

Tout poids d’une représentation est de la forme w=m, x*, ot les
coefficients m; sont égaux module un?.
% G. P, p. 69.
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Le groupe réel de caractere [ — 2s(s-} 1) défini par
S=10(S; 11 St 1) d=g+2, g+4,..., g+2[s/2]; g=I—>s)
si s est pair et par
© =S8, 11(Ss,2+1 Ss, 241)

si s est impair. Tout poids fronti¢re étant homologue de son conjugué par
(S), toute représentation est autocorrélative.

Les racines (4,4 —1), (4, 2—1/) étant purement imaginaires, on voit que
la transformation satisfait aux conditions du théoréme III. Si @=M, x' est
le poids dominant,

S2,2-1( Q=92 — Mz — Maoi){4, 24-1)
Saa—1(Q) = Q@ — M+ M){22 4 1)
S/(Q) = Q—2M,(]),
et I'indice N est égal a
23X My
Les M; étant égaux module un, cette expression est de la méme parité que
2s+1)/2IM; = [[s1)/2]p,

pt étant le cocfficient du premier poids fondamental?V. Pour qu’une représen-
tation soit de premiére classe il faut et il suffit que

{s.s+1)2}.pm
soit pair.
4. Les groupes C; (Chap. II, § 4).

Tout poids d’une repiésentation est de la forme Q= m,. x*.
(i) Le groupe réel normal de caractere /. Toute représentation est
de premiére classe.

(i) Le groupe réel de caractere — / — 2 s* défini par:
©=IS.,zlS,y(e=1,2,. ..,p;a=2p+1—a;
A=2p41,...,=2p-+35)

Tout poids étant homologue de son conjugué par (S), foute représentation
est autocorrélative.

Les racines (¢, @) et (4, 4) étant purement imaginaires la transformation
S satisfait a la condition du théoréme III. Si & = M;x* est le poids dominant,

ez (@) = Q@ — (Mo — M) (2, @)
{ Sax(9)=Q—M,; 4,72
et Pindice M est égal &
Y (Me — Mz + £ M.

G P, p 70
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M,—M;+ M, —M,... —[—1}M,.
Les coefficients des poids fondamentaux sont?
pP=M—M 1 i=12,...,[—1)
{ pi= M
d’olr il résulte: pour qu’une représentation soit de premiére classe il faut
et il suffit que

pr-tpr+4.. . p2lt+nra-a
Soit pair.

5. Les groupes D; (Chap. II, § 5).

Tout poids d’une représentation est de la forme w = m; x’et les homo-
logues des w par (S) s’obtiennent en effectuant une permutation arbitraire des
indices et en changeant de signe ur nombre pair des coefficients m,. Si
Q@ = M;x’ est le poids dominant, les coefficients des poids fondamentaux sont? :

pr=M_—M
=M, -+ M;
p"= M;_2 — M;_, (l_—‘3, 4, .., [).
(i Le groupe réel de caractere [ — 2 s? défini par
l X =1z a=1,2,..., q

| ¥=—x* d=g+1,9+2...,9+s=0
Si s est pair, cette involution est une transformation du groupe (S), soit

(S7,2-18w,2-1) A=q+2, g+4,...,9+s=]
et toute représentation est autocorrélative, Si s est impair, il faut et il suffit
pour que Q et Q soient homologues que 'un des coefficients M; s’annule.
Les p* étant par définition positifs, ce coefficient est nécessairement M;, et
(pr—p)=2M;=0. Si s est impair, la condition pour que la représentation
soit autocorrélative est que pl==p=.
Cela étant, une transformation & satisfaisant 2 la condition du théoréme
II est:
©=1(Sz1-1822-1) (A=¢q+2, 9g+4, ., q42[s/2])

et

S2,4-1 Q) = —(Mz—M;4) (4, 2—1)

Sz -1\ Q) = Q — M2+ M) (4, A—1).
L’indice 9N est alors égal a

1y G. P, p. T1. G P, p 72
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23¥M,=2[s/2) . M;_, (mod. 2) = {p1+p?.s{s—1/2 (mod. 2.V

Pour qu’une représentation autocorrélative soit de premiere classe, il
faut et il suffit que

(pr+p2).s(s—1)/2
Soit pair.

{ii) Le groupe réel de caractére —/ défini par
f=—x a=1,2,..., l; a=[4+1—a)

Si [ est pair, cette involution est une transformation de (S), ef foufe repré-
sentation est autocorrélative. Si [ est impair, on démontre de la méme
maniére que pour la premiére classe de groupes réels, qu’il faut et il suffit
pour que la représentation soit autocorrélative que M; s’annule, condition
qui se réduit a: p'=p2.

Soit w==m;x* un poids frontiére; si / est impair, M;=20, et on peut
SUpposer mgiyy2 égal a2 zéio. Une transformation qui ameéne w en @ et qui
satisfait 2 la condition du théoreme III est:

€=1S,a le=1,2,...,[{/2]).

Se 7 (0) = w— (me + mz) (@, /)
!
et indice N est égal 2 ¥ m,. Les coefficients m; étant égaux a O(mod. %),
i=1

la parité de cette somme ne change pas si 'on effectue une transformation
de (S); en transformant w en ©, la condition pour que M soit pair se réduit
alors a

!
X M;= 0(mod. 2).
i=l1

Si | est impair, M;= 0 et M;= 0 (mod. 1).

On peut donc changer de signe un nombre arbitraire des M; sans changer
la parité de leur somtae:

N={M,— M, +.--+M;} (mod.2)
={p3+ p> +-..+p'} (mod. 2) (car M;=0)

et la condition pour qu’une représentation autocorrélative soit de premiére
classe est que:

pr4pit
soit pair.
Si ! est pair, on peut changer de signe un nombre pair des coefficients
M; sans changer la parité de leur somme:

N={M,—M, +-.-— Myy/q+---+ M;} (mod. 2).

1) Les coefficients .n; d’un poids sont égaux entre eux module un, et m;=0
(mod, 1/,). G. P, p. 71.
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Si =0 (mod. 4, NR=p'Fp34+...p"~1(mod. 2) et la condition pour que
la représentation soit de premiére classe est que:

pitpitpit. Fpit
soit pair. Si l=2mod. 4), R=p2-+p3-+p+ -+ p'~1{mod. 2) et la con-
dition est que

PPApipite Pt
soit pair.

Nous avons trouvé (Chap. II, § 5) dans le casoit / est un carré parfait,

deux involutions du systéeme de racines du type D; qui donnent un groupe
réel de caractere — /. Ce sont les involutions:

] X=x (a=1,2,..., q

@) ) 2
lx =—x"A=¢qg-+1,...,9+s=1 ol s2=1
et

(i) N =—x(e=1,2,...,0; a=Ll+1—a)

Si >4, ces deux involutions ne sont pas équivalentes. Si les deux groupes
réels étaient isomorphes, a toute représentation irréductible réelle du premier
correspondrait une repiésentation réelle du second, de méme ordre. Or, la
représentation de poids dominant x! (p3=1, p*=0 si i+ 3} est de premiere
classe relative au premier groupe, mais ne l’est pas relative au second. Elle
est la seule représentation d’ordre 2! du groupe complexe, et il n’y a
aucune représentation de ce groupe d’ordre moins de 2 [. En effet, tout autre
poids dominant admet plus de 2/—1 homologues par le groupe (S), et la
représentation serait par suite d’ordre plus grand que 2/. La représentation
de poids dominant x!, au contraire, admet comme poids les homologues de
x1, soit + x*, et pas d’autres poids. Ceux ci étant tous des poids frontieres,
chacun admet un seul vecteur, et la représentation est d’ordre 21. /! en résulte
que seul le premier groupe réel admet une représentation réelle d’ordre 2 1,
et les deux groupes ne sont pas isomorphes.

Si /=4, on ne peut pas employer le méme raisonnement, car les poids
%2 g; x* admettent chacun 2 /— 1 =7 homologues. Dans ce cas d’ailleurs,
les involutions sont équivalentes, et les groupes réels sont isomorphes.

6. Le groupe E; (Chap. II, § 6).

Tout poids est de la forme w=m, s’ ; si @ = M;x’ est le poids domi-
nant, les coefficients des poids fondamentaux sontV:

( pr=M, — M,

l 2=M4+M3+M6_‘;‘2M
(l) l p3=M1_M2

] pt=M,— M,

| pP=M, — M,

[ pG:Ms'—M4

"% G P., p. T5.
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Considérons d’abord les groupes réels définis par une involution qui
est une transformation du groupe (S). Poar tous ces groupes, toute représen-
tation est autocorrélative.

() Le groupe réel normal de caractere 6. Toute représentation est
de premiére classe.
(i) Le groupe réel de caractere — 26 défini par:
SOOOHSﬁt_Z-(a: 1,2,3;3:—7 - a);
[ Soeo ) =2+ 3% M. (000)
| sez(9= 92— M. —Mz)(a,a),
et Pindice N est égal & — L TM+ M, + M, + M, — M, — M; — M,. Or,
Sis (2=2+(GFIM - M, — M, — M) (4, 5,6), et le coefficient
(;— XM — M, — M; — M;) est entier. Ea retranchant cette expression deux
fois de l’indice ¢, nous avons
N=0 (mod. 2,

et toute représentation est de premiére classe.

Si P’involution qui définit un groupe réel du type E; n’appartient pas
au groupe (S), elle est le produit d’une transformation de (S) et de I'involution
x'=—x'{i=1,...,6). Le conjugué £ du poids dominant £ est homologue
de (— Q). Si (D) est la région fondamentale du groupe (S) définie par les
racines fondamentales?

(5, 6), (4, 5, 6}, (1, 2), (4, 5, (2, 3), (3, 4),

So00 S1s Sas Ssu (D) = (D). En effet, cette transformation de (S) change de signe
toutes ces racines en les permutant. Pour que £ soit homologue de (— £)
il faut et il suffit donc que

(_ “Q) = S00 Si6 Ses Su (Q)

6
= Z(M7_,‘. x.
=1
Cette condition peut s’écrire
M+ M7 ;= %XM

ou, ce qui est équivalent,

1) E. Caortan, La géometrie des groupes simples, Ann. di Matematica, 4 (1926 -
1927), p. 214 et 215.

C., p. 64 et 65,

E. Cartan, Complément au mémoire sur la géometrie des groupes simples, Anp-
di Mat, 5 (1928).
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M, +M =M, + M, =M, -+ M,.

pl=p3;pt=p°.
Pour qu’une représentation soit autocorrélative, il faut et il suffit que
pt=p3 et que p*t=p>

(i) Le greupe réel de caractere 2 défini par le produit de x¥’'=— x*

par Sgoe Sig Sgs Siq. Cette involution laisse invariante la région (D), et Q=20.
Toute représentation autocorrélative est de premiére classe, car Pindice R
est égal & zéro.

(ii) Le groupe réel de caractere — 14 défini par le produit de
X' = —x' par S, Sy -

Q= Sooo SlG (_ ‘Q)
=S40, S16 - So00 S16 Sa5 Ssa ('Q)
=S5, Sy, (‘Q,,

et la transformation & =S, S;, satisfait aux conditions du théoréme Ill. On
trouve pour lindice :M la valeur

N=M, — M, +M,—M,

=—(p*+p.
La représentation étant autocorrélative, pt=p5=0(mod. 1) et N est pair.
Toute représentation autocorrélative est alors de premiére classe.

(iii) Le groupe unitaire de caractere — 78 défini par x'= —x’.
Comme transformation © du groupe (S') on pourrait prendre Sy, S,s Sg; Ss.-
Les calculs que nous avons faits pour le groupe réel de caraciére — 26 nous
montrent que M est toujours pair, ef que toute représentation autocorrélative
est de premiére classe.

En resumé, toute représentation est autocorrélative par rapport aux
groupes réels de caractere 6 et — 26, tandis que seules les représentations
pour lesquelles p!=p3 et p*==p5 sont autocorrélatives par rapport aux

groupes réels de caractére 2, — 14 et — 78. Toute représentation autocorré-
lative est de premicre classe.

7. Le groupe E, (Chap. II, § 8§)

Tout poids est de la forme w=m;x*(i=1,2,...,7) et les coefficients

m; sont égaux module un. Si & =M, x¢ est le poids dominant, les coefficients
des poids fondamentaux sont:?V

1) G. P, p. 79.
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pr=M;—M,;
PP=M,—M,
P3=M5+MG+M7—%2M
pe=M; — M,
PP=M;—M,
pPP=M;—M,

l pr=M;—M,.

L’involution qui définit tout groupe réel du type E, est une transformation
du groupe (S). Toute représentation est alors autocorrélative par rapport a
tout groupe réel.

(i) Le groupe réel normal de caractére 7. Toute représentation est
de premiére classe.

(ii) Le groupe réel de caractere — 25 défini par:
S]2 S34 S127 8847 .

Comme transformation &€ de (S') satisfaisant aux conditions du théoire¢me 1II,
prenons :

©=5, Ss4 S197 Ssar
L’indice N du poids dominant 2 est
2 (M; — M,) = 0 {mod. 2).

Toute représentation est alors de premiére classe relative aux groupes
réels de caractére 7 et — 25.

(iii) Le groupe réel de caractére — 5 défini par:
S167 S25 534 .
Comme transformation & prenons S,q; S;, S;, . L’indice N est égal a :
_'132M+M1 _M2+M3“M4+M5+M6+M7
=p*+p+po.
liv) Le groupe réel unitaire de caractere — 133 défini par:
SOO7 SIG 525 884 S167 S257 S347'
Comme transformation & nous pouvons prendre:
8 =S,y Sie S5z Ssa Sie7 Ses7 Ssse -
et ’indice N du poids dominant est:
N=—sEIMF2M,+2M;}2M;} 4 M,
=p+pitpi—2p
= (p* -+ p*+ p%) (mod. 2).
11 en résulte que seules les représentations pour lesquelles (p* -+ p3 -+ ps)
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est pair sont de premiére classe relative aux groupes réels de caractére
—5 et —133.

8. Tous les groupes réels des types E;, F, et G, sont définis par une
involution qui appartient au groupe (S’) correspondant au groupe réel, et cette
transformation satisfait aux conditions du théoréme IIL Il en résulte que foute
représentation irréductible d’un de ces trois groupes complexes est auto-
corrélative par rapport d tout groupe réel.

Nous passerons en revue ces divers groupes réels, a I’exclusion des
groupes normaux, qui sont toujours de premiere classe.

Le groupe E, (Chap. II, §).

Tout poids est de la forme w = m, x*, oll Pon peut supposer X, m, =0V.
Soit € = M; x* le poids domihant.
(i) Le groupe réel de caractére — 24 défini par:

= S4912 Siz Sgae Su -
Pour Pindice N on trouve la valeur 2({M, + M; -+ M,). Or,

5139 (‘Q) =0 (Ml + M3+ M) (1,3, 9),
d’olt M est pair.

(ii) Le groupe réel unitaire de caractére — 248, défini par:
© =11(Sg4,a-1Sa-1,4) {a=2,4,6, 8.

L’indice 3 est égal a 2 (M, + M; 4 M/} + 2 (M; 4 M, 4 M), qui est toujours
pair.
Le groupe F, (Chap, II, § 9).

Soit =M, x* ({=1,,2, 3, 4) le poids dominant.
(1) Le groupe réel de caractére — 20 défini par:
©= Se S5s Sse.

L’indice M est égal a2 2 (M, -+ M,;), Soy () =82 — (M, + M,)(2,3) et N
est pair.

(ii) Le groupe réel unitaire de caractére — 52 défini par:
© =515 S34 S12r Sawr .
L’indice <N est égal a 2(M,+ M,), qui est pair.
Le groupe G, (Chap. 1I, § 10).

Soit =M, x* (i=1, 2, 3} le poids dominant.

Le groupe unitaire de caractére — 14 défini par:

& =S§,S,;.

L’indice ;¢ est égal 4 2(M,—M,), S;;(2) =2 —(M,—M,) (1, 2} et R est pair.

3 G. P., p. 80
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Il en résulte que toute représentation irréductible d’un des groupes E,.
F, ou G, est de premiére classe relative a tout groupe réel.

9. Dans les calculs que nous venons de faire nous avons choisi.arbi-
trairemment ‘uné involution particuliére. qui définit chaque groupe simple réel.
Obtiendrait-on les mémes conditions en remplacant cette involution par une
involution équivalente?

Toute représentation irréductible d’un groupe simple complexe appartient
a Pune des trois classes suivantes relatives 2 un groupe réel donné: ou bien
elle est de premiére classe, ou bien elle est autocorrélative sans é&tre de
premiére classe, ou bien elle n’est pas autocorrélative. Soit f une représen-
tation irréductible de & de poids frontiere £ qui appartient & Pune de ces
trois classes relatives au groupe réel G défini par Vinvolution T du systéeme
de racines. Si T* est une involution équivalente qui peut étre définie en
effectuant sur T une transformation © du groupe (S), la représentation R*
de poids frontiere © (Q) appartient 2 la méme classe relative au groupe réel
G* défini par Pinvolution T*. Or, R* =N, car S (Q) est un poids frontiere
de R. Il en résulte que les conditions pour qu’une représentation soit ou
bien autocorrélative ou bien de premiére classe sont les mémes pour les
groupes réels G et G*.

Le seul cas ot cette transformation de T en T* ne soit pas possible est
celui du groupe réel du type D; et de caractére — / défini par:

W=—x%a=1,2,...,l;a=14+1—a\

Toute involution équivalente a celle-ci peut se réduire ou bien 2

Xr=—x%a=1,2,...,]
ou bien a
M=y =B B=23,...,0—1),
en effectuant une transformation de (S). On obtient facilement les conditions
suivantes dans le cas de la seconde involution :
(a) pour que la représentation soit autocorrélative il faut et il suffit
que pl=p? si [ est impair.

(b) pour qu’une représentation autocorrélative soit de premiére classe,
il faut et il suffit:

(i) si  est impair que

p Pt
soit pair.

(ii) si /=0.(mod. 4) que
p+pitpttrf

soit pair.



soit pair.
Ces nouvelles conditions se déduisent des anciennes en échangeant entre
eux les coefficients pt et pe.



