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PREMIERE THESE

SUR LES SINGULARITES REELLES ET IMAGINAIRES
DANS LE PROBLEME DES TROIS CORPS

INTRODUCTION

Le probléme dés trois corps, pour si ancien qu’il soit offrira encore
un champ étendu de recherches, qui toutes ont pour but d’approfondir
nos connaissances sur ce sujet, des plus passionnants.

Lorsque Newrton découvrit la loi de l'attraction universelle, le
probléme des deux corps fut aussitot résolu. Les lois de KipLER étaient
confirmées, mais on sait comment il fallait modifier la troisi¢éme, ce dont
a I’époque on ne pouvait pas se rendre compte en se fondant uniquement
sur les observations.

En mettant trois corps en présence, au lieu de deux, la solution
devient particuliérement ardue. Quand Lagrance fut en possession de sa
méthode des constantes arbitraires, on l'utilisa avec succés pour la
construction des éphémérides. LarLAcE a 1ié son nom a la théorie des
perturbations planétaires.

Du point de vue de ’analyse mathématique, la solution du pro-
bléme des trois corps a formé l'objet d’intéressants travaux, au fur et a
mesure que cette discipline s’est perfectionnée. Bien souvent c’est ce
probléme au contraire qui a eu une heureuse influence sur le dévelop-
pement de 'analyse en ce sens que, pour vaincre les difficultés, les
Géométres étaient contraints a se créer d’abord I'instrument analytique
de recherche.

Les tentatives pour trouver d’autres intégrales premiéres que celle
des forces vives, ont conduit a la figure rectiligne d’EuLer et au triangle
équilatéral de Lagrange. Ces deux configurations, dont la derniére se
trouve réalisée dans notre systéme planetaire méme sont des solutions
particuliéres, mais rigoureuses.

La considération des équations aux variations conduit a des
solutions asymptotiques & la figure rectiligne d’EuLer et au triangle
équilateral de LacRANGE.



M. Sunpman a démontré que si les trois corps se choquent & un
instant, ils tendent a se placer en ligne droite ou a former un triangle
équilatéral. M. Cuazy a complété la proposition de M. SunNDMAN en
montrant qu’a I'instant du choc, I’orientation de la figure des trois corps
tend vers une orientation limite.

Le théoréme de Caucuy sur 'existence de la solution d’un systéme
différentiel marquele début d’importants progrés dans!’étude desfonctions
définies par des pareils systémes. Caucuy avait établi des conditions
nécessaires et suffisantes pour que la solution soit unique.

Dans l'ordre des idées qui nous concernent, PoINCARE vient enrichir
les résultats acquis par Caucuy, en considérant les cas ou le théoréme
ne trouve pas d’application. Si pour un systéme de valeurs des fonctions
inconnues les conditions de Caucny ne sont pas satisfaites, la solution
n’est plus unique, on a a faire & un point singulier. Les points singuliers
peuvent former des multiplicités.

On sait, d’aprés les recherches de MM. Sunoman!) et Levi-Civita2),
qu’il est possible de régulariser les équations différentielles du probleme
des trois corps au voisinage d’un choc binaire réel.

Il arrive dans le probléme restreint que I'intégrale des forces vives
n’ait plus de sens. Toutefois il existe une intégrale premiére, celle de
jacosl, dont nous ferons usage. Nous réussissons a régulariser le systéme
différentiel du probléme par I'introduction d’une nouvelle inconnue X, et
nous démontrons dans le chapitre I, qu’il n’existe pas d’autres singula-
rités réelles du probléme restreint que les chocs qui résultent, quand une
masse s’annulle, des développements suivant les puissances du temps
formés par M. Sunpman. Nous avons envisagé le cas ot la masse nulle
se meut dans 'espace, tandis que dans une note antérieure 3) nous avons
présenté le cas plan. Pour la rédaction de ce premier chapitre nous nous
sommes servis du mémoire de M. Sunpman.

Dans le chapitre II nous avons formé le systéme différentiel auquel
satisfont les éléments hyperboliques p, e >1, 7, &, et nous avons dé-
montré Pexistence des trajectoires hyperboliques-elliptiques.

Nous avons montré ensuite comment on peut régulariser ce systéme
différentiel au voisinage de e = 1 a 'aide du changement z = /e — 1.
U, employé par M. Cuazy dans son mémoire ,Sur l'allure finale du
mouvement dans le probléme des trois corps quand le temps croit indé-
finiment“4). u désigne 'anomalie excentrique de la masse nulle, dans

1) ,,Mémoire sur le probleme des trois corps®, Acta Matematica, tome 36, 1913,
p. 105 —179.

2) ,Sur la régularisation du probléme destrois corps®, Acta Matematica, tome
42, 1920, p. 99 — 144.

3) ,Sur les singularités du probléme restreint des trois corps“, Comptes rendus
des séances de I’Académie des Sciences, Tome 202, 1936, p. 1736.

4) Annales de I’Ecole Normale, 3 série, tome 39, 1922 p. 29 — 130.



son mouvement autour du centre de gravité des deux masses finies, U
signifie la nouvelle variable.

Nous avons montré qu’il existe des trajectoires pour lesquelles
Pexcentricité peut prendrela valeur 1, & un instant fini #,. En supposant
que ¢ tend vers 'infini nous avons démontré P'existence des trajectoires
paraboliques-elliptiques, du probléme restreint.

M. Cuazy a lié¢ Vétude des singularités dans le probléme des trois
corps a des recherches d’ordre qualitatif, en prenant comme point de
départ les résultats de Poincarg sur les courbes définies par des équations
différentielles, qu’il a lui-méme élargis et complétés. M. Cuazy a appliqué
ces résultats dans son mémoire ,Sur le probléme rectiligne des trois
corps*“?).

Dans le chapitre Il nous avons étudié les chocs binaires doubles,
signalés par M. Uno, au point de vue de la représentation des solutions
d’un systéme différentiel au voisinage des multiplicités singuliéres, en
appliquant le théoréme de M. Crazy contenu dans son mémoire ,,Sur les
multiplicités singuliéres du probleme des trois corps“®). Ce chapitre
comprend les trois cas suivants:

1. Triangle isocéle avec axe de symétrie dans le plan.

2. Triangle isocéle dans 'espace avec plan de symétrie.

3. Triangle isocele dans 'espace avec axe de symétrie.

Nous sommes arrivés a ce résultat que les coordonnées et les dis-
tances sont développables en séries entiéres suivant les puissances de

(t— t,)'ls, convergentes, et que le nombre des constantes est égal a
I'ordre du systéme différentiel considéré dans chacun des trois cas.

A la fin du chapitre nous avons envisagé le choc triple imaginaire
dans le probléme isocéle plan avec axe de symétrie, en donnant le sys-
téme différentiel a partir duquel on peut faire cette étude.

Pour la rédaction de ce chapitre nous avons fait¢ usage, en dehors
des travaux cités, de: Traité d’Analyse, tome III, de M. Picarp, de I'ex-
posé de Painieve ,Existence de 'intégrale générale. Détermination d’une
intégrale particuliére par ses valeurs initiales* paru dans 'Encyclopédie
des Sciences Mathématiques pures et appliquées, édition francaise, d’'une
note de M. Porovici ,,Sur les points d’équilibre d’un fluide en mouve-
ment“,”) et de l'article de M. Durac ,Points singuliers des équations
différentielles* du Mémorial des Sciences Mathématiques.

Nous sommes heureux de pouvoir témoigner ici notre plus vive
gratitude a nos maitres MM. Nicoras CocuLesco et Jean Cuazy. M. Co-
CULESCO nous a envoyés pour accomplir un stage d’études a 'Observa-

5) Bulletin de Ia Société Mathématique de France, tome 55, 1927, p. 222 — 268.

6) Bulletin des Sciences Mathématiques, tome 56, 1932, p. 79—104.

7) Comptes rendus des séances de I’Académie des Sciences, tome 147, 1908,
p. 176—179.



toire de Paris. A cette occasion nous nous sommes intéressés a des
questions théoriques du domaine de la mécanique céleste. Recommandé
par M. CocurLesco, M. Cuazy nous a accueillis avec une bienveillance
particuliére, en nous indiquant tout d’abord quels étaient les points inté-
ressants a développer, au sujet du probléeme des trois corps. Ensuite M.
Chazy s’est intéressé aux progrés succesifs de ce travail, en nous aidant
par ses précieux conseils.



CHAPITRE 1
Equations différentielles et définition du choc binaire

1. Nous supposons que la masse m,, dans son mouvement relatif
autour de la masse m,, décrit une circonférence de rayon r, avec un
moyen mouvement n. On prend r comme unité de longueur et la somme
m, 4 m, des deux masses finies comme unité de masse.

Dans ces conditions le carré du moyen mouvement est égal 4 la
constante k¥ de TPattraction universelle. Choisissons convenablement
I'unité de temps de fagon a rendre n2=% = 1.

Soit O le centre de gravité des deux masses m, et m,. Nous pre-
nons le plan du cercle comme plan §0v. L’axe O¢ est perpendiculaire a
ce plan, le triedre &7¢ étant direct. Les équations différentielles du mou-
vement absolu de la masse m, supposée nulle sont

a2t €+ m, cost §&— m, cost
P L~
1 2
2. . - .
(1) d_zi:__m! n+ mgsmt _mzn ”11351“1‘
dt ry r,
az; m S m ¢
2 — "1 73 273
dat r ry
ot 'on a
i = (& + m,cost)’ 4 (n + m,sin £y’ + &
2) r2 = (&—m, costy’ + (n— m, sinty + ¢

P=E84+n+ 2
Le systéme différentiel (1) admet I'intégrale de Jacos:

1 di N2 rdn\? diNey m m dr dé
3 —[— +(—‘ + —)]=—‘— LU LS
©) 2 (dt) a’t) (a’t r,+ r2+ dt ndt N

Nous utiliserons également un autre systéme d’axes obtenu en pre-
nant dans le plan (€O v) comme axe OX, la droite qui unit les masses



m, et m,, le sens positif étant dirigé de m, vers m, et comme axe OY
une perpendiculaire & OX. L’axe OZ coincide avec O%. Les coordonnées
relatives X, Y, Z et les coordonnées absolues §, 1, ¢, ainsi que leurs déri-
veées premiéres sont liées par les relations

E=Xcost—Ysint X=¢cost+msint
1= Xsinft+ Y cost Y= —¢&sinf+ 7 cost
C: Z:E.
at =€§cost—d—\£ sint — 7
dt dt dt
dq _dX dy
= — sint + — cosf+ §
dt dt dat
4 de _dZ
dt dt
dX dé d
= — cost+ — smt+Y
dz‘ dt dt
lﬂ :——~d—;smt+ﬂcost—x
dt dt df
dz _ dt
dt dt

Les équations différentielles de ce mouvement relatif sont

a2X dy X+m X—m
T TR S
1 2
azy dX Y Y
2 — _Y=—m —_— My ——
) af TP moE T e
d2Z w2
7.2 = TRy T T g T
ar rm

ou 'on a
P=X+m) +Y +2°
(6 R=X-mY+Y'+272
P2 =X2 4 Y272,

Le systéme différentiel (5) admet I'intégrale de Jacos:

SIS (5 (S )= e oo



Dans la suite nous aurons a considérer les coordonnées relatives
X, ¥,z de la masse my par rapport a la masse m;, le systéme d’axes
(xy z) ayant pour centre la masse m, et étant disposé parallélement au
systéme absolu (§7C), de sorte que I’on a

] x=§+m, cost
® y=n-+m, sin ¢
l z=C.

2. Nous supposons que, quand ¢ croit a partir de l'instant initial
t, le mouvement est régulier, c’est-a-dire que X,Y,Z sont holomorphes,
pour t < t,, et que X,Y,Z ne sont plus holomorphes, pour {=t#,.

Soient deux sphéres (S;) et (S,)entourant les masses m; et m, et une
troisiéme sphére (S) entourant les deux premiéres.

Nous étudions trois cas.

Si quand ¢ tend vers #;, il existe indéfiniment des instants ou m,
est extérieure a (S,) et (S,) et intérieure a (S), dX/dt, dY/dt, dZ/dt sont
bornées, d’aprés I'intégrale de Jacosi Selon le théoréme de Caucay,
X,Y,Z, sont holomorphes dans un cercle ayant pour centre le point £ et
un rayon fixe. Si ¢ est assez voisin de #;, ce cercle contient #,, et X,Y, Z
sont holomorphes pour {=¢,, contre I'hypothése.

Donc quand ¢ tend vers ¢,, ms finit par étre ou bien a Pintérieur
de toute sphére (S,), si petite soit-elle, ou de toute sphére (S,) si petite
soit-elle, ou bien a l'extérieur de toute sphére (S) si grande soit-elle.
Nous dirons dans les deux premiers cas que mg choque m; ou m,.

Nous allons montrer que le troisiéme cas et impossible. En effet
supposons qu’a linstant ¢’ le point mj soit au dehors de (S) et pour
¥’ <<t<t,, reste au dehors de (S). Et transtormons X,Y,Z en coordon-
nées demi-polaires

X=pcos¥b, Y=psin6 Z=17.

L’intégrale de Jacosr donne (dp/dt)?+p? (db/dt?+(dZ/dt? <<p?+
quantité bornée, d’olt (dp/dt)? < g?+ quantité bornée, | dp/pdt | << quantité
bornée. Donc dans lintervalle (¢, t,), p ne pourrait varier que d’une
quantité bornée, m; resterait a distance bornée de O et en méme temps
serait extérieure a (S,) et (S,). Donc nous serions ramenés au cas que
nous avons écarté.

Limites de quelques expressions

3. Etudions maintenant le choc de m; et de m,. Nous désignerons
dorénavant r, par r et nous supposons que ¢{,=0. En multipliant ’équa-
tion (7) par r, on voit que quand ¢ tend vers zéro, on a

® el (G )+ (o) (G V1= 2m



Considérons d’autre part 'identité de LaGraNGE

dyY dXP dZ . dY dX dZp
X+ m ——Y——]+[Y——Z—~]+ z——x-—] +
[( 2) dt dt dt dt dt dt

dX dy dZpP 2r/dX\2 /dY\2 ;dZ\2
X4+my) —+Y—+Z— =r[ —) +(—— +(~ ]
[( 2) dt dt dt (dt dt) dt)

(10)

On déduit de (9) en multipliant par r

[ 1im rﬂzlim[(x+m2)‘ﬂ—vg)—( —
- | o df i dt  di
]
l lim (zﬁ—-xd—%).
=0

vy 4z ax
Z dt dt

— =lim
dt dt

t=0

( dZ dY)

dr dX dy dZ
Nous rappelons que r —=(X4+m,)—+Y — +Z—.
pp q T, ( 2) dt+ I TREDT

4. Il résulte alors que la distance r finit par décroitre constamment
quand ¢ tend vers zéro.

En effet la dérivée seconde de r? par rapport au temps a pour
expression

142r2 dyY dX m
-—=2[x m —VY—] X +m,) X +Y2+ T
2 dt? (+2)dt dt+(+2)+ r
(12) my, o, (Xm)(X— m) Y2472
+2-2 + X2+ Y —m, 5 +2h.

Ty r,

Dans cette expression tous les termes sont bornés sauf m,/r qui
tend vers 4 oo, donc d?r?/df? finit par étre positive quand ¢ tend vers
zéro, donc la dérivée premiére de 72 finit par croitre. Comme cette dé-
rivee tend vers zéro d’aprés (11), elle finit par étre négative, donc r? et
r finissent par décroitre constamment.

5. En tenant compte de (4) et (8) en a

dy dx dy dX )
2y (X Y2 (X4 my)i+Y?
X TV g - Erm g, qr X my
y LZ—ZQ:[(Xan) az _ ZCL)E] sin ¢+ (Y dz _ Zd-g) cost
dt dt dt at dt dt
(13) — Z[(X+m,)cost—Y sint]
dx dz dX dZ dZ dyYy .
2— —x—=Z— —(X+m,)— cost+[Y—~—Z— sint —
dt =~ dt [ gt~ Krm g, dt  dt
— Z[(X+m,)sint+Y cost]




1) résulte des egalités (13) que les expressions

, Q dy dx dz dy dx
(139 Yar —%ar far " Yar*ac Var

C’est-a-dire les moments par rapport aux axes m; x, m; y, m; z, de la
vitesse de mjy tendent vers zéro, quand ¢ tend vers zéro.

6. On tire des équations du no. 1

(14) ey (1-5)

Au moment du choc, la distance r, devient €gale a l'unité, elle reste
donc plus grande qu’une quantité b < 1. Puisque 1’'on a encore | Y | <r
et |r,—1i < r, nous pouvons écrire 'inégalité

1 3m,
(15) m 1Y (1-5) I <"
2

Si ¢, est une quantité dont le module est plus petit que 'unité, on a

dzy a’x m, ;
(16) X';i}—i‘—yl—i?=3?q)0r&.

Intégrant (16) de Iinstant zéro, jusqu’a linstant ¢, dans le sens

inverse du mouvement, et rappelant que d’aprés (13"), x dy/dt — y dx/dt
tend vers zéro quant ¢ tend vers zéro, nous obtenons

t
d dx 3m
(7) xGF ym=f—ﬁ%ﬂm
0

dJ’ ,' 2
(18) X dt ydt v !
oit | 4| <>,
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On obtient de méme, en tenant compte que |¢cost| <r, [Csint|<<r

dz
[ Y dt—zﬁ—(ﬁ r't
(19)
l zdx‘xd—z , rit
dt dt s
ol 'on a encore | ¢; | < 3;’312’ 4] <3bﬂalz_

7. Les égalités (18) et (19) nous permettent de montrer qu’au
moment du choc, la droite qui unit les masses m; et my tend vers une
position limite.

Les cosinus directeurs de cette direction sont x/r, y/r, z/r. Nous
allons montrer que la dérivée de x/r tend vers zéro avec {.

d x 1 dx dz dy dx
20 =—[z X —)— (x———— —]
I A Gt ] Crranttr
En tenant compte de (18) et (19) on a
d x ,
(21) gir b

o | ¢’ | << 6my/b3. 11 résulte de (21) que d(x/r)/dt tend vers zéro
quand f tend vers zéro, donc x/r et de méme y/r et z/r tendend vers
des limites.

(22) imX=e¢, lim=%, limZ=y.

t=0 T t=0 t=071

8. Dés lors nous pouvons montrer que r a en ¢ un ordre d’infinitude
déterminé. De l'identité de Lagrange

2
(dx dx +( dz @isz(d_x_xg_Z):
Gt dJ T m)‘ dt  dt

() + (e + ()15
on déduit Pexpression

@ (et ) % - (-

(@) (@) (@)= (5
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Or d’aprés (4), (8) et (9) on a
o (%) (5T () = (5T (5T (5

+ 2[(X+m2)%——Y%]+(X+m2)2+Y2.

En multipliant cette derniére égalité par r, nous obtenons en
passant a la limite

e (%) () (5] o

en tenant compte de (11), et puisque X + m, et Y tendent vers zéro.
D’autre part d’apres (18) et (19), les quotients

RG]

r\” dt dt )’ r\" dt dt)’ r\" dt dt

tendent vers zéro et il résulte en passant a la limite dans (23), que

dr\?
26 — 1 =2m,(1 .
) r(Gg)=2m@+e)
De (26) on déduit
—dr — ,
(27) \/I'E=—\/2m1(l—|—e),

et par intégration de 'instant zéro, a I'instant ¢, et selon Ia formule de la
moyenne, on a

(28) % =V 2my t(1 + ).

Nous pouvons donc écrire

> /9
(29) =ty Sm e,

g, &', ¢, ¢” sont des fonctions qui tendent vers zéro avec f£.
Au voisinage d’un choc la distance r, et les coordonnés x, y, z, sont

infiniment petits de I'ordre ?/; par rapport au temps.
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9. En multipliant I’équation (18) par — y, et par z la derniere des
équations (19) et en tenant compte de (22) et (27), nous obtenons

1im\/7~d—x=—vtp\/2m1

t=0 dt

. —dy p—
(30) IimVF =L =—%V 2m,

=0 dt

. —dz ——

imVy'r—==— ¢V 2m

=0 dt

expressions qui nous seront utiles, ainsi que (22).

Régularisation du mouvement au voisinage du choc

10. Les coordonnées x, y, z, satisfont au systéme différentiel

d*x X_g x-—-cost
Ez— ml?——: =-—m2T—mzcost
d?y y y —sint .
— =F=— — t
31) 17 + m, pe my rZ m, sin
dz 4 4
+ =0=—m
T o7
ot on a
- ri=(x — cost)’+ (y —sin ty’ + 2°
(32) 2 .2 2 2
rr=x"+y"+z

Le systéme différentiel (31) admet U'intégrale premiére

2 2 2
33 L[(i’f) (d_y) .(d_z,)]zﬂ My Ay ax
(33) 7 W\ar) T\ar) @ R TR T
—my(xcost—+ ysint)+H

La constante H est liée a h par la relation H= /- m3[2

Introduisons a la place de ¢, la variable u de M. Sundman, par la
relation

(34) dt = rdu
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et désignons par des accents les dérivations par rapport & u. Le systeme
(31) et 'intégrale (33) deviennent

dx =£x’—m,£+r2E
du r r

(35) DLyt rF
du r Ly
dz =£z’—m1—+r2(}
du r

1 my m
S (XYt =12 —‘+~’—)+r Xy —yx
36) 5 ( y ) (r - (xy'—yx)

— myr?(xcost+ ysint)+ Hr?

Pour avoir dr’/du nousdérivons deux foisI'égalité r2 = x2 + y? + 22,
en remplagant x? - y2 + 22 par sa valeur, donnée par (36) et dx’/du,
dy’ldu, dz’/du par leurs valeurs (35). Nous obtenons

dr’ r , ,
=m +r(xE+yF+2Q8)+2m,— +2(xy —yx’)
u ry

—2m,r(xcost -+ ysint) +2Hr.

@37

Si nous posons maintenant

s

] r, x r y r, b4
a=—xX—-m—fb=—y —m=,1=—2— m=
r r r r r
(38) 5
l L=xE-|—yF+zG+—m2-+2>\—2m2(xc05t+ysint)+2H

r

o XV —yx
r

nous obtenons finalement le systéeme.

dr , dar dt
—=r —=m+rL —=
du du du
d_x:x, dx =a-4r*E qz:rr'E—Fx’L
du du u
. dy _, dy’ dp . ,
39 = = —~ =84+ rPF T =rrF4yL
(39) du y du P du Y
dz _, 4z =1+r*G Gy o2L
du du du
gl=r(xF——yE)
du
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Le systeme (39) est régulier au voisinage du choc envisagé, et on
peut lui appliquer la théoréme de Caucuny. Supposons qu’a la valeur zéro
de ¢, u est aussi nul, ainsi les valeurs des inconnues qui figurent dans le
systéme (39) et d’aprés (22) et (30) sont, pour 2 =0
() =0 ()=0 =0

X =0 Xy =0 o =myp

(40) 7 "
lJ’t =0 y, =0 B=mA

Zl =0 2’1 =0 1= ml',’)

Les inconnues ci-dessus sont, au voisinage du choc, développables
en séries entiéres de la variable u, dont les premiers termes sont

2 2
_me u2+m1‘? (my+2 m,+2 h) a4+ml ¢ (my+2 my+2 h)2u6

== 24 720 T
mk , om (2 my2 k) o my k(2 my+2 )
y=—put 2 wr 720 Lt
mg , om (Mot 2my+2 k) omg (M2 m, 42 k)
F=—ymut 4 v 720 v
X'=m pu+.. y=m L u+.. Z=m ¢ ut ..
m m, (m2+2m,+2 h m, (m2+2m,+2 h
(41) rz‘?l u2+ 1 2 24 2 )LI4+ 1 2 720 2 )u6+
o= n ¢-+.. B=m, L+... r=md A ..
;\3—% m? mz’{/'xu7+...
f_ma m (mo+2 my+2h) o
~— %X 120 R

Par inversion, u s’exprime a l’aide d’une série entiére en ¢/, Il
résulte que la distance 7, ainsi que les coordonnées x, y, z sont dévelop-
pables en séries analogues, et qui commencent par des termes en /%3
Nécessairement ces développements pourraient étre obtenus aussi par la
méthode des coefficients indéterminés.

On voit que nous sommes conduits & prendre une variable et &
érire une équation de plus, que dans le calcul qui résulte simplement de
la transposition du calcul de M. Sunpman. Les trajectoires conduisant &
un choc, dépendent de 4 paramétres: Pinstant #, du choc, que nous avons
ici supposé nul, ensuite deux des trois quantités ¢, X, ¢, dont la somme
des carrés est égale a 1, et enfin la constante 7 de l'intégrale de Jacosr.

Nous démontrons ainsi qu’il n’existe pas d’autres singularités réelles
du probléme restreint que les chocs qui résultent, quand une masse s’an-
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nulle, des développements suivant les puissances du temps formés par
M. Sunpman.

La trajectoire la plus générale du probléme dépendant de six para-
métres, il résulte qu’il existe deux conditions de choc. Elles s’obtiennent
pur Iélimination de u, %, 4, p et h entre les six développements de x, y, z,

x’, y', 2’ contenus dans (41), auxquels on ajoute la relation ¢ 4%+ ¢*=1.
Soient

F (x,5,2,x,y,2)=0
(42)

F,(x,9, 2 x,y, 2)=0,
les deux conditions de choc. Elles expriment les conditions que doivent
remplir un systéme de valeurs initiales x, y, 2, X, y’, 2, & un moment
initial quelconque uz, pour qu’un choc binaire puisse se produire sur la
trajectoire correspondante. Ces deux conditions se réduisent a une dans
le plan.

Si les valeurs initiales ainsi choisies ne satisfont pas aux deux
conditions (42), il résulte que sur une telle trajectoire on n’aura pas de
choc réel. D’autre part, d’aprés le théoréme de Caucny, les coordonnées
et les composantes de la vitesse admettent des développements holo-
morphes au point initial «, auxquels le théoréme assure un rayon de
convergence, dont la grandeur dépend de la positon d’autres singulari-
tés, dans le plan complexe. Une catégorie de ces singularités est tormée
par les chocs binaires imaginaires, dont M. Cuazy a approfondi I’étude.
Une autre catégorie, les chocs binaires doubles de M. Uno, formera
I’objet du troisiéme chapitre.

L’¢tude des deux conditions de choc, dans le probléme général des
trois corps a été faite par M. Cuazy, par M. KiveLioviTcu®) et par M.
ROSENBLATT.

Forme de la trajectoire au voisinage du choc

11. Dans le but de représenter la trajectoire décrite par un météo-
rite ou comeéte tombant sur Ia Terrg, ou sur une autre planéte, et en
supposant comme nous que cette derniére décrit un cercle dans son mou-
vement relatif autour du Sorei, M. BeLorizky?) a formé des développe-
ments des coordonnées de la masse nulle suivant les puissances de u.
Avec nos notations, les coordonnées employées, par M. BeLorizky sont
X +m,Y,Z. Il obtient les développements aprés avoir régularisé le
mouvement au voisinage d’un choc & ’aide de la transformation de M.

8) ,,Sur les points singuliers du probléme des trois corps®, Bulletin Astronomique,
tome VII, fascicule IlI, 1932.

9) ,,Recherche sur I'application pratique des solutions générales du probléme
des trois corps¥, Journal des Observateurs, No. 11, Noembre 1933.
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Sunpman suivie de la transformation de contact de M. Levi-Civita. Nous
allons montrer comment on peut arriver aux mémes développements a
partir des équations (41) et des expressions

l X+ my,= xcost+ ysint
Y =- xsinf-+ycost
[ Z =z

(43)

Nous pouvons écrire
m, (m2 + 2m, + 2 h)

w+S
120 o

m
sinf= —' u3 +
6

cost=1— _r_nf_ us+ S
72 '

2

2
s  my(m, +2m2+2h)xu5 m

m
ocost+Asint =p + — Lud + — Loyt S,
6 120 72
2 2
n m(m, +2m,+2h m
—psint+Xcost=4——0ud — (i, + 20m, + )’\Du5——l}(u5+87.
6 120 72

Nous désignons d’une fagon générale par S_ une série entiére en u,
qui bien entendu n’est pas toujours la méme, et qui n’a pas de termes en
u de degré inférieur en n. Nous pouvons par exemple retrouver 'un des
résultats de M. Berorizky. D’aprés les formules (43) nous obtenons

m m. (m% +2m,+2h) m’
X4my=—ou2f 12 2 owt+ —LAuS+ A ud+S
+ 2 5 + 24 v + 12 -+ -Fu+ 7
m m,(m> +2m,-+2h) m’
49 | Y = Llygey 2122 2 Lt o L ALub + S
(4 g “ 24 T AL S
2
m m(m, +2m,+2h
Z =—gu+ 1 (m 2 )u4¢ +AYus+S,
2 24
ot

_ m, (m5 +2m, +2h)—12m’ m,e
1440 '

En multipliant la premiere de ces relations par ¢ ¢, la deuxiéme
a £ ¢, ajoutons-les en tenant compte de la troisiéme. Nous obtenons

[OX+my) + 4Y]h=(?+ L) Z + S,
Nous retrouvons donc cette proposition : au voisinage du choc, si

I’on néglige les puissances de u supérieures a la sixiéme, le mouvement
est plan.

A




CHAPITRE 1

Equations différentielles et introduction des éléments
képlériens p, e, 7, &

1. Nous considérons le cas plan du probléme restreint, avec les
mémes hypothéses que précédemment, quant aux unités de longueur,
masse et temps. Les équations difiérentielles du mouvement absolu de la
masse g, supposée nulle, autour du centre de gravité O, des deux masses
m; et m, sont

d®x X+ mycost X —m, cost
@ g g

) Iy Ty
d’y ' y+mzsint_m y—mysint
de® g P

1 2

ot on a
2 = (x + mycost)’ + (y +my,sinty’

(2 ry = (x--m,costy + (y—m,sint)’

r2=x2—i—y2

Le systéme (1) admet P'intégrale de Jacosi

1r/dxy? dy\? m, . m dy dx
3 1(5,) +(5) =+ xS =y n
®) 2 (dt) (dt) r r2+xdt ydtJr

Le systéme (1) peut encore s’écrire
l Ex  x _ R
atz ¥ ,x
4) l

d2
y+y,«zR

e B,y
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ot ’'on a

(5) R-Ti M 1,

ry ry r

Nous appellerons R fonction perturbatrice. Pour intégrer le systéme
différentiel (4) nous employons la méthode de la variation des constantes,
de Lacrance. Nous allons donc intégrec d’abord le systéme

Ex | x _
ldt2 r3
(6) ,
ld_z+1:0
drz 3 ’

c’est-a-dire nous considérons en premier lieu le mouvement de m; autour
d’une masse m; + m, = 1, placée au centre de gravité des deux masses
m, et m,. On obtient, généralement, des solutions qui dépendent de quatre
constantes, et du temps. On suppose ensuite que, dans ces solutions, les
constantes sont des fonctions du temps et on cherche & les déterminer
de maniére que (4) soit satisfait, tout en gardant les mémes expressions
pour les composantes de la vitesse que dans le mouvement osculateur.
On connait pour (6) trois classes de solutions ou de mouvements, que
nous écrivons avec I’équation de KipLER correspondante

Mouvement elliptique

x = a[(cosu—e)cos&-— /' 1— €2 sin usind)
J y = a[(cosu — e)sin &+ V' 1—eZsinu cos®]
(™ r=\V'x2+y%2=a(l—ecosu)

u—esinu=n(t—r) n=—

Mouvement hyperbolique

x = a[(e— chu) cosd® — V' €2 —1 shusin &)

y =al(e — chu) sin® + V/€@—1 shucos &]

®) r=V'x2+y% = a(echu—1)

eshu—u=n(t—r) n=—-




Mouvement parabolique

19

— 12
X=p (1 U cosd— U sin&i)
112
y—-—p(l U-sinc‘ii-{—UcosZiS)
) T
r=Vx+yi=p z
U3 2
U+—3‘+1—73—/2(l‘——t).

2. Nous nous occupons du mouvement hyperbolique. Considérons

le systéme 1°) suivant

da_ 2 4R
dt na ac
52 \R o — 2 PR
de V1 eﬁ_V1~ezL_@_i§B
(10) dt nate oo naze 8
_ L —
dt naaga nate ae
a5 _ yT—¢ R
dt na’e ge

Nous avons noté par R la fonction perturbatrice exprimée avec les
élements a, e, ¢, ®. Faisons maintenant le changement de variables

(11)

e=®—nr,

p=a(e—1),

en prenant p, e, 1,® la place de q, e, ¢, & et désignons par R, la fonction
perturbatrice exprimée avec les éleménts p, e, 7, ®. En tenant compte des

relations qui lient les dérivées partielles du premier ordre de R et de R

(@ =1k R

Pl e
R _ 5, @=1) R
ae pal2 a€

H

R_ 1R, 3
ap e -—1 aa 2
aR _ _ _2pe JR
ae e2—1)% ,a

(12) ( : _
R _ (@1 R
at p3/2 a8
R _R
28 2

10) F. TISSERAND, Traité de Mécanique céleste, t. I, p. 169.



rious obtenons

(13)

dp — aR

at VP g

de p aR | e2—1 /R
PR v
dr _ p 2R

dt e age

as —aR e2—1 4R
at ST e s

Dans la fonction perturbatrice R il faut remplacer x et y par leurs

expressions (8), ot 'on voit que x et y sont des fonctions de a, e, u,®.
Pour avoir les dérivées partielles de x et y par rapport a p, e, t, et &, il
faut tenir compte des relations

(14)

ax 1 ox 3 eshu—u ax

ap -1 aa  2pechu—1 qu

ax 2pe ax | ax 3eu— (1+2e%)shucsx
}?_'(ez—-l)ZS,Z e (e2—1)(echu—1) ou
ox (e2— 1) ,x

v ph(echu—1) ou

ax _ ax

I Y

et un groupe analogue, en remplacant x par y. (14) nous donnent les
dérivées partielles de x par rapport a p, e, r, . Les dérivées partielles
qui entrent dans les seconds membres s’obtiennent de (8), en tenant
compte de 'équation de KkpLer et de 1a relation p=a (e2—1). En faisant
les calculs nous obtenons

(15)

dt 2XdRB gy B

ggzez—l(V e2—1 gx (z_x)él_z ez—l(Vez—l Q+g_)£) 2R

dt eVp \echu—1 qu 255/ ax eVp \echu—1au B! ay

‘ilzi’[_._Zﬁdﬁ+_fl_’.‘+(1+232)s””_3e”£§]£84_

dt el (e2—1Paa age (e2—1)(echu—1) sulox
p[ 2pe a2y a2y , (14+2e€*)shu—3eu ayyaR
— "'“_—"’_'"}_—T |
e (e2—1)Y0a ae (e2—1)(echu—1) oul,y

ds e2—1(_(z_§ shu ‘ﬁ)ﬁ+e2—l(_cy_y+ shu éZ)ﬁ

= — + =
dt eVp\ ae echu—1aulax eVp\ ae echu—1aul,y
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En tenant compte des expressions

aR m, m, 1 1 1
—=|——5— 5 +—=| x+mm,| 5 ——| cost
ax ryoon r I, I

1 1

=3 3

2 1

(16)
2R m_ m, 1 )
—=\—-——— =+ 5| y+tmm, — —| sinf,
ay n r, r r r
et si I'on pose pour simplifier ecriture
m m 1
A=——g——F+3
ry r, r
17
(17) I R
TR

le systéme (15) nous donne finalement

d 32 -
d‘t’ 2m, m ;”—IB[(e_ chu) sin (t — &) — V' € —1 shu cos(t—®)]

de  pk Vip(e®—1)
— ———~_As/zu+mm ———B shu cos(t—&) +
dt V'e?— e(echu—1) = ( )

V' e® —1 chusin (t—&)] + mlmz‘—/-‘—”— Bl(e— chu)sin({—& | —
[4

V€% — 1 shu cos (t— &)]

(18) dx _ —LA chu(echu —1)— 2p A(echu—1)? +
dt  e(e?—1) (e? 1)3
3
+ @ zi 1y A shu[(1 + 2e?)shu—3eu]
eshu
+ my m, (2—) B [cos (t —&) + -\/——— sin (f —&)]
— m, m, 2@ 2p 1)ZB[(e—c/'zu)cos(t &)+ e — 1shu sin(t —&)]
, p? (1+2e?)shu-—-3eu
+mm B —shucos (f —&
L e(e?—1) echu —1 [ ( )+
V' e2—1 chusin (¢ -- &)]
s pl Vp eshu
g A(chu—e) — VPg -5 t-
it (1) (chu—e)—mym, . [cos(t )+ Vo sm( )]
Vip, shu S ‘
+ my my~—B [— shu cos (t —&) + V' e2—1 chu sin (¢-—&)].

e echu—1
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Si la masse m, par exemple est trés petite, p, e,t,® varient trés len-
tement avec le temps.

Si dans son mouvement la masse nulle m; passe trés preés de m,
(ou de m,), les éléments p, e, t, & subissent de trés grandes variations.
C’est pourquoi bien des cométes hyperboliques peuvent devenir elliptiques
et inversement.

Le théoréme de CaucHy s’applique au systeme (18) pour tout en-
semble de valeurs initiales  =#y, p=py, e=ey>1,t=75, B =&y

Il existe donc une solution unique, holomorphe dans un cercle
de rayon déterminé, qui pour f={, prend les valeurs p,, ey == &,
données a 'avance. Le mouvement correspondant a ses éléments oscu-
lateurs hyperboliques.

Trajectoires hyperboliques-elliptiques

3. Nous étudions maintenant le systéme (18) pour t, = cc.
Pour cela nous développons A et B suivant les puissances de 1/r et nous
nous bornons aux premiers termes

20
] R AL S
(19)
l B 3 cosoy

rt '
_ 2__

(20) CoOs @ = iﬂcos (t —&) + Ke_l_s/z_u sin (t—&S) ,

echu—1 echu—I1

¢ étant 'angle formé par les directions O m, et O m;. Selon I’équation de
KepLeR (8), shu est infiniment grand d’ordre 1 par rapport au temps, et
de méme chu, puisque shu et chusont des infiniment grands équiva-
lents. Il résulte d’apres (8) que x, y et rsont des infiniment grands d’ordre
1 par rapport au temps. Donc pour les grandes valeurs de ¢ le systéme
(18) est de la forme

dp_ b de_ b

de_ b dn_ b

(21) =— ) =—, )
dt B dt B dt B di i

ot b désigne une quantité bornée quand ¢ tend vers l'infini, qui bien en-
tendu n’est pas toujours la méme. Il résulte que lorsque f tend vers 'in-
fini p, e, 7, @ tendent vers des limites finies.
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Inversement si 'on se donne pour f =co: p=py, e=¢,>1,7=r,
& = &, le systeme (18) admet une solution, qui est unique, et qui tend
VErS Po, €gs Ty Ry, quand f tend vers Pinfini.

Les seconds membres de (18) ne sont pas holomorphes pour ¢ = oo,
a cause des termes en sin ({— &) et cos (! —&). Si I'on prend comme
variable indépendante T = 1/¢, les seize dérivées partielles des seconds
membres des quatre équations (18), par rapport a p, e, =, @ sont de la
forme bT. Elles sont donc bornées au voisinage de T= 0, les conditions
de Lipscaitz sont par conséquent satisfaites.

M. Cuazy a classé, dans le probléme général des trois corps!?), les
différents mouvements possibles au point de vue des maxima des dis-
tances mutuelles, quand le temps tend vers I'infini. Selon cette classifi-
cation, les trajectoires du probléme restreint dont les éléments oscula-
teurs tendent vers des éléments hyperboliques quand le temps tend vers
I'infini sont appelées hyperboliques-elliptiques.

4. Les composantes de la vitesse de la masse nulle sont

dx _ V/ee—1 shucos® + Ve?—1 chusin &
dt Vo echu — 1

(22) :
dy Vet —1 shusin® —\/e?—1 chucos &
dt Vo echu — 1

et 'on voit que x/¢, y/t, et r/t ont mémes limites que dx/dt, dy/dt et
dr/dt, quant ¢ tend vers linfini

. X . dx \/ez_l
lim — =lim —=—~“— — T o
teeo I tewo dt e \/F (00555 + Ve 1 sin (‘T))
.y . dy Ve—1 ,
lim=— =lim~<=—- Y- -
(23) t=wo [ t—w At e ‘/;’ (Sll'l & + ‘/e 1 cos (TS)
2 ___
lim—f—:limd—r: \/e_ﬁl .
t=0c t t=00 dt \/p

Ces limites ne sont nulles simultanément que si e = 1. Dans ce cas nous
verrons que x, y et r sont des infiniment grands d’ordre ?/; par rapport
au temps.

11) , Sur I'allure du mouvement dans le probléme des trois corps quand le temps
croit indéfiniment*, Comptes rendus des séances de I’Academie des Sciences, ¢ 170,
1920, p. 1560.
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Régularisation du systéme différentiel (18) au
voisinage de e—=1

5. Nous allons montrer maintenant comment on peut régulariser
le systéme (18) pour e—=1, a I'aide du changement de variable

(24) u=\VyVe—1U.

Pour cela nous écrivons le systéme (18) comme il suit

%: 2 my myp’l2 B (B, sin (t — &) + 1, cos (1 — &)]
Z—f =plz Aoy + m, m, KEEB (B, sin (f— &)+, cos (t — &B)]
(25) e . .
T P Aoy + my my 2B [Bg sin (t—3) + 15 cos (t— &)
dt e e
Z—?——- P2 Aoy + mym, —\{e—g B[, sin (f — &) + 14 cos ( — @)}
en posant
e—chu shu
B = ee—1° Tl=—\/—ez—j?
o Shu___ vy B _2e’chu—ech®u—e . __V/e—1shuchu
Ve 1 b echu—1 2 echu—1
e edch®u + (3e® + 1) chu — 3e?u shu — 2e3 — 3e
3~ (62 _ 1)3 )
(26) 8 _ (1 + e®) shuchu + eshu—3 euchu
s (e2—1)°2 (echu — 1) ’
i ch®u — (€3 + 3e) chu + 3eu shu + 3¢* + 2
® (e2— 1) (echu —1) ’
chu—e (e - chu) shu 1 — echu — sh?u
*y= =B Bi=——= » 4= .
e2—1 Ve2—1(echu—1) echu—1

Si quand ¢ tend vers un instant fini ¢,, e tend vers 1, ’'anomalie
excentrique u tend vers zéro.
p
e?—1

En effet, c’est ce qui montre I’équation r= (echu— 1), puisque

r est fini, et p —20.
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Nous allons développer 2, 8, v, suivant les puissances de u. Ensuite
nous ferons le changement de variable (24).

2 4 2__ 2__()
e—1—L = e e Py et e
2 24 2 24 2 ’
f= 1 - e— 1 T e+ 1
ud —_— (e2 — 1)z
- — = — i :“U+...
n Ve —1 Ve —1
dzz_”[l:U_'_...
a2 u4 u2 u4 2
—e+2%(1 4+ =+ —+ .. j—e(l+—+—++ ...
+ ( NEREY ) ( 2 24 )
BZ 2 4
u u
—1+4+e(l+—+—
(EE2-L
2e(e—1)+(e2—e)ut+ ... 2e(e—1)+e(e—1)(e2—1)U%+ ...
e e - e -
e—1+ —u?24 —ut4 ... e—14+ (e2—1U2+ .
2 Tt 2" g
2e+ ... ,
1+t lyeg
2
3 2
(u+%+...)(1+%+...) —\/ez_lu_g\/eé_lu%..
To=—e\/ e2—1 5 —e e =
—1+e(1+”—+.,.) e—l4utt...
2
—(e— 1)U + .. —(e+ DU+ ...
e = e
2 _ 1
(e—n+el ey 14t lyey
u2 ll4 6 2 2 4 6 ll3 u5
e 1+—t—t——+e| +(3p2 ettt | =3€%U [ U +—+ —+- | —2€3-3¢
2 24 720 ) (3“1)(1 2 24 720 ) ( 6 120 )
Ol3: =
(e2—1)3

2e3—3e2+1 8e3—90e2+1 ;

3 — 2
—e3+3e2—3e+1+ 5 u*+ sy 328 15¢ 1,

24 720
(e2—1)3

o+ ..
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ety 'r(e~1)2(2e;1)(e2*1)uz+(e—1)(8e2 e-1)(€2-10 5, (32631524 1)(e-1)° o

24 720

(e—1)3

14 (2e+1)(e+1) U2 +(8 e?—e—1)(e+ 1)2U4 +(3263_1562+1)(e+1)3U6+...
2 24 720

(e+1)3

B ‘ w ? ut u?  ut

elu+ —+—+p+(1+ed)|u+—+—+ || 1+ =+ — +|-Beu| 1+ —+ —+.
6 120 6 120 2 24 2 24

53: —

(e2 —1)°" (e—l + —2(-3 u?+ )

8e2—Te+8
—— s+

4 2
e—1)2u+—-(e—12ud+
(e—Dru+(e—1) 80,

(e2— 1)3/2(e—] + §u2+ )

e2—T7e+8
60

(e— 12V @=1U+ %(e— 1y (e2— 1y°kU3 + (e2—1)%R US + ..

(e2— 1) [e—l + %(ez— 1)Uz + ]

Te+8)(e+ 1)
60

US + -

2 —
U+§(e2— s + 8¢

e +
2

(e+l)(1+e lU2+--,)

2 4 6 2 2 4 6 \ / 3 5
B P L, —(e3+3e) 1+u—+u—+~u—+...)+3 eu(u+t v 4y 436242
2 24 720 6 120

3= =

(e2— 1) [—1 +e (1+‘fzf+...)]

e -3et+2 , —9e+8 , &— 15432

—(e—1) —
( ) 2 24 720

ub+...

(e2— l)z(e—l +-§ u?+ )
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—(e—1)— (e—1)%(e+2) 2 (e—1)(e*+e—8) gt e3—15e+32
2 24 720

ub+ ...

(e2—1) (e — 1+ % u?+ )

Us+

_(@4)3(e—J)%e+IXe+2hjlje—4)%e2+e—8Xe+IFLV_ﬂe—J)%eS—156+32Xe+IF
2 24 720

(e— 1) (e+1)7(1 +-e?—;—1U2+...)

1 (e+1) (e+2) Uz (e?+e—8)(e+1)? Ut (e3—15e+32)(e+1)3 Ub+.
2 24 720

e+1

(e—H)(H—e U2+...)

e+1

1— Uz+..

e+1

(u+-”—3+fi+...)[e——<1+”—z+£ +)]

6 ' 120 2 2
By= =
2 4
\/e2—1[—1 e(1+% ”—+...]
el +5+5+-)
(e—1)u+t ‘3—'(“31—4 W (e~ Z—TU+E=4 (e — 1)U+ ..

- - 2
Ve2—1 (e—l—f—%uz-!—.. ) Ver—1 (e—1+ee 5 1U2—|—...)

U+ (_e_”;i)ﬁﬂ_l_) Us+..

e+1

1+e Uz ...



- u2 [ ”_\ /ll ;L_‘us L \2 e - 1__5—_%_2 2. 1.

74_ ol =
—1+e(1+”—2+ e — 14— u?
5 ) >
e—1—T2 (2 1y Ur.. —1—W Uz4...
. —
e—14+e&—Lyzy ., 1+ee—J2L1U2+...

Donc au voisinage de e=1 nous pouvons écrire le systeme (18)
comme il suit

1——"%1— U24-...
dp 3
L =2mm /ZB[
di 1My p

sin(tF&S)—(iMcos(t —as)]
e+1 e+ 1

d
d—?:pa/zA U+..)+m, mzze—lz B x

et sin(t - &) —e (e+ DU cos (f —&)
1+e +

e+1U2+... 14e-—— U2

d-_  p? ,A[—l+(26+12)(e+1) U2+(8e2 e zi){e+1} Ut
(32€3—15 ¢24-1) (e+1)2
720
2 —U+%(32—1)U3+(8e2 78208)(‘3“)2 Us...
+m, mZ?B P
(€+1)((1+ —2—U2+...)

(e+1)(e+2)U2 (e2+e—1}e+1), Ut (e3 15e+32)(e+1)3U6+“. T
cos (t—3)

U5+...]

sin (f —&)

24 720
(e+1)2(l+ee+1 U2+ )

Q.

m_ p 3z
dt e(e+]) l)
U—l—(e 4) (e+l)U3 ]+(———e+1)(6+2)U2+...

sin (t—&)+
U2 +... 1+e egl U2+ ...

—l +e+1 U2+..)+mlm2‘/pr

cos(t—&®)

e+1
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Les termes non-écrits sont nuls pour e=1.

U est une quantité finie qui est égale a tg (w/2) lorsque e =1, w étant
I’anomalie vraie.

En effet, on peut montrer cela de deux fagons, soit en partant de
I’équation

w 1 u
tg— = /€T tgh,
3 \/e~1 &5

soit en partant de I’équation de K#pLER
eshu —u=n(t—r).

Si, aprés avoireffectuéle changementu = \/'¢2— 1U on fait e =1,
la premiére équation se réduit a

:U,

tg

N

tandis que la seconde se réduit a

v_ 2.,
U+ 3 —ps/z(t 7).

Cette derniére n’est autre chose que 1’équation de KipLer dans le
mouvement parabolique de deux corps. D’ailleurs les équations (8) se
réduisent aux équations (9) si 'on fait le changement (24), et qu’on y fait
ensuite e = 1.

Les expressions A et B sont réguliéres au voisinage de t = £, s’il
ne se produit pas de choc a cet instant entre mg et m,, ou entre m; et m,,
ou bien si mgy ne passe pas au centre de gravité de m, et m,.

Les dérivees partielies des seconds membres du systéme (18), par
rapport a p, e, ¢, & sont également finies pour ¢ = {,,.

Nous pouvons ainsi énoncer le théoréme suivant:

Si I’on se donne al'avance p=p,, e =¢; =1, t =10, & = &, il existe
une solution unique, qui pour f = £, prend les valeurs p; 1, 7y, &,.

Trajectoires paraboliques-elliptiques

6. Nous allons montrer maintenant qu’il existe encore une solution
du systéme (18) qui tend vers py, 1, v, Xy, quand le temps tend vers I'in-
fini, pg, 74 3By, €tant donnees a 'avance.
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La distance r satisfait & Péquation différentielle

d?r m_m xcost+ysint [ 1 1
(28) ‘}t—zz—r(r—;+—§;)+mlm2———r——(—3—-—3)+
1 2

Les rapports de la distance r et des deux distances r, et r, tendent
vers 1 quand la masse mg s’éloigne a I'infini, et 'on peut écrire

rp=r(1+c¢), ro=r(l+¢)

1 1 —_ 1 1 1 3(r, — 1
—5—’—3=r1 rz(—2~+———+ 2): (ri—r)(1 +9)
ry r riry \ry nry r, rt

£ désigne une quantité qui tend vers zéro quand le temps croit indéfini-
ment, et qui n’est pas toujours la méme.
L’expression (xcost + ysint) [ r est bornée en valeur absolue,

- . dy dx - . . m m
ainsi que ’expression x = — y— _ Enfin, puisque —L -+ =2 =
anetexp at ~Var VP PUSAE s 703
= Lt—e, I'équation (28) devient
r
2
(30) d’r _ 1+
d e r2

Supposons que dans (23) la limite commune du quotient r/f et de
dr/dt soit nulle, c’est-a-dire que e tend vers 1 quand le temps croit indé-
finiment. Multiplions 'équation (30) par 2 dr/dt, et intégrons de I’instant
t = + oo a linstant ¢ ; on obtient

—dr _
\/r6§~\/2(1 + ¢),
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et si I’on intégre encore une fois entre les mémes limites, on obtient
3/9
(31) r=\/ 3R+,

Il résulte que s’il existe une trajectoire sur laquelle e tend vers 1 quand
le temps croit indéfiniment, sur cette trajectoire, la distance r est un infi-
niment grand d’ordre 2/, par rapport au temps.

Par le méme raisonnement on déduit des équations (1), que sie
tend vers 1 lorsque le temps croit indéfiniment, x et y sont des infini-
ment grands d’ordre %/, par rapport au temps.

7. Nous avons a chaque instant

2 2 2 ___
(32) dx \* (dy\_e—1,2
dt dt D r

Si nous dérivons Péquation (32) par rapport au temps et en tenant
compte des équations (1), nous obtenons I’équation

_d_ez—l
dt p

b
=

donc (e2—1)/p est de la forme b/t2. Selon P'équation r =p(echu—1)/(e?—1)
I'anomalie excentrique u tend vers zéro, quand le temps croit indéfini-
ment. Cette derniére équation peut se mettre sous la forme

(33) e[Hf+@:l)_LL‘+ ]:f_ 1
2 24 p e+1’

ot I'on voit que U est un infiniment grand d’ordre !/; par rapport au
temps.
Pour les grandes valeurs du temps on a

8. Ainsi les seconds membres du systéme (27) tendent vers zéro
lorsque le temps croit indéfiniment, e tendant ,ers 1. Les dérivées par-
tielles de ces seconds -membres, par rapport a p, e, 7, & tendent égale-



32

ment vers zéro, pour tout systéme de valeurs p,, 1, 1, &,, forsque le temps
croit indéfiniment, et sont par suite bornées.
Nous pouvons donc énoncer ce théoréme :

Si I'on se donne a l'avance p=p,, e=¢ey=1, t=15 & = &, il
existe une trajectoire unique sur laquelle p, e, ¢, @ tendent vers pg, 1,
g, By, quand le temps tend vers Vinfini.

Selon la classification de M. Cuazy ces trajectoires sont appelées
paraboliques-elliptiques. Nous avons vu precédemment que sur une telle
trajectoire x, y et r sont des infiniment grands d’ordre 2/; par rapport
au temps. Elles dépendent de trois paramétres, qui sont les valeurs limites
de p, v et &. Il résulte qu’av moment initial il existe une relation entre les

valeurs correspondantes de p, e, = et &, soit F (p, er, &S) =0.



CHAPITRE 1l

1. Dans son ,Mémoire sur le probléme des trois corps“!), M. K.
Sunpman a présenté une étude compléte sur les singularités réelles.

Les singularités imaginaires ont été signalées par M. Jean CHazy '2):
a Finstant £, nécessairement imaginaire, une distance mutuelle s’annulle
sans que ses projections sur les axes s’annulent en méme temps. Ce sont
d’aprés la désignation de M. Cuazy, des chocs binaires imaginaires.

M. Cuazy a établi entre autres, trois résultats simples concernant
les chocs binaires imaginaires:

/

10. Au voisinagedef=t, les coordonnées et les distances sont déve-
loppables en séries convergentes suivant les puissances entieres et posi-

tives de (¢ —t,) 'f2-

20. La transformation de M. Sunpman régularise également les chocs
binaires imaginaires.

3%, Les solutions avec choc binaire imaginaire dépendent d’un
nombre de constantes arbitraires égal a I'ordre du systéeme différentiel,
soit 12 dans le cas général du probléme des trois corps.

Ce fait important fait prévoir que, comme dans le probléme des
deux corps, pour les valeurs arbitraires des constantes, la solution com-
porte un choc binaire imaginaire. Il n’est pas de méme quant aux chocs
binaires réels. Dans ce dernier cas si les 12 constantes ne vérifient pas
les deux conditions de choc signalées pour la premiére fois par PaiNLEVE,
la solution correspondante n’admettra pas de choc binaire réel, mais
sa convergence sera arrétée par la présence dans le plan complexe,
de ces singularités.

Les chocs dont nous allons nous occuper ont été envisagés pour
la premiére fois par M. Tosio Uno dans son mémoire ,,Sur les singularités
des équations différentielles dans le probléme des trois corps«!3). Ces sin-

12)  Sur les points singuliers de l'intégrale générale du probléme des n corps®,
Comptes rendus des séances de I’Académie des Sciences, t. 157, 1913, p. 1398
13) Annali di Matematica, tomo X1V, 1935.
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gularités sont de la nature suivante : au moment £, deux distances mu-
tuelles s’annullent, tandis que la troisiéme a une valeur finie bien
déterminée et différente de zéro. Une pareille singularite peut @&tre
appelée choc binaire double ou bien choc binaire compose.

Sur la proposition de M. Cuazy nous avons étudié les chocs binaires
doubles dans les trois cas out pendant leur mouvement les trois corps
forment constamment un triangle isocéle, et qui d’ailleurs ne se raménent
pas au probléme des deux corps: ou bien les trois corps se meuvent dans
un plan fixe et y ont un axe de syméirie fixe, ou bien ils se meuvent
dans lespace et présentent un plan de symétrie fixe ou un axe de
symétrie fixe !4).

Probléme isocele plan avec axe de symétrie

2. Prenons d’abord le cas ol les trois corps se meuvent dans un
plan fixe et y ont un axe de symétrie fixe dans ce plan.

Soit G la. centre de gravité des trois masses m, m, M, 2 z la dis-
tance entre les masses m, et § la distance de M au centre de gravité des
masses égales.

Nous avons le systéme différentiel

l i; 2m+ M

) (24

2z _ [_m_ n L] 2
dt? 428 (8422
qui admet Iintégrale premiére
2 i\ 2
@) (g—f—) +§H%7\K(Z_i) =2%+@212:%ﬁ+"-
Un.choc binaire double a lieu lorsque
RZ=224+¢82=22[1+4 (§2)3]=22(1 + X?) =0, avec 220,

donc lorsque X = =+ {. Introduisons avec X une autre variable Y= d¢/dz.
En tenant compte de I'intégrale (2), le systéme différentiel (1) devient

.9 dy _dz
@A yvY—Xx M m M 2m+M o\ 2
1+——— Y2 Y[ —
( +2m+M ) [ ] (1+X2)°%: "

+
4 (1+X2)%h
m 2M

-

2 (14X

-+ hz

14) Cf. CBAZY, Bulletin Astronomique, tome 1, 1921.
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3. Multiplions les trois dénominateurs du systéme (3) par l'ex-
pression

m
51+ X2 - 2M (1 +X2)+ hz (1 + X2z .

Nous obtenons

dX
(Y —X)(1 + X?) [’g (1+ X2)'l2 + 2M + h2(1 +x2)‘lz]

dyY B

4 M 2 ﬂ 233z . — B
(4) (1+2m+MY)[4Y(1+X) + MY (2m+M)X]

dz
z(1 +X?) [go + X2yl 2M+ hz(1 + Xz)‘/z]

Envisageons les points singuliers du systeme (4) donnés par les équations

{ . Xe+1=0
©) MY— 2m+M)X =0
c’est-a-dire

. 2m+ M
6 X = Y =i s
(6) + i m
0 X——i Y=—i2mtM

M

Nous allons développer les trois dénominateurs du systeme (4) au
voisinage de

2m+M=

X+i=U=0 , Y+i
M

y=0.

Considérons tout d’abord P'expression (1 4 X2)'/z. On a
(1 + X' = (X + ) (X — i)l = U'(U-—2i)'

(U—20)'=A,+A,U+A, U2+ ..
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Si nous élevons au carré la derniére égalité nous obtenons les
valeurs des coefficients A. On a Aﬁ = — 2}, ce qui donne deux valeurs
pour A,

Ag=1—i , Ag=—1+i.

Une fois A, fixé les autres A sont déterminés d’une maniere unique.

La fonction (U—2{)'2 admet donc deux branches holomorphes au voi-
sinage de U = 0, et les deux développements obtenus convergent si

|U| < |2i]| = 2. Mais (1 + X?)'/2 n’est pas holomorphe au voisinage de
U =0, 4 cause du facteur U'%. En posant U2 = x, dU = 2x d x, nous
obtenons un systéme différentiel aux dénominateurs holomorphes. On a

1 1
1+X) e = A, x+ — x34 —— x5S, (x
(1 +X%%) 0 +2A0 +16iA0 5 ()
®) \ 11 X2=—2ix2+S,(x)

(1 + X2)3/2 = — 2iA0x3+ S5(x) *

Ensuite

2m
9 Y—X=—iZ" +py—x2
9) M Y

(1 + X2) [L;-(l +X2)'le 4 2M 4+ hz (1 + X2)'e

(10)
— 4iMx? —21'A0(’—;— 4 hzo) X3+ S, (X, 9,2 — 2,).

Nous désignerons dorénavant par S, (x, y, 2, ...), ou briévement
par S, une série entiére par rapport aux variables mises en évidence,

qui peuvent d’ailleurs étre en nombre quelconque, laquelle série com-
mence par des termes du degré n. Enfin S (x, y, 2, ...) ou simplement S
désigne une série qui ne s’annulle pas avec les variables qu’elle contient.

(Y-—-X)(1+X?) [—';1 (1+ X3kt 2M-+hz(1+ Xﬁ)‘/z] -

(11)
—8mx2—4%A0 (% +hzo) x3- 4iMx2y +8S,(x,y,2—2p)

M m M
12 14+ ——— Y2 =2 - 2{y+
(12) 2m4+M M y 2m+ M

y2
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%’- Y(1+X f MY —(2m + M)X =

(13)
My—(2m+M)x2—E-szMAOx3+S4(x,y,z—zo)
(1+ M v [EY(1+x2)3/z+MY—(2m+M)x]=—2my+
om+M L4
(14) 2m?ﬂh‘{i"x2+m2zmA;MAOx3+2i(2m+M)x2y+
2 3 S
+S,(x, 9, 2 — 2p).
mim’ o (%, o)
2 (1+X?) [g (1+ XD L 2M + hz (1 + x2)1/2]= — 4iMzyx2—
(15)

2iAy2 (% +hzo)x3 —4iMx2(z—zp) + S, (x, y, 2—2g).

4. Nous avons donc a étudier et a mettre en évidence les solutions
du systéme suivant

dx

—4mx—2%Ao(%z+hzo)x2~2iMxy+2i(M—m)x3—[i( %+hzo)+2%h]onzy+S4

dy

2m+M
A x3+2i (2m+M) x2y+
Mz Lo rA@meM)xye ool

dz

16
(16) —2mys2m2M

Xx2-2iMy?+m?

¥+,

——4iMsz2—2iAozo(

|3

+ hzo) x3—4iMx2%(z—2zg) +S,.
En divisant les dénominateurs du systéme (16) par — 2m, il est
de la forme

dx _ dy _ dz
(17) M, 2
2x+S, (X, ¥,2—29) ¥y +S(x,y,2—25) 2i o 2o X2+ S5 (x,y,2 — 2,)-

Le systéme (17) admet la multiplicité singuliére a une dimension

x=0, y=0, z=2z; (quelconque).
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Au voisinage de chaque point de cette multiplicite I'équation ca-
ractéristique admet deux racines positives + 1 et + 2, et une racine
nulle,

Conformément au théoréme®) enoncé par M. Cuazy, le systeme (17)
admet en chaque point de cette multiplicité singuliére, des solutions qui
engendrent deux autres multiplicités.

La premiére s’obtient en exprimant les variables x, y, z par des
séries entiéres convergentes s’annulant avec les variables qui corres-
pondent aux racines négatives de ’équation caractéristique. Puisque ces
racines n’existent pas il résulte que x, y, z sont identiquement nulles et
aucun mouvement ne correspond a cette multiplicité.

La deuxiéme multiplicité s’obtient en exprimant z — 2, en série
entiére par rapport aux variables x et y, s’annulant avec ces variables.
Pour déterminer cette série considérons I’équation aux dérivées partielles

(18) (2x+..) +(y+ )f (21;2x2+ )"é:o.

Par la substitution de 2z, +S,(x,y;2,) & la place de z, dans les
coefficients de I’équation (18)et de —z + z,+ S;(x,y;2,) a la place de
/, il faut que I’équation qui reste soit une identité en x et y. Ce faisant,
apreés I'identification on trouve

.M
(19) z=zo+Sg(x,y;zo)=zo+t—,)—'nzox2+53(x,y;zo)

&

5. Maintenant si nous substituons cette expression de z dans les
deux premiers rapports nous obtenons en x et y un systéme de la forme

dx _ dy
2x +8,(x,y3529) ¥y + S (x5 2)

(20)

dont Péquation caractéristique admet les racines + 1 et + 2.

Il semble au premier abord que nous sommes dans un cas d’excep-
tion, puisqu’une racine est le double de l'autre, et que des logarithmes
s’y introduisent. Nous montrerons que cette circonstance n’as pas lieu.
Pour chercher les solutions du systéme (20) nous considérons les deux
équations aux derivées partielles

af

(2x + 299 X2 + 239 X3 + ap; X%y + §,) = ™

+ (¥ + Bao X2+ Boa ¥2+ Bao X3+ Bay X2y + 54)3{3 =

1) | v
(2x + ap9 X2 + 039 X3 + 09y X%y + 54)

+<y + Bag X% + Bz ¥2 +530x3+@2112y +S4\!§£ =Tf.
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Les coefficients o et 8 sont bien connus, ils sont les mémes que
dans les deux premiers dénominateurs du systéme (16), ou a la place de
z on met sa valeur (19), divisés évidemment par — 2m. Il est & remarquer
que z n’entre pas dans ces dénominateurs, qu’a partir des termes du
quatriéme ordre. Cherchons une intégrale de la premiere équation (21),
qui s’annulle nécessairement avec x et y, soit

F=MoX + A ¥ 4+ Ao X2+ hjy Xy + hgp ¥ + S5 (x, )
22 - ]
( ) el Z )‘lk lek

1+ k=1

Nous obtenons pour les coefficients

2)\10 = 2}\10; )\lo al‘bitl‘ail’e
Aoy =2hg1; Ky =0

(23) oohio + 4ho0 + Baohor = 2hg5 20y = —ayAy
3hy=2hy; Ay =0
2)\02 + BOZ )\01 == 2)\02 ; )\02 al'bitl'ail'e

Les coefficients des termes suivants sont bien déterminés puisque
Pexpression 2(p; — 1) + p,, ol p, et p, sont des entiers positifs, ne peut
étre nulle que si p, =0, p, =2, ou p, =1, p, =0. Or, cette chose était a
craindre seulement pour les coefficients A compris dans le tableau (23),
ol 'on voit que cela n’arrive pas. En effet, on n’a pas des équations qui
soient incompatibles en A; elles sont ou bien identiquement satisfaites,
d’ott résultent des A arbitraires, ou bien d’autres équations d’ou résultent
des A completement déterminés.

Si nous considérons maintenant la seconde équation (21), on trouve
d’aprés la méme remarque que tout-a-I’heure, que cette eéquation aux
dérivées partielles admet une solution qui s’annulle avec les variables
x et y, et qui commence par le terme en y puisque c’est son coefficient
qui est arbitraire. L’expression 2p, + p, -- 1 analogue a la précédente
ne s’annulle que si p, =0, p, = 1. En construisant le tableau analogue
au (23) on voit qu’il n’y a pas des équations incompatibles en A.

Il résulte que I'équation (20) admet une infinité de solutions passant
toutes a I'origine, et qui sont données par

(24) [(2 x+S,(x, )12 = C{(y+S,(x, »)]
doil

(25) 2x+8,(x,y)=Cly+8,(x,»)]?
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ce qui donne

(26) x=y2S(y)
6. L’intégrale premiére du systéme (3) peut s’écrire
M
1 Y?
(dt\2 Tamam
\a z) m__2M
2 (14+X2)'
ou encore
dt)\?
@) (G5
dz
Mais d’apreés les deux derniers rapports du systéme (16)on a
(28) dz=y2S(y)dy.
Par substitution dans (27) on trouve
d t\2
(29) (&)= 30
dy
et ensuite
dt
(30) —=y'S ().
dy

Si £, désigne une constante arbitraire, on a

(31) t—1t,=y°S ().
Cette derniére égalité nous donne
(32) y=(t—t))ls. St — o)

En tenant compte de (26) et (32), ’équation (19) nous donne

(33) Z=20+y4S(y)=20+(t~10)4/5S[(t——to)%]

Mais puisque
x=y2S ()= ([t—t )5S (¢t —t,)'5]=U'le= (X+i)'"z,
on en déduit
Xti=(t — to)'sS[(t —t5)'ls]

X = = =— i+ (t—to) St —to)' ]

N].n'»
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d’ott

(34) E=—izg+ (t- t)BS[(t — 1))

De (33) et (34) on déduit
Re=8 +22=(t— 1)) S [(t — t)'F]

(35) R = (t—to)ls S[(t — t,)'ls)

Nous avons donc obtenu des développements de &, z, R suivant

les puissances entiéres et positives de (£ — #,)'/s. Lorsque ¢ tend vers #,,
R tend vers zéro, étant un infiniment petit d’ordre 2/, par rapport a —#.

Les solutions que nous venons d’étudier dépendent de 4 constantes
arbitraires: £y, 2o, la constante f de I'intégrale premiére et enfin la con-
stante C qui s’introduit par I'intégration du (20).

La convergence de nos développements est assurée par la méthode
des séries majorantes de Poincars.

La multiplicite (19) n’est autre chose que ce qui correspond a la
surface de Poincarg, lieu des caractéristiques d’un systéme ditférentiel
du second ordre, en un col du systéme.

Probléme isocéle dans I’espace, avec plan de symetrie

7. Nous prenons ’origine au centre de gravité des trois masses m,
m, M et le plan de symétrie comme plan $0 . 2z signifie le double de la
distance (z > 0), de chacune des masses m, au plan de symeétrie. Soient
g, 1 les coordonnées de M par rapport au centre de gravité.

Le systéeme différentiel du probléme s’écrit

éz__{ﬁa+__M_{k
de? 428 (22 +¢?)’

@2 2m+ M

(30) dtz - (ZZ _'_{12)3/2

a?q _ 2m+M
a2 (24

avec (? = & + 72 Le systéme (36) admet I'intégrale premiére

o0 (5 gl ()] e
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R désigne la distance de la masse M a chacune des masses m. En partant
du systéeme (36) d’ordre six, nous arriverons a un autre du quatriéme
ordre, en éliminant la différentielle dt, et en utilisant I'intégrale (37). Un
choc binaire double a lieu lorsque

2 2 .

RO=22+ 8=z 1 +(§) () ]=2a+eead =0
avec z7=0. Il est donc avantageux d’introduire comme nouvelles varia-
bles §; = £/ z, 1y =1/ 2, et de méme £,=d¢/dz, v, = dn/dz. On a sans peine

dz _ dg _ dv,
z &t My
Avec ces nouvelles variables l'intégrale (37) s’écrit
2M
m
— + + hz
ARG ETRE

1

z M 2 2
1 3
+2m+M( 5+ 1 3)

™ (%)

Le systéme différentiel d’ordre quatre est
dz _
m 1 1
P+ +P) "+ 2M+hz(1+ 8+ )"

1+8 4+
z(1+8 + 1) m

2m+ M
dég,

(14 4D 12M+ hz(14+84 )"

1+ (& +4)

E,—E) (1+-E5+12) m

2m+M(65+n§)

1+

(39) dny -
ffZ(] 2, A\ L2, .2\
(4 ) P 2My a2 (1o

(15— (1+E+ 1)

M 2, .2
1 &+
+2m+M(2 712)

dt, _
—@m+ M+ [T+ )4 M]e,

d, )
— 2m + My, + [%(1 + 24 ) M]‘fzg
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On voit que le systéme (4) admet la multiplicité singuliére a deux dimen-
sions définie par

¢ 2z quelconque
2 2
1+& +7,=0

(40) |
M3, — (2m+ M) g =0

M1, —(@2m+ M) =0

L’étude des chocs binaires doubles se réduit donc a la recherche et a la
représentation des solutions du systéme différentiel (39) au voisinage

d’un point z,5=0, &‘1), w,(l), &g, ng, situé sur la multiplicité (40). On peut par
exemple donner une représentation paramétrique de cette multiplicité
en posant

z quelconque, &, = =icosb, 1, = =+ isinf

_H.2m+M 2m+ M

£, =+ —M—cosﬁ,-qzzii sin 6.

Il est & remarquer que

M 02 02 m
14 M — 2™ 2.
2m+M[@)+MQ] M- 0

8. Nous procédons maintenant aux développements des dénomi-
nateurs du systeme (39) dans le voisinage d’un systéme de valeurs

2,70, &, 9, &, 1. Seulement ces dénominateurs ne sont pas holomor-

phes a cause du facteur (1 + &f + Yf)lfz. En introduisant une nouvelle
inconnue

1+ +mk=x

nous obtenons un systeme du cinquiéme ordre holomorphe au voisinage

dez% &7, nls &35 m3> X =0 et d’une forme plus condensée.
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dz dél

zXZ(% X+2M+th) X% (& — &) (--, X+2M+h

dn, _
X2 (1, — m)( X+2M+th)

dt,

zX)

(41) [~(2m+M)§1+(%x3+M)52] [1 1

dn,

M(£3+‘ﬂ§)]=

[—-(2m+M)m+(ZIX3+M)n2][1 T +M

dX

(2+fo]

x(i;’—x+2m+hzx) (1 X248 &+ n,

ou bien aprés développement dans le voisinage de
z -2,=0, é1_&(1):"120’ nl”n?:yizo
g, — &y = X,=0, . ‘112——112:)12:0,

et en divisant par — 2m tous les dénominateurs, on obtient

M)

X=0,

dz B dx, B dy,
M M M
— 2 X? 4+ Ps ——(5(2)_82) X2+P3 *—(ﬂg—ng)X2+P3
m m m
dx,
2Zm+M_. M M o > M, M,
2 C X 8 X — b X Xyt — +P,
(42) UMY m2miM Y meYT 2m+1\/ln2 e
dy,
2m+M M M ,2 My, M M M o P
yg‘Tyl“;mnz}’f;szng’r;n‘m%gsz’ﬁ;nzle’z* 3
(1.4

M., M M
m m

. . 0 M 1 /m
2X—~’;2x1X—f—;(;xz)(——;\qzyl X——’;z—n?yz X+M(E+hZ°)X2+P3

P, désigne un polynome par rapport & 2, x;, ¥, X5 Y2 X, qui commence

par des termes du troisieme ordre, sans étre toujours le méme.
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L’équation caractéristique du systéeme (42) admet en chaque point
de la multiplicité singuliére, trois racines nulles, deux racines positives
égales a 4 1 et une troisiéme racine positive égale a + 2.

9. Nous appliquons le théoréme de M. Cuazy au systéme (42) lequel
admet en chaque point de la multiplicité singuliére, des solutions qui en-
gendrent deux autres multiplicités. La premiére s’obtient en exprimant
les variables z, x;, ¥;, qui correspondent a des racines nulles de léquation
caractéristique, par des séries entiéres des variables x,, y,, X, corres-
pondant aux racines positives de 'équation caractéristique. Ces séries
sont de la forme

Xy =S, (Xz Y2 X5 2, )
(43) ¥1= S, (X2, Y2, X5 2, o)
l 2 —29=S; (X3 V2 X; 20, 89)

comme nous allons le montrer. Pour obtenir les coetficients des séries
(43) nous considérons I’équation aux deérivées partielles

M of M of
M) L[ My py
( m° ) az m (82 )X +Py 2X *

P af 2m+M af
— (0 — 2L (x,— x,+P ) 2L
(44) [ (1]2 T]I)X +P3] Y ( 2 M 17 2 2%,

2 M
+ (=220 1p) 2L @ x+p) 2L o
M Y2 aX

On substitue dans les coefficients de cette équation, a la place de

Xy, ¥y, 2, leurs expressions définies par (43), et en méme temps on met
successivement a la place de f

—x1—|~Sz (x21 Vs X; 2o 60)
— P1+S, (X9, V2, X 2, )
— 2+ 20+ S, (X3 Vo X 20, o),

et des trois identités qu’on obtient de cette maniére, on détermine les
coefficients des développements (43),

M
Xp= - an(ﬁg—ﬁ?) X2+4+83 (X3, V2, X5 20, )

M
(45) yi=—-—(n3—17) X2+S; (x3 ¥ X; 2g, bo)
4m

M
Z—2zp= “am 2o X2+83 (X2, Y20 X5 20, )
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10. Par substitution des expressions (45), de x,, y,, et z dans les

trois derniers dénominateurs du systéme différentiel (42) nous obtenons
un systéme a trois inconnues

(46)

dx, .
M M .2 2m+Mso .oye2 M M 0
Xy— — £, x,+ L &)X —— ——— 1, x,¥,+S
2 m2m+M 2?2 4m (& &) momim 22Y2T s
dy, —
M M o 2 2m+M; o oyy2 M M
M i —yxe— M X, y,+S
Ve m2m+Mn‘2 Y (1 —n) m2m+ 2¥27"%s
dX

M o M o
2X —— &, x, X — — X+S
m '7? mq'y2 3

L’équation caractéristique de ce systéme différentiel admet des

racines situées toutes sur la partie positive de 'axe réel, dont-+1 racine
double, et+2 qui peut s’obtenir par une combinaison linéaire, a coef-
ficients entiers et positifs, des deux autres +1 et 4 1. Pourtant les loga-
rithmes ne s’introduisent pas dans la représentation des solutions du
systeme (46). Les inconnues x, et y, s’expriment 4 I'aide des séries entieres
en la racine carrée de X, x, commencant par C, VX, y, par C,\/ X,C, et
C, etant des constantes arbitraires Ces solutions sont de ia forme

(47)

x=VXS{VX); g, =8+ VXSVX)
»=VXS(WVX);  q,=n3+VXSVX)

d’ot1 on obtient, par conséquent

(48)

(49)

(50)

l[ x,;=X2S (V' X); g =a4+X,S vX)
i 1=X28(VX);  ,=v+X,SVX)
| 2—2=X2S (\/X)

11. L’intégrale premiére (38) donne

dz

(d_ﬁ)z —_XS(VX)

Mais on a d’aprés le systéme différentiel (42)

dz=XS(/X)dX
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de sorte que (49) devient
dt \2 . ﬂ . — —_
(%) =Xs@ T L =W RPswD
ou bien
dt . < <
(51) VX =(VX}¥S(VX).

Si t, désigne une constante arbitraire on a

t—t=(VXPS(VX),

d’ott par inversion

(52) V' X = (t—1t)) 5 S[(t—10)5],
ou encore
(53) (U+ €4 n) =X =(t— o)’ S[(t—1to)'].

Nous obtenons finalement pour &, v, 2

z=29+ (t—to)'ls S[(t — t)'5]
(54) E=28 =2y 8] +(t—1,) BS[(t—1,)'5]

nN=zn = 071(1)+(t~to)4/58[(t—t0)llsj

Ona

R? = 22 + 2+ = (t — o) 5 S [(t —t5)'s]
d’on

(55) R=(t — o) S[(t — t,)'Fs]

Nous montrons donc qu’au voisinage d’un choc binaire double les
coordonnées et les distances sont développables en séries entiéres sui-

vant les puissances de (f — £,)'5, et dont on peut démontrer la conver-
gence a l'aide des séries majorantes de PoiNcaRE.

Les solutions avec choc binaire double dépendent d’un nombre de
constantes arbitraires égal a I'ordre du systéme différentiel qui est six
dans ce cas. Ces constantes sont: ¢, # la constante de I'intégrale pre-
miére, 2, et 6, les deux paramétres qui fixent la position d’un point sur
la multiplicité singuliere et enfin les deux constantes C, et C, qui s’intro-
duisent par l'intégration du systéme différentiel (46).
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Quelles qu’elles soient les valeurs de ces constantes, la solution
correspondante comportera un choc binaire double.

Nous avons dit que les solutions de (42) engendrent en chaque
point de la multiplicité singuliére, deux autres multiplicités. La premiére
nous 'avons mise déja en évidence, elle est définie par les équations (43)
ou (45).

Pour obtenir la seconde multiplicité, lieu des solutions, nous expri-
mons les variables x,, y,, z qui correspondent aux racines nulles de
I’équation caractéristique, ainsi que les variables x,, y,, X correspondant
aux racines positives de cette équation, par des séries entiéres des varia-
bles qui correspondent & des racines négatives de I’équation caractéris-
tique et s’annulant avec ces derniéres variables. Mais les variables corres-
pondant aux racines négatives, n’existent pas, donc z, x;, ¥y, Xo, ¥, €t
X sont identiquement nulles et par conséquent aucun mouvement ne
correspond a cette multiplicité.

Probléme isocele dans 'espace, avec axe de symétrie

12. Nous prenons 'origine des coordonnées au centre de gravité
des trois masses m, m, M, et Oz comme axe de symétrie. Soient 2 x et
2y les coordonnées de l'une des masses m par rapport a lautre et

r = (x2+ y?)'/2 1a distance de chacune des masses égales, & 'axe de symé-
trie. C désigne la distance de M au centre de gravité des masses m.

Les équations du mouvement sont

dzx [m M ]
—_— —|x

dar L4 T ety
d?y m M
56 e P .
(56) dr? 1 (Ex gkl
dzl 2m+ M

dr (x2+ 2+ )
avec l'intégrale premiere

dx\2 [dy\? M diye m  2M
57 el e B ey B P R
@7 (dt) (dt) 2m+M(dt) 2r TR

Nous avons noté par R la distance de M a {’'une des masses m,
R2={2 4 x21y2==r21 72, Un choc binaire doublea lieu lorsque R 2420
avec r20, donc avec 2520. Cela étant it est indiqué de prendre comme
nouvelles variables x,=x/., y,=y/: et ensuite x,=d x/d ¢, y,==dy/d{
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En utilisant I'intégrale premiére et en éliminant la différentielle d¢, nous
remplacerons le systéme différentiel du sixiéme ordre, par un autre du
quatrieme ordre. On a tout d’abord
dt _ dx,  dx,
. X2—=Xy  V2—

L’intégrale des forces vives se met facilement sous la forme

m__ . 2M e
O R e
dt ¢ 2. 2 M
X;+Y,+
Yy

Le systéme différentiel auquel nous arrivons s’écrit

ag
m (14 x%+ y2)'2
2(x+y,)"

+2M+h6(1+ x4 y2)'e
t(1+x+ 92

2, .2
X
2m+M Xt

dx,
m (14 x5+ y2)'le
2(x3+yH)'"

F2MARE(1+ X2+ y2)'le

(xz - xl) (] +x3+yf)

+x5+ys
2m+M 2 Y2
(59) dy,

m(1+x2+y})'"
2(xj+y)”

+2MEh (14 5 p2)te

=) 1+ X +3})

+ x5+ ¥
2m+M 2 Y2

d X,

[ m (14 x4 y,)°

M |x+@mtMyx
e emrib.

dy,

- (14xi+ )%

s ey,
1 i
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Ce systeme différentiel admet la multiplicité singuliére 3 deux

dimensions, définie par

l ¢ quelconque
1+xi+p3=0
(60) ] (2m + M) x,— Mx, =0
2m+ M) y,—My, =0,

L’étude des chocs binaires doubles se réduit a la représentation des solu-
tions du systeme différentiel (59) au voisinage d’un point {;7=0, x‘l’. y?,
xg, yg situé sur la multiplicité singuliére, dont une représentation para-
métrique peut étre

¢ quelconque. x, = =Hicosf, ¥y, ==+ isinb

sin6,

Xy==1 cosb, y,=+i

2m+ M
Ona
M  2mM
2m+M  (2m + M)?

13. Pour avoir des dénominateurs holomorphes nous introduisons
une nouvelle inconnue

(x2)" +(r2)" +

(1+x]+p7)h=X.

et nous allons développer les dénominateurs du systéme

d¢ _ dx, -
X mX
CX2[~—m—f 2M h';X] - XZ[——+2M+h:x]
2Xe_1yh 0 X)X S ey
dy, —
(J’z—“J’I)Xz[JL +2M+ h';X]
2(X2 — 1) ,
dx, _
(61) [ mX3 2 2 M
—x, [ M|+ @emeM
\ 3"[4()(2_1)8/fL ]+( m )xz} (x2+y2+ 2m -+ M)
dy, _
mX3 2 2 M
—y "2 mleem+eMm
{ Mlaxe—1yn © | em+ )yz}(x2+y2+2m+m)
dX
mX

l X m+2M+hCX](1_Xz'f'xlx2+yJYZ)
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au voisinage d’un systéme de valeurs
{—6=0 x,—x'=¢=0, y,—y'=9,=0
0 A 1= 51 y Yi— V1 =M
0 . 0} .
x2~—x2=;2:0, yz_yzszzo’xzo‘

L’expression (X2 — 1)'2 admet deux développements. Le systéme qu’on
obtient apres la division de tous les dénominateurs par 2m M/(2m + M) est

d(, d&l dnl
2m+ M. X2+ S, 2ﬂH_M(x—x)Xz%—S M( S—)X%+S,
dé,
. M (2m+M)? 10¢2 2m+M 2m+M . @2m+M)? .
- £+ ~== i’ S
Y R T O TR
(62)
dn,

M ( m+M)2 0.2 2m+M 0 . ( n+ M)Z 2m+M 0 .

2 om M‘ M 2 m XMy 52t mM xzqz 2~ m—y2’)1’lg+s3
dX
2x4 2 M ¢ (x5 &+x7 Yo +37 1) + — (hc L 0) X%+S,
m
ou Aﬁ = — 1. L’équation caractéristique du systeme (62) admet zéro

comme racine triple, la racine double 4+ 1, et + 2 comme racine simple.

Les solutions du systéme (62) engendrent en chaque point de la
multiplicité singuliére (60) deux autres multiplicités. L’une d’elles s’obtient
en exprimant les inconnues du systéme différentiel (62) par des séries
entiéres, des variables correspondant aux racines négatives de I’équation
caractéristique, s’annulant avec ces variables. Les racines négatives
n’existent pas, il s’ensuit que I, &, 1y, &5, 7, X sont indentiquement nuiles
et il ne correspond aucun mouvement, par rapport & cette multiplicité.

L’autre multiplicité s’obtient en exprimant les variables ¢,§,,n,, qui
correspondent & des racines nulles de I'équation caractéristique par des
séries entieres des variables £,, 1,, X et qui sont

&1 = 82 (&2’ nZ) X; i:0’ BD)
(63) s = Sz G T X G )
C— % =S, (&2 M2 X5 Loy Bp)-
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Pour la détermination des coefficients nous partons de I’équation
aux dérivées partielles

M
e x)x2+53]
m

(2&1
m-+ M r) 2 2] . M df
oo [ mes] g5y

M af
Mg — —————— S 2X =0.
(’]2 2m+Mh+ 2)(2 + ( +Sz)

Nous mettons dans cette équation, a la place de &, 4,, { — ¢, leurs
expressions (63) a coefficients indéterminés, et nous remplagons f suc-
cessivement par .

—& 4+ S; (G2 M2 X5 Loy B9)
= e+ S3 (8, ey X5 Lo B9)
— 0 Lo+ Sp (&2 2y X5 Lo, Bp)-

Nous arrivons aux expressions de §&,, 7, ¢:

2m+M .
€ = T(xg —x?)Xz + S5 (52, M2y X5 Co» Bp)
2m+ M . .
(65) = T(y‘z’ — X} ) X2 + Sy (s 7i2s X; Z0» 6o)
‘b= gﬁﬁl\ﬁ L X? + S3 (&, M2 X; Lo, Bp)

14 Nous avons déterminé les multiplicités engendrées par les so-
lutions du systéme (62). Pour mettre en évidence ces solutions mémes, il
nous reste a considérer le systeme

ds, -
d i, =
(66) ‘2+@%LMM—)2J’” ___.(yz—yl) X2+ Q—”ﬁxm T,+S,
dX
2X+%(hco+gA0)Xz+M("1 G+ Yi ) X+ S
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dont I'équation caractéristique admet les racines +1, + 1, +2.§; et 7,
s'expriment par des séries entiéres en |/ X, £, commence par le terme

C, VX, n, par C, V"X, C, et C, étant des constantes,
) { LE=VXS(WVX) ; x,=x+VXSWVX)
o = \/—XS(\/')—() 3 J’2=}’g+ \/')—(S(\/—)—(),

et de méme
] £ =XS(WX) ; x,=x14XSWVX)
(68) 7, =XS(WVX) ; y=)+XSWVX
l I—4 =X2S(VX)
15. En revenant a l'intégrale premiére nous avons

(69) (%—2)2 = XS(VX)

et par les mémes calculs que dans le cas précédent nous obtenons
(70) VX =(t — 1) S[(t—t,)')
par conséquent,
2 1
(1) (1+2 + 9= X = (t—1) " S[(E—1)"7 .

Ensuite il résulte

f

¢ L+ (E—t) St —1)h
(72) x=10x, =8 x) 4+ (t--t)B5S[(t —t))5]
y=Cty, =6y + t—t)BS[Et—t)h

R* = (14 x} + ) = (t— )5S [(t— 1))

(73) R = (t—ty)T S [(t —t5)'F]

Les mémes conclusions subsistent donc relativement aux chocs
binaires doubles du probléme isocéle dans I'espace avec axe de symeétrie,
que dans le probléme isocéle avec plan de symétrie
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Chocs triples imaginaires dans le probléme isocéle
plan avec axe de symétrie

16. Les chocs binaires réels, entre les deux masses égales, ont été
étudiés par M. Cararzenis, dans sa thése ,,Sur le probléme plan et sy-
meétrique des trois corps®.

Nous constatons qu’a part ces chocs, entre les masses égales, ce
probléme n’en admet pas d’autres: il n’existe pas entre les deux masses
m, des chocs binaires imaginaires, que nous appelonschocsde M. Cuazy.

Considérons le point singulier du systéme (4) défini par

(74) X=Y—i \/2 ”’JM, 2=0,

pour lequel on a un choc triple imaginaire. et développons les trois déno-
minateurs au voisinage de ce point. Faisons la notation

. [2m+M .\/2m—i—M_
X—t\/ M =x,Y—i M =y,

ce qui revient a développer les dénominateurs au voisinage de

x=y=2=0.

Nous obtenons le systéme

dx
kx——ly—l—a;;}oxz—l—a}mxy—}—a:mxz+a(l)1]yz+53
(73) dy . dz
hy—l—afwxy—l—agmyz—l—ss —)\z—{—afmxz—l-oc?mzz-l—sg
ou
m2 2 m
k=4m—|—m Ao, Ay=—2 w
2 2 P Y1
1 ., 3m-—4 M A 1 1 2m+M
“zoozlk—m‘*g,“uo:_“zoo'k:\/ M’
(76) caim:z%hAo’ “nl)nz““;m’iz:_l
2 _am ik 2 i 4M'—4mM—3mA,
P10 TS MA, T2 kM
3 1 3 1
%01 = %0 0 %2 ™ — %01
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En divisant les dénominateurs dusystéme (75) par » nous obtenons
le systéme

dx dy dz
(N

X—Y+S5(69,2) y+S$(69.2)  —z+S(x7,2)

dont I’équation caractéristique admet la racine double + 1, et la racine
— 1. Si Yon cherche a déterminer une multiplicité

(78) z2=3,(x, )

engendrée par les solutions de (77), nous arrivons a cette constatation,
que tous les coefficients sont nuls dans le développement de z. Il n’existe
donc pas de multiplicité analytique (78), sur laquelle soient situées les
solutions du systéme (77). Nous nous proposons de revenir sur cette
question, en cherchant par exemple si (77) admet des solutions asymp-
totiques a la solution x = y = z = 0, ainsi que de les représenter.
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