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SUR

LE

PROBLEME DE REPRESENTATION CONFORME DE HELMHOLYZ

THEORIE DES SILLAGES ET DES PROUES

CHAPITRE 1.

I. — Généralités. Historique. Enoncé des problémes.

1. Sceema pE Heumportz-Kircunorr. — Considérons un mouvement
permanent, plan, irrotationnel d’un fluide parfait, incompressible,
enfermé dans un canal (') a parois u, et w,, rectilignes, indéfinies et
paralléles. Venant de l'infini en amont, le courant heurte un

obstacle BC, fixe par rapport aux bords du canal.
Pour échapper au paradoxe de d’Alembert, on est conduit & envi-
sager le schéma suivant du mouvement. En un point O du profil de

Fig. 1.

I'obstacle, la vitesse du fluide est nulle; le courant s’y divise en deux

(*) Le cas du {luide limité par une seule paroi plane, ainsi que le cas du fluide
illimité, peuvent étre envisagés comme cas limites du canal.

THESE J. KRAVICHENKO. 1
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parties. Le fluide glisse ensuite le long des arcs OP, et OP, (arcs que
nous désignerons par @, et @,) de la courbe obstacle, s’en détache aux
points P, et P, (confondus ou non avec ses extrémités), formant ainsi
al'arriére du corps solide immergé un sillage étendu jusqu’a 'infini
et limité, outre m, et @,, par deux lignes libres A, et A,, de formes
a priori inconnues. La masse du fluide formant sillage est immobile
par rapport au corps.

L’obstacle est supposé tranchant. Nous admetirons donc dans ce
qui suit que la condition suivante est satisfaite : l'intersection de
toute droite paralléle aux parois avec la courbe obstacle se réduit a
un seul point; exceptionnellement cette intersection pourra com-
prendre un segment rectiligne. Les arcs @, et &, possédent en chacun
de leurs points une tangente qui varie continiiment le long de ces
arcs. Dans certains énoncés, le point O pourra, toutefois, étre supposé
anguleux.

Relativement au schéma de Helmholtz (*)-Kirchhoff (*) qu’on vient
de décrire, on peut se poser plusieurs problémes.

2. Prosrime voiTerMING bE MM. Levi-Civita ET ViLoat. — On se donne
a priori une fonction d’une variable caractérisant I'obstacle et les
valeurs de trois paramétres; le probléme consiste a construire, a partir
de ces données arbitraires (assujetties, toutefois, a vérifier quelques
conditions qualitatives simples), un mouvement a la Helmholtz et en
déterminer les éléments géométriques el cinématiques.

Ce probléme, formulé par M H. Vlllat( ) a la suite des travaux
de M. T. ILovi-Civi ar M. Villat la -méme,

£2
~
N

£

(%) Berliner Berichte, 1868, p. 215; Wissenschaftl.- Abhandlungen, t. 1,
p- 146.

(3) Vorlesungen iber math. Physik, 22¢ lecon.

(*) Sur la résistance des fluides (Thése), Annales de I’Ecole Normale Supé-
rieure, 1911, p. 203. Voir aussi le Mémoire de H. Villat, id., t. 29, 1912,
p- 127 et son livre : Aper¢us théoriques sur la résistance des fluides (Collection
Scientia, Gauthier-Villars, 1920).

(3) Scie le leggi di résistenze (Rendiconti del Circolo Matematico di
Palermo, t. 23, 1907).
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étudié et généralisé ensuite par M. U. Cisotti (°) et ses éléves,
puis par MM. D. Riabouchinsky et B. Demtchenko (7).

Les formules de résolution de M. Villat permettent d’écrire les
équations des lignes de jet; on constate que ces courbes sont a tan-
gente continue et se raccordent en leurs points de détachement avec
I'obstacle, formant ainsi avec lui un contour a tangente continue.

3. Vaumite pHYSIQUE DES soLuTions. — Pour éire physiquement
acceptables, les solutions construites par M. Villat doivent satisfaire
a deux conditions énoncées par M. M. Brillouin (®).

En premier lieu, la vitesse du courant doit étre partout inférieure a
la vitesse du courant a I'infini en aval. Cette inégalité fondamentale
compléte les équations du probléme en exprimant que la pression ne
peut devenir négative en aucun point du fluide en mouvement; elle
assure la convexité des lignes de jet vers le courant, allure qui, du
point de vue physique, est particuliérement satisfaisante pour elles.

En second lieu, les lignes de jet ne doivent ni se recouper, ni
recouper 'obstacle. En étudiant a ce point de vue ’allure de la ligne
libre au point de détachement, MM. Brillouin et Villat ont constaté
que sa courbure est, en général, infinie en ce point; la courbes’incurve
donc dans le voisinage de ce dernier. Cela est sans inconvénient dans

le cas de I'obstacle tranchant si le point P, est confondu avec
Iextrémité de 'ohstacle Cette circonstance est) au contraire, incom-

patible avec I’hypothése d'un corps solide se prolongeant dans le
sillage au dela du point P,. Il faut donc assujettir la ligne libre a

(*) Idromeccanica piana, Milan, 1922 (chez Tamburini). Cet ouvrage
contient une bibliographie trés étendue des travaux de I’école italienne
(MM. Colonetti, Caldonazzo, Palatini, Boverio, etc.); on y trouvera aussi des
indications sur les travaux antérieurs a ceux de M. Villat et dus, outre M. Cisotti
lui-méme, a lord Rayleigh, Michell, A. Love, Bobyleff, Réthy, Greenhill, etc.;
ces auteurs ont reussi a résoudre ce que nous appelons le probléme indéterminé
dans des cas particuliers.

(") Cf. I'ouvrage de M. DevMrcuenko, Problémes mixztes harmoniques en
Hydrodynamique des fluides parfails, 1934 (Gauthier-Villars), qui comporte
une bibliographie compléte de la question; cet auteur a réussi a traiter le
probléme dans des cas beaucoup plus étendus.

(%) Annales de Physique et de Chimie, 23, 1911, p. 154.
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avoir au point P, une courbure finie; celle-ci est alors nécessairement
égale, comme 1’a montré M. Villat, a celle de I'obstacle en ce point.
Dans ce cas, le détachement est dit en proue.

4. PROBLEMES DU SILLAGE ET DE LA PROUE. — Les remarques qui pré-
cédent incitent & préciser comme suit le schéma du mouvement de
Helmholtz et a formuler pour les obstacles tranchants deux problémes.

Probléme du sillage. — On place arbitrairement les points de
détachement des lignes libres aux extrémités de 1’obstacle, caractérisé
par les données arbitraires de M. Villat et I’on construit a 'aide de
ses formules la solution correspondante. Il y aura lieu ensuite de
vérifier si les conditions de validité de M. Brillouin sont satisfaites.

Probléme de la proue. — On cherche a construire un mouvement a
la Helmholtz (correspondant a un obstacle caractérisé par les
données arbitraires de M. Villat) ayant les propriétés suivantes : si
Pextrémité de ['obstacle ne coincide pas avec le point de détachement,
la ligne libre doit présenter en ce point un détachement en proue.
On examinera ensuite la solution du point de vue de la validité.

5. ETubE bE 1A vALDITE DES soLutions b M. Viiear. — On se trouve
ainsi conduit au probléme de la validité physique des solutions de la
théorie du sillage et de la proue; il s’agit de déterminer des classes
aussi étendues que possible des fonctions arbitraires caractérisant
'obstacle qui conduisent a un régime physiquement acceptable. Dans

cat o~ dan AL 3 b

ésultats fondamentaux sont dus &
M. Villat (*) qui, en se bornant au cas de 'obstacle symétrique (soit
en fluide indéfini, soit placé symétriquement dans un canal), a indiqué
de vastes catégories de profils auxquels la théorie des sillagess’adapte
parfaitement.

M. C. Jacob ('°) a, depuis, sensiblement généralisé plusieurs

théorémes de M. Villat tout en en simplifiant les démonstrations.

(*) Journal de Mathématiques, 6° série, 10, 1914, p. 231.
(") Sur la détermination des fonctions harmoniques par certaines cond:-
tions auz limites (These) (Mathematica, t. X1, 1935, p. 150). Cet auteur étudie
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En dehors des cas de la lame rectiligne placée dans le canal et des
obstacles concaves vers le courant en fluide illimité (théoréme de
M. Boggio), on ne connaissait, jusqu’a ces derniéres années, aucun
exemple de profil dissymétrique conduisant aux solutions accep-
tables. M. J. Leray (') a obtenu des théorémes de validité en s’af-
franchissant de I’hypothése de la symétrie mais en supposant le fluide
indéfini. Dans le Chapitre II, nous montrons que ses conclusions
subsistent encore lorsqu’on suppose le fluide enfermé dans un canal &
bords rectilignes; nous étendons également aux obstacles de forme
dissymétrique plusieurs propositions de MM. Villat et Jacob.

6. Prosrimes p’EXISTENCE Et DUNICITE. — On se donne un obstacle

TN
tranchant BC par ses équations intrinséques, ainsi que sa position par
rapport aux parois du canal.

Probléme du sillage. — Déterminer un mouvement a la Helmholtz
qui correspond & la configuration ainsi définie, les points de détache-
ment étant placés, par hypothése, aux extrémités B, C de I'obstacle.

Probléme de la proue. — Déterminer le sillage correspondant & un

TN L., . N . . —
obstacle P, P, caractérisé comme suit : P, P, coincide avec BC ou est

une portion de cet arc. Si P, (ou P,) est intérieur & BC la hgne
libre issue de ce PO nt dOif, y 25€ £ T

P, (ou P,) coincide avec C (ou B), la ligne libre issue de ce point y
présente un détachement en proue ou non (*?). [Autrement dit,

les points de détachement sont actuellement inconnus @ prior:;

nier un ALtaahaman en o

r ™wmAg + o
PLCD i 1L UCLaviiviiivaae vis prvuv. v

un schéma voisin de celui de Helmholtz proprement dit et qui a été proposé
par M. V. Valcovici dans son Inaugural Dissertation, Gottingen, 1913.

(Y) Commentarii Mathematici Helvetici, 8, 1936, p. 250. Du méme auteur:
Sur la validité des solutions du probléme de la proue (Jubilé de M. M. Bril-
louin, 1935, p. 246).

(12) Ces problémes ont été posés sous cette forme par M. Leray. L’énoncé de
M. Leray est méme pius précis; si ie poini de détachemeni Py, par exemple,
coincide avec C, la ligne libre 2, lorsqu’elle n'y présente pas un détache-
ment en proue, sera assujellie & y présenter un détachement vers l'aval,
c’esl-a-dire & présenter sa convexité vers le courant dans le voisinage de C.
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mais on impose & la ligne libre une condition supplémentaire de
détachement (*).]

Les problémes de cette nature seront dits symétriques lorsqu’ils
seront posés sur des obstacles symétriques par rapport a 'axe du
canal; on impose a priori au sillage la condition de présenter la
méme symeétrie.

Helmholtz a montré que ces problémes reviennent a déterminer la
représentation conforme du domaine du fluide en mouvement sur un
domaine de forme convenable. Ce probléme, d’un type essentielle-
ment différent de celui de Riemann, présente la difficulté suivante :
une portion de la frontiére des deux domaines n’est pas connue a
priori (c’est le cas des lignes libres pour le domaine du fluide en mou-
vement). Par contre la fonction analytique, qui réalise lareprésenta-
tion conforme en cause, est assujettie a vérifier le long des portions
inconnues de frontiére des conditions limites que nous préciserons.

La résolution explicite du probléme ainsi posé est, en général,
impossible.

On se borne & établir I'existence de solutions, & discuter leur
nombre (en particulier & rechercher les catégories d’obstacles pour
lesquelles la solution est unique) et a en étudier les propriétés (du
point de vue de leur validité et de leur dépendance des éléments
géométriques de la configuration).

Avant les travaux de M. Leray, les problémes de cette nature
étaient traités d’abord par la méthode de continuité; la question

d’existence des solulions était abordée en méme temps que celle de
leur unicité

Les premiers résultats sont dus & M. Weinstein ('*) qui a étudié

(*) Signalons encore un schéma différent que M. Stefan Bergmann a fait
connaitre dans son Mémoire publié dans : Zeitschrift fur angewandte
Mathematik und Mechanik, Band 12, Heft 2, 1932. Les résultats, curieux, de
cet auteur se rattachent aux recherches de M. Villat et de M. Thiry (voir la
Thése de M. Thiry : Annales de I’Ecole Normale Supérieure, 111, série 38,
1g21) sur la multiplicité des solutions de certains problémes de 1'Hydrodyna-
mique; c’est 1a un point de vue étranger au présent travail.

(1) Sur les jets liquides a parois données (Rend. d. R. Acc. Lincei, 1926,
P- 119); Sur le théoréme d’existence pour les jets liguides (id., 1927, p. 157);
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le probléme du jet liquide symétrique, équivalent & celui du sillage
symétrique dans un canal. Cet auteur opére d’abord la réduction du
probléme & une question d’unicité locale. Ce dernier probléme a été
successivement résolu, sous des hypothéses de plus en plus étendues,
par MM. G. Hamel (**), H. Weyl (**) et K. Friedrichs (**). Les
résultats les plus complets obtenus par cette méthode sont de
MM. Leray et Weinstein ('7).

Dans le cas particulier d'un arc de cercle symétrique placé dans un
courant indéfini, le probléme d’existence a été ramené par M. A.
Quarleri (**) & la résolution d'une équation intégrale non linéaire, &
laquelle cet auteur tenta d’appliquer les théorémes d’existence de
M. Hammerstein. La question a éLé reprise par M. Weinstein ('*)
qui a signalé des erreurs dans les raisonnements de M. Quarleri et
qui a présenté ensuile une démonstration rigoureuse du théoréme
d’existence (*).

Zur Théorie der Flissigkeitsstrahlen (Math. Zeitschrift, t. 31, 1929, p- 424).

(*) Uber einen hydrodynamischen Unitdtssatz (C. R. du 2¢ Congreés Intern.
de Mécanique appliquée, Liirich, 1926).

(13) Strahlbildung nach der Kontinuitiitsmethode behandelt; Gott. Nach-
richten, 1927, p. 227.

(1%) Uber ein Minimum problem fiir Potentiulstromungen (Math. Annalen,
t. 109, 1933, p. 6o.

(1) Sur un probléme de représentation conforme posé par la théorie de
Helmholiz (C. R. Acad. Sci., t. 198, 1934, p. 430).

(®) Sulla teoria della scia nei liqguidi perfetti. Caso del cilindro rotondo
(Rend. d. R. Acc. de Lincei, 1931, p. 332).

(**) Sur les sillages provoqués par des arcs circulaires (Rend. d. R. Acc.
dei Lincei, 1933, p. 83). Sur les points de détachement des lignes de glisse-
ment (C. R. Acad. Sci., t. 196, 1933, p. 324). On trouvera un exposé de
Pensemble des travaux qui précéde dans un article de M. Weinstein publié
dans V'Enseignement Mathématigue, t. 35, 1936, p. 107.

(*) Signalons encore une courte Note de M. M. Lavrentieff parue dans les
Comptes rendus de I’ Académie des Sciences de I'U. R. S. S., vol. XVIII, 1938,
fasc. & et 5, p. 225 (cette Note a été développée dans un Mémoire trés étendu
publié en 1939 dans le Recueil Mathématique de lo. Société Mathématique
de Moscou, qu'a mon grand regret, et en raison des circonstances actuelles, je
n’ai pas pu consulter), oit I'auteur énonce des théorémes trés généraux d'existence
et d’unicité de la solution du probléme du sillage. M. Lavrentieff aborde seule-
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Dans ce domaine, M. Leray (*°) a été le premier a établir des
théorémes d’existence et d’unicité pour des obstacles dissymétriques,
plongés dans un fluide indéfini et assujetlis seulement & avoir une
courbure suffisamment réguliére. Cet auteur part des équations
intégro-différentielles du probléme du sillage [obtenues par
M. Villat (*')] qui rentrent dans la classe des équations fonctionnelles
étudiées par lui en collaboration avec M. J. Schauder (*?). Cette
théorie permet d’aborder le probléme d’existence indépendamment
de la question d'unicité. Des théorémes d’existence ainsi obtenus
valent pour des catégories d’obstacles beaucoup plus larges que les
énoncés d’unicité; ceux-ci ne s’appliquent qu’aux obstacles réguliers
de forme particuliérement simple (profils symétriques, profils con-
vexes, etc.); pour certains profils les conclusions sont particuliérement
décisives : arcs de cercle, profils symétriques dits en «accolade ».
Les problémes du sillage ou de la proue posés pour un tel obstacle
n'admettent qu’une seule solution qui est nécessairement acceptable;
le schéma de Helmholtz semble donc s’adapter particuliérement bien
aux profils qui offrent au courant une grande résistance (**).

ment le cas du fluide indéfini. Les hypothéses qu'il fait sur Ia nature de
I'obstacle sont les suivantes :

1° 'obstacle posséde une courbure suffisamment réguliére;

2° l'obstacle est symétrique par rapport a une droite paralléle & la direction
du courant & 'infini (nos énoncés sont affranchis de cette hypothése);

3¢ l'intersection de I'obstacle avec une droite paralléele a I'axe de symétrie
peut contenir plus d'un point (au contraire, nous supposons qu’une telle inter-
section ne peut contenir qu'un point unique). Par contre, l'intersection de
I'obstacle avec une droite perpendiculaire a 'axe de symétrie devrait se réduire
4 un point unique; cette hypothése n’intervient pas dans nos énoncés.

Plusieurs lemmes, énoncés dans la Note citée, semblent pouvoir conduire &
quelques théorémes de validité.

Ajoutons que M. Lavrentieff ne se pose pas le probléeme de la proue pour les

obstacles qu’il étudie; sa méthode ne semble avoir aucun point commun avec
la noétre.

(2°) Voir loc. cit. (1*).
(21) Cf. par exemple Journal de Mathématiques, 6° série, 1. 7, 1911, p. 353.
() J. Leray et J. Scuauper, Annales de I'Ecole Normale Supérieure, t. 51,

(**) Avant de terminer ce rapide apercu historique, je dois mentionner un
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On peut résumer comme suit nos recherches sur ce sujet : les théo-
rémes d'existence et d'unicité établis par M. Leray pour des catégories
de profils déterminés (variables d’ailleurs d'un énoncé a l'autre),
plongés dans un fluide illimité, valent pour les mémes catégories

certain nombre de travaux qui traitent de I’existence et de I'unicité des solutions
du probléme du sillage sans atteindre toute la rigueur désirable. Il s’agit des
publications de M. Schmieden et de ses éléves (le travail de base de M. Schmieden
a été publié dans le Band III, & Heft de {'Ingénieur Archiv, 1932, p. 368), et
de celles des éléves de M. Nekrassoff. .

A mon grand regret, je n’ai pu consulter le Mémoire de M. Schmieden.
Toutefois, il résulte de plusieurs remarques de MM. Leray (Commentarii
Mathematici Helvetici, vol. 8, p. 153) et Weinstein (Zentralblatt) que ses
démonstrations manqueraient de rigueur.

Je n’ai pas pu, non plus, prendre connaissance du travail de M. Nekrassofl,
paru en 1922 dans les Publications de I'Institut Polytechnique d'lIvanovo
Vozniesiensk sous le titre : Sur le mouvement discontinu a deuz dimensions
du fluide autour d’un obstacle en forme d’arc de cercle, ni des travaux de ses
éléves : MM. N. Arjannikoff [ Sur le mouvement d’un courant fluide discontinu
et plan autour d'un arc de parabole (Recueil Mathématique de Moscou,
t. XXXV, 1928)], P. Miasnikoff et S. Kalinine ( Dissertations inaugurales sou-
tenues devant I'Institut de Mécanique de 1'Université de Moscou au mois de
juin 1935), N. Slioskine, etc. La courte analyse de la méthode employée par ces
auteurs que nous allons présenter est faite d'aprés un article de M. J. Sekerj-
Zenkowitch, intitulé : Apergus sur la théorie du courant fluide autour d’un
arc cureiligne avee détachement des lignes de jet et publié sons forme de
brochure par les soins de I'Institut Central aérohydrodynamique de Moscou.

Dans cet article, 'auteur expose la méthode de M. Nekrassoff et 'applique au
cas des obstacles suffisamment réguliers situés dans un courant plan de largeur
infinie. Sa démonstration me parait présenter deux lacunes :

1° Aprés avoir énuméré les hypothéses de régularité faites sur la nature de
P'obstacle, M. Sekerj-Zenkowitch affirme, sans le démontrer, que la fonction
inconnue doit posséder une dérivée continue. Notons que ce résultat est exact,
comme le montrent les paragraphes 22 et 26 de ce travail.

2° Ceci posé, M. Sekerj-Zenkowitch aborde la solution du probléme par la
méthode des approximations successives. Aprés avoir défini son processus
d’approximations successives, il en démontre la convergence avec beaucoup
d’ingéniosité. Il semble, malheureusement, que l'auteur a interverti U'ordre de
certaines opéralions, en sorte que le probleme qu'il a résolu n’est pas identique
a celui du sillage, tel qu'il a été formulé dans le texte. Une critique détaillée
du procédé de M. Sekerj-Zenkowitch est faite au cours du paragraphe 23.

THESE J, KRAVTCHENKO. 2
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d’obstacles enfermés dans un canal; les équations intégro-différen-
tielles de M. Villat que nous discutons font intervenir des fonctions
elliptiques (contrairement & ce qui a lieu dans le cas du fluide illi-
mité) construites & ’aide du paramétre ¢; ce paramétre se présente
sous forme de fonctionnelle trés compliquée des données géométriques
de la configuration; c’est la limitation a priori de cette fonctionnelle
qui constitue une difficulté spécifique des problémes du sillage et de
la proue en présence des parois planes.

Signalons, & ce propos, que nous avous réussi a simplifier certains
raisonnements de M. Leray en améliorant quelques lemmes de repré-
sentation conforme qu'on lui doit et en généralisant un énoncé de
MM. Fatou (**) et Priwaloff (**); nous avons pu construire a prior:
des modules de continuité pour les fonctions qui réalisent I’applica-
tion conforme d’une classe trés générale des domaines sur le demi-
plan, nos résultats restant valables le long des frontiéres des domaines.
Cet aspect de nos recherches, qui présente un intérét propre, permet
de rattacher nos travaux & ceux de MM. Carathéodory, Wolf,
Ostrowski, Lavrentieff, Seidel, Warschawski, dont on trouvera la
bibliographie au troisiéme Chapitre.

Il convient aussi de rappeler le role que joue, dans nos démonstra-
tions du quatriéme Chapitre, certains résultats de MM. Friedrichs et
A. Weinstein (*°). Eofin nous étudions les propriétés de la solution
dont nous avons reconnu l'existence (7).

Nous déterminons d'abord le sens des variations que fait subir, au
débit du liquide et au paramétre ¢, une translation connue des parois
pianes. Eosuite nous précisons ie comportement des solutions iorsque
I'une des parois, ,, pour fixer les idées, se rapproche indéfiniment

(**) Acta Math., t. 30, 1906.

(**) Bulletin de la Société Mathématique de France, t. b, 1916, p. 100-103.

(2%) Loc. cit. (*3) et (*5). ;

(27) Dans sa thése et dans une Note élégante aux Rend. d. Real. Acc. d. Lincei,
2k, 1936, p. 439, M. Jacob s'occupe des problémes analogues mais dans le cas
symétrique. Il applique, notamment, les théories de MM. Schauder-Leray a la
démonstration de l'existence et de I'unicité de la solution du probléme de la
proue, 'obstacle étant un arc circulaire, et fait ensuile connaitre des propriétés
remarquables de la solution.
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de 'obstacle de maniére a venir a la limite au contact avec l'extré-
mité C de celui-ci. Nous montrons que la configuration limite du
sillage est celle qui correspond & l'obstacle fixé & w, au point C; le
point de bifurcation se confond & la limite avec C. Nous faisons
ensuite connaitre I’allure limite de la ligne libre A, étranglée entre le
profil et la paroi. Exception faite du voisinage de 2,, le passage du
régime considéré au régime limite se fait d'une maniére continue. Il
faut entendre parla que la vitesse d’un point du fluide en mouvement
(n’appartenant pas a la veine étranglée) converge uniformément vers
sa limite; en particulier, il en est ainsi le long de 1'obstacle, le point C
excepté.

Une partie des résultats ci-dessus est en défaut lorsque la demi-
tangente du profil au point C, orientée dans le sens de la vitesse du
fluide, fait un angle nul avec la vitesse & 'infini en aval.

L’étude que nous venons de résumer noas parait étre la partie la
plus originale de ce travail. A notre connaissance, de tels passages a
la limite n’ont encore jamais été examinés par les hydrodynamiciens,
en raison des difficultés que présentait leur discussion (une partie des
formules de M. Villat devient alors illusoire) et que I'utilisation de
quelques théorémes de M. Leray a permis de vaincre.

Les résultats obtenus sont tous conformes & ceux que I'intuition et
I'observation laissaient prévoir; c'est, peut-étre, une preuve de plus
que le schéma de Helmholtz traduit assez fidélement la réalité
physique (**).

Mes recherches ont été entreprises sous 'impulsion et sous le
contrdle de M. Henri Villat."Ceux qui ont eu le privilége de travailler
sous sa direction savent la part qui lui revient dans les progrés réalisés
par ses éléves; ils comprendront les sentiments de profonde gratitude
qui m’animent envers mon maitre au terme de ce travail.

Je suis heureux que M. Villat a bien voulu accepter cet ouvrage
comme un témoignage de mareconnaissance pour les encouragements
qu’il n’a cessé de me prodiguer et pour les directives qu'il m’a données.

(*%) Nos recherches ont été résumées dans des Notes insérées aux Comptes
rendus de I’Académie des Sciences de Paris - 200, 1935, p. 208; 200, 1935,
p- 1832; 201, 1936, p. 250; 203, 1936, p. 426; 205, 1937, p. 1205.
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Plusieurs des résultats exposés dans mon Mémoire ont été inspirés
par M. Jean Leray; plusieurs autres ont été obtenus en appliquant
des méthodes qu’il a eu souvent I’'obligeance de me faire connaitre de
vive voix. Je le remercie trés vivement de l’aide si essentielle et,
parfois, si décisive qu’il m’a ainsi apportée.

Au cours de mes recherches, j’ai eu de fréquentes occasions
d’échanger des idées sur les mouvements & la Helmholtz avec
MM. A. Weinstein, C. Jacob et A. Oudart. Leurs critiques et leurs
conseils m’ont été précieux pour la mise au point de plusieurs para-
graphes de cet ouvrage. De plus, M. A. Oudart a eu 'amabilité de
lire attentivement mon manuscrit; ses suggestions m'ont permis
d’améliorer sur plus d’un point ma rédaction primitive. En leur
rendant témoignage du service qu’ils m’ont ainsi rendu, je leur en
adresse ici I'expression de toute ma reconnaissance.

II. — Rappel des résultats connus.
Probléme de MM. Levi-Civita-Villat. Solution indéterminée
de M. Villat.

7. NOTATIONS ; PREMIERS RFESULTATS. I'REMIERES CONDITIONS DE VALIDITE DE
M. BriiLouwn. — Nous rapporterons la configuration envisagée au
paragraphe 1 au systéme d’axes rectangulaires Ozy ayant pour
origine le point de bifurcation O ; I’axe des « sera choisi paralléle a la
vitesse du fluide a I'infini en aval et orienté dans le sens de celle-ci.
On introduit la variable complexe z =« + iy.

Rappelons (*?) que le fluide est incompressible; son mouvement est
irrotationnel et permanent. Ces hypothéses entrainent I'existence du
potentiel des vitesses o(x, y) et de la fonction de courant ¢(x, y)
indépendantes du temps; le potentiel complexe f(z) est alors défini
par

J(z)=9(z, y)+id(z ¥),

les constantes additives arbitraires étant choisies de maniére que f(o)

(**) Pour tout ce qui concerne ce paragraphe, voir le livre de M. ViLraT,
Apercgus théoriques syr la résistance des fluides.



soit nul. Dans ces conditions, les composantes u, v suivant les axes

. - . . ’
du vecteur vitesse V d’une particule fluide seront données par la
formule

=u — .

dz
S S, ldf .
D’aprés cela, le module V(x, y) de V est égal a l; ’ La fonction

V(z, y) est donc essentiellement positive; elle ne doit devenir nulle
qu’au point de bifurcation. Nous appellerons @(x, y) I'angle algé-

. 3 . ~>.
brique que fait la vitesse V avec Ox; on a donc

arg. Z—‘—Z =—0(z, y).

La fonction f(z) est analytique dans le domaine fluide en mouve-
ment; elle est réguliére a distance finie a 'intérieur et sur les fron-
tiéres; elle est uniforme partout, les points & 'infini compris. 1l en

d’'une part, logV(x, y) et @(x, y) d’autre part sont donc harmo-
niques, réguliéres dans leur domaine de définition ou elles sont deux
a deux conjuguées. Les conditions que nous venons d’énoncer sont la
traduction mathématique de quelques caractéristiques qualitatives
du mouvement a la Helmholtz.

Les hypothéses faites sur la nature du mouvement entrainent aussi
I'égalité de Bernoulli; pour en simplifier I'écriture, nous supposerons
les unités choisies de maniére que la densité du fluide (constante, le
fluide étant incompressible) soit égale a 1'unité, ainsi que la vitesse
du mouvement a l'infini en aval. On a alors, en appelant p, la pression
du fluide a I'infini en aval, et p la pression en un point quelconque

A . d ' .
sera de méme de la fonction Z{Z; les fonctions o(x, y) et Y(=, y)

-

(1.1) p:p0+é(1—ve).

Le liquide situé dans le sillage est au repos; la pression y est donc
constante, frontiére comprise. D’aprés (1. 1) la vitesse sera constante
le long des lignes libres qui limitent le sillage, égale donc a la valeur
qu’elle a a I'infini, c¢’est-a-dire & I'unité.
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équation (1.1) montre, de plus, que la pression p en un point du
L’équat 1 tre, de plus, que la p p point d
fluide peut devenir négative si la vitesse en ce point est supérieure a 1,
po n’étant pas assez grand. Or, p, est une constante additive arbi-
traire; la solution ne sera donc entiérement satisfaisante, du point de
vue physique, que si la fonc.ti.on V(z, y) .vériﬁe dans le domaine du
fluide en mouvement la condition de M. Brillouin

1.2) V<s

qui compléte les équations du probléme.

La fonction V(z, y) étant harmonique, il n'y a besoin de vérifier
Vinégalité précédente que le long des frontiéres du domaine ou elle
est définie. Lorsque la coundition (1.2) est satisfaite, la fonction V
atteint son maximum sur les lignes libres, le long desquelles elle
vérifie donc I'inégalité

5 <o

>
ou n désigne la normale a la ligne libre orientée vers 'intérieur de la
masse fluide mobile. Or, en désignant par o/ I’élément d’arc de la
ligne A,, par exemple, compté positivement & partir de son point de
détachement, on a

A

on — 9l’
les fonctions V et © étant harmoniques conjuguées. Il s’ensuit

7

Cette inégalité exprime le fait que la ligne de jet A, tourne sa
convexité vers le courant toutes les fois que la condition (1.2) est
satisfaite; du point de vue physique cette forme de la frontiére libre
est trés satisfaisante. Nous admettons, pour l'instant, I’existence des
dérivées ci-dessus qui sera établie plus tard en toute rigueur.

Le raisonnement prouve, en outre, que les vitesses sont supérieures
4 'unité dans le voisinage des portions de lignes libres concaves vers
le courant; la convexité de ces lignes est donc une condition néces-
saire, sinon suffisante, de la validité physique.
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8. REPRESENTATION CONFORME DU DOMAINE DU FLUIDE EN MOUVEMENT SUR DES
DOMAINES AUXILIATRES. CONDITIONS AUX FRONTIERES. — L’arc w, de 'obstacle
et la ligne libre X, correspondante constituent visiblement une ligne
de courant d’équation ¢ = o, puisque la vitesse est, par hypothése,
tangente a la ligne @,; il en est de méme de I'ensemble formé de
larc &, et de A,. La fonction f croit de o & - lorsqu’on décrit
depuis 'origine jusqu’a I'infini chacune des lignes @, + A, et @, 4 A,.

En effet, ¢(o, o) est nul. D’autre part, on peut écrire le long
de @, + A, et @y A,

aff _1de | 0¥l

o)

r, % = u tend vers 1 lorsque « tend vers + . On a donc
lim | f]|=+o.
X=—+ =
Enfin ¢ ne cesse de croitre le long de , + A, (ou de @, + %,), ainsi
que le montre 'égalité

af|_

qui, le long de chacune de ceslignes, seréduit a % =V, en appelant /

P’abscisse curviligne. Or, V est essentiellement positif.
Le long de chacune des parois ¢ demeure constant, les parois
consitinani des lignes de courant; nous poserons

Yz, )=, surp Y@, y) ==, surp,

les constantes {, et ¢, étant évidemment positives.

Le potentiel des vitesses ¢ croit de —w & 4 quand on décrit de
I’amont a I'aval chacune des parois. En effet, le débit du fluide a
travers une section du canal étant constant le long de ce canal, la
vitesse a l'infini en amont n’est pas nulle; le raisonnement utilisé
ci-dessus montre que les points # = — o« et p=— o se correspondent;;
dés lors, la démonstration s’achéve comme plus haut.

De ’ensemble de ces résultats, il suit que la fonction analytique et
uniforme f = f(z) réalise la représentation conforme du domaine &
du fluide en mouvement sur le domaine correspondant F du plan du
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potentiel complexe f. La frontiére de F se compose de deux droites
d’équations :
Y=t v=—1i

(images des parois ., et u, du canal) et des deux bords de la coupure
pratiquée le long du demi-axe réel positif du plan f (fig. 2).

Fig. o.
¥
¥ t
01 ml ({’1 7\L (F
': @, ‘r”z n 2
¥ tre

Le bord supérieur de la coupure correspond 4 la ligne @, + %, le
bord inférieur a la ligne .+ A,. Nous désignerons par 9, et o, les
affixes réels des images dans le plan f des points P, et P,.

Nous avons vu que le long des lignes libres la vitesse du fluide est
égale & 1; cette condition se traduit par I’équation

(1.3) ‘%]:1.

Elle exprime que la correspondance conforme entre les domaines @
et I doit conserver les longueurs le long des lignes de jet. Enfin, le
long des lignes de courant u., et y.,, la composante ¢ de la vitesse doit

étre nulle; d’aprés la définition méme de%cette fonction sera donc
réelle sur u., et u,.

En définitive, la fonction analytique /= f(z), qui réalise I'appli-
cation conforme de @& sur F vérifie I’ensemble suivant des conditions
que nous désignerons désormais par (H) :

1° lessystémes de trois points & I'infini (un en amont, deux en aval)
des plans f et z se correspondent;

2° les directions sont conservées le long des parois (ou de leurs
images); cela se traduit par la condition frontiére

ar| _ df

T ds

sur et sy
dz it 23
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3° les longueurs sont conservées le long de lignes libres 4, et 7,
(ou de leurs images); cela se traduit par la condition frontiére

af

=3 sur A, et A,.
dz oS 3

La vitesse complexe étant, par hypothése, une fonction uniforme

de z,les conditions (1.2) et (1.3) entrainent encore lasuivante : ;%c =1
aux points a l'infini en aval.

Inversement, z peut étre envisagée comme une fonction z(f) de la
variable fdéfinie dansle domaine F': elle vérifie, évidemment, les trois
conditions précédentes.

Helmholtz et Kirchhoff ont fait voir que la relation qui lie les deux
variables z et f caractérise complétement le mouvement; il suffit de

remarquer que le champ des vitesses est donné par la formule

df

== — 1.

dz

Le régime hydrodynamique défini par la relation z=2z(f) ne
pourra étre physiquement acceptable que si la quantité

satisfait a I'inégalité de M. Brillouin

‘1f <1,
dz |=

9. SoLuTIONS INDETERMINEES. SoLuTION INDETERMINEE DE M. LEvi-Civita.
Deuvxuime coxorriony b M. BrivLouly. — La recherche d’un mouvement
a la Helmholtz correspondant & une configuration donnée dans le
plan z revient donc a4 déierminer une fonction f(z) satisfaisant aux
conditions (H). La résolution de ce probléme, dont I'énoncé complet
sera donné au Chapitre III, présente des difficultés qui ont d’abord
paru insurmontables; pour l'instant, notons que ni le domaine de
définition & de f(z) ni son image F dans le plan f'ne sont entiérement

déterminés, puisque les lignes libres, d’une part, et les quatre cons-

THESE J. KRAVICHENKO. 3
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tantes ¢, 9., ¢, et {,, d’autre part, sont a priors inconnues. Mais le
domaine F est évidemment mieux déterminé a priori que son image AL.
On a été ainsi amené a traiter le probléme inverse : étant donné quatre
constantes positives 9,, ¢,, 4, 4,, définir dans le domaine I qui leur
correspond des fonctions z = 3(f) vérifiant les trois conditions (H).
(’est ce qu’on appelle le probléme indéterminé dont la solution expli-
cite permettrail de construire un exemple effectif d'un mouvement a
la Helmholtz. On prouverait ainsi que notre schéma est compatible
avec les équations de I’hydrodynamiquc et I'on pourrait alors en
étudier les propriétés d’une maniére approfondie.

Suivant les idées de M. Levi-Civita, M. Villat aborde la question
comme suit : il représente conformément le domaine I sur une demi-
couronne circulaire du plan auxiliaire Z= X4 /Y; les éléments
de frontiéres homologues des deux plans seront précisés plus loin.
Pour cela il effectue d’abord la transformation

(1.4) J=— log (1 — ) — Elog (1 —b) 4D + 1,

o 1
—~ —
i ie

dans laquelle a et 6 sont des paramétres réels et ot ’on a posé

log(t —u)y=log't — «, pour >,
log (¢ —b)y=1log |7~} pour > h.

La valeur du paramétre D sera précisée tout a ’heure.

Au domaine F on fait ainsi correspondre le demi-plan supérieur &
du plan ¢; les points t= = et le point & l'infini en amont du plan /
sont images I'un de 'autre, alors que les images t=a et 1=12, des
points a I'infini en aval des pardis y, et u, restent pour I'instant arbi-
traires. Nous pouvons donc choisir & notre gré les affixes des images
de deux points frontiéres quelconques de F; la relation entre f et ¢,
qui fait intervenir en apparence trois constantes, a, b et D, ne doit
dépendre effectivement que de deux paramétres. En effet, dansl'inter-
valle (a, b) la fonction f(¢) est assujettie & avoir un minimum égal

a zéro. Or, ~ s’annule pour
ay -+ b,

/L7 -
(1'4 ) /1»—4 L!M '*“'*!/_'



On peut donc écrire

| , o
— % log{ty—- a) — 3’;-_1 log(b — ¢,) + D =o,
relation qui permet d’exprimer D en fonction de ¢, ¢, a et de b.

Nous déterminerons alors les paramétres a et b en faisant correspondre

aux points de détachement f =10, et f=o¢,les pointst=r1et t=—1;
cela donne
— 4"21 H‘M -y
g ==— —log(1-—-a) — = log(r—6) + D+ dy,
Y, v .
Qy==-— %log(——l-—-- @) — -;;?--log(—- 1— b))+ D+ /.

Les constantes ¢, et ¢, étant réelles et ‘positives, les équations
ci-dessus n'admettent de solutions réelles que sia<—r1 et b >4 1.
M. Villat a montré que le systéme précédent posséde alors un systéme
et un seul de solutions en @ et b, pourvu que, comme on le constate
d’ailleurs sans peine, le nombre z,, précédemment défini, soit compris
entre — 1 et -+ 1. La réciproque est vraie si |z, | <1.

Ainsi, nous avons substitué a I’ensemble de quatre parameétres ¢,,
®s, ¥, et ¢,, qui caractérisent le domaine F, le groupe entiérement
équivalent de quatre paramétres a, b, ¢, et {, qui définissent la
correspondance conforme entre I et .

Ilesttrésimportant de se rappeler que les paramétres o, @,, 4, et 4,
étant positifs et les points f=¢, et /=0, ayant les points t=+1
et t=—1 pour images, les paramétres a et b correspondants doivent
vérifier [cf. (1.4)] 'ensemble des conditions

n<—1,
b > .
(1.4”) -~
allﬁ-}'[)'uldi
— 7 L= —A—T <y,
\ ‘#1"',—'1’2

qu’a 'avenir nous supposerons toujours remplies. De ces inégalités
il résulte nolamment que si , augmente indéfiniment, ¢, restant fini,
ie parameétre b correspondant doit augmenter indéfiniment de maniére
que le quotient 3 ait une valeur finie. Cette conclusion nous sera utile
au cours des paragraphes 14 et 27.
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Il est utile de noter que le domaine % est caractérisé par trois para-
métres a, b, t, seulement; il en sera de méme maintenant de tous les
domaines auxiliaires que nous aurons a considérer.

Les éléments correspondants des domaines F et % sont mis en évi-

dence sur la figure 3.
Fig. 3.

Cela posé, M. Villat introduit une variable complexe nouvelle
A U == Uy —+ (I,
qu’il définit par

(1.5) du = de

\(t——(l)(f——ll)(lzﬁl).

On en tire, en effectuant I'inversion de I'intégrale elliptique du
second membre,
a+b6 1plu o, e ]—ply, 0, 0]

1.5 = -
( ) ¢ 4 +2 P[U; @yqy O)J]—P[Y; 0y, (J).]

La constante d’lntegratlon de I’équation dlﬁerennelle (1.5) a été
Y AP T cnanthien £a Anvnacnnandna la n~a noint
uuuxmc ae Luaun:u: a 1auc \;UIICDPUUULU ie po int 2 —0 au tJuxul,
I'infini du plan z. Dans cette relation p(u, w,, v,) désigne la fonction
doublement périodique de Weierstrass dont les demi-périodes w,

et w, sont données par les formules

m—_-f“,—_fzt:w”,—fl_z—::fi—g_,

1 s an
ooy (T8 v v R

e

(1.6)

(;
L =l
{ v, R(t V,Rm.

R(t)=(t—a)(z—b)(r—1),

et ou les radicaux ont leur sens arithmétique.
Le paramétre y qui figure dans (1.5’) est un nombre réel positif
défini par la formule

” dt
.6/ v == ————
@ =, T
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qui se déduit de la lecture de la figure 4 ; y vérifie I’équation

Pl | o, w] = 3(a?+ b‘-’)[‘é— 2ab+8_

Il convient de remarquer que les quantités w,, w; et y ainsi définies
ne dépendent que de a et de b; ce fait aura une grande importance
dans la suite.

¢ Fig. 4.
u'z
R ®©, .
2" [ = w, B %+wl+w3
}\1 7\2
D A
-“% Wy 0 P %*wl u,

La formule de transformation (1.5) [ou (1.5")] fait correspondre,
au demi-plan supérieur %, I’aire intérieure & un rectangle R du plan u.
Les points t=a, t=—1, t=-}1, t=>5 ont respectivement pour
images les sommets A, B, G, D de R dont les affixes sont, dans
I'ordre

T Y Y Y
— L tw,  — 4w+, — e, =4
p 2 2 2

Notons enfin que 'affixe v de I'i'mage du point ¢ = ¢, est défini sans
ambiguité par la relation
a—+ b 1 plug—p'y
(1.67) fo=2F0 PP P

4 2 pltg— pY

u,=u,, + w; sera donc une fonction compliquée des deux para-
métres a et b. Réciproquement, a3 un choix de valeurs de u,, a, b

correspond une valeur et une seule du quotient i’—z [ef.’équation (1.4")].

Les éléments homologues des domaines @ et R ont été mis en évidence
sur la figure 4.
Finalement M. Villat pose encore

Wy r
— log Z
o

.

(L.79) u—_::wlnp_wuﬁg__
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en faisant ainsi correspondre a l'intérieur du rectangle R I'aire inté-
rieure d de la demi-couronne circulaire supérieure située dans le plan
de la variable X = X + /'Y et centrée sur I’origine.

Les rayons des cercles de la couronne sont respectivement égaux
A 1 et & ¢, ¢ étant le paramétre bien connu dans la théorie des fonc-
tions elliptiques, défini par la relation

TOY,

(1.8 g==e ™,

Il en résulte, rappelons-le, que ¢ est un nombre positif, inférieur
a I'unité. '

La demi-circonférence |Z|=1 est I'image du coété BC du rec-
tangle R;la demi-circonférence | Z| = ¢ estl'image du c6té DA de R.
Enfin les segments (—1, —g¢q), (¢, +1) de I'axe réel du plan Z
correspondent respectivement aux cotés CD et AB de R.

Fig. 5.
Y

LS,

qe'%e

(u/’ {(w,)

N,
-1 -q 4

Aux points u=o0 et u=u, la formule de transformation fait
correspondre respectivement les points

Ty==qevs, Ly== eV,

dont les arguments s, et s, sont définis par les relations

, hid -\: 4 [~ Y
(1.8") S;== —{ o, — ‘) Sy = | Uy — &+ * |+
0y P 0, 2

La figure 5 met en évidence les éléments homologues des domaines R
etd.
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Moyennant les transformations successives que nous venons de
définir, le potentiel complexe f's’exprimera en fonction de la variable Z
par I'intermédiaire de la formule (1.4), dans laquelle il faut poser

4 —Y_& o —n’
(1.9) z~“+b+‘P[°)‘+w’ 2 ml%z] P)
. e 7 — .
i 2 p[o)1+0) —-g—%logZ]“p(Y)

14

Nous aurons bientdt besoin de I'expression de la différentielle de la
fonction f; celle-ci sera définie par I'ensemble de deux formules

b+ t—
(1.10) df =— p (t—a)(t-—b)di
avec
I3 Y 7 _& 0"
(1.10) Al — ‘*’(z)p [“”’"" m""’L] dr.

(T )y Y 27
[p<m1+ 0 — ElogZ)——‘p<2)j

En résumé, le domaine demi-circulaire d est défini par trois para-
métres ¢, s, et 5,; ¢ et s, s’expriment au moyen de a et de b seulement,
alors que s, est fonction des quatre nombres a, b, ¢, et {, qui carac-
térisent complétement la correspondance conforme entre d et F. Les
deux groupes de paramétres a, b, ¢, et {,, d'une part, ¢, s,, 5.,
auxquels on adjoint 'une des constantes ¢, ou {,, d’autre part, sont
équivaienis.

Cela étant, M. Villat se propose de construire dans le domaine d

une fonction j{ satisfaisant aux conditions (H); pour cela il introduit

la fonction analytique uniforme Q (Z) de M. Levi-Civita en posant

(1.“) g[_:e”"g“):e‘—‘@.
11 en résulte
d
(1.12) V= df —e'.
Ainsi l'inégalité V > o scra satisfaite d’elle-méme. Par ailleurs, on

. ontirg & . ta ]
voil, compte tenude I'égalité = = u — iv, que O est égal al

du vecteur vitesse dans le plan 3.
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Enumérons les conditions qu’on doit imposer & priori & la fonc-
tion Q(2), définie dans d, pour que la formule (1. 1) puisse convenir
a un schéma de Helmholtz.

. dj i .y e

La vitesse complexe dtj:’ définie dans le domaine F, doit étre, nous
I’avons vu, une fonction analytique uniforme et réguliére & I'intérieur
de F et sur ses frontiéres; elle ne s’annule dans I que pour f=o. La
formule (1.11) montre alors que la fonction analytique Q(Z) doit
étre uniforme et réguliére dans d et sur ses frontiéres a ’exception
de I'image Z,=¢" du point f=o0 [ou d’aprés (1.12) T doit étre
infinie négative]. Les fonctions @(X, Y) et T(X, Y) devront donc
étre harmoniques et réguliéres dans leur domaine de définition d,
frontiéres comprises, le point Z = e"* excepté.

D’aprés la deuxiéme condition (H), g doit étre réel sur la demi-
circonférence |Z|= ¢;il en résulte que 'argument @ de cette fonction
doit étre nul sur cette portion de frontiére de d.

D’apréslatroisiéme condition (H), le module dela vitesse complexe

doit étre égal a 1 le long des segments (—1, —¢g), (¢, 1) de I'axe réel
du plan Z; d’aprés (1.12) cela exige que I'on ait

-
1.4y

Do

T=o sur

Cette condition entraine la conséquence fondamentale suivante.
La fonction Q(Z), étant réelle sur 'axe réel et réguliére dans le
voisinage de cet axe, est prolongeable & travers cet axe au moyen
du principe de syméirie de Schwarz. ii en résuite que cette fonction
est définie dans toute la couronne circulaire C limitée par les
cercles |Z|=1 et |Z|=gq ou elle prend des valeurs imaginaires
conjuguées aux points Z imaginaires conjugués (*").

(*°) 1l résulte donc de ce qui précéde que Q(Z) est une fonction réguliére
partout, sauf aux points d’affixes Z — e**%; mais il ne faudrait pas en conclure,
sans nouvel examen, que Q(Z), uniforme dans d, le sera encore dans C. Nous
verrons que la condition (1.13) exprime précisément la condition d'uniformité
de £(Z) dans son nouveau domaine de définition C (et non seulement dans le
domaiune d).
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=

.. . ., . df ., .
Enfin la condition d'uniformité de la fonction af a 'infin1 en aval

ds
d . e .
l =1 aux points & I'infini en aval

dz

se transforme, compte tenu de (1.171), en la suivante

(1.13) Q(*Eg)=o,

dont on apercevra bientot toute I'importance.

L'extension du domaine de définition de Q(X, Y) permet de faire
un progreés important dans I'étude du schéma de Helmholtz. En effet,
les images des lignes libres 2, et 7, sont maintenant intérieures (extré-
mités exclues) au domaine Cj il s’ensuit que Q(Z), et par consé-

quent g{, sont des fonctions analytiques le long de chacune d’elles,

sauf peut-étre pour Z=ct1, Z===¢q. Cela montre [la corres-
pondance f= f(Z), définie par les formules (1.4) et (1.9), étant
analytique] qu'il en est de méme de la correspondance z = 3(Z),
excepté, peut-étre, les points précédemment exclus. Or, les parois
et leurs images dans le plan f étant des courbes analytiques, la

fonction gg et, par conséquent, Q(Z) est analytique le long

de |Z |= q et, en particulier, aux points Z ==¢ (*').
Ainsi, les lignes libres sont des courbes analytiques, sauf, peut-étre,
en leurs points de détachement respectifs.

af

En résumé, a la fonction -, définie dans le domaine F, nous avons

fait correspondre une fonction Q(Z) définie dans le domaine C plus
simple, ou elle vérifie des conditions frontiéres également plus
simples.

Réciproquement, donnons-nous quatre constantes a, b, U,
et ¢, (a1, b>1). Nous savons construire, comme cela a été
expliqué plus haut, les domaines d et F caractérisés par ces para-
métres et la fonction f= f(Z) qui réalise la représentation conforme

(') L'analyticité de Q(Z) Ie long du cercle |Z|— ¢ résulte aussi du fait que
la fonction i Q(Z), étant réelle le long de ce cercle, est prolongeable analytique-
ment & travers lui.

THESE J. KRAVTCHENKO. 4
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=

de 'un de ces domaines sur 'autre. Si 1'on sait alors définir dans le
domaine d une fonction Q(Z) vérifiant les conditions ci-dessus
énoncées, on sait construire un domaine @ au moyen de la relation

L
(1.14) s= | e®*dJ
[ou la différentielle df doit étre remplacée par son expression (1.10)
aprés y avoir substitué & ¢ et 4 dt leurs valeurs (1.9) et (1.10)] qui
établit une correspondance conforme entre F et & satisfaisant aux
conditions de régularité et aux trois conditions (H). Remarquons
enfin que les points 5 =0 et /= o sont images I'un de I'autre.

Ainsi, étant donné quatre paramétres a, b, {, et {,, le probléeme
indéterminé revient a définir dans le domaine d, qui leur cor-
respond, des classes aussi vastes que possible des fonctions Q(Z) de
M. Levi-Civita; M. Villat a été le premier & se servir directement de
cette méthode pour construire des solutions indéterminées (*?). Une
fois une telle solution obtenue, il y alieu de vérifiersi I'inégalité (1. 2)
de M. Brillouin est satisfaite; or celle-ci s’écrit, d’aprés (1.12),

T<o,

inégalité qu’il suffit de vérifier le long des frontiéres circulaires de d,
la fonction T étant nulle le long de 1'axe réel.

De plus, M. Brillouin a fait voir sur des exemples simples que le
domaine obtenu a partir de la formule (1.14) peut se recouvrir; les
lignes de jet que cette relation définit peuvent se recouper ou recouper
I'obstacle, circonstances évidemment incompatibies avec ia nature
physique du probléme. Il y a donc toujours lieu d’étudier les solutions
au point de vue de cette condition de non-recoupement qu'on appelle
la deuxiéme condition de validité de M. Brillouin.

[l reste 4 noter un grave inconvénient de la solution indéterminée
de M. Levi-Civita; on n’apergoit pas de liaison nette entre la fonction
arbitraire Q(Z) et 'obstacle qui lui correspond dans le plan z. Nous
allons voir comment M. Villat a réussi & surmonter cette difficulté.

(**) Antérieurement & M. Villat, M. Cisotti a traité le probléme symétrique
par rapport a I'axe du canal.



—_ 97 —

10. Sovurion woeTERMINEE DE M. ViLrar. — M. Villat part du fait
que la partie réelle ©(X, Y) de la fonction arbitraire Q(Z) est
’argument du vecteur vitesse dans le plan z. Supposons que I'on ait
pu construire, dans un domaine d, une fonction Q(Z) continue tout le
long de la demi-circonférence supérieure Z =e“(0<s<m), excepté
au point Z=e¢". Alors (X, Y) est une fonction continue ®(s) de
I’argument s de Z = ¢ dans I'intervalle 0 <s<m, excepté pour s ==,
ou nous la supposons discontinue mais bornée. La fonction O(X, Y)
vérifie donc, dans le domaine C, les conditions frontiéres suivantes :

0(X Y'—\ D(s) pour o<s<m, sur le cercle 7' —=1.
- )wl @21 —35) pour t<s<aT, »
O(X, Y)=o, sur le cercle | Z | —=q.

Par ailleurs T(X, Y) est nul sur I'axe réel. M. Villata montré que,
dans ces conditions, la fonction Q(Z) s’exprime, au moyen de ®(s),
par la formule

(1.15) Q(Z):Ii’/ @(,&’)[§<(t>‘logZ---w‘c’)—i—‘g’(%logl—k%s’)}ds’,
is 0 . is

valable a I'intérieur, mais non sur la frontiére |Z|=1 de son domaine
de définition C. Rappelons que {(u) est la fonction bien connue de la
théorie des fonctions elliptiques, construite & 1’aide des nombres w,
At on AL e Vo Fo Moo /4 ON
Cuv Wy UCiiiiiS pal 185 101nuied (1.0 ).

Les conditions (1.13) se réduisent ici a la relation unique
(1.16) f ®is)ds=—=o,
0

qu’on obtient en faisant Z == ¢ dans la formule (1.15) et en tenant
compte du fait que {u est impaire et qu’elle vérifie I’équation fonc-

tionnelle
Hu+20)=Zlu-+7, (¢==1, 2, 3).

Cette condition de M. Villat, appelée a jouer dans la suite un réle
fondamental, exprime le fait que la fonction Q(Z) définie par le second
membre de (1.15) est uniforme dans le domaine C. Si, en effet,
7 décrit dans le sens direct un cercle concentrique & l'origine, les
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arguments des fonctions {, qui figurent dans cette formule, augmentent
de 2w,. La quantité entre crochets s’accroit donc de 47, ; or, d’apres
(1.16), la contribution a Q(Z) de ce terme constant additif est nulle.

En définitive, nous avons substitué la fonction ®(s) de M. Villat
a la fonction arbitraire Q(Z) de M. Levi-Civita dans le cas ou celle-ci
est continue pour Z = ¢¥, sauf pour s=s,. Nous allons préciser
quelques hypothéses supplémentaires moyennant lesquelles la for-
mule (1.14) fera correspondre au domaine d et a la fonction Q(Z),
définie par la formule (1.15), un domaine @& ou l'image de la
demi-circonférence |Z|=1 sera une courbe obstacle a tangente
continue partout, a ’exception du point de bifurcation O, image du
point Z =¢"; ®(s) sera alors 'angle que fait avec Oz la vitesse
tangentielle a ’obstacle, au point image Z=¢". La fonction ®(s)
caractérisera donc l’allure de I'obstacle d’'une maniére trés précise.

Il y aura plus; ®(s) étant continue, par hypothése, dans le
voisinage de s =o0 et s=r, il en sera de méme de O(X, Y) dans le
voisinage des points Z==1. Ceci montre que la ligne libre se
raccordera a l'obstacle; exception faite, éventuellement, du point de
bifurcation, 1'obstacle et les lignes libres formeront une courbe a
tangente continue (**).

Cherchons a préciser la nature de la discontinuité a imposer a ®(s)
pour s =s, de maniére a obtenir dans le plan s un obstacle ayant
en son point de bifurcation une allure conforme & la réalité physique.

Nous poserons

(1.17) D(sp+0)~ D(sp—0) =272,

r . . . 1
o étant un nombre réel compris entre o et 1 (**); si a = -, l’obstacle

sera a tangente continue en o; si « est nul ou égal a 1, 'obstacle

(**) Mais, bien entendu, il n’en résulte pas que la ligne libre ait une courbure
réguliére en son point de détachement. Cf. a ce sujet le paragraphe 13 ot nous
précisons I'allure de la fonction ®[X(/), o] (qui exprime I'angle de la tangente
a la ligne libre en fonction de 1'abscisse curviligne / de celle-ci), dans le voisinage
des points de détachement.

(**) Pour des raisons qui seront explicitées au paragraphe 12, o devra étre
supposé différent de I'unité.
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possédera en o un point de rebroussement; le point o est anguleux
dans tous les autres cas.

Enfin, I'intersection de 'obstacle avec une droite paralléle 4 Ox se
réduira a un seul point si 'on assujettit ®(s) a vérifier 'inégalité
(1.18) | ®(s) |

Nous ferons désormais cette hypothése qui jouera dans la suite un
role capital; cela entraine que ®(s)est positif sur @, et négatif sur @,.

Rappelons quelques autres propriétés de la solution indéterminée
de M. Villat, définie par ’ensemble des formules (1.9), (1.10),
(1.14), (1.15), (1.16). La formule (1.15) n’est pas valable telle
quelle pour Z =e", puisque 1’expression sous le signe d’intégration

. . . 1 .
devientinfinie comme —— pour s=1s". Aussi la transforme-t-on par

Partifice classique suivant, dont nous aurons fréquemment & nous
servir dans la suite. Supposons d’abord | Z| 4 1 et ajoutons, au second
membre de la formule (1. 15), la quantité

B (s) - "—Yl‘—.,‘"—‘xb(s) log Z

l(u) ® 01, ” . i
id)(s)f [ <i7;]0gz_;19>+ﬁ(2—1—;log2+ ,?.'s'>JdS'

visiblement nulle; (1. 15) devient alors

(1.19) Q(Z) __iﬁ‘j [@(s') $)]

oo — 8.1 o7 (:)_1 !
X'_§<L'TEIO°Z ﬂ-s>+c<m1°b/+ 7Ts>

+ D (s) + 3”—7}?@(s)10gz.

ds’

Si la fonction arbitraire ®(s) posséde un module de continuité tel

que 'intégrale
f‘D(S)—d’(S) ds’
s—s'

W/ b

aq
€3
I

Cn

ait un sens pour s = I'h

nous ferons désormais (

en en 1{und" s-;ﬂ——do)’ Ct

i c iypothése que
), lesecond nombre de (1.

(bi st
55 9)aunsenslelong

(**) Ce point sera précisé dans le paragraphe suivant.



du cercle Z =1 sauf pour s=3s,. Dés lors, la partie imaginaire
T(e) de Q(7) le long de ce cercle est définie par la formule

Tley—2 1o —
(1.20) T(e) T“[ [B(s") — D(s))

)

o w B 2 (1
x[t_;l(s._,Qf)_q 22 (sl |l - 7':2 Ly @(s),

qui garde un sens, d’aprés ce qui précéde, tant que Z est distinct
de e**, alors que la partie réelle de Q(7) se réduit pour Z=e",
s 5 a B(s). C. Q. F. D.

Rappelons la nature de la singularité que la fonction Q(Z), ainsi
définie, présente aux points Z,— e et Z,= e ™. Considérons pour
cela, avec M. Villat, la fonction auxiliaire U(Z)

r

U(Z) == Q(Z) + 2—l’10a</‘ - >,

1
4 = Jag

« étant le nombre défini par (1.17); U(Z) est réelle sur 'axe réel et
uniforme dans son domaine de définition C, si 'on précise la déter-
mination du logarithme en un point quelcongne de C On constate
immédiatement que la partie réelle de U(Z) est continue aux
points Z =7, et Z = Z,; elle est donc continue tout le longde|Z| =1
et |[Z|=g¢. La fonction U(Z) est, par suite, réguliére dans le
domaine C, frontiére comprise, et notamment au point Z=7,. Il en
résulte d'abord que, Z tendant vers Z, le long d’un chemin intérieur
a C et non tangent a |Z|=1 au point Z=12,, la fonction T(Z) se
comporte comme 2alog|Z —Z,|+ fonction de (Z—Z,) continue
pour Z=17Z,. « étant positif, cette expression tend vers — oo comme
2aloglZ—7,!.

En second lieu, appelons A I’angle formé par le vecteur Z — Z, avec
la demi-tangente menée au cercle |Z|=1 par le point Z, dans le sens
des s décroissants et 6, la valeur que prend la partie réelle de Q(Z)
lorsque Z tend vers Z, le long d'un chemin faisant 1'angle X avec la
demi-tangente précédente; dans ces conditions, on a

O, =P(s,—0)+227.
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Cette formule montre que 0, croit de ®(s,— o) a ®(s, + o) lorsque A
augmente de o a 7.

Ce qui précéde justifie les hypothéses faites sur la fonction ®(s);
elles sont naturelles lorsqu’on se limite a I'étude des obstacles lisses
partout, le point z = o excepté.

Nous allons résumer ces hypothéses dans un tableau :

1° ®(s) est continue dans chacun des intervalles o<s<s,
et s,< s<m;
2° Dans chacun des intervalles 0<s<s,; 5,<s<=, lintégrale

/.ﬂd)(s)- - (1/)2'_) ds
o S -8
a un sens;
3° ®(s) est assujettie a vérifier I'inégalité
(O(s) <7

¢ (s) n'est pas égale identiquement 4 o ou & =;
4° ®(s) vérifie la condition de M. Villat

w
f ®(s)ds=o0;

5° Pour s=3s,, ®(s) posséde une discontinuité qui, d’aprés la
condition 4°, est de premiére espéce. Nous poserons

D(54-+-0) — D(5y —0) == 272.

D’aprés la condition 4° « est nécessairement compris entre o et 1;
la valeur 1 est exclue (¢f. §12).

Pour abréger, nous appellerons conditions (V) 'ensemble des cinq
conditions précédentes auxquelles nous venons d’assujettir le choix
de la fonction arbitraire ®(s) de M. Villat.

11. CoNSTRUCTION DU MODULE DE CONTINUITE POUR LES FONCFIONS DEFINIES
AU MOYEN D’UN OPERATEUR INTEGRAL. — Dans le paragraphe précédent nous
avons vu le role important que jouent, dans la théorie, les fonctions
qu'on déduit d’une fonction donnée W(c) |supposée continue dans
I'intervalle d’intégration (a, b) quelconque que nous supposerons
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réduit a (—1, +1)] au moyen de I'opérateur

T W)

g-—395

(1.21) U(e) =
—1
Il est essentiel, pour ’étude de la correspondance entre les plans z
et Z, de savoir construire un module de continuité pour la fonc-
tion U(e) (quand il existe), connaissant celui de W'(e). 1l existe sur ce
sujet un théoréme de Fatou et de M. Priwaloff.
Si la fonction W(c) vérifie une condition de Hélder d’exposant v

| (e) — W (e, ) |Sconst. |e —g Y,

ou v est un nombre compris entre o et 1 (**), la fonction U(e), définie
par ’équation (1.21), vérifie une condition de Holder de méme
exposant. Nous dirons alors que les fonctions U(e) et W(c) appar-
tiennent a I’espace abstrait H,.

En modifiant 1égérement le raisonnement de M. Priwaloff, nous
allons établir le théoréme suivant qui nous sera trés utile :

Si la fonction W (c) vérifie une condition du type

W(e) — Wer) | < const.

ot n désigne un nombre positif supérieur @ 1, la fonction U(c) vérifie
une inégalité du type

[U(e) —U(es) | < const. -

Nous poserons
(1.22) Yn(Ae) =

const,

b
x n
log T4z l

(>¢) Cet énoncé suppose v 1. Si v =1, le second membre de I'inégalité du
texte doit étre écrit comme suit

const. [e — g, '™,

o 7 désigne un nombre positif aussi petit qu’on le veut.
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ou Ae désignela différence ¢, — ¢ : v, (Ac) est donc, de par sa définition,
une fonction positive, croissante de |Ae|, nulle pour Ae =o. Nous
dirons, pour abréger, qu'une fonction W'(¢) vérifie la condition £,(¢)
lorsqu’elle satisfait a I'inégalité du type

W (e1) — W(e) | Sya(e).

Démonstration. — La formule (1.21) permet d’écrire

U(e,)—U(s):—_f+ [ W(s) — W(e) A€+1F(61)-‘F(a')]d

(e —s8)(e— ) g — 5

Ceci posé, nous supposerons d’abord que ¢ et ¢, sont distincts de -1,
et nous décomposerons l'intervalle d’intégration (—1, -+ 1) en trois
intervalles partiels

(—1,e—n), (e—m,c+m), (e+m,1),

que nous désignerons respectivement par E,, E,, E;. Nous choisirons v
de facon que l'on ait y=12(e, —¢).
Le point ¢, est donc intérieur & I'intervalle de longueur 2v dont le
pointe est le centre et distant de |Ae| au moins des extrémités de celui-ci.
Nous allons montrer que l'intégrale précédente se décompose en
trois autres, étendues respectivement aux intervalles E,, E,, E; ct
vérifiant chacune une condition £,_,(¢). Remarquons pour cela que

4 wanta mAssbrrra s PRTRP P
2 quan“te <C > < 5’) TCSLE | ositive sul 1_41 ; Ol a 4onc
W(s)— W(e)

—5)

Or, la valeur absolue de I'intégrale du second membre vaut

1

Ae

n+As 1+¢
n I+ €&

: A " A
De par le choix méme de v, la quantité ﬂj‘n_i prend 'une des valeurs
3 . . . . \
% ou = suivant le signe de Ae; par ailleurs ¢, et ¢ étant par hypothése

distincts de =1, le quotient —

€ e . .
n'est ni infini, ni nul; le loga-
L

rithme qui figure dans I’expression précédente est donc berné.

THESE J. KRAVICHL\KO )
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L’inégalité ci-dessus peut donc s’écrire
f(.q)(S)_lI/( ) Ac ds

e—s)(g,—s) S1n(Ae);

cela montre, comme v,<<7Y,.., que l'intégrale considérée vérifie
a fortiori une condition £,_,.
Par ailleurs, on trouve immédiatement

fE11F(g1)—;p(E) ds /E:Eids

g4 —

puisque, par hypothése, 14¢, n’est pas nul, alors que v Ae vaut
2Ac ou Ae suivant le signe de Ae.

Ces considérations s’appliquent sans changement aux intégrales
précédentes étendues a l'intervalle E,.

Enfin, lacontribution del’intervalle E, 4 la valeurde U(e) — U(e,)
se présente, d’aprés (1.21), sous forme de différence de deux inté-
grales du type

-+ Ae

Sva(Ae) = yn(Ae) |1 $Yn-1(Ae),

I:/“F(e)—llf(s)d

Jg, €—5

!Il</’ const. _ Uds
vV E, I

Sre=nd

On remarque que la dérivée de log(s —¢) est ——; on trouve tout
§—E

Ona

_l.
S

de suite

const,
€
] I HE T |n—-

| o8 TaeT |

S Yn—1(Ae).

Ainsi, pour des valeurs de ¢, et ¢ distinctes de =1, U(e) se présente
sous forme d'une somme de fonctions vérifiant chacune une condition
22,5 U(e) satisfait donc aussi & une condition de ce type.

L’extension de cette propriété aux extrémités &=1 de l'intervalle
d’intégration est immédiate : si e =-1, par exemple, il suffit de
supprimer dans le raisonnement I'ensemble E; et de prendre pour E,
Pintervalle (1 — v, 1).

CoroLLARE. — St la fonction ®(s) verifie une condition £, excepté
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pour s =s,, la fonction T (e"), définie par U'expression (1.20), vérifie
une condition £,_,(s), sauf pour s === s,.

Observons que le raisonnement précédent s’étend, sans aucune
difficulté, au cas ou la fonction W'(e) et la variable e sont supposées
complexes; il suffit de remplacer, dans les formules qui précédent,
toutes les différences par leurs modules respectifs. En particulier, cette
remarque s’applique & la fonction Q(Z), définie parlaformule (1. 19g),
qui vérifiera une condition £, ,(Z), dans tout son domaine d’exis-
tence C, frontiéres comprises, les points Z = Z, et Z = Z, exceptés,
si la fonction ®(s) vérifie une condition £,(s) partout, le point
§s==19, excepté.

Relativement aux modules de continuité, rappelons encore un
lemme trés simple qui nous sera bientdt utile :

St deux fonctions f(c) et ¢(e) possédent respectivement les modules
de continuité n(Ac) et v,(Ae), leur produit f(e) ¢(e) admet pour
module de continuité le plus faible des modules précédents.

Nous dirons que le module de continuité v, (Ae) est plus faible
que 7 (Ac) si
1 (Ae) 2n(Ae).

Dans la suite de la démonstration nous ferons cette hypotheése.
Cela étant considérons l'identité

Se) o(er) — fe) 9(e) =[f(&) = f()] 9 (&) + 9 (e1) — @ ()] S (e)-

On en tire, en désignant par const. un nombre positif supérieur aux
maximums de ¢(¢) et f(¢),

|/ (e1) ¢ (e2) — f(&) (&) [Scomst. [[f(er) — f(e) [+ |0 (es) —p(e) | ]-
D’aprés la définition méme du module de continuité, cela s’écrit encore
[f(e1) 9(e1) — f(&) 9(e) | < const. ny (Ac),

car v, > v; cette inégalité démontre notre lemme.

12. Ertupe pe L'oBsTacLE. — Substituons encore a @ (s) la fonction



W'(s) définie comme suit :

Y(s)=®(s)—m= pour O<s<s,,
W(s)==®(s) pour s,<s<T;

d’aprés cela, W(s) désigne I'angle que fait avec O« 'obstacle, orienté
dans le sens des y croissants, au point z image de Z = ¢”; il s’ensuit
que ®(s) et ¥(s) ont méme module de continuité, sauf pour s =s,.
Moyennant ce changement de fonction, les formules (1.15), (1.16),
(1.17), (1.18) deviennent respectivement

. T
_E—m_l / 91 y ——ﬁﬁ Y Z (1).1 o &j / !
(1.23) Qz)= "2 [ ‘If(s)l:c(mlogL n_s) . ,<l.ﬂlobZ—!— ﬁs>]a7s

Wy W,
a( o~ logZ + - so>

——ilog ® > k]
a(ﬁl‘_logZ---- ?:<so>
AT
(1.24) TSy = ¥(s)ds,
=)
(1.25) Y(sp+o0) — W(so—o)=(200 —1)m,
(1.26) O<W(s)<m.

Appelons Q,(Z)=0,+ T, l'intégrale qui figure au second membre
de la formule (1.23) : en utilisant un artifice que nous avons rappelé
au paragraphe 10, on peut écrire

. ki
(1.27) Qu(L)=W(s)+ [ (W) —W(s))
0
D1 1og7 — Lty ©4 91 o)
X[C(mlob7 7:s>-+—t<l.n_logZ—%—Tcs>—

4 2 o7 W ().

72

ds’

Mise sous cette forme, l'expression de Q,(Z), holomorphe pour
g¢<|Z| <1, est valable jusqu’a la frontiére |Z|=1 du domaine de
définition de cette fonction. D’aprés les formules de M. Villat, qui
résolvent le probléme de Dirichlet généralisé dans une couronne
circulaire, la partie réelle de Q,(Z) prend sur le cercle |Z|=1 les
valeurs @,(e™*)="W(s); Q,(Z) est réelle pour Z réel et imaginaire
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pure pour |Z|=g. Cet ensemble de conditions suffit a caractériser
la fonction Q,(Z). Le long de |Z|=1, la partie imaginaire T,(¢*)
de Q,(Z) est égale &

(1.28) Tylet) =2 0 [‘F(s’)—‘lf(s)]gt‘;[% (s—S’)] —i—C[%(s—l—s’)] }cls’

27 Wy

—+ poo sW(s).

D’aprés (1.20) et (1.23), on peut écrire

T o (s 4+ $89)
(1.29) T(es) ="T,(e*) — log
o 2(s—s8)

Ces différentes expressions étant continues tant que s £s,,
l'artifice utilisé au paragraphe 10 permet de préciser la nature de la

singularité que la fonction Q,(Z) présente aux points : Z, et Z, il suffit
de remarquer que la fonction

(1.30) H(Z) = Q,(Z) +

ou o désigne lenombre défini par (1.25), est continue pour Z = ¢=*;
si, pour fixer les idées, 'on suppose que W(s) vérifie une condi-
tion £2.(s), la fonction H(Z) correspondante appartiendra 4 I'espace
£2,.1(Z), dans tout son domaine de définition. Il s’ensuit que, dans le
voisinage de Z,, la fonction T (e*) se comporte comme

(20 — 1) log| e¥s— e,

Ainsi, nous avons substitué a ®(s) une fonction nouvelle W' (s)
qui offre 'avantage d’étre continue tout le long de |Z | =1, dans le cas
particulier, trésimportant, ol I'on veut obtenir un obstacle 4 tangente
continue au point de bifurcation; dans ce cas, a = é et la fonction
Q,(Z) appartient a 'espace £,_,(Z) pour ¢S Z<1 si W(s) fait partie
de Yespace £,(s).

Si a5 =, la fonction Q,(Z) appartient & I'espace £,_,(Z) dans

tout son domaine de définition C, frontiéres comprises (sauf aux
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points Z, et Z,), si W(s) appartient a '’espace £,(s) dans tout son
intervalle de définition (le point s==s5, excepté). Nous ferons
désormais ces hypothéses sur la fonction ¥(s), en raison de leur
commodité.

Il y a lieu de remarquer que s, étant une fonction déterminée de a,
b, ¢, et §, la formule (1.25) établit une relation entre ces paramétres
arbitraires et la fonction W'(s).

Ceci posé, la correspondance entre le cercle |Z|=1 et son image
dans le plan z est définie par la relation

Z
z=| eR@df(7),
z
I'intégrale précédente étant prise le long du cercle |Z|=1; cette
égalité fournit donc les équations paramétriques de la courbe obstacle.
Choisissons 'argument s de Z = ¢e" (s £ 5, ) pour paramétre de cette
courbe, orientée dans le sens des ordonnées croissantes; son abscisse
curviligne sera donnée par la relation, due a M. Villat,

di(sy . . df J=—1 pour 0 Ss< sy,
(1.31) s =g e o avec {j:—i—-[ pour 5, $s< T,

af

ou - est définie au moyen des formules (i.10) et (i.10). Ainsi
Parc I(s) de 'obstacle est une fonction continue et dérivable de s,

A ar . . £ o]l
sauf peut-étre pour s=s,; de plus d—{ étant analytique et réguliére
l 1 A M .z T3
pour |Z|=r1, % posséde le méme module de continuité que T(e¥)
(lorsque celui-ci existe) dans chacun des intervalles o<s <,
et s,<s<m.
; ‘0 ! .
Il reste a préciser le comportement de g; pour s =s,. D’aprés ce
qui a été dit au paragraphe 10 et vérifié au début du précédent para-
graphe, la fonction T(e*) se comporte dans le voisinage de s=s,

comme
20 log | € — e | + fonction de (s — s,) continue pour s = s,,

f

alors que, d’aprés (1.9) et (1.10), Z—S posséde, pour cette valeurdes,
un zéro simple.



On peut donc écrire, en désignant par K (s) et K, (5) des fonctions
continues pour s = s, et ne s'annulant pas pour cette valeur :

% =K(s) (s — )+ K, (s).

Cela montre que j—i est nul, infini ou fini au point de bifurcation,

. . L, . , . I . .
suivant que o est inférieur, supérieur ou égal a ~; autrement dit si

I'obstacle présente a l'origine un angle saillant, rentrant vers le
courant, ou y posséde une tangente continue. Mais, comme par
hypothése « <1, I'intégrale (1.4) prise le long de |Z|=1 aura
toujours un sens; [(s) est donc, dans tous les cas, une fonction
continue, quel que soit s, et croissante. La longueur totale L de
'obstacle est donnée par la formule

Tt 1Af(€9)]
— T(eis)
(1.32) L_I e 7 ds.

Remarque. — Lorsque « = ;, c’est-a-dire lorsque l'obstacle est a

tangente continue, il y a intérét a écrire I’équation de M. Villat avec
la fonction T, (e*) qui, dans ce cas, est continue pour s =s,; eu égard
a(1.29),(1.31) se met, en effet, sous la forme

aL\S) o e_To(ei:)

/ ————eee -
(1.319) ds 0y ds’

le facteur

étant fini pour s=ys, [¢f. (1.10) et (1.10)] et positif dans tout
I'intervalle (o, ©).

La position de I'obstacle ainsi défini par rapport aux parois y., et u,
se détermine aisément. Nous appellerons d, et d, les distances respec-
tives des points P, et P, aux parois \., et @, qui leur correspondent.
En vertu des inégalités (1.26), d, et d, sont les plus courtes distances
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de 'obstacle & w, et p.,; nous appellerons ces longueurs distances de
l’obstacle aux parois.

En séparant le réel de 'imaginaire dans1’équation (1.14), on trouve

d, = Imag. [felg dfj y
c

C désignant un chemin régulier quelconque, joignant le point P,
a un point arbitraire de w,. Nous évaluerons l'intégrale ci-dessus
en utilisant la variable ¢ précédemment introduite; nous désignerons
par Cgl'image de C dans (%) et par y la demi-circonférence supé-
rieure de rayon 7 centrée sur t=1>5 (fig. 6). La fonction sous le signe

Fig. 6.

. A"

*, a X, 1 @ t,o+l A b g,

2

d’intégration est réguliére et uniforme dans le domaine limité par C,

‘ d ‘ c
deux segments de 1’axe réel et y. Comme 7{ est réel pour z réel, alors

que Q(¢) est réel pour 1<¢<b et imaginaire pure pour 5S¢, on a

b—
dizjﬁ 7]sin('E’(t)df(t) + Imag.‘/pe‘“(‘f df (t),
1 Y

I'intégrale le long de y étant prise dans le sens indiqué sur la figure.
Or Q(¢) est analytique pour = b, puisque Q(Z) I'est pour Z=—g;
de plus Q(&) est nul, d’aprés (1.13). Comme ‘fl—{posséde pour b=t

[¢f. (1.9)] un podle simple de résidu — %, la fonction %sin@ est finie

en ce point. Enfin les fonctions sous le signe d’intégration sont
continues pour ¢ = b; dés lors on a, en faisant tendre v vers zéro,

b
(1.33) di= [ sn®df+ ..

v

Cette formule montre que la ligne libre 2, posséde une asymptote

horizontale d’équation
b
(1.33") y=yi= [ sin@df.

1
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Nous appellerons désormais y, l'intégrale définie du second
membre.

La distance de cette asymptote & la paroi ., est égale a {, : c’est le
débit du fluide entre I'obstacle et . Il va de soi qu’on obtient pourd,
une expression analogue.

Nous avons ainsi exprimé en fonctions des éléments a, b, ¢,, ¢,
et W(s) liés entre eux par la relation (1.24) et vérifiant les inéga-
galités (1.25), tous les paramétres géométriques qui caractérisent le
domaine @& du plan Z; les formules (1.5), (1.9), (1.10), (1.14),
(1.23), (1.25), (1.28) et (1.29) de M. Villat constituent donc la
solution la plus générale du probléme du sillage. De plus, ces formules
permettent de résoudre, d’'une maniére approximative, le probléme
direct tel que nous ’avons énoncé au paragraphe 6. Donnons-nous,
en effet, un obstacle qui soit I’arc d’une courbe illimitée définie dans
le plan z par son équation intrinséque

W= (1),
ou W' (/) désigne I'angle de’obstacle orienté avec Oz, exprimé en fonc-
tion de son abscisse curviligne {, a SIS W (/) est supposée continue,
sauf pour /=1, ou cette fonction peut étre discontinue mais bornée.
Choisissons quatre paramétres a, b, 4,, {,, et une fonction /(s) con-
tinue, croissant de « 4 # dans'intervalle (o, 7), de maniére que W[ {(s)],
envisagée comme fonction de (s), vérifie I'équation (i.24), les inéga-
lités (1.26), ei appariienne, pour fixer les idées, a V'espace 7, : il
faudra de plus que 'on ait I'=1[(s,). Il est clair que W' (s) = W[i(s)]
est une fonctionnelle continue de (), il en sera, par suite, de méme
des fonctionnelles de /(s) définies par les équations (1.23), (1.28)

et (1.29).

Remarque. — 1l est & noter que les modules de continuité de I(?) et
par suite de /(s) ne peuvent étre choisis arbitrairement. La fonc-
tion [(¢), en effet, réalise la correspondance entre les portions de
frontiére des domaines & et & représentés conformément l'une sur
l'autre; les portions de frontiére en cause possédent des tangentes
continues, sauf peut-étre pour s=s,. On montre que, dans ces
conditions, {(¢) est assujettie a vérifier une inégalité du type

14(¢) —I(t)|Sconst|t— ¢t |+ pour let it Z1,

THESE J. KRAVTCHENKO. 6
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ol p. désigne un nombre positif aussi voisin de 'unité que 'on veut.
On peut aller plus loinsi I’'on suppose de plus que o < ¥°(7) < n;dans

ca dl
ce cas —

'existence et la continuité de W (/) assurent celles de g«ﬁ dans le cas

existe et est continue [c¢f. § 22]. Enfin, on verra que

ouo L W(/)<n,sauf, peut-étre, pour ¢ =, ett = == 1; dans la suite nous
nous placerons toujours dans ce cas. La correspondance entre ¢ et Z
étant analytique le long de [ Z | =1, le résultat précédent montre que
la dérivée EI—Z% est continue pour oSsSn, sauf, peut-étre,
pour s =s,; ces assertions seront justifiées et approfondies au cours
du troisiéme Chapitre.

Les sillages que les formules de M. Villat font correspondre aux
données a, b, 4,, 4, W(0), I(s) possédent la propriété suivante :
I'angle de la demi-tangente positive a 'obstacle ainsi construit avec Ox
prend le long de I'obstacle la méme suite de valeurs que le long de
’arc considéré de la courbe donnée. Mais I'abscisse curviligne L(s)
de I'obstacle construit, fournie par la formule [c¢f. (1.31) et (1.31")]

Gy
o — (§+ )
(1.33") dL(S): j e=Tle™) C—Zf: N B — af (f===1 pours2s,),
/ ds s ds 4 ds o ¥ <

est, en général, différente de I(s); les longueurs de deux arcs de
courbes donné et construit ne sont pas égales. Enfin les distances d,
et d,, calculées & 1'aide de la formule (1.33), n’ont pas les valeurs fixées
a priori. Nous n’avons donc, par ce procédé, qu'une soiution
approximative du probléme; mais celle-ci sera pratiquement satis-
faisante moyennant un choix judicieux des éléments a, b, ,, s,
et I(s) (*").

Notons aussi que les raisonnements précédents établissent 1’équi-
valence du groupe des paramétres a, b, {,, 4, et ®(s) avec le groupe

(*7) Dans le cas du fluide indéfini, de telles solutions approximatives ont été
construites par M. Brodetsky, Proc. Edirn. Math. Soc., XLT, 1923; Scrip. Univ.
Hieros, Jérusalem, 1923; Deuxiéme Congrés International de Mécanique
appliguée, Lirich, 1926.
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des paramétres a, b, {,, $,, W(I) et {(s) a I'égard du probléme indé-
terminé; ce point de vue sera approfondi plus tard.

13. ETupk DES POINTS DE DETACHEMENT. PROBLEME DE LA PROVE. — Les
études qui précédent font bien connaitre les propriétés de I'obstacle
en fonction des données arbitraires de M. Villat; elles permettent
par ailleurs de préciser le comportement de la fonction z(f) aux
points a I'infini et de constater 1'analyticité de cette fonction le long
des images des parois et des lignes libres, exception faite, toutefois,
des points de détachement. Nous allons succinctement examiner
l'allure de z(f) en ces points; une telle étude repose sur une
hypothése supplémentaire de régularité que nous allons introduire.

Considérons un sillage correspondant aux données a, b, ¢, ¢,
et W(s); nous supposons toujours que ¥'(s) vérifie une condition
£2,(s) dans tout'intervalle o <s<m, sauf, peut-étre, pour s =s,. Nous
savons évaluer 1'abscisse curviligne /(s) de I'obstacle construit a
partir de ces éléments, supposés liés par la relation (1.24); rappelons
que {(s) posséde une dérivée satisfaisant a une condition £2,_,; sauf
pour s = s,. Inversement s est une fonction continue et dérivable de /,

la dérivée j—i étant nulle pour s=o et s=rmn [¢f. I’équation (1.31) de

. ds _, . "
M. Villat]; —; Vérifie encore une condition £,_,, sauf pour s=u,,
§=0,5=T.
La fonction W(s) peut étre envisagée comme fonction de /; nous

dgfl) =""(l) existe et que W/ (I) appar-
tient & ’espace £2,(/) partout, sauf pour I'=1I[(s,) ot W/ (/) peul étre
discontinue mais bornée. Cela revient donc a se limiter a I'étude des
obstacles admettant, en chacun de leurs points, une courbure vérifiant
une condition £2,, le point de bifurcation éventuellement excepté.

Nous écrivons

supposerons maintenant que

W(s)=W[(s)].

(e d¥ .
Cela montre que la dérivée — existe partout, sauf pour s =s,; on a

AV _ d¥dl
ds T dl ds’
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dw ) - , .
— appartient donc a I’espace £, tant que s < 5,. Il y a plus; I'exis-
tence et la continuité de %Es prouvent que ¥'(s) vérifie une condition
de Holder (d’exposant aussi voisin de I'unité qu’on le veut) partout,
sauf pour s=s,.Ilenseradonc de méme de l, compte tenu de I'équa-
tion (1.31r)de M. Villat et du théoréme de Fatou. L’expression ci-dessus
de ‘i——? montre alors que cette fonction vérifie une condition £,. La
fonction ZiQ|(Z) existe donc pour Z =1, puisque sa partie réelle,
qui vaut == %%r pour Z = ¢*", existe sur ce cercle. De plus, cette partie
réelle vérifie pour |Z|=1 une condition £,, sauf pour Z=12,

i vaut zéro
ds

_ Y, Papri . dl
pours=oets=m, car —-, d’aprés (1.10'), et par suite 7§’y annulent.

et Z=17,, puisqu’elle continue pour Z ===1; en effet,

Il suit de 1a que ZZQO(Z) et par conséquent Q'(Z) vérifient dans le
voisinage de Z =1 une condition £, _,(Z); on peut écrire

(1.34) [QUZ) — Q (1) | $Yaa(Z 1),

Ceite inégalité nous permetira de préciser, en uiilis a t un raisonne-
ment de M. Leray, le comportement de la fonction & 7 2 dans le voisi-
nage des points de détachement. Rappelons que Q(Z) et f(Z) sont
réelles sur A, et X,; on peut donc prolonger 42 Jéfinie dans d, a

nAal A nlan 7 at difinin aott
IcCu ail 4y Cuv GONGIT CeUL

couronne C.Q(Z), pour Z réel, est égal & I'ap gl que fait la ligne
libre A, (ou2,) avec Ox; la correspondance entre & et I conservant
les longueurs le long de 2, et Aa, I'abscisse curviligne de A, (ou %,)

est f(ou — f). La quant1te z ( illf) est donc égale & la courbure
de la ligne A, (oude A,); on a

dQ _ dQ df d

dZ — df dt di’

d ., ) . )
La dérivée ?lé’ envisagée comme fonction de ¢ ou de Z, est réelle,
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- . dt(Z \ .
réguliére et non nulle aux points Z===1; -——d([—) y posséde un zéro

simple; il vient d’ailleurs, en faisant Z =1, pour fixer les idées, dans
les formules (1.10) et (1.10"),

df—qp’1+q)2 I— 1
dt— @w (1—a)(b—1)

dt Tt
L dl.  —w? p(;)

im =—1_ -
zy>1 L —1 T [62_4}3(‘2(‘)

ou les quantités p <g>, P <Y> et p”(w,) sont des fonctions analytiques

P
de a, b, continues tant que a 5271 et b3£1, et qu'il est inutile d’expli-
citer; nous poserons

et puis

5 ‘”((‘)2>)
}_P

L dfde 1 -
lzlgé_ﬁ d7. 7. —1 =N(a, b, Y1, $2)-

Le nombre N est visiblement réel et positif; la simple inspection des
figures 2, 3 et 5 montre, en effet, que Z tendant vers 1 par valeurs
réelles et croissantes, lesfonctions fet — zsont réelles et décroissantes.
L’inégalité (1.34) permet dés lors d’écrire

dQ - . (749
'WN(L—I)—-Q’(I) < Ynr (L —1) avec ‘QJ(I):('/_Z_,Z:.

ou encore

, d2 Q) Z+1|_Ypu(Z —1)
(1.34) df — 2N Z—1 5 [Z—1]

7+
2

une raison qui apparaitra tout a I’heure. Posons alors

Nous introduisons le facteur

I . . LY
qui se réduit & 1 pour Z =1 pour

(1.35) Z_?:U+iv.

Les fonctions U(X, Y) et V(X, Y), harmoniques a l'intérieur de d,
sont appelées & jouer un réle capital. On a, en tenant compte de
I'équation (1.14), et en supposant I'obstacle orienté comme il a été
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dit,
. . {+1I pour 2525
df =jeldl =\ P
. if=Je <J | —1 pour 0§S§So)

parsulte

15y — ; 2. p—Tlew)
( U(e )--/ dl ¢ . -+ 1 pour TZZSZSO
(1.35") AT J=3 <s<s, )

{ V(eis):,/.e_Tﬁ e

I.a fonction %—S} est prolongeable par symétrie a travers I’axe réel.

Cette relation montre que U est continue dans le voisinagede Z =1
et y appartient a l’espace £,_,(Z) puisque W'[{(s)] et T(e*) appar-
tiennent, par hypothése, & cet espace. Introduisons dés lors la fonc-
tion W(Z) définie comme suit : elle est analytique pour ¢<Z <13
pour |Z| =1 elle vérifie une condition £,_,(Z); elle est réelle pour Z
réel; dans le voisinage de Z =1 sa partie réelle le long de |Z| =1 est
égale a U et est quelconque, mais continue et suffisamment réguliére
sur le reste de la frontiére de C. Dans ces conditions, la fonction P (Z)

est imaginaire pure pour |Z| =1 dans le voisinage de Z =1; en effet,

sons d. ” S s
la différence 75—2 — W(Z) a, par définition, sa partie réelle nulle dans
.. ., . Z41
ce voisinage, alors que les quantités 2N, Q'(1) sont réelles, Z—i; étant

imaginaire pure pour Z=¢" [ceci explique l'introduction du fac-
teur (Z -+ 1) dans la formule (1.34")]. Autour de Z =1, on peut donc
prolonger P(Z) par la méthode des images a travers le cercle |Z | =1
et la définir dans un petit cercle ¥ centré sur le point; cela prouve
que P(Z)est analytique, uniforme et réguliére dans v, sauf, peut-étre,
pour Z =1 ou P(Z) peut présenter une singularité polaire ou essen-
tielle. Mais cette éventualité est a écarter, compte tenu de I'inégalité
(1.34") : P(Z) est donc holomorphe pour Z =1, et dans le voisinage
de ce point nous pouvons écrire

de Q) Z+r (dlL) o

(1.36) df ~ 2N Z—1 dl

[gyn-l(Z—r),
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puisque, par définition, W (1) vaut

(%)~

Ainsi toutes les fois que Q'(1) 5£ 0, la ligne libre A, présente, enson
point de détachement P,, une courbure infinie. Dans le voisinage
de P,, elle tourne sa convexité vers 'amont ou vers ’aval suivant
que Q'(1) est négative ou positive. Du point de vue physique, la pre-
miére éventualité est trés satisfaisante; on regarde, en général, sa
réalisation comme une condition nécessaire de validité (¢f. les§ 7 et
§ 16). Si, au contraire, Q'(1) = o, A, posséde au point P, une cour-
bure finie, égale a celle de I'obstacle en ce point;le détachement de 2,
est alors dit en proue. On retrouve ainsi les résultats fondamentaux
de M. Villat (*®).

Le développement (1.36) montre que la ligne %, s’incurve dans le
voisinage du point P, lorsque Q'(r) n’est pas nul; toutefois, 'obstacle
étant supposé tranchant en P,, tout danger de recoupement de 2,
et &, est écarté. Mais, dans ce cas, 1l est impossible de prolonger tan-
gentiellement (et avec une courbure finie) I'arc @, dans le sillage
au delade P,.

Au contraire, une telle opération est possible si 'on choisit les
éléments arbitraires de M. Villat de maniére & annuler la quan-
tité Q'(1). L'arc @, de 1l'obstacle, qui prolonge tangentiellement
I’arc @,, ne trouble pas le régime hydrodynamique pourvu qu'il soit
tout entier situé a I'extérieur du domaine @ du fluide en mouvement,
et pourvu que sa courbure se raccorde en P, avec celle de @, (*°); la

(%) Observons que l'on a

C’est sous la forme écrite au second membre que la quantité /(1) intervient
dans les travaux de M. Villat.

(*) De cette maniére on pourra construire des sillages avec obstiacle en forme
de courbe fermée et réaliser ainsi des configurations particuliérement intéres-
santes du point de vue physique. Rappelons que ces sillages sont contruits a
partir des éléments arbitraires de M. Villat (probléme indéterminé) a I'aide des
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deuxiéme condition de Brillouin est alors satisfaite. En particulier, il
sera nécessaire, du point de vue de la validité, que o), se dirige en P,
vers I’aval de %,. Dans le cas ou 'obstacle posséde une courbure ¢(s)

R £: o Y . d>® .
dont la dérivée vérifie une condition £2,(s) | c’est-a-dire si — existe

et vérifie une condition £2,(s) partout, sauf pour s=s,, n > 1], on

peut traduire cette derniére condition de validité locale par une iné-

galité, due & M. Leray, que nous allons rappeler et qui nous sera
bient6t utile.

\ dT (e . . .
D’apres (1.34) -% existe pour s=o et appartient dans le voi-
sinage de cette valeur a ’espace £2,(s), n pouvant étre ici aussi grand

T ( eis , . .
qu'on le veut. Dans le cas actuel i—c(lTel vérifie méme, dans le

voisinage de s = o0, une condition de Holder d’exposant aussi voisin

. av . o . .

de 1 qu'on le veut, puisque —- vérifie une condition de Lipschitz

Ao . . , .
<en effet, rappelons que —5 existe et est contmue); I’équation de
définition de U(e®) [c¢f. (1.35")]

U(ei*) =— c e~Te

1 U existeet ient al'espace £2,(s) puisque les déri

montrealors que —= existe et appartient al’espace £,(s) puisque les déri-

vées des facteurs du second membre appartiennent encore a cet espace.

formules qui fournissent les équations des arcs @, el m, de 'obstacle et non pas
celles des arcs @), et @}y ; ceux-ci, tracés dans le plan 5, ne sauraient étre définis a
partir des données du plan Z. Mais il importe de préciser que tous les résultats de
ce paragraphe comportent une réciproque au sens que voici; donnons-nous, dans
le plan z, un obstacle au moyen de son équation intrinséque W =W (/) et de posi-
tion connue par rapport aux parois j, et p, du canal; cherchons & construire un
sillage correspondant a cette configuration des éléments rigides; on montrera
AW (1)
dt

que si existe et appartienta 'espace £,(/), la fonction /(s) correspondante,

a priori inconnue, doit posséder une dérivée assujetlie a vérifier une condi-
£,(s), n étant un nombre arbitrairement grand. Il s’ensuit que les résultats de ce
paragraphe valent encore pour le probléme déterminé ainsi posé et permettent

de discuter la validité de ses solutions éventuelles. On consultera a ce sujet le
Chapitre I1.



s dQ A . ..
D’aprés (1.36) Vi n’a pas de pole et est continue dans le voisinage

de Z=r1,s1 Q'(1)=o0; on sait que, dans ces conditions, 'existence et la
dU () 7 ) d_ (d9
—J— pour s=o entrainent celles de TToaZ ( a7
pour Z=1. D’aprésle lemme du paragraphe 11 d—i (%) vérifie alors,

dans le voisinage de Z =1, une condition £,_,(s).

Cela étant, appelons 02=<‘—12>1 la courbure de l'obstacle au
=0

continuité (*) de

dl )=
point P,, courbure égale, rappelons-le, en valeur absolue 4 celle de la

ligne A, en ce point, et posons

=l (7).

En remarquant qu’on a par définition

dQ
=+
.| df ) ,
(1.37) ;;?_'_L:—x_——c"”

la condition ci-dessus s’explicite comme suit

(1.38) %—l—cg—c’g(Z—I)
Nous transformerons (1.36) en substituant & Z les variables réelles p
et w définies par la relation

SI1Z —1|Yna(Z —1).

J=gatper;
unesimple inspection de la figure 2 montre que le point / ne se trouve
dans le domaine & que si — n<w<o.
D’aprés la définition méme du nombre réel positif N (¢f. le début

de ce paragraphe), on peut écrire dans le voisinage de Z =1

df dt

d—-t az—N(Z—I)-&-....
Portons cette expression du premier membre dans le développement
de Taylor de la fonction ( f — ¢,); il vient

N
f— 9.=pelv= ‘;‘(Z—I)‘*—{—,. ..

(") Au sens £,(s).

THESE J. KRAVTCHENKO.
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En observant qu’aux | Z| décroissants correspondent des ¢ croissants,
la formule précédente permet d’écrire le premier terme du dévelop-
pement de la fonction Z( f) dans le voisinage du point de détachement;
il vient (*°)

(1.39) I%}Z —+—cg+c’2<§>

Avec les nouvelles variables p et w, 'équation de la ligue 2,
s’écrit » = o3 ’abscisse curviligne d’un point de A, est p (les longueurs
se conservant le long des lignes libres dans la correspondance entre &
et F); I'inégalité (1.39) se réduit, en y faisant w =o, a

(1.40) c(p):—cg——<7—lj) zc’?p%—i—...,

ou ¢(¢) désigne la courbure de A, supposée orientée dans le sens de la
vitesse au point d’abscisse ¢ (donc, en sens contraire de 1'obstacle).
Cette formule met en évidence le résultat suivant :

1° Lalignelibre,, analytique pour p 3£ o, présentera, en son point
de détachement p = o, une singularité toutes les fois que ¢,5£ 03 en
effet, le développement de sa courbure suivant les puissances de ¢ ne
sera alors pastaylorien; 2° dansle voisinage de P,, les différentielles d/,

(**) Notons en passant que ce résultat permet de préciser ’allure de la corres-
pondance Q(f), ou de &(p), le long de la ligne %, et dans le voisinage de son
point de détachement P, lorsque Q'(1) = 0. Portons, en effet, dans (1.36) le
développement limité du texte, aprés y avoir fait » = o; en intégrant de o a p,
on trouve I’équation intrinséque de la ligne %,

Q(p)=1[10)] +| /R XMWV +..,

puisque p est égal a 'abscisse curviligne de },; cette relation confirme en le pré-
cisant ce résultat annoncé au paragraphe 10 : les lignes libres et l'obstacle
forment une courbe a tangente continue.
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df et do sont équivalentes; on peut donc y exprimer la courbure ¢(/)
de @, au moyen du développement limité (**)

e(l)y=co+chp+...

(puisque, par hypothése, % existe); dans le voisinage de P, la cour-
bure de A, varie, par suite, plus vite que celle de I'arc @ ; si donc
I'obstacle se prolonge dans le sillage au dela du point de déta-
chement P,, I'arc @), sera, dans le voisinage de P,, en aval ou en
amont de X, suivant que ¢, est positif ou négatif. Cela montre que
la deuxiéme condition de non-recoupement de M. Brillouin n’est
satisfaite que moyennant la condition
d (dQ
7(37). >
due & M. Leray.
Il y a plus. Formons I'expression de la différentielle df prise le long

d’un cercle situé dans le plan f et centré sur le point /= ¢, ; en uti-
lisant les variables ¢ et w, on trouve

—_ i
df=1ipe® dw,

]

ou p doit étre regardé comme constant.

Comme la fonction T estnullele long de 'image de laligne libre 2,,
on déduit de cette relation que la valeur de T enun point f= ¢, pe™
de ce cercle est donnée par la partie réelle de I'intégrale

w

aQ .
—0el® dw,
[O daf '

a, ; C .
Remplagons-y alors d—sjz, par son développement limité fourni

(*) Les méthodes exposées dans te paragraphe se prétent a 1’étude des cas
ou I'ordre du contact entre @, et A, serait supérieur au second [¢f. M. Lgray,

. : N QL) ,
loc. cit. (**)]. On montre, en particulier, que dZ(" ) présente, en général, une

discontinuité pour Z ===t 1, & moins que la courbure de 'obstacle n'y soit nulle
ou que Von ait Q' (£ 1) =o.
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par (1.39); il vient, en séparant le réel de I'imaginaire,

5 -4 2
(1.41) T—i—c;_,psino)—i—z—\gEN '-"(.:’lp'-’sin3—&—)-

2

3 A
ép“{n—x((f)!w!-

Or, la condition (1.2) de M. Brillouin équivaut 8 T<o (¢f. § 9).
L’inégalité (1.41) montre que T ne peut étre négatif dans le voisinage
de /=9, que moyennant les deux conditions simultanées

(1.42) %o, €420,

uisque, rappelons-le
» T'ap s
—rnlwlo.

D’aprés (1.41), la premiére de ces inégalités exprime que T(X, Y)
n’est pas positif dans le voisinage de 1’axe réel si | 1— X| est suffi-
samment petit; dans ce cas, I’obstacle (et par suite, la ligne libre 2,)
n’est pas concave vers le courant au point de détachement. De méme
I'inégalité ¢,20 exprime que la fonction T(X, Y) n’est pas positive
dans le voisinage du cercle Z =¢e" pourvu que l'argument s soit
positif et suffisamment petit. L’inégalité ¢, > o constitue donc une
condition nécessaire et suffisante de validité locale lorsque 1'obstacle
est convexe vers le courant au point P, ei lorsque la ligne libre A, y
présente un détachement en proue.

Précisons que dans le cas étudié — cas du probléme indéterminé —
le développement du (1.41) se calcule a partir des formules de
M. Villat le long de ’arc ©, et sera donné intrinséquement le long de
son prolongement &, les premiers termes des deux développements
devant étre identiques pour assurer la continuité de la courbure sur

@y + @,

Remarque. — Les discussions exposées dans ce paragraphe mettent
en lumiére le role essentiel que jouent dans la théorie les quan-
tités Q'(==1) de M. Villat et dont nous avons établi I’existence dans
le cas des obstacles & courbure continue; il y a donc intérét a en
calculer les expressions.

Nous partirons des formules (1.23) et (1.27); en introduisant la

fonction
W(s)=W[i(s)]
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et en tenant compte du fait que o'« est une fonction-impaire, on

obtient
S ml ]0 o)y 9)
gl— -«
it
Lo
Q(Z)—Q() _ iw, f“( i 5> _
T_F[ {W[i(s))]—W[l(0)]} ds
g & s ad o7
290, @4 gy logZ i u<n°°+ z'7r10°é>
: IJL[(O)]Z—I_Z—Ilog [ 2 ’
d(iso— .—’logZ)
7r in

ou Z désigne 'affixe d’un point intérieur au domaine d. Cela étant,
faisons tendre Z vers 1, il vient

(A) 2= [ o) — v (i) p(Ls) ds

0

4 2T g (o)) »—2%§<9-180>.

™

Un calcul identique nous conduit a la relation

(A" Q(—1)= zw*f (W[1(s)] 1F[1(7z)]}y(%s+wl)ds

- B W) ] 22 (D sk o).

T

Le passage a la limite que nous venons d’effectuer suppose essentiel-
lement que les intégrales ci-dessus ont un sens : nous allons vérifier

da¥ _ dl
qu’il en est bien ainsi. En effet, les dérivées —- et —-existent par hypo-

thése; on a donc
dl(s)
ds

/|

[W[l(s)] —W[{(s')]|Sconst. | {(s) —I(s')]|Lconst. i;s — 'l

Or, I'équation (1.31) de M. Villat montre que — A et % s’annulent

simultanément, alors que, d’aprés (1.10), ~ f posséde un zéro
d’ordre 1 pour s = o. ii s’ensuit que la quantité

(W) —W[l()]}p Of.,-‘ s
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. . 0)y ’ A
o= 2 n pole de second ordre;
est finie pour s = o, bien que p — 5 y présente un p e ordre;
cela justifie notre assertion.
Pour la suite, il est essentiel de noter que le résultat précédent

subsiste sous la seule hypothése que [[¢(s)] appartienne a I'es-
pace H,(z)

| 7(¢)—I(t'y | Sconst. (¢ — ') <v>£>,

aw . .
alors que —- est supposée existante; on a vu (¢/. la remarque finale

du paragraphe 12) combien la considération de ce cas était naturelle.
On a maintenant

| W[i(t)] —W[l(0)]|Sconst. | I(¢) — I(—1)|<const.(¢ -+ 1)*Sconst. | s[>V,

la derniére inégalité étant obtenue en tenant compte de (1.10"); il
s’ensuit

[W((s)] — W[Z(O)]IJ)(% S> <const. |s[?2,

inégalité qui assure un sens a l’intégrale de (A) toutes les fois
que 2v —2 > — 1.
Notons enfin qu’avec les notations de M. Villat on peut écrire

(B) 9'(1):2?"’3%£ [(p(o)_m(s)]p<3;?'s> ds + 2’7’;;"(1)(0)
et
(B") Q'(—!):Z;;i‘/‘; [(I)(s)—d)(n)]p(%s—!—wl)ds— Znﬁ'._,w'tl)(n),

comme on s’en assure aprés un calcul facile. En suivant M. Leray, on

Y

peut, grace & ces relations, préciser quelques cas ou la nature du
détachement est évidente d prior :

1° Si
W[i(o)]SW[(s)],

on a (*?), d’apreés les résultats du paragraphe 12,

D (0)SP(s), avec P(o) < o.

(*?) Tel sera, par exemple, le cas de l'obstacle concave vers le courant,
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Cela montre que les deux termes du second membre de (B) sont

négatifs dans tous les cas ol v, est positif, car on a

@,
p<?s>>o pour o <<s<m;
cela entraine ‘
Q'(1) < o.

2° Pareillement, on vérifie que si v; est positif (**), on a

. Q’(—— 1) < o,
moyennant 'inégalité -
W(i(m)[2W[i(s)],
ce qui entraine la suivante
®(m) > O(s),
avec
®(m)>o.

3° Si, enfin, la quantité W[{(0)] est nulle, on a
®(0)=o.

En tenant compte de (1.16), la formule (B) s’écrit alors

Q)= 7‘;:5 (I)(s)[p(%1 s(,)—p(%’ S>] ds.
0 .

I.’418ment différentiel de I'in

A4 WA aaalal «22C2

i
puisque ses deux facteurs changent de signe pour s =s, seulement.

ntégrale est positif on nul pour 0 <5<,

(**) D'aprés la formule (X,) du Traité des fonctions elliptiqgues de Tannery

et Molk, on a
711 20)q [ —4 2 (g"— —") :l

le paramétre ¢ étant relié aux paramétres « et b par les formules (1.6) et (1.8).

Une discussion élémentaire montre alors que : n; > o pourva que: ¢ << —=

3 \/o
A la faveur d'un énoncé inexact qui s'était glissé dans le Traité de Tannery et
de Molk — qui sera désormais désigné par 'abréviation T. et M. — j'ai cru

d’abord que u, était toujours positif — (¢f. T. et M., tome I, page 201). Cette
erreur a été rectifiée & la suite d’une obligeante communication de M. Oudart.



Nous avons donc, dans le cas actuel,
Q1) > o.

Lorsque la fonction arbitraire ¥'(s) se réduit identiquement a zéro
ou 4 m, l’obstacle correspondant devient une lame rectiligne paralléle
aux parois; d’aprés (1.24)la constante s, est alors égale & zéro oud =.

] e 0y g 3
L’une des quantités J)(FSO) ou p(—s+ w,> devient dans ce cas

infinie et les expressions de Q'(Z=1) perdent toute signification.
Au contraire, les quantités

.S s
S?.’(+1)sxn2” et SZ'(-—I)COS-—z-Q’

qui ont méme signe que Q'(1) et Q'(— 1) respectivement, conservent
un sens lorsque
W(s)=o ou Y(s)=mr;

il y a donc avantage a les substituer aux fonctionnelles définies par
les équations (A) et (A").

Observons encore, qu’en vertu des équations (1.24), (A) et (A'),
les quantités Q'(1), Q'(—1) et s, sont déterminées a partir des élé-
ments W(s), a et b ou encore, de W(J), I(s), a et b; elles ne dépendent
pas des parameétres {, et J,; nous poserons donc, en mettant en
évidence les arguments des fonctionnelles du second membre,

(C) P, [{(s), ¥, a, [)_‘ZQ’(——I)COS%D,
() P.[((s), W(1), @, b] == (+1) sin 2.
Ces expressions nous seront trés utiles aux paragraphes 23 et 28.

A4. Cas oU LES PARAMETRES @ ET b AUGMENTENT INDEFINIMENT. — Nous nous
proposons de montrer que les solutions indéterminées de M. Villat,
relatives au cas d’un sillage en présence d’une seule paroi ou en fluide
illimité, s’obtiennent en effectuant un passage & la limite sur les for-
mules (1.4), (1.9), (1.14) et (1.15). La possibilité d'un tel passage
a la limite est & peu prés évidente & priori, mais il est utile de I'effec-
tuer explicitement, pour bien préciser le comportement de chaque
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paramétre. Nous nous bornerons d’ailleurs 4 de bréves indications :
il serait fastidieux, en effet, de reproduire le détail de chaque calcul.

Regardons les paramétres a, b, {, et ¢, (**) comme fonctions d’un
paramétre arbitraire K, définies et continues pour O <K <1; nous

supposerons que lorsque K tend vers 'unité —— et ——tendent uni-
el

[ 2|

formément vers zéro, de maniére que le quotient - converge conti-

ntment vers une limite finie A= (négative), alors que &, {, et ¢,
convergent vers des limites finies que nous désignerons par les mémes
lettres et qui seront telles que

b>1, di> o, —1<<f(<<I.

Notons, en passant, que ces hypothéses sont en accord avec les
conclusions que nous avons tirées de (1.4"). De méme, nous regar-
derons ®(s) =®(s, K) comme dépendant continiment du para-
métre K ; cela veut dire qu’étant donné un nombre positif v arbitrai-
rement petit, on peut trouver (sisn’appartient pas au voisinage de s,)
un nombre positif v}, (1) tel que

I(I)(SJ K) - (I)(s: I§1) l <,
pourvu que
K —Ki | <nu(n);

cela quel que soit K, 0 <K <1j pour toute valeur K de cet intervalle,
&(s, K) vérifie les condiiions de régularité que nous Iui avons
imposées au paragraphe 10.

Ceci posé, cherchons ce que deviennent, pour la valeur K=1 du
paramétre indépendant, les domaines & et F soumis a cette trans-
formation.

La portion de frontiére ¢ =—{, de I' s’éloigne a l'infini : il en
est de méme de son image 1, dans le plan z, puisque la distance d, de
'obstacle & cette paroi est inférieure a ¢,. Les deux domaines,

(**) Nous substituons donc le groupe ¢y, 4,, @, b des paramétres au groupe
équivalent b, b, o, @;, que nous avons regardé jusqu'ici comme indépendant
(c¢f. le paragraphe 9); on vérifiera aisément que moyennant les hypothéses faites
au sujet du premier groupe les paramétres ¢, et @, convergeront contintiment

vers les limites finies ¢/ et ¢, lorsque K tend vers 1.

THESE J. KRAVTGHENKO. 8
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limites de & et F que nous désignerons respectivement par €U et I/
correspondent donc bien au cas du sillage provoqué par un obstacle
en présence d’une seule paroi. Il reste a vérifier que les formules (1.4),
(1.9) et (1.15) se réduisent pour K =1 & celles que M. Villat a
construites pour de telles données.

La formule (1. 4) peut s’écrire, compte tenu de la valeur de D,

— y . t
f=— %Iog;_to — %bg(t——b)—i—z%-k %log(b— t).

Pour toute valeéur finie de ¢ telle que |a| >, on a
UR a—t b, t—1 t— ¢,
__‘l —_— ~ . 0.
T Oga—zo T roa—t, I+2(a——tu}—i ’

la série entre crochets étant convergente dansles conditions énoncées.

Sil'on fait tendre K vers 1, le second membre converge continiment
pour toute valeur de ¢ vers

A(t—ty),
compte tenu de I’hypothése sur le comportement de ul:; La for-
mule (1.4) prend donc pour K =1 la forme

(1.43) f:A(t—to)—qélog(t—b)—i—iL{Jl-i— %log(l)—[o),

qui permet, justement, de réaliser la représentation conforme du
domaine F’ sur le demi-plan supérieur &', obtenu en faisant tendre
dans le domaine @, a vers — o (cf. le paragraphe 9) (**).

(%) Remarquons que, d’aprés Pexpression (1.47) de £; et les hypothéses faites

e Ly &L

au début du paragraphe concernant les paramétres s, ¢,, a et b, on doit avoir

bA + %
lim¢{y—m —-
K=1 A
Il s’ensuit que les paramétres A, b et W', doivent étre assujettis a vérifier la
condition analogue a (1.4")
bA 4+ ¥

Vs
L<I

“Ig——A—’= ,

puisque, par hypotheése, lim ¢, la vérifie aussi.
K=1



Etudions le comportement de la correspondance entre les plans ¢
et Z.
A cet effet, nous posons

R@)y=@@—1)(t—=0b)=(t; —e)) (s — &) (L1 —¢,),

b h—t b
——I—g; 11— —§>

- _f“ dt __f” dt
UL R A VR

2wy (7Y de ' a
‘ ‘“f_» VR ()] f VR (1) |

(1.44)

La comparaison de ces expressions avec les formules (1.6) permet
d’écrire les égalités

I

\ Vial+1

20, [0, £ ———]20)],

<
“Vial—t

I
20} |S]0, ]S ——=]20}|,
\/|al+1

(1.45)

I
( Via[+2o
qui entrainent les conséquences suivantes :

1° Lorsque K tend vers 1, on a

(1.45) s lim Viae] o1= 20,

} im,/Tg] ws=2w;.

., W, . i .
2° La quantité = o (et, par suite, g = ™) est une fonction de K

réguliére pour K = 1. La demi-couronne d, image du domaine &,
tend donc uniformément vers la demi-couronne supérieure d' non
dégénérée.

Ainsi, les fonctions pu, {u et cu dégénérent pour K =1, puisque les
périodes 2w, et 2w,, 4 partir desquelles elles sont construites, dégé-
nérent. Au contraire, la fonction 0(¢, ¢) de Jacobi se comporte régu-
liérement pour cette valeur du paramétre : il y a donc intérét a
exprimer les formules de transformation (1.9) a l'aide de 6(v, g).



On trouve ainsi

(1.46) t:["j_” I 6’(»»1)] ;

4 20, G(p) )| 204

o) B()

RACET '9’(0)]

en utilisant les relations classiques

ANy JUR
SR () — e -ty

2 pu—py
et
P 1 H(v
Cu:n—1u+——(—2,
W, 20, 0 (9)
et en prenant
w“ 1 T | Y 1 - v
:——:—-I——-———{-——.—logL, = —.
20, 2 2 2 2w, 2T 2 Wy

Précisons d’abord le comportement du paramétre ¢,. Etudions
pour cela la quantité 2w, —y; d’aprés (1.6) et (1.6') on a, en
appelant « la valeur absolue de a,

” dt
ZM_K_{ﬁ Vi—a =0 -1

On en tire le développement limité suivant
/‘” dt
20, — Y =2
i _ b 1
p t\/t(t———a)\/(\l—7> (I—t,_,\)
/'“ dt f” dt
=af = s ..

Jo t\Ji(t—a) « C\t(t—a)

t 4 7 t.z . , I
ou le signe ... désigne une quantité qui tend vers zéro comme .-

Aprés avoir effectué les quadratures qui figurent au second membre,
on trouve finalement

4 4

(1-47) 20— Y= 2--%.1%_"_._
__ 4 4D

TTuT3aE T

Il s’ensuit, en tenant compte de (1.45"),

lim ¢, =1,
K=1
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et par conséquent

Hm o= ¢/,
K=t
en posant
7 1
= — — ——logZ
2 2077
et
wl
=
0y

pour simplifier les écritures, posons encore

(1.48) E==¢;—1
20
- 2m

La relation (1.47) nous fournit le développement limité

(1.49) 2w,e:{‘-<1—i—i>—!—...,

«w 3a

dont on tire, en tenant compte de (1.45'),

o' im— —_— Y
(1.49") ngzw, N (*).
Ceci posé, nons allons chercher les limites de chague crochet qui
figure au second membre de la formule (1.46). D’aprés (1.48) le

premier crochet peut s'écrire

a+b 1 0 (¢)
4 20, 0(¢)’

sil'on observe que
0(e04+1)=—0(¢).

+) Notons que d’apreés les résultats du paragraphe 9 on a
q P paragrap

s =Tz¢,

, i
s, tend donc vers zéro comme ﬁ .
a
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b'(e)
O(e)
e =0, peut se développer, en effectuant le quotient, en série de puis-
sances de ¢ de la forme

La fonction 6(¢) étant impaire, I’expression ¢

» réguliére pour

piey YO+ 967 07(0) +-. ..
¢ o ) =1+ 5%
0(:) 0’(0) - 38—‘ 6’”(0) ... $ 0 (0)

On peut donc, en tenant compte des formules (1.49) et (1.49"),
écrire
a+b 1 0(e) a2, b & 1870
4 2w 20 3 0/(0)

4 204 O(s)*[T

Il s’ensuit que le premier crochet de (1.46) converge uniformément
vers

é : 1 0///(0)

37 34w 0o ]’

Occupons-nous maintenant du second crochet; celui-ci s’écrit, en

utilisant I’équation 6(¢ + 1) =— 6(¢),
. 1 [0 (e—4w)  O(e)] __0(e)0"(¢)—072(") .. &
11&122—(‘;[0(‘)+ o 6(9)]_ () llm-2—w:+...
1 (") 0" (") — 072(¢")
T by B (¢") '

Il en résulte que, K tendant vers 1, la correspondance (1.46) con-
verge uniformément vers la limite

_ b 1 1 0”(o) 1 0(0)0"(0") — 02(¢")
f~_3+§[4m’,2 0'(0)]_40\)’,-’ 02(¢") )

Cette formule est équivalente a la relation de M. Villat

(1.50) t::%—k—p[‘i‘-logZ—w’j[w’,,mf;],

[
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qui réalise la correspondance entre les domaines %' et d'. En effet,
nous pouvons exprimer la fonction (¢, g') et ses dérivées au moven
P ’
de la fonction p(u'|lw , o uisque, rappelons-le, imt=+<'; on
i 17 173 I ? Ke=1 ?
a posé

W
=20, ¢'=— 2 logZ + .
in ‘

Dés lors, pour justifier (1.50), il suffit de remarquer que

L o 0(o') 07 (o) — Br2( ¢!
P[ullwnwnlz_é}i—{‘;qz ) (():(2)/) (V)’

et s’appuyer sur la relation

1 07(0) 3 M
T T Ca),

qu’on établit comme suit : on tire de l'expression de py qui
précéde,

1 0"(e) . 1 2™ n; ™
To? 009) —_‘[C u——pu,——w—i-uCu—e— a-u _——

i ®q

en lagant -, 2°(%) leur {u— ™
y rempiacan Aw.’ (%) par sa vaieur Cu — — u, et en supprlmant

les accents, désormais inutiles. Si 'on fait tendre ¢ vers zéro, le

premier membre de 1’égalité précédente tend vers 4—;— O;EO)), par
suite |

1 lim 6”’(0) _ :f)}

ho? 0 () — W

puisque hm (CPu—pu)=oetlimulu=1.

u=0

Remarque. —- D apres (1.44) et (1.50), Z s’exprime en fonction
de t au moyen de la relation différentielle

dZ dt
1.50 ©1__ -
(1-30) it L\ iG—0)(b—0)
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qu’on peut mettre sous la forme finie

z
9:I)1—]0gZ = _—i___’
ur WVE(—2) (6 —1)
en écrivant que les points Z et ¢ d'une part, Z=1 et t=—1, d’autre

part, sont images 1'un de l’autre et en convenant de choisir pour le
radical sa détermination arithmétique lorsque ¢ est réel et compris
entre —1 et 1.

Ainsi la formule (1.50) peut se déduire de (1.9) au moyen d’un
passage a la limite uniformément continu. Nous laisserons au lecteur
le soin de vérifier en détail que les formules (1.15), (1.19), (A), (A"),
(B) et (B’) du paragraphe 13 convergent uniformément vers les limites
qui s'obtiennent simplement en remplacant les éléments construits a
partir des périodes 2w, et 2w, qui y figurent par ceux qui leur corres-
pondent dans le systéme 2w, 2w). Il suffira de passer par l'inter-
médiaire des fonctions 6 et de tenir compte des conditions (1.16)
et (1.24).

On trouve ainsi que la fonction Q(Z) définie par (1.15) ou (1.23)
s’écrit, en substituant aux fonctions cu et pu la fonction 6(v, ¢) et en

tenant compte de (1,16) [¢f. XXIII;, T. M.](*7)

T~ . o7 —
O’(I();iz-i——'s—,q) 0’(11‘?—2——3, >
21T 2T " 2LT 2T

0(logZ+ s (]> e(log'L s

(1.51) QZ)—= # ®(s)ds

—

* T ’
2T 27 2(T 2T

/oy = \
. o (ol s N g (lesZ s )
i \ 2(T 2T * ) \ 20T om <)
ot TogZ T logZ
VA e ey
, L \2:im 27 207 2T R
logZ So
6<2iﬁ+§r’q>

logZ So ’
0( 20 2’ q)

W(s)ds

— tlog

Pareillement, les fonctionnelles Q'(1) et Q'(—1), définies par les

(*7) Pour la signification de cette notation, d'un usage constant dans la suite,
on se reportera au renvoi (*3).
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équations (A) et (A") du paragraphe 13 se mettent sous la forme

/9 _S_ . _s_’ " _s

v (207)=0( ) (209)
of S

. 6<2ﬂ’q>

xw@—wmmm%

ks

noQ =1
(1.5¢) Q(+1)= py

0
GG e)r (R )
(151" Q(—1)=-—

273 o S I
, O (;_‘_ -+ ;1 q)
s I
9’(—2; —+ ;,, q)
x [W(s) — W(nm)]ds + - p - s
A 0
"oz +309)

8(v, ¢) étant une fonction analytique de ¢ pour 0<g <1, il est clair
que les expressions précédentes de Q(Z), Q'(1) et Q'(—1) conver-
geront continiment vers leurs limites respectives lorsque K tendra
vers I.

Dans ces conditions, toutes les fonctions qui interviennent dans la
formule (1.14) convergent uniformément vers leurs limites respec-
tives lorsque K —1; a la limite on obtient la correspondance entre
les domaines @' et d'. Cela achéve de justifier notre assertion.

Il reste a faire voir que le probléme du sillage en fluide indéfini
peut étre envisagé comme cas limite du méme probléme posé pour
un courant en présence d'une seule paroi plane. Les éléments arbi-
traires de M. Villat qui caractérisent ce dernier régime sont ici A, b,
G, et B(s).

Envisageons encore ces éléments comme fonctions d’un para-
métre auxiliaire K, définies et continues pour 0o <K <1 supposons
de plus que lorsque K tend vers 1, les nombres & et ¢, augmentent

c vep s o . A s

indéfiniment de maniére que les quotients %1 et 7 tendent continiiment
vers des limites finies; au contraire, le paramétre ¢, devra avoir une
limite comprise entre — 1 et -+ 1. Dans ces conditions on voit comme

THESE J. KRAVTCHENKO. 9



[ -
[oied

ci-dessus que la paroi p, du plan z et son image ¢ =1, dans le plan f
s’éloignent indéfiniment. Le domaine F' que nous avons obtenu tout
a I'heure se réduit donc au plan f tout entier, fendu le long du
demi-axe réel positif, alors que son image @’ du plan z comprend, &
la limite, tout le domaine extérieur au sillage. Nous appellerons
respectivement A" et F” les domaines limites de @' et I’ pour K =1.

Le demi-plan supérieur & se réduit au demi-plan ¥’ sur lequel
I'image de la paroi p., serait réduite au point a I'infini. Vérifions que
pour K =1 la correspondance (1.43) entre les domaines F’ et ' se

réduit précisément a la correspondance entre %’ et I’. On peut
écrire (1.43) (**)

f= %[b(t— ) +b(b — to)log[]b:;o].

Or, pour toute valeur de zinférieur & 4 en module, on a le déve-
loppement
lo b—1t —h—t tp—
85—t b e

“+n,

. . ¢ ¢ e \ .
qui est convergent, puisque IZ [ et I +| sontinférieursar. Il vient donc,

aprés quelques simplifications,

f=— ﬂ‘zﬁ I-to(t—-to)—l— é(t3~—t‘-’) — 2%(&3—t2)+...].

Le second membre tend visiblement vers A,
a limiie de lfbl ; on O
entre F" et @". C.Q.F.D.

Les fonctions elliptiques & 1'aide desquelles on réalise 'application
conforme du domaine & sur d’ dégénérent pour K =1. En effet, les
paramétres de ces fonctions dépendent de K par 'intermédiaire de b

seul [cf. par exemple, les formules (1.44)]; formons le paramétre

N
-~
*
e
(=]
=]
?
[=5
g2
wn
Lol
o]
=
@

[

€y — €3

x:

e, — €3

(**) On aura soin de remplacer, dans (1.43), le paramétre ¢; par sa valeur
tirée de 'expression de #, [cf. le renvoi (*%)].
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On trouve [¢f. les formules (1.44)]

o2
A=

en tenant compte des relations

2b b b
€y == — 8221——-3-, ea:—l—g.

3

Ainsi, b augmentant infiniment lorsque K tend vers 1, % tend vers zéro

2

comme ;;danscesconditionslesformules(XXIL.T.M.)s’appliquent(*?).
Il vient d’abord, en désignant par ... des quantités de I'ordre de ZI
au moins,

= =t
(1.52) w'_zg/b—i—x_*_”" ; \/b+1_2[1 i—z(b+1)]log8(b+1)—!—....

Ceci montre que le paramétre ¢’ défini par (1.8) tend vers zéro, si K
tend vers 1; la demi-circonférence d’ se réduit donc, a la limite, au
demi-cercle unitaire supérieur d”.

D’autre part, la correspondance (1.50) entre tet Z peuts’écrire, en
utilisant la formule d’addition de la fonction pu,
e G gile @) b+: .

p(‘% logZ>—e;; p(& logZ>+ 4 —+1
im in 3

t =

ST

Or, d’aprés les formules de dégénérescence classique (XXII. TM.),
il vient

Wiy oo\ b1 1 . 13
p(;}]ODZ>—— T[I—z‘+.-.] [I _—'———' legZ N :l
Yl

On en tire, en divisant par b le numérateur et le dénominateur de la

(*°) On aurait d’ailleurs pu se passer de la plupart d’entre elles et obtenir
directement les développements limités dont il sera fait usage.



fraction qui figure au second membre de I'expression de ¢,

2

R
sin?® logZ
21

d’oli, en passant & la limite et en remarquant que

l=— 14

QO -
WO =

la relation finale
t —— ! <Z -+ -I-> ’
2 Y/
qui permet précisément de réaliser I'application conforme du
domaine %’ sur d".

Il reste a étudier le comportement de la fonction Q(Z) au cours de
cette transformation. Pour simplifier, nous ferons cette étude sur
Pexpression (1.51), équivalente a (1.15) de Q(Z); les conclusions ne
seront donc valables que pour ¢'<Z< 1. Mais il est possible
d’effectuer le passage a la limite ci-dessous sur la formule (1.19) et
justifier ainsi nos résultats méme pour |Z|=1.

La fonction ®(s, K) étant assujettie a vérifier ’ensemble des
conditions (V) pour 0K <1, on a, d’aprés (CXXIL,, T.M.), et en
négligeant les infiniment petits du premier ordre,

logZ s (lovZ s)
' I / 2= __
16(917T+27r) A nl_ [logZ s\ [looZ s\
- -+ - - =—|cot{ ———+ - )+ cot — =)+
24 logZ+_.s_ 24 logl._i) 2[ \ 21 2) 217 2}J
(zifr: 27 (2:'7: 27
. logZ
Sin T
_T i .
T o logZ s JogZ . s T

. ogZ .
sin® —— cos® -~ — c0s® —— sin
21 2 21
. m 1— 72

I 1— 2Zcoss + 72 e

de sorte que, a la limite, la fonction Q(Z) se réduit &

r [T 1— 722
(1.52) Q(Z)_E[ @(s) 1——2Zcoss+Z‘2ds’
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forme sous laquelle on reconnait sans peine I'expression bien connue
que M. Villat a donnée de Q(Z) dans le cas du fluide indéfini.

Le lecteur vérifiera d’une maniére toute semblable (en utilisant
la formule précédente et la formule XXXII, T. M.) que les expres-
sions (1.51") et (1.52") de Q'(1) et Q'(— 1) se réduisent contintiment,
pour K = 1, aux formes suivantes :

ds

(1.52) @ 1)=$f [~ W )] -2 —col 2,
0 sin® ~

52 @(n= 5 (W) W@ -2~ ang,
0 cos? ~
2

obtenues directement par M. Leray.

En définitive, la continuité des passages a la limite qu’on vient
d’effectuer a été vérifiée pour toute valeur finie des variables ¢ et f.
Notons aussi qu’on aurait pu faire tendre {a{ et 4 vers I'infini simul-
tanément; on aurail alors pu déduire directement les formules
intéressant le sillage en fluide indéfini de celles que nous avons données
pour le cas du canal.

Dans le cours du chapitre III, nous ferons connaitre les réciproques
des théorémes que nous avons énoncés dans le présent paragraphe;
aprés avoir établi l'existence des éléments caractéristiques de
M. Villat : 4, ¢., @, b et ®(s) correspondant & une configuration
donnée a priori dans le plan du mouvement, nous montrerons, par

exemple, que le quotient Iqu%l reste effectivement fini et non nullorsque
la paroi ., s’éloigne indéfiniment.

Remarquons enfin que nous avons laissé de c6té le cas ou & (pour
fixer les idées) tend vers 1. L’étude approfondie de ce cas est réservée
pour le chapitre III; mais d’ores et déja, nous pouvons remarquer
que les formules de M. Villat deviennent alors illusoires puisque,
w, devenant ici infini, les fonctions elliptiques dégénérent, alors que

leur argument devient infini.

14, 1l est intéressant de montrer comment on peut retrouver
certains résultats du paragraphe 14 en utilisant 'expression de la
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fonetion Q(¢) dans le plan de la variable complexe t=1,-+ it, [¢/.

fig- 3]

Cherchons, en effet, la fonction analytique

Q) =0(t, ;) + iT(ty, t2),

réguliére dans le domaine % (y compris le point a I'infini) et définie
dans son domaine d’existence par les conditions frontiéres suivantes :

——W§t1§a,

O (¢, 0)=0o, pour { b<ti<oo,
O (¢, 0)=P(¢), pour — 1545,
ast <1,

T (¢, 0)=0o0, pour { 1<4< b,

ou ®(¢,) désigne la fonction arbitraire de M. Villat. Pour résoudre le
probléme de Dirichlet mixte correspondant aux données précédentes,
nous envisagerons, avec MM. Volterra (*°), Signorini (*') et
Demtchenko (°?), 1a fonction auxiliaire

w(2) =6(L, &) +it(t, L),

définie dans le demi-plan supérieur % par la formule
Q)
V(e—1)(t—a)(t—0)

ou le radical est pris avec sa détermination arithmétique pour zréel et
trés grand ; on voit immédiatement que

o(t)=—

Gee . { —eoo<t,<1,

(ty, 0)= o0, pouri 1< <00,
@(¢ ' Dy

9(¢, o) (&) pour —1 <451,

Va2 (h_b)

Cela montre que 6(,,,) est connue le long de I'axe réel ¢, ; d’aprés

(%) Sopra alcune condizioni carractéristiche per le funzioni di variabile
complessa (Annali di Matematica, 2° série, t. 11, p. 1-55).

(%) Sopra un problema al contorsio nella teoria della funzioni di variabili
complessa (Annali di Matematica, 3° série, t. 25, p. 253-293).

(**) Loc. cit. (7).
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un résultat absolument classique il en résulte

o= [T,

T t—

—_—n

Pintégrale étant prise le long de 'axe réel d’ou1, en remontant & Q(z),

153) Q) —=— VEC D == + (') de’ ,
( ) (t> ﬁ\/(t I)(t a)(t b)£1 (t—ll)\/(llg——l)(t’—a)(l/-—b)

la constante imaginaire pure, additive de la formule se réduisant a
zéro, puisque
T (¢, 0)=o, pour aSt $—1.

Nous renvoyons aux raisonnements exposés dans des mémoires
originaux pour légitimer en toute rigueur la formule qui précéde, et
notamment pour montrer qu'elle garde un sens pour de trés grandes
valeurs de | ], lorsque la fonction ®(¢) vérifie les conditions analogues
aux conditions (V). Mais il est essentiel de préciser que la fonc-
tion ®(7) sera assujettie & vérifier la condition

-t ®(t)de
1.5 —
(156 f_ V= —nt—a) =

que 'on déduira de (1.16) en y remplacant la différentielle ds par sa
valenr définie par la relation (1. 10").

Ceci posé, les résultats du paragraphe 14, relatifs a la dégénéres-
cence de la fonction Q(Z), se lisent sans difficulté sur la formule (1.53).
En conservant les notations et les hypothéses du début du paragraphe
en cause, on voit d’abord que la fonction Q(z, K), envisagée comme
fonction de K, est continue par rapport a son argument dans le voisi-

nage de K —=1;lorsque K tend vers 1 { c’est-a-dire lorsque cll tend vers

zéro), on a donc

1.55) lim Q :_i-t%—r—/“ ®(¢) dr .
(1.55)  lim Q(1) —VE=1)(t—b) V= =)

Or, le second membre de (1.55) représente précisément la fonc-
tion Q(¢?) relative au cas d'une configuration caractérisée par les élé-
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ments A, b, ®(¢) [cf. le précédent paragraphe], c'est-a-dire d'un
courant fluide limité par une seule paroi plane et heurtant un obstacle.
La fonction ®(s), relative au cas du courant limité par une seule
paroi plane, est toujours assujettie & vérifier la condition (1.16). Cela
s’écrit, en remplacant s et ds par leurs valeurs tirées de (1.50),

+1
(1.56) f 11T E—
 Vomme=h

Simaintenant on fait croitre indéfiniment b (les hypothéses énoncées

au précédent paragraphe étant toujours remplies), on trouve, a la
limite, la formule

ey e YOAY /4
Qoy=— LyES f __ew@hdr |
) ”\/ [ - (E—)W(r =)

qui fournit la fonction Q(¢) relative au cas du fluide indéfini et que,
d’ailleurs, la transformation

¢ I

permettrait de réduire a la forme classique (1.52) : on notera que la
transformation précédente est précisément celle qui fait correspondre
au demi-plan supérieur &", relatif au cas du fluide indéfini (cf. le
précédent paragraphe), l'intérieur du demi-cercle supérieur auxi-
liaire du plan Z.

L’expression de la fonction Q(¢) construite ci-dessus peut servir de
point de départ a toutes les théories exposées dans ce travail; elle est
d’'une obtention plus simple, puisque sa démonstration ne fait pas
appel au plan auxiliaire Z et, d’autre part, elle permet d’éliminer
I’emploi des fonctions elliptiques qui rendent difficile toute étude des
solutions indéterminées, considérées comme fonctionnelles des para-
meétres a et b.

M. A. Oudart s’est du reste attaché a présenter la théorie des
sillages, méme dans des cas plus compliqués que ceux traités ici, en
se placant systématiquement au point de vue que nous avons adopté
au cours de ce paragraphe; son travail, encore inédit, étend les résultats
de notre mémoire au cas du canal & parois curvilignes.
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CHAPITRE I1.

Validité physique des solutions des problémes du sillage
et de la proue.

15. Osser pu caarrrre. Lesve prELnaNaiRe. — Nous nous proposons
d’examiner les solutions indéterminées de M. Villat du point de vue
de deux conditions de validité physique de M. M. Brillouin. Nous
ferons d’abord connaitre des classes étendues de fonctions arbi-
traires ®(s) de M. Villat, qui conduisent a des solutions entiérement
acceptables du probléme du sillage. Puis nous étendrons au fluide
limité par deux parois planes les théorémes de validité que M. Leray
a obtenus pour le probléme de la proue en fluide illimité.

Dans la suite nous utiliserons fréquemment le lemme suivant, déja
utilisé par M. Leray : « Considérons une fonction ®(s) satisfaisant &
I’ensemble des conditions (V) et une fonction réelle R(s, s,) des
variables réelles s et s,, définie dans le domaine a<s<f3, 0<s,<m,
ou elle est continue; R(s, 5,) est supposée décroissante par rapport
a 5,. Dans ces conditions, la quantité I(s)

l(s):f R(s, 50)®(s1) ds:
0
est négative ». On a, en effet,

1(s>=f“[R(s, $0) — R(s, 0)]®(s1) s,

compte tenu de I'équation (1.16); or,

R(s, 5,) — R < .
(s 50) (qi'(;fiig} pour sZs,,

la derniére inégalité résultant de (1.18). L’élément différentiel de
I'intégrale I(s) est donc négatif ou nul : comme il ne peut étre
constamment nul, en vertu des conditions (V) et des hypothéses faites
sur R(s, 5,), I(s) est négative et non nulle. Bien enlendu I(s) serait
positive si R(s, s,), envisagée comme fonction de s,, était croissante.

THESE J. KRAVICHENKO. 10
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16. ALLURE DES LIGNES LIBRES. DEUXIEME CONDITION DE VALIDITE DE
M. BriLLouix. — Considérons unsillage caractérisé par les constantesa,
b, 41, 4, et la fonction ®(s), assujettie 4 vérifier les conditions (V).
On a le théoréme suivant.

Tuiorime I. — L’ordonnée y de chaque ligne de jet varie toujours
dans le méme sens le long de chacune d’elles depuis le point de déta-
chement jusqu’au point a 'infini; elle est non décroissante le long de X,
et non crotssante le long de )\,.

D’aprés (1.14) la dérivée af 2 vaut sin@®(X, o) ou sinQ(X, o) le long

des lignes libres; tout revient donc a établir que I'angle ©(X, o) n’est
pas négatif sur %,, et n’est pas positif sur X,.
Or, 'équation (1.15) peut s’écrire

=t 91 1ggz, — O O 107 ©
(2.1) QZ)= ﬁf <I>(31)[C<mloal ﬁsl>+c<ml g7 . rsl>]d81
:l:;[ @(31)[C<:J—;10gz—&;51>+t< 1100Z ¥91>
—2§< 1logZ)]ds1
— ds,
— °P<—lob >f (I>(si .

i lO‘TZ) P?.ﬁ

compte tenu de 'équation (1.16) et de la formule CIIL, T. M. Sur le

segment (g, 1) de l'axe réel, 'imaginaire pure ,.—logZ varie de w,

A zéro; il s’ensuit que ¢p’ ( i log Z) est une quantité réelle positive.

La fraction réelle
I

PilogZ ) — p 1
p(;an) ps

b

envisagée comme fonction de s, , est décroissante dans I'intervalle o, «,

puisque p( 1logZ) est réel et compris entre ¢; et — oo, alors

que p——' sy décroit de + o a e, quands, croit de o & =
™



Dans ces conditions, le lemme du paragraphe 15 s’applique; la
fonction Q(Z) est réelle et non positive si Z est réel et positif. On
établirait tout pareillement que sur le segment (— 1, — g), Q(Z)n’est
pas négative; enfin, la partie réelle de Q(Z) ne peut prendre
pour g < |Z| < 1 les valeurs == 7, valeurs maxima et minima de cette
fonction sur les frontiéres de Cj cela démontre notre théoréme (**).

Ainsi, lorsque I'on place les points de détachement aux extrémités
de l'obstacle (probléme du sillage), I'obstacle et les lignes libres
forment une courbe dont I'intersection, avec toute paralléle avec O,
se réduit & un seul poiant. Les lignes A, et A, ne recoupent donc pas
I'obstacle et ne se recoupent pas. Le domaine & ne se recouvre donc
jamais; sa frontiére est dépourvue de points doubles. Par suite, la
solution indéterminée du probléme du sillage, déduite d’une fonc-
tion ®(s) vérifiant les conditions (V), satisfait toujours a la deuxiéme
condition de validité de M. Brillouin. Au contraire, la solution du
probléme de la proue, posé relativement a l'obstacle caractérisé

(¥*) Voici comment on pourrait obtenir la démonstration de ce théoréme en
utilisant le domaine ® et les formules (1.53) et (1.54). En retranchant du
second membre de (1.53) 'expression

_iJ(E—1(t—a)(t—0b) o ®()de

T t— 1, )(b-—z’)(t’—a)’

nulle en vertu de (1.54) et dans laquelle ¢, désigne l'abscisse de l'image du
point de bifurcation, nous avons, pour 1< ¢<C¥d,

o zl\/(t“—l)(l—a)(b—t) 1 () (¢ — t,) dt’ )
0=z (t—t) f_1 Va—12)(b—=t)(f—a)(t—1)

L’élément différentiel de l'intégrale du second membre est positif, puisque le
radical qui y figure est positif et que, d’autre part, le produit

(1) (¢ — &)
n'est pas négatif pour — 1< #<1, puisque

P20, pour £ 2 &,
@) <o, pour t< e,

La démonstration du théoréme s’achéve dés lors comme dans le texte.
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par ®(s), peut n’étre pas satisfaisante, puisque les arcs tels que I/’4\C
(voir fig. 1) peuvent recouper les lignes libres; une discussion supplé-
mentaire est alors nécessaire.

On a déja fait observer (¢/. § 7) que les lignes libres ont une forme
particuliérement satisfaisante du point de vue physique lorsqu’elles
sont convexes vers le courant; il e est ainsi moyennant les conditions

dQ

—i1$Z2<—gq.
dz

La discussion que nous venons de rappeler prouve d’ailleurs que
I'inégalité (1.2) de M. Brillouin n’est satisfaite que si la condition
ci-dessus est remplie; celle-ci apparait donc comme une condition
nécessaire de validité. Nous allons préciser le signe de Q'(Z) pour Z
réel dans un certain nombre de cas particuliers; cette étude repose
sur les lemmes suivants.

Lesmme I. — Quelle que soit la fonction ®(s) vérifiant les condi-
tions (V), Q'(Z) est négative (**) pour L réel, dans le voisinage des
points L, ="gq.

En chacun de ces points, en effet, Q(Z) est analytique; la différen-
tiation est donc toujours légitime et I’on trouve

2(—gy=21 [T [p(2 d
q =g i )| p n_s—i—w2 +p —_’—r-s—-mz — 28, | ds,

relation qui s’écrit, en tenant compte de VII, T. M.,

2 Kl
9'<—q>=—2—‘;"-(e1-eg><e2—e,>/ _ 20 4
w°q Wy
p—s—e,
f ™

. I ’ . .
Or, la fraction ——— est réelle et croissante dans l'intervalle o, n;
p 7;‘ §— €y

d’aprés le lemme du paragraphe 15, I'intégrale du second membre
est positive. Par suite Q'(— ¢) < o.

(%) Comme il était, du reste, & prévoir, compte tenu du résultat que l'on
vient de démontrer.



Lemme 11. — Toute courbe d’équation ®(X, Y) = const., intérieure
au domaine d et issue d’un point du segment (— 1, — q), ne peut aboutir
qu'd un point Z=e", s,<s<=

La fonction @(X, Y) étant analytique le long de I'axe réel et
prolongeable par symétrie a travers cet axe, ne peut prendre sur OX
des valeurs isolées; chaque point de I’axe réel est donc I'origine d’une
courbe d’équation O(X, Y) = const. et issue de ce point.

Ensuite, cette ligne est analytique réguliére a I'intérieur de d (et par
suite de C); elle ne peut donc présenter de point d’arrét dans d. Elle
ne peut aboutir & un point du segment (— 1, — ¢); sinon, en prenant
le symétrique de cette courbe par rapport a OX, on obtiendrait un
domaine fermé, limité par une courbe simple le long de laquelle la
fonction harmonique @(X, Y) serait constante, donc constante dans
tout le domaine. La courbe @(X, Y) = const., issue d’un point du
segment (— 1, — ¢), ne peut atteindre un point du segment (g, 1),
puisque ®(X, Y) est positive sur 'un des segments et négative sur
P'autre. Cette courbe ne peut enfin aboutir a un point de |Z]|=g,
puisque O(X, o) n’est pas nul pour — 1< X < —g; donc elle doit
nécessairement atteindre un point de I'arc 5,Ss<w de Z=¢" le long
duquel © (coss, sins) n’est pas négative.

PRy

o ~
Lwauey ac ucu.,b [JULILL.) ub.)ulu.ta ut: \—-— i, — y) iic ilcuvc avoir

communs a lintérieur de d.

En effet, Q(X, Y) étant uniforme et réguliére dans d, cette éven-
tualité ne pourrait se présenter que si les constantes C, et C, étaient
égales; or, les raisonnements précédents prouvent que cela est
impossible.

Cela posé, on a le théoréme suivant :

Tutorime 1I. — Si l'arc ®, de I'obstacle (ou ©,) posséde des points
d’inflexion, la ligne libre ', correspondante (ou \,) peut avoir n—+ 1
points d’inflexion au plus.

D (s)

. . , . d .
Pour simplifier la démonstration, nous admettrons que —— existe
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et est continue pour o<s<w sauf pour s=s,; par hypothése, elle
s’annule donc ~ fois dans I'intervalle 5,<s<n. Ceci posé, soit Z =X,
Paffixe d’un point de l'intervalle —1<X,<{—g¢q ou Q'(Z)=o;
Q(Z) étant analytique pour ¢<|Z| <1, O(X, o) n’est pas une valeur
de O(X, Y) isolée dans le voisinage de Z=X,. Il part donc de ce
point au moins deux courbes d’équation O(X, Y)=0(X,, o) qui
aboutissent, d’aprés les lemmesII et III aux points Z = e et Z = "}
5058, < s, <.

Si so5%£+s,, la valeur de ®(coss,, sins,) est bien définie; on a
donc ®(s,) = ®(s,), ce qui ne peut avoir lieu que si ¥'(s) s’annule au
moins une fois dans l'intervalle s,, s,. Il peut donc y avoir au plus
n points d'affixes X,, X,, ..., X (—1< X, <...<X,<—q) tels
que : 1° Q' (X,, 0)=0; 2° les extrémités Z = ¢, Z = ¢"i des courbes
0(X, Y)=0(X,;, 0), issues des points Z =X, soient intérieures a
I'arc s, < s< .

Ilreste a discuter le nombre de zéros de Q'(X, o) pour X, < X < —g¢q
dans I'hypothése s,=+s,. Dans ce cas, on ne peut avoir s,=5¢;
sinon O(X, Y) serait constant sur la frontiére d’'un domaine simple
et, par suite, constant dans d. Avec nos conventions, on a donc
§, > s,=15,. Or, d’aprés les lemmes I et II, toutes les courbes d’équa-
tion O(X, Y)=0(X/, o) issues des points Z=X, X, X' <—gq
aboutissent nécessairement au point Z = Z, sans se recouper a l'inté-
rieur de d. Il en résulte, d’aprés la formule (A) du paragraphe 10,
qu’aux A croissants et, par conséquent, aux X décroissants, ne peuvent
correspondre que des valeurscroissantes de 0, et, par suite, de (X', 0).
ii s’ensuit que la dérivée de &(X, 0)={(X, 0) ne change pas de
signe sur 'intervalle considéré (**) X, < X <— ¢; cela établit notre
théoréme.

Ce théoréme entraine les conséquences suivantes :

CoroLtAre I. — Chacune des lignes libres ), et \,, correspondantes
aux profils formés de deux arcs @, et @, convexes vers le courant, ne
peut avoir plus d’un point d’inflexion.

(%) Ce fait est & rapprocher du lemme I du présent paragraphe.
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. ad PN
Cela résulte du fait que — () est, dans ce cas, négative dans chacun
ds ’
des intervalles 0<s<s,, 5,Ss<m.

Corovtare 1. — La condition nécessaire et suffisante pour que les
lignes libres A, et L, correspondant aux profils visés par le précédent
corollaire, sotent convexes vers le courant s’écrit

()
dZ A==

D’aprés (1.36), cette condition est manifestement nécessaire; il
reste 4 faire voir qu’elle est suffisante. Le précédent corollaire montre
que X, et A, possédent un point d’inflexion au plus. Dés lors, pour
que ces lignes en soient dépourvues, il suffit qu’elles soient convexes
vers le courant aux points de détachement P, et P, ; en effet, elles le
sont, d’aprés le lemme I, 4 I'infini.

Or, linégalité [Q'(Z)],_.,So exprime justement le fait que les
détachements de A, et de A, sont, soit en amont, soit en proue
[¢f. (1.36)]. Dans ces deux cas, A, et A, sont convexes en P, et P,,
puisque 'obstacle y est convexe.

VAN

0.

Remarques. — 1° Ce théoréme constitue 1'extension au cas dissymé-
trique d'un résultat da a M. Villat.

2° Dans le cas ou 4,, par exemple, présente un détachement en
proue, les résultats ci-dessus ne suffisent pas a assurer ie non-recou-
pement de A, avec 'obstacle, supposé prolongé au deladeP,; a priori,
la condition de validité de M. Leray n’est pas satisfaite et une étude
supplémentaire est nécessaire.

Dans certains cas, il est possible d’abaisser la borne supérieure que
le théoréme précédent assigne au nombre des points d’'inflexion d'une
ligne libre; c’est notamment le cas de l'obstacle dont la fonction
caractéristique ®(s) vérifie, outre les conditions (V), les conditions
suivantes : la dérivée ®'(s) existe et est continue dans chacun des
intervalles 0 <s<s; et 5,<s<m; 3, et 3, désignant deux nombres tels
que 5,58, <net0<3,<s,, ®'(s) est négative pour 0<s<3, et &,<s<m,
positive pour 3,<s<s, et 5,<s<3,. Autrement dit, I’obstacle corres-
pondant sera formé de deux arcs concaves vers le courant, formant au
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point de bifurcation un angle rentrant ou saillant et dont chacun est
prolongé d'un arc convexe; comme cas limite, chacun des quatre
arcs ci-dessus pourra étre supposé réduit a un point, en sorte que
pour 8, =s,= S, on obtient des obstacles convexes visés par le corol-
laire I. Ceci posé, on a le théoréme suivant :

TutoriMe III. — Lorsqu’'une solution du probleme du sillage est
construite a pariird’une fonction ®(s)vérifiant les conditions énumeérées
ci-dessus, chacune des lignes libres correspondantes ne peut avoir plus
d’un pownt d’inflexion (alors que ce nombre maximum serait de deux
d’apres le précédent théoréeme).

En effet, le nombre maxima de points d’inflexion éventuel de A,
serait de deux; soient X, et X,, (— 1< X, <X, < — ¢) leurs images
sur d. D’aprés ce qu'on a vu, l'une des courbes O(X, Y)=0(X,, o)
aboutit nécessairement au point Z =7 sinon, il ne pourrait y avoir
qu'un point d’inflexion sur A, .

La formule (A) du paragraphe 10 prouve que @(X,, 0)<®(s,+ 0);
il en résulte, d’aprés nos hypothéses, 0(X,, 0) < ®(2,). Par suite, les
autres courbes d’équation O(X,, 0) =0(X, Y), et 'on sait qu'il y en
a au moins une, atteindront le cercle|Z|=1 en un point Z = ¢* tel
que s, >3,. Or, cela empéchera deux courbes d’équation

0(X, Y)=0(X,, o)

d’atteindre I'arc 5,<s<n de Z=¢" en deux points Z=¢" et
Z =e" tels que la dérivée @'(s) s’annule dans l'intervalle 5,<s<s).
i h

Cette remargue établit notre théoréme

4 2iaT .

Cororiare I. — La condition nécessaire et suffisante pour que les
lignes libres N, et Ay, qui correspondent aux fonctions ®(s) visées par
Uénoncé du théoréeme IlI, soient convexes vers le courant, est que la

condition de M. Villat,
. Q(x1)<o,
soit satisfaite.

La démonstration est identique a celle du corollaire II du théo-
réme II.

CorovLae II. — Si la fonction caractéristique ®(s) pourvue d’une



dérivée continue dans chacun des intervalles 0 <s<s,, s,<s<m, conduit
& un obstacle dont 'arc @, (ou ©,) est concave, la ligne libre \, (ou \,)
n’a pas de point d’inflexion.

Cela résulte des raisonnements mémes employés pour établir le
théoréme III.

Remarque. — Dans le cas que nous venons de considérer, la ligne 2,
ne peut pas présenter en P, de détachement en proue. En effet,
A, serait osculatrice en P, & I'obstacle, donc concave vers le courant
dans le voisinage de ce point, et convexe a I'infini, d’aprés le lemme I.
Elle présenterait donc nécessairement un point d’inflexion, ce qui est
impossible. On peut arriver a cette conclusion en discutant la nature
du détachement & partir des formules (B) et (B’) du paragraphe 13.

17. Eruoe ok va roxcrion T(X, Y). Premtire connrrion pe M. BriLourn.
— Lesillage étant caractérisé, comme précédemment, par les éléments
arbitraires de M. Villat, nous nous proposons de I'étudier du point
de vue de la premiére condition de validité de M. Brillouin qui
s’écrit, d’aprés (1.2) et (1.12),

(2.2) T<o.

Nous avons vu (¢f.§ 9) qu’il n’y a besoin de vérifier cette condition
que ie long des images de 1’obstacle et des parois. Le théoréme I
ci-dessous affirme que les vitesses sont toujours acceptables le long
de Z=g¢e*, 0<s<m.

Tout revient alors a vérifier 1'inégalité (2.2) le long du demi-
cercle supérieur Z = ¢%; le théoréme III fait connaitre une condition
suffisante de validité.

Tutorime I. — La premiére condition de M. Brillouin est satisfaite le
long des parois du canal.

Faisons, en effet, Z = g¢* dans laformule (2. 1). La fonction Q(ge®)
se réduit & 1T (ge™); il vient, en effet,

[V .
—logZ = —* 5 + ws,
in T

THESE J, KRAVTCHENKO. B
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Tigery =2 p (Leran) [ 00) s
" " 0 p(-wl- s -+ ux,) —p Drg,
=

3

La fonction

estréelle puisque p (E::’ s+ c03> est réel dans 'intervalle 0 <s<%; envi-
- =52

sagée comme fonction de s,, elle est une fonction réguliére et décrois-
sante de celle variable dans l'intervalle o <5, <. D’aprés le lemme du
paragraphe 13, I'intégrale qui figure au second membre de I'expres-

sion de T(ge") est négative. Par ailleurs, la quantité p’ (%s—i— <03>

est positive pour o < s <=, ce qui démontre notre théoréme.
On peut préciser davantage, en étendant au cas dissymétrique
I’énoncé suivant de M. Jacob.

. poo o dl is .
Tutorime II. — La dérivée %jg-(ge"‘) ne s'annule qu'une fois dans

Uintervalle o < s < m.

1° En effet, les fonctions harmoniques conjuguées O(X, Y) et
T(X, Y) sont analytiques pour Z = ge” (¢f. 9); elles vérifient donc,
le long de ce cercle, 'équation
(2.3) 9 L dligen),

/n / ds

)

ou n désigne la normale intérieure au domaine d. Jointe a la rela-
tion ©(ge") =o0,(2.3) montre que, dans le voisinage du point Z = ge”,

. 7 e , . "] is
la fonetion O(X, Y) est positive ou négative selon que ﬂ(di—e;) est
ositive ou négative en ce point. D’aprés cela, si “\7) gannule
P g point. p ’ ds

pour s = ¢ en passant du négatif au positif, par exemple, O(X, Y) sera
positive dans le voisinage de I'arc Z=g¢e™, s >¢ et négative dans
celui de l'arc Z=ge”, s <e; ceci entraine 'existence d'une ligne,
au moins, d’équation O(X, Y) = o, issue de Z = ¢¢*, autre que | Z ! =o
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et intérieure au domaine d. De plus, une de ces lignes (on pourrait,
en précisant un peu le raisonnement, établir dés maintenant qu’elle
est unique) est orthogonale & | Z | = ¢, puisque, d’aprés (2.3), il vient

) B
7’; Z:r/e“_“ °

et que, d’autre part, ce zéro du premier membre est nécessairement
d'ordre 1.

2° Les lignes ©(X, Y)=o0, dont on vient d’établir 1'existence,
aboutissent nécessairement a un point Z = €.

En effet, aucune d’elles ne peut atteindre le cercle |Z| = ¢; sinon,
la fonction harmonique @(X, Y), réguliére a l'intérieur du domaine
limité par cette ligne et | Z|= ¢ serail nulle sur ses frontiéres, donc
nulle partout dans d. [.e méme raisonnement prouve que deux lignes
en cause ne sauraient avoir de points communs dans d. Par ailleurs,
on a vu que la ligne ©(X, Y)=o issue de Z = ge” ne peut atteindre
un point de I'axe réel (¢/. § 16, lemme II).

3° Ceci posé, on a, en tenant compte du lemme du paragraphe 16,

de 10
g’(—l—(]):((—;;) <()7 Q’(—'(/):—<( > <O;
l=q L=-—y

n

dT(qu>(

s ) pour Z=—=y.

-

.. , ., dT(ge*
Ainsi, la dérivée %75—8—)

change de signe dans1'intervalle o< s< =,
et cela un nombre impair de fois. Montrons qu’elle ne peut admettre
qu'un seul zéro, par exemple qu’elle ne peut changer de signe
pour s=g,, S==€x, S =1¢;, €, < €< &,.
IT (g% . .

En effet, dans ce cas, - d(;] ) serait positive pour g, < s< ¢, et
négative pour €, < s < g,.

Considérons alors le domaine b, limité par I'arc Z = ge"(e,$s<¢,)
par les deux courbes d’équation O(X, Y) = o, issues respectivement
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de Z = ge* et Z = ge™, contigués acet arc; enfin, 'arc de Z = ¢* aux
extrémités duquel aboutissent les courbes @(X, Y)==o0 précédentes
— compte tenu de l’alinéa 2°

D’aprés ce qui precede > o pour Z=gc", e, < s<ey; 0(X,Y)

serait donc positive dans Ie voisinage de cet arc. Ceci exige que le
domaine b atteigne l'arc de Z=¢", s >s,, ou O(X, Y) prend des
valeurs positives ou nulles ®(s); sinon (X, Y) serait nul ou éven-
tuellement négatif sur les frontiéres de b et, par conséquent, nul ou,
éventuellement, négatif dans b, ce qui serait contraire a 'hypothése.

Il suit de la que @(X, Y)2o sur les frontiéres du domaine limité par
7. =qc”, e, < s< gy, le segment (— 1, — ¢) de I'axe réel, 'arc | Z| =1
et la ligne @(X, Y)=o issue de Z= ge*. Or, le raisonnement de
I’alinéa 1° prouve que ®(X, Y) est négative dans le voisinage de
I'arc Z=gqe®, e,<s< g4 appartenant a ce domaine. Cette contra-
diction établit le théoréme que nous avions en vue.

Remarques. — Ainsi, la fonction T = qe"‘ n’a qu’un seul minimum,
s=c¢, le long de |Z|=g¢, image des parois @,, , du canal; comme
T(q)_T( q)=o0, T(ge*) est constamment negatlve. Il y aplus.
La fonction ®(X, Y) change de signe lorsque le point Z=X + /Y
traverse une ligne d’équation O(X, Y)=o; les raisonnements
ci-dessus prouvent que la ligne (X, Y)= o, issue du point Z = ge*,
est unique et qu’elle aboutit nécessairement au point Z=72,. Cette
courbe partage donc le domaine d en deux domaines partiels b, et b,;
0(X, Y)2o dans b, attenant & l'image de A,; O(X, Y)<o dans
I'autre.

Il reste a étudier et & discuter la condition (2.2) le long de I'image
de ’obstacle; on a, d’aprés la formule (1.20) de M. Villat,

T(ei“):%;f [(D(sl)—(b(s)ﬂ[ s——sl)—l [%(S—i—si)]%ds, 2’“‘"’sq>(s)

0

Transformons le second membre au moyen de la formule

u T 27 . rTu
C(u):ﬂ‘—--i——-(,ot—— - 2 sin
0, 20, 20, | ),
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(¢f. T. M. CVL,); nous poserons, pour simplifier,

1l vient

27,0 T s+ s s— 8
ou[E(u + ) + ¢ (0 — )] = 20 1s+5[cm—2—1+cm . J

2r

-+ 2n2 : z;] [sinr(s -+ s;) + sinr(s — s;)],

d’ou, en tenant compte de I'équation (1. 16) et aprés quelques calculs
faciles,

(2.4) T(en) =202 [T 2= B0 g,
m J, coss;— coss
+ Q—Z 7 ‘,‘sinrsfzq)(Sl)COS"& ds,.
ﬂr-—l 1—q~ 0

Nous désignerons, suivant 'usage, par =(s), la premiére intégrale
du second membre. On sait que la fonction <(s) est égale — d’apreés
une formule bien connue de M. Villat (°**) — au logarithme de la vitesse
le long des obstacles, construits en fluide indéfini a partir de la méme
fonction arbitraire ®(s). (Ces obstacles en fluide indéfini dépendent
d’un seul paramétre.) Ceci posé, on a le théoréme suivant :

Tueorime iil. — La dyférence T(e”)— <(s) esi siremeni néguaiive
lorsque le paramétre q (™) est inféricur a 0,517.

Posons, en effet,

S
Sy 81) = ~ SIn /s COSrs;.
o (s, 81) 71'}-‘ Py 1

1

On a, d’apreés (2.4), B
e =e(s)+ [ (s)(s,5) ds.

Pour démontrer le théoréme, il suffira d’établir, d’aprés le lemme

(®°) Cf. loc. cit., Apercus théoriques, page 9.
(°") Le paramétre g est relié aux éléments a, & de M. Villat par les for-
mules (1.6) et (1.8).
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du paragraphe 13, que v(s, s5,), envisagée comme fonction de s,, est
décroissante dans I'intervalle (o, %), quel que soit s, 0<s<m; cela
équivaut a vérifier I'égalité

oss <,

<0 our -
P ; 0S5 ST,

()’
(2.5) ()jl

C’est a cette vérification qu’est consacrée la suite de la démons-
tration. Mettons ¢(s, 5,) sous la forme

] — (/2/"

s i 7z . = 2 R
;—(p(s,sl):ZIl—q”smr(s—l—s,)-Jf—E Vi = sinr(s—s,).
1

1

Nous transformerons le second membre 41’aide de l'identité élémen-
taire (°*)

»

(2.6) A(w) :2 l—i%ﬁsin ru :2 qrsin ) :2 V(w)
L

(L— 2¢*! cosu -+ g7
r=1 p=Li

ou

, o3P sinu
2. Vo, ()= .
(2.7) p(@) = %G COS U —+— gHY

(**) Pour démonirer ceite formule on peut procéder comme il suit. On a

= '(!__)/‘ e /A S LT L S

On en déduit

£ £
~ g . N .
A(u) = I sinyu= qHrsinru.
I ~— ([.’l"
1

p=1 r=i

. 1, .
Dans le second membre, remplacons sinru par sa valeur 57 (e’ — e—irw),

La fonction A («) s’écrit alors

Alw) = ;i.- Z (Z o -—2 (/f_i,.),

p=1 \r=i =1 4
ou 'on a posé

(11]): epTiTtin et I e-’z/m’c—iu.

Les séries qui figurent entre les parenthéses du second membre sont des
progressions géométriques convergentes; en effectuant les sommations par

rapporta r, en réduisant et en remplacant les exponentielles par ¢, sinu et cosu.
on trouve la formule du texte.
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Moyennant ces conventions, nous pourrons écrire

~0(s,50) = A (s +351) + Als — 51)),

en sorte que l'inégalité (2.5) est équivalente a la suivante :

A(s—s))—A(s+s)20 pour }( 05s 5T
- { 0<s, ST
Nous allons faire voir que I'inégalité (2.5) est sirement vérifiée
lorsque la fonction A’(u) est décroissante dans V'intervalle 0 <s<m;
il suffit, évidemment, de se limiter au cas ou s >s,, puisque les
diverses expressions de la fonction M{;’i) sont symétriques par
rapport a ses arguments. l
Admettons, en effet, que A’(u) décroisse dans I'intervalle o<u <,
la courbe L, représentative des variations de A'(u), est symétrique
par rapport & la droite u == et affecte, dans l'intervalle 0,27, la
forme indiquée sur la figure 7. Nous appellerons M, N, P les points
de L dont les abscisses sont respectivement égales a s, s —s, et s+ s,.
Fig. 7.
A

B )

o

—

p 2n w

a

A

Q
3o

Or, d’une part, l'argument (s—s,) étant positif, car s >s,,
le point N est situé sur I'arc BM de L. La différence (2m—s5—3s,) des
abscisses des points D et P est, d’autre part, supérieure a (s—s,)
puisque s< m. Les arcs BC et CD étant symétriques par rapport
a u=m, il suit de 12 que I'ordonnée de N est supérieure a celle de P
lorsque s croit de zéro a . C. Q. F. D.

Nous sommes ainsi ramenés a étudier les variations de A’(u).

Or, il vient, d’apreés (2.6),

£

A () =Y, Vi (u),
1
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avec, en vertu de (2.7),

(I t (/'»/;)2 — 871/1+ 2([.‘/;(1 - (I‘\»/;) cos 1

Vi(u)=— g*sinu -
»() 7 (1— 2¢% cosu + gy’

Nous poserons
hp(uw) = (14 q*)2— 8g*? + 2% (1+ ¢*/) cosu.

Il est clair que le terme de rang p du développement de A”(u) est
du signe de — A,(u) pourvu que o < u < =; il suffit donc, pour que
la dérivée A”(u) soit négative dans l'intervalle considéré, que toutes
les fonctions h,(u)[ p=1, 2, ..., x] soient positives.

Or, une discussion élémentaire montre que : 1° les 4,(u) sont des
fonctions décroissantes de cosu; le minimum de chacune d’elles est
atteint pour «=7; on a

hp(n)y=a, —2a) —6a; —2a,+1,

formule ol I'on a posé
Qp=— q*;

2° h,(m) se présentent sous forme de polynomes symétriques en a,
qui se réduisent & 1 pour a,= o et dont la plus petite racine est égale

az2— \/3.
Il suit de la que tous les h,(u) seront sirement positifs, pourvu que
q<Va,= Va—\3 # 0,517,

car a, est une fonction décroissante de p. Ce résultat démontre notre
théoréme.

CoroLraRE. — Une condition suffisante pour que U'inégalité (2.2)
de M. Brillouin soit vérifiée peut s’écrire
. 5
(2.8) P IS
T(s) <<o.

7(s) désignant la fonction de M. Villat définie par

(Cf. 2.{;) T(S):,Si:ifhw({sh

COSS§; — COSS

Or, M. Villat a fait connaitre de vastes classes de fonctions ®(s)



vérifiant la deuxiéme inégalité (2.8). Chacune de ces fonctions
fournira donc en fluide limité par une ou deux parois planes des
obstacles le long desquels les vitesses seront acceptables pourvu que
le parameétre correspondant ¢ ne dépasse pas o,517; tel sera,
notamment, le cas des fonctions ®(s) croissantes pour o<s< (carac-
térisant les profils concaves vers le courant); cet énoncé constitue
I'extension au cas du canal (ou d’une seule paroi) d'un théoréme de
M. Boggio (*°).

A de telles fonctions ®(s) correspondent des lignes %, et A,
convexes vers le courant (pourvu que g soit assez petit) (¢f. § 7); ces
lignes ne se recoupent pas (c¢/. § 16, théoréme I). La solution du
probléme indéterminé est alors entiérement acceptable; les inégalités
(2.8) constituent donc des conditions suffisantes de validité physique
pour les solutions construites a partir des éléments a, &, ¢, et §, et
des fonctions ®@(s) vérifiant I’ensemble des conditions (V).

Remarque. — Il est possible de préciser la signification géométrique
de la premiére condition (2.8). Les résultats du troisiéme chapitre,
en effet, permettent de relier ¢ aux dimensions de ’obstacle d'une
part, et aux distances d,, d, des points dedétachement aux parois p,, {.
du canal d’autre part; on montre ainsi que, qualitativement, la pre-
miére inégalité (2.8) exprime que les parois du canal doivent étre
suffisamment éloignées de 1'obstacle. Nous renvoyons pour les préci-
sions quantitatives aux travaux de M. Oudart (°°).

18. ProBLEME DE LA PROUE. OBSTACLES EN AccoraDEs DE M. Lerav. —
Nous allons maintenant étendre au cas du canal (et, par suite, au cas
d’une seule paroi plane) un théoréme de validité que M. Leray a fait
connaitre pour le cas du fluide illimité. Contrairement a ce qui avait
lien jusqu’ici, les catégories d’obstacles qu’intéresse 'énoncé en cause

(**) Daos le paragraphe suivant nous établirons cette proposition indépen-
damment de toute limitation du paragraphe ¢. On trouvera une autre démons-
tration, trés simpie, de cette propriété dans notre travail « Sur un théoréme de
validité dans la théorie des sillages » qui paraitra dans les Mémoires de I’Aca-
démie, t. 63, 1940.

(%) C. R. Acad. Sc. t. 208, 1939, p. 72I.

THESE J. KRAVTCHENKO. 12
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ne seront plus caractérisés par les éléments arbitraires de M. Villat,
mais par des propriétés intrinséques. On commence par postuler a
priori 'existence d’une solution du probléme de la proue corres-
pondant a un obstacle de forme donnée et de position connue par
rapport aux parois planes : on montre ensuite qu'une telle solution
est nécessairement acceptable (°').

M. Leray appelle accolade tout obstacle vérifiant les conditions
suivantes :

Son intersection avec une paralléle aux parois de I'obstacle se réduit
a un point unique. La courbure ¢(/) de I’obstacle, considérée comme
une fonction de I'arc / de celui-ci (compté & partir du point d’ordonnée
minimum B) posséde, relativement a [ une dérivée ¢’(/) vérifiant une

condition £2,({)lelong de chacun des arcs BO et OC— en lesquels un
point O partage, éventuellement, le profil — extrémités comprises.
Au point O le profil peut présenter, éventuellement, un point anguleux
ou un point de rebroussement [cf. § 10 et 1’équation (1.17)];
nous appellerons 2na I’angle que font en O les demi-tangentes aux

arcs 6E et /BB

o~ e . -
L’arc OC de I'obstacle (c’est-a-dire I’arc situé tout entier dans la
bande comprise entre p., et 'horizontale de O} voir la figure 8) se

ST
compose d’un arc OC, non convexe vers le courant (c’est-a-dire d’un
arc concave pouvani contenir, éventuellement, des portions rectilignes)
, N N , .
et d’un arc C, C convexe vers le courant; la courbure de C, C ne décroit

TN
pas en valeur absoiue quand on parcouri C, C de C, vers C.

: AD P
Pareillement, I’arc OB de I’obstacle se compose d’un arc OB,, non

, TN 7
convexe vers le courant, et d’un arc convexe B, B; la courbure de B, B
ne décroit pas en valeur absolue lorsqu’on décrit cet élément de profil

(**) Remarquons a ce sujet que le théoréme IT du paragraphe 16 peut s'énoncer
comme suit : supposons qu’il existe une solution du probléme du sillage posé
pour un obstacle convexe donné de forme et de position relativement aux
parois d’un canal; alors, chacune des lignes libres ), et X, correspondantes
ne peut avoir plus d’un seul point d’inflexion.
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. e SN TN Ty .
de B, vers B. A la limite, chacun des arcs B, B, B, OC,, C, C peut étre
supposé réduit & un point unique : ceci permet de considérer un arc

Fig. 8.

P

2

de cercle, un arc concave, un arc convexe, comme des cas particuliers
de 1'obstacle en accolade. Remarquons enfin qu’un tel obstacle rentre

Fig. 8 bis.

dans la catégorie générale des profils visés par I'énoncé du théo-
réme II du paragraphe 16.

Cela étant, posons-nous, relativement a un tel obstacle, le probléme
de la proue (énoncé au § 7 ); supposons qu’on ait construit une solution
de ce probléme [c’est-a-dire qu’on ait déterminé les éléments ¢, s,

[y

a, b et ®(s) associés a 'accolade] telle que les détachements soient



0

— el

39

Iy

en proueouversl’aval(°*)(ce dernier cas se présentant lorsque P, ou P,
sont confondus avec C et B) et que le point de bifurcation soit placé
au point anguleux O du profil (°*)sicelui-cien posséde un ou coincide
avec un point de I'arc B, C, dans le cas contraire; nous construisons le
domaine d qui correspond a ces éléments et nous allons montrer que
toute solution de I'espéce considérée vérifie les deux conditions de
validité de M. Brillouin.

Les points de détachement P, et P, sont & priori inconnus; mais

. r . hd r /—\
nous allons montrer qu'ils sont nécessairement situés sur les arcs B, B

et 6,\C respectivement lorsque ces arcs ne se réduisent pas a un point
unique ( par exemple, dans le cas de 'obstacle concave versle courant).
Dans ce cas les points C et C, sont confondus; d’aprés notre énoncé
P, sera alors nécessairement confondu avec C. Sinon, en effet, 1'un
des arcs @, et @, serait réduit & un arc concave vers le courant, alors
que le détachement correspondant serait nécessairement en proue
(puisque P, et P, sont distincts de B et C). Or, ces deux faits sont
incompatibles, d’aprés le corollaire 1I du théoréme IV (¢f. § 16) et
la remarque additionnelle. Cela étant, nous appellerons e et ¢ les
images respectives des points C, et B, dans le plan Z; la fonction ®(s)
est par suiie croissanie dans les iniervalles 8, <s<s,, 5,5s<c, et
décroissante pour 0<s<38,, 0, <s< . D’aprés les résultats (°*) du para-

4
dl
existent. Nous allons montrer que les lignes libres sont nécessairement

convexes vers le courant.

|

graphe 13, ®'(s) et ®"(s) existent (sauf pour s =s,) puisque c et

T affasr naint D antnatda awaan ln ~niantitd annmoacnan
Ls1 Cll‘:b, oL 1C lJU-l‘lI« Ly vvilviuuv avvou \J, ia l’uﬂllbll:c \/Ullbat)\lll"
dante Q'(— 1) ne peut étre positive, puisqu’en ce point la ligne 2,

présente, par hypothése, soit un détachement en aval, soit un
détachement en proue; dans le premier cas %, sera convexe dans le
voisinage de C en vertu d’un résultat du paragraphe 13; il en sera
de méme dans le second cas puisque @, est convexe en C; en vertu du

(%*) Nous montrerons que de telles solutions existent.

(%%) Cette hypothése est siirement remplie dans le cas particulier de la confi-
guration symétrique.

(°*) Et leurs réciproques qui seront établis au cours du Chapitre III.
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théoréme III du paragraphe 16, ), est toujours convexe. La conclu-

sion subsiste si1’on suppose P, placé en un point quelconque de C.C.

Cela acquis, considérons les fonctions harmoniques conjuguées
U(X, Y) et V(X, Y) définies par I’équation (1.35). Ces fonctions
existent pour |Z| =1, puisque ®'(s) existe (¢f. § 13).

Nous appellerons O ’ensemble ouvert des points de d en lesquels V
est négatif; I'ensemble ouvert des points de O en lesquels U est
positif (ou négatif) sera désigné par O, (ou O_). Les ensembles O,
0., O_se décomposent respectivement en domaines D, D, et D_d’un
seul tenant; nous désignerons par D', D) et D_ leurs frontiéres respec-
tives, supposées orientées dans le sens des rotations positives.

1* Nous allons montrer tout d’abord que dans le voisinage
de | Z| =g 1l existe des points appartenant a chacun desensembles O,
O, et O_. On remarquera que la démonstration s’applique & tout
obstacle vérifiant les conditions (V).

En effet, d’aprés les équations de définition méme, U(ge*)=o;
d’autre part, le long de Z=¢e*, on a

. dl  dT ds
V(ge*) = af T ds df

Or, le théoréme II du paragraphe 17 montre que%change de

| ,-."Ad‘g Py A . o
1oL Hucg‘blldllsc uc blgllc urne 1018

pour s =s, (Z,= ge" étant I'image du point & I'infini, en amont, du
domaine @); en définitive, le long de |Z|=¢, V est positif pour
0<sS<s, etels<n; V<o pour 5,<s<e (°%), donc dans le voisinage de
Parc correspondant de |Z|=g¢. Il s’ensuit que 'ensemble O n’est
pas vide.

D’aprés ce qui précéde, V(ge*) posséde au moins un minimum
av(ge®)
ds
s'annule en passant du négatif au positif. Comme U(ge*) = o, la

dans l'intervalle 5,<s<e; il existe done un argument s=¢, ol

(%) Dans le cas symétrique s;,==¢; on adaptera aisément les raisonnements
a cette hypothése. Nous admettons, pour fixer les idées, que ¢ > s,; cette hypo—
thése ne diminue en rien la généralité du raisonnement.
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relation
a0 _ 1 d¥
dn -r; ds ¢

montre alors que U < o dans le voisinage de Z = g¢” pour ¢,— s >0
et suffisamment petit, et que U >0 dans le voisinage de Z = ge"
pour s —e, > o et suffisamment petit; ces raisonnements établissent
P'existence de chacun des ensembles O, et O_, puisque V < o dans
le voisinage de g = ¢+ (°°).

2° Nous allons maintenant étudier les valeurs frontiéres de U
etde V.

On vérifie aisément que le point Z = ¢ est un zéro double de la
fonction #(Z) — a.

(**) Lorsque I'une des parois, j, pour fixer les idées, s'¢loigne indéfiniment,
les raisonnements doivent étre retouchés comme suit. En admettant la réciproque
du théoréme du paragraphe 14, nous supposerons que la condition d,—w
entraine : lim | @ | = oo} il vient alors, d’aprés ce qu'on a vu : lims,—o; la fonc-

tion V(ge®) = fld—T (ge®) ne change de signe qu'une fois dans 'intervalle o s <.

<o dr N . ep , ..
Comme V(g)= ('%)szo /g_ff>s=o est nul, V{ge¥) sera négaiif dans le voisi-
nage de s —o; l'ensemble O existe encore dans le voisinage de Z—yg¢. Les
formules (1.43) et (1.50) montrent, en eflet, que dans le voisinage de Z—=¢, on a

af . . miq? I
(E) =’/_A, l_"”w_f(_Z———q)?_‘_”"

Cela montre que a est holomorphe pour Z=¢ et y posséde un zéro d'ordre
trois; on a

v W o dt 7 g
U+ V=550 (G), (B—ar..

1l s’ensuit que s =o0 est un zéro de i\f;;:ej_); V(ge™s) posséde donc au moins

un minimum dans 'intervalle 0 <s<e. Dés lors le raisonnement du texte suffit
pour établir I'existence des points de O et de O_ dans le voisinage de ce mini-
mum Z = ge.

Si la paroi ., s'éloigne indéfiniment, on retombe sur le cas du fluide indéfini
traité par M. Leray.
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D’aprés (1.10') : dt L) =0 puisque p (m + 03— log7>
=

réduit pour Z=g a p (u )—— 0. Ona donc

p/ _‘lv p”(k)
t—a w7 2 '
lhm—e— = — —1— -
1=1(L—q) 272" ST
en—p
2
Des conclusions analogues valent pour Z =—g; ce point est, en

effet, un pole d’ordre trois pour le numérateur du second membre
de (1.10") et un péle d’ordre quatre pour le dénominateur; donc
1 /d*7 . .
D’aprés (1.4) on peut écrire dans le voisinage de Z —=g¢
!
f—=— ?_—2 log (¢ — @) ~+ série entiére en (Z — g),
i.

d’ol 'on tire, en utilisant les développements précédents,

(2.9) f:~@]og(2—q)—|—série entiére en (Z — ¢).
i.
Le comportement de f dans le voisinage de Z = — ¢ est absolument
analogue
[No n passant que cela montre que les points Z === ¢ sont
d;
oz A T X7

des zéros simples de 7 U €LY ue changeni pas de signe dans les

portions de voisinage (intérieurs & d) de ces points. ]

Le long du segment ¢<Z<1 (ou —1<Z<—gq), U est positif (ou
négalif) puisque les lignes tournent leur convexité vers le courant.
Ils’ensuit (*”)qu’aucun domaine D n'atteint les points Z =~ 1 (ou — 1)
lorsque la quantité Q'(+ 1) [ou Q'(— 1)] différe de zéro.

a. En effet, si V(X, Y) était négatif dans le voisinage intérieur
a dde Z=+1 et du segment (g, 1), il résulterait de la relation
V(X, o) =o I'inégalité

du . . dv
(X 0) =2 (X, Y) <o,

(*”) Cest un point important de la démonstration.
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valable le long de I’axe réel; U(X, o) serait donc décroissant dans le
voisinage de X =—-1. Or, ce fait est contredit par I’équation (1.36);
la convexité de ), entraine, en effet, Q'(+ 1) < 0; donc, d’aprés (1.36),

lim U (X, 0) =+ co.

X>1
Ainsi, la portion considérée du voisinage de Z =1 n’appartient a
aucun domaine D.

b. 11 en résulte que si un domaine D alteignait le point Z=r1, il
existerait au moins un arc de courbe d’équation

VX, Y)=o,

aboutissant en ce point et étranger au segment réel (¢, 1). Or, ce fait
est contredit parlaformule (1.36); elle montre que lorsque Q'(1) 3£ o,

. dg 1 r, A ’ ! 14
la fonction 7 posséde en Z =1 un pble d’ordre 1. D’aprés le théo-

réme de M. Magnier (°*), une seule courbe d’équation V=o0 peut
alors atteindre ce point intérieurement a la couronne C; nous avons
vu que cette courbe se réduit au segment réel (¢, 1), ce qui achéve de
justifier notre assertion.

La premiére relation (1.35") montre que U(¢") est positif pour
0<s<8, et 5,5s<3, et négatif pour 8,<s<s,, 8,<s<n. Toutefois,
U peut étre nul le long des arcs concaves puisque ceux-ci peuvent

. “ye (-, dV(es .
comporter des portions rectilignes. La dérivée CEQ ) existe,
puisque ®” existe.

Tt . N LAPUR-IP A Y R A | dQJ 1 Ta3 A
Liresie 4 precisSer 1€ COmporiemeni aé —- Gans i€ Voisiiiage ac
df

D’aprés I’équation (1.30), %—%—‘1 s’y comporte comme

I— 20 I

/ey A

puisque H(Z) est réguiiére et dérivable pour Z=12;(1.23) et (1.27)

(*8) Cf. le venvoi ().
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permettent d’écrire alors le développement limité

dQ 200 1
Les formules (1.4)et(1.10) montrent que Z = Z, est un zéro d’ordre

deux de f= f(Z);ona

A )
dZ. b+, dZ },—,, ke

(2.11) lim Lo p ([0_60(6_”[0)——” Z-;_;’

5
#

ot K désigne une constante réelle qui dépend de ), + {,, s,, a et b.
L’ensemble de ces résultats permet d’écrire le développement

limité
UiV 22

e I
(K2 (Let$o— 1)

D’aprés un théoréme de M. Magnier (**), la disposition des courbes
U = const. et V ==const. au point Z =7, est identique & celle qu'y
présente le développement de U+ 'V arrété 4 son premier terme;
par suite, le point Z=1Z%, est l'origine de deux courbes d’équa-
tion V=o qui s’y croisent & angle droit, séparées par une ligne
d’équation U =o.

Il existe donc des pointsde O, O_ et O_ dans le voisinage de Z =17,,;
leur disposition est indiquée sur la figure 8 bis ("°).

I3 ’ dﬁ . . s ’ .y
En résumé, T est une fonction analytique de Z, réguliére pour

gSIZ) < 1jelle posséde au point Z = Z, un pdle double et, éventuclle-
ment, un pdle simple en chacun des deux points Z =1 lorsque A,
et A, y présentent des détachements en aval.

3° Montrons que tout domaine D. (ou D_) atteint I'arc 5,<s<8,
(ou8,<s<s,) du cercle Z = e¥.

Raisonnons par 'absurde et supposons que la frontiére D’ d'un
domaine D, soit étrangére a I'arc 5,<s<8, de Z=1¢". Comme, par

(%7) C. R. Acad. Se., t. 200, 1935, p. 1275.

(") Observons que le pdle de U + iV au point Z = Z, est simple dans le cas
ot  =o0j; le point O est alors un point de rebroussement du profil. Il serait
facile d’adapter nos raisonnements a cette hypothése simplificatrice.

THESE J. KRAVTICHENKO, 12
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ailleurs, I’ensemble O est vide dans le voisinage de Z==:1 lorsque
Q'(Z=1)5£0, il enrésulterait que O.. ne pourrait atteindre aucun point
de discontinuité de U + 7V U serait donc continu le long de D’.. Or,
les portions de D', étrangéres & Z = ¢ se composent : a. d’arcs inté-
rieurs & d (ouappartenant & Z = ge*) le long desquels U =103 b. éven-
tuellement, des segments de 1’axe réel et d’arcs de courbes intérieurs
4 d le long desquels on aurait U >o0; V=o0. Pour ces derniers
éléments de D', (donc I'arc / est supposé orienté comme il a été dit),
on a, en désignant par n; la normale intérieure 2 D_,

Ei_g ey d—v- <o

dl dn; ="’
puisque V<o dans D,.

D’autre part, d’aprés (1.35') et lesrésultatsdel’alinéa 2°: a. D/ est
étranger a 'arc 8,<s<w, le long duquel par hypothése ¢(7) n’est pas
nul; &. U est nul en des points communs a D', et 4 I'arc 8,<s<s,.

Enfin, le long des portions de Z =¢“, communes a D et a
Parc 0<5<8,, U ne peut pas croitre. En effet, les équations (1.35')

permettent d’écrire
dU _ x4 v
ar — ai— "
la dérivation de U étant légitime d’aprés I'alinéa 2°; or, le long de
TN
'image de B, B on a, par hypothése,

c(l) <o, —= 2 0.

ii s’ensuii que si V{&") était négatif

on aurait, en ces points,

SN
‘
3
-
3

dU
dr

<o.

Ainsi, U serait non croissant mais continu le long de D’ (sans
pouvoir étre constant); ces propriétés sont contradictoires et cette
incompatibilité établit notre lemme.

CoroLLAIRE. — Il existe un chemin I_ intérieur a O_ et joignant un
point de 7. = ge® @ un point de arc 6,<s<s, du cercle |Z|=1.

En effet, d’aprés I'alinéa 1°, il existe des points de O_ appartenant
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4 Z = ge; or, d’aprésl'alinéa 3°, les domaines D_, dont ces points font
partie, atteignent I’arc 8,<s<s,.

4° L’ensemble O, (ou O_) n’atteint ni le segment ¢<Z<1
(ou —1$Z<—¢q), nil'arc 0<s<3, de Z ==¢” (ou 8,<s<m).

Raisounons par l'absurde. Un domaine D, ayant des points
communs soit avec l'arc 0<s<8, de Z==¢", soit avec le seg-
ment ¢ <Z< 1 ne peut avoir de points (") communs avecl’arc s, < s<8,
puisqu'il en est séparé par le chemin /_ (voir le précédent corollaire).
Par suite, d'aprés ’alinéa 3°, D, et I_doivent atteindre nécessairement
le point Z =17, ; dans le voisinage de ce point, a I'intérieur du domaine
limité parl_, Z=¢", (s<s,) et Z = qe”, il y aurait des points de O,.
Or, cela est en contradiction avec l'allure de U+ ¢V telle qu’elle
résulte de 'alinéa 2°. L’extension du théoréme de M. Leray au cas du
courant limité par une ou deux parois planes s’achéve alors d’elle-
méme.

5° La premiére condition de M. Brillouin est vérifiée. D’aprés les
résultats du paragraphe 47, il suffit de vérifier I'inégalité T(X, Y)<o
le long de Z =¢".

a. La fonction T(X, Y) n’atteint pas son maximum le long des
images des arcs concaves. On a, en effet, le long de 8,Ss<s,, par

exemple,
at _ do o
dni - ds =

T(X, Y) atteint donc son maximum sur les images des arcs convexes.

b. Le long de 'arc 0<s<8,, par exemple, U(e*)>o0; d’aprés
l'alinéa 4°, V(e*)20 pour 0<s<8,. Cela entraine, en tenant compte
de la deuxiéme relation (1.35'),

dT (e's)
dl

<o pour 0<s<0,.

Il s’ensuit que le maximum de T (e*) est atteint pour Z =1; or
T(1, 0)=o.

(™) Autres que Z = e’,
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6° La deuxiéme condition de validité de M. Brillouin est satisfaite.

On a vu que U(X, o) > o0 pour ¢<X<1; d’aprés I'alinéa 4°, il en
résulte que V est positif dans le voisinage de ce segment intérieur a d;
donc, comme V(X, o) =o,

AV du
dn, — dX

> o.

Ainsi, la courbure de la ligne libre , croit quand on se rapproche
du point de détachement. Si donc le détachement de A, est en proue,
A, est extérieure au cercle osculateur en P, a I’obstacle. Au contraire

TN
I’arc P,B est intérieur a ce cercle puisque sa courbure croit quand
on se déplace de P, vers B.
Ainsi tout danger de recoupement est écarté.

Remarque. — Il y a lieu de noter que lorsque le détachement au
point P, est en proue, I'obstacle étant en accolade, on a nécessai-
rement en ce point

(2.12) cy> 0,

le cas de I’égalité étant exclu [¢f. la formule (1.37)]; d’aprés les
résultats du paragraphe 13, ¢, ne peut étre négatif lorsque les
deux conditions de M. Brillouin sont vérifiées dans le voisinage
d’un détachement en proue. Cette remarque, due & M. Leray, nous
sera utile.

En effet, rappeions que moyenuani les hypothéses faites sur la
régularité de 1’obstacle et la nature du détachement en P,, les fonc-
tions harmoniques U(X, Y) et V(X, Y) sont continues et dérivables
dans le voisinage du point Z =1;le long du cercle | Z| =1 elles seront
donc liées par la relation

“Ul(e®)

/ —_ 18

(2.19") dl_ 0 ]__ V(e®)dl(s),

qu'on obtient en éliminant la fonction T(¢*) entre les deux équa-
tions (1.35") et qui, dans le cas considéré — cas du détachement en
proue — est valable méme pour s =o.
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Ceci posé, admettons que l'on ait, contrairement a 1’énoncé,

A ]l
02—»[;1—2(U+LV)-L:1_0.

La fonction V, nulle le long del’axe réel, posséderait au point Z = 1

un zéro double, ce qui nous permettrait d’écrire, le long de Z =,
| V(e#) | < const.s®.
Compte tenu de la relation (2. 12"), cette inégalité entrainerait
| U(es) — U(x)|< const.s',

puisque, rappelons-le, dg:) s’annule pour s = 0. Dés lors, d’aprés les

résultats de M. Magnier (7?), il existerait quatre courbes de Jordan
d’équation U= U(1) (et, par conséquent, V==o0) aboutissant au
point Z =1, intérieures & la couronne C, et dont les tangentes inté-

. . . T 3m
rieures au domaine ¢ auraient pour arguments - et 7 le nombre de

courbes précédentes peut d’ailleurs se réduire & deux. En tout état de
cause, la fonction V(X, Y) ne pourrait pas étre d’un signe constant
dans la portion de voisinage de Z =1 intérieure a d; or, ceci est en
contradiction avec I'inégalité

V2o pour Y 2o,

que nous avons établie au cours du présent paragraphe.

CHAPITRE III.

Probléme de représentation conforme de Helmholtz.
Théorémes d’existence.

19. Prevmiyaires. — Jusqu'ici nous avons étudié des sillages
dont les obstacles étaient caractérisés par les données arbitraires
de M. Villat : W(0), I(s), a, b, 4,, {,, supposées reliées par I’équa-

(") Cf. loc, cit. (*9).
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tion (1.24). Maintenant nous allons nous placer au point de vue
opposé; nous chercherons a construire les éléments correspondant
a un obstacle donné, placé d’'une maniére connue par rapport aux
parois fixes ., et w,. Ces recherches reposent sur quelques lemmes de
représentation conforme et des limitations a priori des paramétres;
les résultats sont dus & M. Leray (**), & moins qu'ils ne soient inspirés
par lui. Nous commencerons par exposer ces préliminaires indispen-
sables qui permettent d’étudier a prior les propriétés de la solution;
la théorie des équations fonctionnelles de MM. J. Schauder etJ. Leray

nous permettra ensuite de conclure.

20. Un lemme sur la correspondance des frontiéres dans la repré-
sentation conforme. Rappelons tout d’abord quelques notions clas-
siques. Envisageons un arc de courbe réelle, plane, définie — pour
fixer les idées — relativement & un systéme d’axes rectangulaires par
les équations paramétriques :

xz=uxz(h),
y=y(h),
dans lesquelles les symboles x(A) et v(A) désignent deux fonctions
réelles de 'argument réel A, continues dans l'intervalle
hoSh<hy;
un tel arc sera dit arc de Jordan.
Si les fonctions x (k) et y (k) vérifient les conditions

x(hy) =z (),
Y (ho) =y (hy),

la courbe sera dite fermée.

(*) Je n’ai pas cru devoir indiquer en leur lieu et place tous les emprunts que
j’ai faits aux travaux de M. Leray. Signalons, toutefois, que les paragraphes 20,
25 et 28 ne font qu'exposer, en les précisant et en les développant, les résultats
acquis par cet auteur (voir les chapitres III et IV de son Méwmoire des Comm.
Math. Helvetici). Partout ailleurs, j’ai eu a utiliser 4 maintes reprises le travail
précilé ainsi que les suggestions que M. Leray m’a faites de vive voix.
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Si le systéme de deux équations a une seule inconnue
y(h)=y(hs)

n'admet d’autre solution que 4= h,, la courbe sera dépourvue de
points multiples. Toute courbe de Jordan I" fermée, sans points
multiples, partage le plan en deux régions (théoréme de Jordan); les
points de la région intérieure constitue le domaine simplement
connexe I' (7*) dont la courbe I sera la frontiére.

D’aprés un résultat de Scheenflies, tout point A d’une courbe
ferméeI” de Jordan est accessible de I'intérieur de cette courbe; nous
entendons parla que le point en cause peut étre joint a un pointintérieur
dudomaine par un arc de courbe deJordann’ayant en commun avec I
que le point A, par exemple, par une ligne polygonale; dans le cas
général celle-ci aura un nombre infini de c6tés dans le voisinage de A
et sa longueur totale ne sera pas finie. Mais on montre que tout
point A de I peut étre considéré comme point limite d’une suite de
points A,, A,, ..., A,, ..., de IV qui sont accessibles de I'intérieur
de T par des arcs de courbes rectifiables de longueurs finies (par
exemple, des lignes polygonales de longueur finie).

Dans la suite nous aurons a utiliser la notion d’étendues extérieure
et intérieure du domaine I'. Considérons dans le plan de I' un
quadrillage constitué par deux systémes de droites rectangulaires,
paraliéles respectivement aux axes; appelons d la longueur maxima
des diagonales des rectangles de ce quadrillage, ¢, la somme des aires
de ceux des rectangles du quadrillage dont tous les points font partie
de I', X, la somme des aires de ceux des rectangles de l'espéce
considérée qui contiennent les points de I'. D’aprés cela, on a

a,é Ed.

avec ho<< ho<< Iy

Cela étant, considérons une suite infinie de quadrillages telle que les
diagonales maxima d, correspondantes vérifient la condition

limd;=o.

i==oo

(™*) Unetelle définition du domaine est trés restrictive. Pour plusieurs auteurs,
le mot domaine a une acceptation beaucoup plus large.
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On démontre que chacun des nombres o, et I, tend vers une limite
bien déterminée, indépendante du choix des quadrillages; nous
désignerons par ¢ et L les nombres ainsi définis

g =limay,,

i=w»
X=limZy;
=
o est ce qu'on appelle étendue intérieure de I' alors que X en est
I’étendue extérieure.
En général, on a
7 < X

Si =2, le domaine est dit quarrable et sa frontiére I est dite
d'étendue extérieure nulle; il en est, notamment, ainsi, lorsque I" est
une courbe rectifiable.

Cela étant, attachons au plan deT la variable complexe : 3=z +1y;
envisageons, d’autre part, dans le plan de la variable Z=X + /Y le
cercle d’équation |Z|{=1. On sait qu'on peut représenter confor-
mémentI'sur 'intérieur de|Z | =1; on démontre de fagon élémentaire
que cette correspondance jouit des propriétés suivantes :

1° toute fonction
7\
o)

o o—
A m— k’\
qui réalise I'une des correspondances en cause est analytique et holo-
morphe pour |Z |<1;
2° a un point intérieur a I' correspond un point intérieur a {Z <1,
et réciproquement; par suite, 4 un point de |Z|=1 ne peut corres-
SR DI PR P T . pUe T e L b N . 1 1 t. MANT
ponare qu um ou piusieurs points de i j d apres ceid, au cnemin Ivilv,
joignant intérieurement & | Z|<1 deux points MN de sa frontiére (ce
. . . TN ’
qui veut dire que tout point de MN, autre que M et N, est étranger

. . N
a|Z|=1), il correspond un chemin mn (dont la longueur, dans le cas

géncéral, ne sera pas finie) joignant intérieurement a I' deux points m
etndel;

—~
3° si la longueur / du chemin mn est finie, elle sera donnée par la

formule
1=[ ‘g;d/!

o~

MN
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4° 'étendue intérieure o du domaine I' sera donnée par l'intégrale

de Dirichlet |
g :j]

étendue a tout le domaine |Z | <1.

“ax ay,

dz
dz

Il importe de bien faire préciser que les résultats des alinéas 3° et 4°
subsistent dans le cas le plus général, c’est-a-dire lorsque la dérivée g;
n’existe pas pour tous ou quelques-uns des points de |Z | =1.

Il est évident que les résultats précédents valent tant pour le
cercle | Z| =1 que pour tout autre domaine que 1’on sait représenter
sur | Z| <1, par exemple, le demi-plan supérieur, le rectangle, etc.

En utilisant les conclusions élémentaires qui précédent, nous allons,
avec M. Leray, imiter les raisonnements de Grotsch et de J. Wolff et
établir un lemme sur la correspondance des frontiéres dans la repré-
sentation conforme d'un domaine sur un demi-plan; cela nous
permettra, dans le paragraphe suivant, de retrouver, en les précisant,
plusieurs des résultats classiques acquis & ce jour dans cette voie. Il
est, dureste, anoter que les conclusions du présent paragraphe peuvent
étre étendues aux frontiéres autres que des courbes de Jordan.

Considérons donc un domaine borné, simplement connexe I' situé
dans le plan de la variable z. Nous appellerons z = f'(¢) la fonction
analytique qui réaiise ’application conforme de I' sur ie demi-pian
supérieur G (cf. § 9). Soient ¢,,1,, t,, t, quatre points de 'axe réel du
plan Z. On suppose que ¢, < £, < 1, < ¢,; d’aprés cela les images ocj?2

N
et az o, des segments 2,2, et t,2, seront des portions de I'" dépourvues

. R . I~ 7~
de points communs. Il en est de-méme des images a,a; et «,«, des

. V 11 ) /\\) 75
segments (¢, ¢;) et (2,,+ o ;— o, t,). Nousappellerons Al oty oy, a0, ) (7%)

la plus courte longueur des chemins tracés dans le plan z inérieu-

rement a I' et joignant a,o; a «,%,. Ceci posé, nous allons établir

{*) Nous désignerons dans la suite ce nombre simplement par A lorsque aucune
ambiguité ne sera a craindre.

THESE J. KRAVTGHENKO. 11
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P'inégalité suivante
-
I
|7

174N

(3.1) "-};

log

qui sera valable moyennant la condition 0§r§§ et ou le symbole r
désigne le rapport anharmonique des points ¢, t,, t,, ¢, pris dans cet
ordre. On observera que r est positif, puisque 'on a

L=ty lo— t1

3.1/ P = e——
( ) t,— &y t;——t,

En effet, représentons conformément le domaine % sur l'intérieur
d'un rectangle R du plan auxiliaire #=u,- {u,; on pourra, par
exemple, utiliser & cet effet les formules de transformation (1.5)
et (1.5"), & condition de substituer aux racines a, —1, 41, & du
polynome R(?) les quantités ¢,, t,, ¢, et z,. Considérons un segment
rectiligne d’équation u,= «, intérieur 4 R et joignant les cotés AD
et BC; la relation z= f[#(u)] lui fait correspondre un chemin

N N

intérieur a I', reliant les éléments a,a; et «,o, de sa frontiere I et
dont la longueur, qui peut n'étre pas finie, est égale a (cf. la figure4)

f l [ f (ot + Tus)] | dus.

Je dis, toutefois, qu'il existe des valeurs de o pour lesquelles
l'intégrale ci-dessus a une valeur finie. En effet, d’aprés ce que nous
avons rappele an débhut de ce narauranhe N mlem'a]e

=3 000 3§ et 9s

I(az,a)._f Jf’ t(o + tus)] | due,

dans laquelle ¢, désigne un nombre positif arbitrairement petit mais
non nul, est finie. On en tire, en utilisant I'inégalité de Schwartz,

W
~2 g,

{1(52)9‘)]%9;,/5:1 [f'[# (e + tus)] |* dus,

Vintégrale du second membre, que nous désignerons par I, (e,, «),
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étant encore finie lorsque ¢, différe de zéro. D’aprés I'inégalité qui
précéde, nous justifierons notre assertion dés que nous aurons

prouvé que pour certaines valeurs de a(— E lal — % —+ w,) I'inté-

grale I, (o, «) est supérieurement bornée. Or, 1'élément d’aire de T
étant égal a

L/ [e()] P dus dus,

nous pouvons écrire

O

f (&2, wn) dusLo,

e,

en désignant par €, un nombre positif arbitrairement petit mais
non nul et par o I'étendue intérieure de I'.
Faisons alors tendre ¢, et &, vers zéro; il vient, en passant a la

limite et en utilisant un résultat rappelé au début de ce paragraphe,
¥

(0 ~— _i.

I (o, uy)duy=o.

De cette formule il résulte que la mesure ¢ de l’ensemble des points

de I'intervalle — —; la<L— 1; + w,, uy=o0 en lesquels

T (o o
\8, 2

~—

~ A
1\~ — 2y

A désignant une constante positive quelconque, vérifie I'inégalité

Q
1A
»la g

Ilsuitdela que la mesurede I’ensemble des points enlesquelsI, (o, ),
et par suite I(o, @), n’est pas supérieurement borné, est nulle.
Ainsi, la borne inférieure de l'ensemble I(o0, a) des longueurs

correspondant & — é Salw,— 1—/ est finie et au pluségalea A, puisque

I’ensembie des segmenis considérés est inclus dans celul des chemins

. . . P \ . . N -~ ~
joignant intérieurement a R les images AD et BC de .2, et a,a,. Or,
I'inégalité de Schwartz, appliquée a l'intégrale I(o,a) ci-dessus,
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permet d’écrire

[ 10, &)< 2214 (0, )

en tout point « ot I, (0, @) a un sens.
Cette relation a encore lieu entre les bornes inférieures de deux
intégrales considérées; on a donc

A2< =2 [borne inférieure de I, (o, o).

Appliquons alors le théoréme de la moyenne al'intégrale du second
membre (manifestement positive); en utilisant 'expression de
I’élément d’aire de I', il vient

my—

el

Borne inférieure I,(0, a)< ;:f L) P duy dua= :Jc: .

1

10]-%

De deux derniéres inégalités, on tire

(05
3.2 1\23—.——5'.
( ) T 10y

e

Ceite inégaliié, notons-le en passant, est indépendante de I’hypo-

\ 1
thése : 0<r< -

Il est bien évident que les raisonnements précédents s’appliquent
I3 Ve N . .. . .
encore aux éléments o, a, et a;o, de I, & condition d’intervertir

L @ .. e el
artout le role de w, et —=; on auraii donc i'inégaliié
v ik

)
(3.2") 22<ita,
0y

o L désigne la borne inférieure des longueurs des chemins joi-
T . . -
gnant «, «, & ®;«, intérieurement a I'.

Cela posé, introduisons la fonction modulaire

wlA

4o
X(y)=—= ——— e,
() j.: \/1-—-Xsin2cp
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dont I’argument v est donné par

p_,_v... e
/‘ =

(o

[IVAN
[17aN

y I
Py £51);

formule ou les e, correspondent a la fonction p(u; w,, w,), dont les
périodes sont construites 4 I’aide de (1.6) en posant

R(t)y=(t—t)(t—~t){t—1,)(t—t).

Les paramétres y et r sont liés par la relation (CXXXIIL,
et CXXXVIIT. M.)

AL==L—T.
Or, des formules bien connues (¢f. CXIX, et CXX T. M.), il résulte
T X,
¢ X(x)

ou les fonctions X () et X’(y7) sont données, sous réserve que |y <1,
par les relations

X () =272,

a4 — 1 ~ Z

X(y) =~ ) [dp(x) ~+1(y) logm]a
avec )

My)=1- -;_log(l—;()—e(x),

p(7)=— =logalog(r — z) — n(x),
les fonctions () et n(y ) étant assujetties a vérifier respectivement
les inégalités

1 s 1
leisglan ial)isglal

Comme, par hypothé t ] t t L, 1
, P ypothése, r reste compris entre o et , y sera compris

entre % et 1; or, les formules précédentes cessent d’étre valables
pour 7 =1. Pour tourner la difficulté, nous utiliserons les relations
fonctionnelles (¢/. CXX, T. M.) que véritie X(y)

X () =X'(1—7),
X'(7)=X (1—7).
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d’ot on tire
T_X{O—yu).
¢ X(x—y)

De I’ensemble des résultats qui précédent, il résulte

s -
7 'ix -— Elogz —e(1—y) ‘

b

~u A

— . JA
— ]og(l—l(ii)[xm- %Iogx—ah-&x)] -+ %Iogzlogx “+ 4a(t—1)

la relation étant valable pour y = 1. Dés lors, une discussion élémen-
taire permet d’écrire I'inégalité

T

< hm
l—xl

log —%

valable tant que y reste compris entre - et 1 — c’est-a-dire tant que »
2

est compris entre o et ; et d'ou 'on déduira aisément I'inégalité (3.1)

en substituant & y sa valeur en fonction de 7.
Notons également que, d’aprés (3.2),

(3.3)

~o A
al ¥

St

[bien entendu, A ayant la signification précisée dans le texte a propos
de la formule (3.2)]. Il s’ensuit que si : augmente indéfiniment,
A tend vers zéro.

D’aprés ce qui précéde, cela ne peut avoir lieu que si » est trés
voisin de 'unité et, par suite y est voisin de zéro; on a d’ailleurs
(CXXIIL,, T. M.) dans ce cas

—~+ const.y .

A est alors au moins de I'ordre de -log|y|.
T

Il va de soi que les raisonnements précédents demeurent valables
si ’on substitue au domaine plan I' un domaine situé sur une sphére
de Riemann.
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21. APPLICATION A L’ETUDE DES CORRESPONDANCES ENTRE CERTAINS ELEMENTS
FRONTIERES DANS LA REPRESENTATION CONFORME. — Les considérations pré-
cédentes permettent de retrouver, en le précisant, ce résultat bien
connu de M. C. Carathéodory : la correspondance conforme entre un
domaine I' borné d’un seul tenant du plan z (limité par une courbe
de Jordan I') d’une part, et le demi-plan supérieur & (du plan ?)
d’autre part, est continue le long de I". Pour préciser, appelons
z= f(¢t) =R(¢)+71(z)la fonction analytique qui permet d’effectuer
I’application conforme de I' sur %; les frontiéres se correspondant,
les équations paramétriques de I' pourront s’écrire

x = R(¢), y =1(¢),

ol ¢ est supposé réel; d’aprés le théoréme de M. Carathéodory, les
fonctions R(?) et I(¢) sont continues. pour ¢ réel; le contour T et
I'axe réel ¢ se correspondent donc point par point.

Pour établir ce résultat, il suffit de se reporter aux inégalités (3.1)
et (3. 1"); nous respectons, pourle moment, les notations du précédent
paragraphe.

Fixons, en effet, arbitrairement, ce qui est toujours possible, les
points ¢,, ¢, et ¢, d’une part (”%), et leurs images respectives a,, o, et a,
d’autre part; au point ¢, correspondra alors un point «,(¢,), au moins,

de I, Faisons alors tendre ¢, vers ¢,, par exemple; d’aprés les inéga-
It 2 7 \ A N\ A//_\ N a ] 4
nes(o.1)et{o.1 ), A\&Ka&Kz, &, %) LEOU VELS ZELO.

Or, le contour I est, par hypothése, une courbe de Jordan dépour-
vue de points doubles; donc, sur chaque arc del”, il existe des points
accessibles de 'intérieur par des lignes polygonales delongueur finie. [I

. ~ ~ TN , , s . 19 N TN
enrésulte, «,a, et «,«, étant étrangers1’un 41’autre, que A(a2a3, ocmt..)
ne peut tendre vers zéro sans que «, ne tende vers «, ; la correspon-

(*) Toutefois, les points &, &, ¢; et ¢, doivent &ire choisis de maniére que la
quantité r correspondante [cf. (3,1')] soit comprise entre — 1 et o. Ceci ne
restreint évidemment pas la généralité du raisonnement, Dans les applications,
en effet, nous ferons toujours tendre ¢, vers #,; d'aprés (3.17) la valeur absolue
du rapport anharmonique r sera suffisamment petite dés que la différence ¢, — ¢,
est suffisamment petite. Notons aussi que le raisonnement du texte ne prouve
pas, tel quel, que la correspondance z = f(¢) est bicontinue.
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dance entre frontiéres de I' et de % a donc lieu point par point, ce qui
ne peut avoir lieu que si les fonctions x =R(?) et y =1(z) sont
continues. C.Q.F.D.

Le raisonnement précédent rattache 1’énoncé de M. Carathéodory
a des propriélés géométriques intrinséques de I'; il permet de cons-
truire un module de continuité pour la correspondance z= f(t)

AN TN
pour ¢ réel, toutes les fois que la fonction A(r/.gotn, o, fz,,), ou unede ses
minorantes, aura été explicitée (’*). Nous nous proposons maintenant
d’appliquer ces généralités & quelques exemples (*®).

Considérons un arc de courbe de Jordan en étotle. D’aprés sa défini-
tion méme, il existe un point w tel que I'intersection de toute demi-droite
issue de w avec cette courbe se réduit 4 un point unique. On peut tou-
jours supposer, sans restreindre la généralité (en effectuant au besoin
une transformation homographique), que le point w est 4 I'infini. Dans
ces conditions, toute paralléle & un axe fixe, que nous prendrons
pour I'axe Oz, Oy, lui étant perpendiculaire, rencontre I'arc consi-
déré en un seul point; tel serait, par exemple, le cas de la courbe sans
tangente de Weiersirass. Relativement au systéme d’axes rectangu-

N
laires qu’on vient de définir, 'équation de I’arc BC pourra s’écrire
x=—=x(y),
a(y) étant une fonction définie et continue dans un certain intervalle.

La continuité étant uniforme, il existe une fonction v(3), positive,
décroissante de son argument et s’annulant avec lui, telle que
() — 2 () [ $0(d).
pourvu que
Ly —y1ge.

Ceci posé, envisageons un domaine I'; borné et d'un seul tenant

("") Il y a lieu de noter que les raisonnements du texte peuvent rendre des
services dans des cas plus compliqués. Nous nous proposons de les appliquer &
I'étude de la théorie des bouts premiers (Primende) que I'on doit 2 M. Cara-
théodory.

("8) Pour cette partie de mon travail, je dois de nombreuses indications utiles
a M. F. Roger.
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TN
dont la frontiére se compose de I'arc B’C’ jouissant de la propriété
ST . .
précédente et d’un arc C'B’ complémentaire, appartenant a une

courbe de Jordan quelconque. Soient B et C deux points de B¢ que
'on peut choisir aussi voisins de B’ et C' respectivement, mais distincts
de chacun d’eux; soient, d’autre part, M et M’ deux points quel-
conques de BC. Nous supposerons que le choix des points B’, B, M,

M/, C, C' a été fait de maniére qu'ils soient rencontrés dans cet ordre
lorsqu’on décrit IV dans le sens direct.

— .
Il résulte de la propriété caractéristique de I'arc BC et du choix de
N
I'axe O« que 'ordonnée y est monotone le long de BC; d’aprés cela,

g TN .
les arcs BM et M'C sont séparés par la bande horizontale dont les
bords sont constitués par des paralleles & Oz menées par M et M'.

Cela montre que la plus courte distance A(@, MT,) des ares

~~ o~ . , . .
BM et M'C est minorée par la différence des ordonnées des points M
et M’, que nous désignerons respectivement par y, et ¥,.

. PR , .
Soit alors A un point quelconque de ’arc C’'B’, complémentaire

de ﬁ@, mais autre que B’ et C’. Il résulte des hypothéses faites sur
le contour (sans points doubles) et le domaine ' (borné) que le

A~ T~ e . .
nombre A(AB, M’C) est borné inférieurement alors que le nombre
|¥x— Y| est borné supérieurement; cela montre que le quotient

A(AB, W'C)
| yw—Yw|

TN ..
est borné inférieurement tout le long de BC. Or, d’aprés la définition

A~ N
méme de la fonction A, il est clair que le nombre A(AM, M’C> est

TN N N TN
égal au plus petit des nombres A(AB, M C> et A(BM, M’ C); ce qui
précéde montre dont que l'on peut trouver une constante positive
finie et non nulle, donc la valeur dépend du contour I' et du choix
des points A, B et C, telle que

(3.4) A(./(l\i, m) >const. | yy— yw |,

THESE J. KRAVICHENKO.
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'inégalité précédente sera valable le long de tout I'arc ﬁ-C\, extrémités
comprises (**)

Ceci posé, considérons la fonction analytique z = f(7) qui réalise
I’application conforme du domaine I' précédemment défini sur le
demi-plan % de maniére qu’aux points A, B, C, correspondent
respectivement les points d’affixe, t—= o, t=—1, t=- 1; nous appel-
lerons ¢ et #(—1 <t <<t <1) les affixes des images de M'. Appli-
quons le lemme du précédent paragraphe en prenant pour «,, a,, «,
et a, les points M, M’, C et A (ce qui revient a poser ¢, =1, t,=t/,
t,=1, t,=w). On trouve d’abord [¢f. la relation (3.1")]

v—¢

T—¢

. 1
Sil'on suppose, par exemple, ¢S, on aura
irig2f{d—1|,
s opgs ) 1 , 1
en sorte r sera inférieur a ; tant que ' — t< i

o~ . R A .
D’un autre coté, I'arc BC peut maintenant étre défini au moyen
des équations paramétriques
y=x@
z=z[y(t)] \

<<,

les fonctions x| y(z)] et y (), étant respectivement égales aux parties
réelles et imaginaires de la fonction complexe f(¢) quand I’argu-
ment ¢ de celle-ci est réel. Cela permet de mettre la minorante (3.4)

TN TN
de A(AM, M C> sous la forme
const. | ¥y — yu'| = const. | ¥ () — y ()],
en sorte que I'inégalité (3. t) peut étre remplacée par la suivante

2/

>

(3.5) ly(t) =y ()]s

const. | Log

A
I Z
|

TN
(7?) Elle peut méme étre étendue a tout 'arc B’C/, a I'exception de ses extré-
mités B’ et C'.
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dans laquelle ¢ désigne encore I'étendue intérieure de I' et” on
rappelons-le, la constante est un nombre positif borné, tant inférieu-
rement que supérieurement, dont la valeur dépend de I et du choix des
points A, B, C. Il est aisé d’étendre l'inégalité (3.5) a la portion
—
de BC, image du segment % <t<r1; il suffira d’appliquer le lemme du
TS TN . 1
paragraphe 20 aux arcs BM et M’A en supposant, cette fois, ¢t > >

. . ., . s s !
on vérifiera alors aisément que r sera inférieur 4 .- moyennant la con-
dition

t'—t< § .

Portons alors l'inégalité (3.5) dans celle que vérifie z(y) le long

de ﬁ(\] en vertu de la continuité de cet arc; on a, la fonction 7(2)
étant croissante,
(3.5) Jz(y)— 2 =l|2[y ()] —x[y()]]

e

Sojfy(e) —y()]1<n

Log !

const. S 7—1’;

Or, on a vu que la fonction z = f(), analytique dans @, se réduit
sur la frontiére de son domaine de définition & [y (2)] + £y (2) (c’est-
a-dire pour ¢ réel). Les 1négalités (3.5) et (3.5") entrainent donc la
suivante

(3.6) SO —S(&)|Sl2ly ()] —2[y (]| + |y () —y ()]

\/no
oy/no % Const.
< T+ n - It
Log— | Log— ' |
const. Ob;t——t’j ) g{t—t’! ~

valable dans le voisinage et sur tout l'arc BC. Cestle résultat que nous
voulions établir; ainsi, pour les arcs de courbes en « étoile », le
module de continuité le long de I'arc de la fonction f(t) correspon-
dante se relie trés simplement au module de continuité de 'arc de
courbe lui-méme.
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En appliquant ce résultat a quelques cas particuliers, on retrouve,
par une voie que nous croyons nouvelle, une partie des remarquables
résultats dus & MM. Seidel (*°), Lavrentieff (®'), Keldysch, War-
schawski (®?), Ostrowski (**). Prenons & titre d’exemple le cas des

TN
arcs BC vérifiant relativement a y une condition de Lipschitz; la fonc-
tion 1(3) est alors de la forme

n(d)=Ag,

formule ot A désigne une constante positive.

Rappelons l'interprétation géométrique de cette condition : elle
exprime que les quatre nombres dérivés de la fonction z = x(y) sont
bornés le long de I’arc BC. Pour de tels arcs, (3.6) fournit une iné-
galité du type
2\/7a (1 -+ A)

’

|f(e) = f(&) [

[N

I
const, Loth—_t’—il
I

dans laquelle le symbole constante a le sens précédemment défini.
On sait que les arcs lipschitziens sont rectifiables; c’est par cette pro-
priété que notre résultat se rattache aux travaux de MM. Seidel
et Lavrentieff; ce dernier a obtenu d’ailleurs des inégalités plus pré-
cises (**). Mais les arcs rectifiables possédent une tangente presque
partout. (Théoréme de M. Lebesgue.) Cette propriété nous permettra,
et ceseral’objet d'un autre travail, d’améliorer le résultat précédent de

(%) Uber die Rinder-Zuordnung bei konformer Abbildung (Math. Ann.,
Band, 104, 1931, p. 275-300).

(31) Sur la représentation conforme (C. R. Acad. Sc., 18%, 1927, p. 1407-
1409); Sur Uexistence de la dérivée limite (avec M. Bessonoff) (Bull. Math. de
France, Vol. 88, fasc. 1-u, p. 175-198). Voir surtout I'important Mémoire des
Annales de I'Ecole normale supérieure, 1937, p. 1-35.

(32) Uber das Randverhalten der Ableitung der Abbildungsfunktion bei
konformer Abbildung (Math. Zeitschrift, p. 321-426).

(83) M. Ostrowski a consacré un Mémoire fondamental au sujet qui nous
occupe; mais il s’est placé au point de vue local; voir Acta Mathematica, Band,
64, p. 83-104. Je lui dois personnellement plusieurs indications précieuses.

(#*) Voir son Mémoire des Annales de I’ Ecole Normale; cf. notamment p. 2.
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maniére 3 retrouver les estimations mémes de MM. Lavrentieff
et Keldysch. Notons, toutefois de suite, que les raisonnements de la
premiére partie du paragraphe suivant s’étendent sans difficultés aux
arcs lipschitziens dont nous venons de parler 4 condition de remplacer
le mot tangente par celui de directions limites de P. Du Bois
Reymond-Dini (**), et de retoucher ladémonstration d’'un lemme (*°).

22. Cas DES COURBES DE JORDAN A TANGENTES CONTINUES. FORMULE DE
M. U. Cisorm1. — En conservant les notations du précédent paragraphe,
nous supposerons maintenant que la courbe IV posséde une tangente
en chacun de ses points. Dans ce cas, les résultats du paragraphe 21
peuvent étre améliorés. Pour simplifier I'exposition et pour nous
limiter aux cas susceptibles d’application a I’hydrodynamique, nous
supposerons que la tangente varie contintiment le long du contour I".
Mais nous marquerons I’étape du raisonnement a partir de laquelle
cette hypothése devient vraiment indispensable.

Orientons les tangentes & I' dans le sens des y croissants; nous
désignerons par W(/) son angle algébrique avec O« exprimé en fonc-
tion de l’abscisse curviligne / sur I"; la courbe I étant rectifiable,
d’aprés les hypothéses faites, [ existe.

La fonction W(!/) sera, pour simplifier, supposée continue. Cela

posé, considérons un arc B'C deT le long duquel W'(/) vérifie les

inégaliiés suivanies :
(3.7) eSW(HEm—e,

¢ étant un nombre positif, aussi petit qu'on le veut, mais fixe. Nous
nous proposons de construire un module de continuité pour la cor-

(85) Voir, & ce sujet H. Lesescug, Lecons sur l'intégration et la recherche
des fonctions primitives, p. 67-73.

(%) M. Roger m’a signalé que le module de continuité »(d) de la courbe de
Weiertrass, citée dans le texte, est de la forme : const. < 6%, avec o << o <1;ilen
résulte que, dauns le voisinage d’un arc E\C de cette courbe, la fonction f(¢) cor-
respondante vérifie une condition {¢f. (3.6)] du type

1f(6) — fle) s —2mt .
[Log!t—t’l| b
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TN
respondance /(¢) entre un arc BC(¢f., pourles notations, le précédent

~

paragraphe) intérieur & B’C’, d’une part, et le segment — 1<zt
d’autre part, que la fonction z= f() établit entre ces éléments de
frontiére de I" et de ©; on trouvera

/(&) — ()] . const. << qi<
ll(t)—-l(ll) = , oo L p (——]=l:ll=l),
|8 Te= t"
ou p désigne un nombre positif arbitrairement grand et ou la cons-
tante est un nombre positif, borné dans les deux sens et qui dépend

N
de 'aire ¢ du domaine, du contour, du choix de I'arc BC et de la
quantité ¢ figurant dans l'inégalité (3.7), cette derniére quantité
. R Py
dépendant d’ailleurs elle-méme du contour et de I'arc BC.
En effet, moyennant les inégalités (3.7), y[I(¢)] est une fonction
croissante de ¢ dans l'intervalle —1<¢<r; les résultats du para-

graphe 21 s’appliquent et I'on a, en tout point de BC "
|y (0] — LU | < const. —2VTT

1 i
|8 Te—7T]|

1
2

inégalité dans laquelle le symbole const. désigne un nombre inverse

(#7) De la relation

dy(t)y=sinW¥{i(z)]d(c),
on tire, en tenant compte de (3.7),
Ly (&) —y (&) |2sine [ L(¢) — ()],

inégalité qui, jointe & celle du texte, fournit pour /(¢) un module de continuité
dans tout 'intervalle —1<¢<1. Comme W(/) envisagée comme fonction de / est
continue, W[/(¢)], envisagée comme fonction de ¢, sera aussi continue. Or, {(Z)
et W[/(¢)] sont reliées par la formule de M. Cisotti (¢f. la fin de ce paragraphe);
des raisonnements imités de ceux de M. Leray (cf. §§ 17-21 de son Mémoire des
Comment. Math. Helv.) permettent alors d’en déduire que I(t) vérifie
pour — 15t <1 une condition de Holder d’indice aussi voisin de 1 que I'on veut.
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de celui qui figure au dénominateur de I'inégalité (3.5) et qui reste
valable tant que la différence ¢/ — ¢ est suffisamment petite (**).
Transportons les axes du plan z paralléelement & eux-mémes de

~~~

maniére & amener l'origine en un point M (**)deB C. Nous appellerons
(comme plus haut) ¢, I'affixe réel de son image dans le plan % : on
a —152,<1. Considérons alors la fonction argz(t); l'intersection

TN
de BC avec M« se réduisant a4 un point unique, on pourra, grice aux
inégalités (3.7), définir cette fonction de maniére que
elargz(t)Sm—e pour £ réel et tel que <<,

(3.7
—e2argz(t)2—m+c¢ » —15tst,.

Il s’ensuit qu’au point M, argz(¢) subit une discontinuité égale a =.
Lot
Les valeurs de argz(t) en tout point de I'arc CB de I" complémen-

taires de BC se déduiront par continuité des valeurs précédentes;
'on suppose le demi-axe positif Ma orienté de maniére & pénétrer &
'intérieur du domaine I'; la fonction argz(t), continue dansI" et sur I
(c’est-a-dire dans ®) sauf au point M, sera aussi uniforme, le voisinage
de z = o excepté. De plus, I" étant un contour simple, on a

(3.7") |argz(¢)[S2mk,

(3.8) %= z", (n22).

Le domaine I',, transformé de I sera d’un seul tenant, puisque, d’une
part, I est a connexion simple et que, d’autre part, la correspondance
ponctuelle (3.8) et sa réciproque, sont dépourvues de points mul-
tiples. Le contour I', qui limite I', est le transformé de I"; c’est, par
conséquent, une courbe de Jordan simple 4 tangente continue partout,

(%) Dans la suite, il sera toujours sous-entendu que ceiie derniéie condition
est remplie.

(%) Les points B et C étant distincts de B’ et (7, le point M pourra coincider
avec B ou C.



— 120 —
le point M excepté. Nous appellerons y, et ¥',(y,) les éléments de T,
anologues aux éléments y et W'(y) de I'. Soit Ea I’arc transformé
de ﬁE; nous allons montrer que B/,a posséde la propriété suivante :
LemyMe. — Il existe un nombre positif v, non nul, tel que Iintersection
avec B/,a, des droites d’équation
y=a,
se réduit a un seul point pourvu que (°°)
la| <.
La démonstration se décompose en deux parties.

1° On peut trouver un nombre positif non nul v, jouissant de

TN TN
la propriété suivante : la portion PN de BC, comprise entre les
droites y === v, se transforme de maniére que ¥',(y,) soit compris

entre o et © le long de ﬁ’[, transformé de PM et aussi le long du

TN TN

transformé MN, de MN.
Appelons, en effet, M’ et M| les points courants correspendant
sur IV et I',, V() et V,(y,) les angles que font les tangentes 4 M’ et
a M avec les rayons vecteurs p et p,, respectivement, issus de 1’ori-

gine M, commune aux plans z et z,. La transformation (3.8) étant
conforme en tout point autre que M, on a

V()= Vily:)

aux points correspondants de I et I".

Cela posé, V() est, par hypothése, une fonction continue de son

argument, nulle a l'origine. Il existe donc un nombre positif non
nul v,, tel que

(3.9) V() IS

(*®) Si le point M coincide avec le point B, par exemple, la propriété ne
subsiste que si

o a<<mn.
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pourvu que
[y S0y

D’autre part, on a, en combinant 'équation (3.8) avec les inéga-
lités (3.7"),

TN
£ <argz < r_¢ le long de MC,
n n n
(3.10)
€ T & —_
— —2argz2—  + — le long de BM.
n n n

L’ensemble des inégalités (3.9) et (3. 10) permet d’écrire, en remar-
quant que
W, (y,)=argz, =V (y1) =argzs, = V(y) pour o<y <,
W, (y,)=7+argz, = V(y) pour —mn,<y<o
I'inégalité
n>W(y)>o0 pour — Sy <,

ce qui justifie notre assertion.

2° Les points de BC d’ordonnée supérieure a v, en valeur absolue
auront pour transformés des points d’ordonnées supérieures, en
valeur absolue, &
sin—tE 4
Ny = 1n 7)?-
sip"e

En effet, introduisons dans ie pian z ies coordonnées poiaires p et 4;
pour un point quelconque de BC on a, en tenant compte des inéga-
lités (3.7"), ' _

|y |=p|sin0]|2psing,

. 2N . .
puisque, sur BC, |6|est compris entre ¢ et 1 —e. Par ailleurs, le trans-
formé M, de M’ aura, d’aprés (3.8) et (3.10), une ordonnée y,,
telle que

1 [
lysl=]p[*|siny]|"
Dés lors, en éliminant p entre les expressions de y et de y,, il vient
18in—

n
[}’1|: ‘},n Y
sin" 0

THESE J. KRAVTCHENKO. 16
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sin —
n
1

sin”f

sin<1 — I—>9
——-——-—-—n .

n-+1
nsin * 0

La dérivée, par rapport a 0, de est égale &

Cette expression étant manifestement positive pour les valeurs consi-
dérées de 0, nous pouvons écrire
. . €
S1n — sin —
>
1 = 1

sin”0| sin”¢

ce qui établit notre lemme. [Notons que nous n’avons pas utilisé
I’hypothése de continuité de W'(/).]

De 14, il est aisé de conclure : il suffit de choisir pour 1 un nombre
plus petit & la fois que v, et v},. En effet, d’aprés 1'alinéa 1°, I'arc de BC
intérieur a4 la bande y =-=v, et par suite & la bande y == se
transformera en un arc de I', le long duquel W,(y,) sera positif;

N
d’aprés I'alinéa 2°, les portions restantes de BC auront pour trans-
formés des arcs de I',, extérieurs & la bande

y==%£mn,

et, a fortiori, ala bande y ===v.

Cela étant, considérons un point M, de I", d’ordonnée y, telle
que o<y,<m, et soit A, le transformé de A. On peut supposer A,
étranger a la bande y =—v. Le lemme précédent permet alors

/—\ A . .
d’affirmer que A(A1 M, M, C4) est supérieur a la différence des ordon-
nées de M, et M; soit
S TN
AAM, .G 2y,
1
La fonction z,=[z(?)]* effectue la représentation conforme du

domaine I", sur le demi-plan supérieur G de la variable ¢ de maniére &
faire correspondre les points A,, B,, C, aux points t=22, —1, 41}
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soient ¢ et ¢ les affixes (réels) des images de M et de M,; on a,

rappelons-le, e
—1SES S,

Il résulte donc de l'inégalité précédente, en utilisant le lemme du
paragraphe 21, en désignant par le symbole const. un nombre inverse
de celui qui figure au dénominateur de I'inégalité (3.5) [en I'espéce,
ce nombre dépend du contour I" et de I'arc de I" contenant M et
compris entre les droites y ===7; comme v est le méme pour tous

TN
les points de BC, nous pouvons dire que la constante ci-dessus est une
fonction de ¢ supérieurement bornée dans I'intervalle —1<z<1] et,
en posant encore {,=ow, t, =, lL,=1, t, =1,

2 ﬁﬁ'const.
Iyl(t’)lé—\/——i’
1 2
Log—I Py

|

ou o désigne I'étendue intérieure du domaine I', considéré.
Or,
6(¢)

n

yi(8)y=p"(¢)sin

b

[ ~

en désignant par ¢ et 0 les coordonnées polaires du point M’ de BC
éo
nég

dont M/ est le transformé; on déduit donc de U'inégalité précédente

2 CLTLRAALVT

-

en y remplacant y, par sa valeur

6(t’)|< [2 /7o const. | .
n |~ n

iy

|p(z’)sin" 1

Log——lt—~t’|

D’aprés ce qu’on a vu,

/
sin"g—(—t—)xz
FEE

. €
sm”;t > o,

on peut donc trouver une constante K qui dépendra de ¢ et qui sera
bornée inférieurement de maniére & pouvoir écrire

(3.11) [sinf () |<K sin”g-(ni-)-|»
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ce qui permet d’écrire 1'inégalité précédente sous la forme

Ly ()] [2 /7o const.]* ,

K

1 b3
L°gu—fil

valable dans le voisinage suffisamment petit de chaque point de

A~
I’arc BC, exirémités comprises, 4 condition de désigner par ¢ la
) p ? p
plus grande des aires des domaines I', (°*).
Revenons alors au systéme des axes primitifs Oxy; cela s'écrira

(8.12) 70— y(ey)g A2V ETest ]

1 2
K|tos 7]

inégalité dans laquelle le nombre const. dépend de ¢ et K est un
nombre indépendant de ¢; la valeur de K est fonction de ¢ seulement,

N
c’est-a-dire de I’arc BC. En résumé :

L'inégalité (3.12) est valable dans le voisinage fini de tout
~~
point, M (%), appartient al’arc BC; ce voisinage est défini par
|y (&) =y (&) <0 (e),
I’ensemble des nombres positifs 1(z) étant borné inférieurement
P Y
pour —1<z<r.

Un raisonnement classique, que l'emploi du lemme de Borel-
Lebesgue permet de simplifier, permet d'étendre cette propriété

. TN A ,
locale a tout I'intervalle —1<z<1. En effet, 'arc BC peut étre partagé

en un nombre fini d’arcs partiels de maniére que chaque point de BC
soit intérieur a I'un au moins des arcs partiels, et que I'inégalité (3.12)
soit vérifiéelelong de chacun d’eux. Toutefois, la constante qui figure
au numérateur de (3.12) peut, d’aprés ce que nous avons vu, changer

d’un arc partiel a4 I'autre (le coefficient K, par contre, gardant la

N
méme valeur le long de BC); comme ces constantes sont supérieu-

(**) I est clair que le nombre ¢ ainsi défini est supérieurement borné.
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rement bornées dans leur ensemble, il suffira de choisir celle dont la
valeur est maximum pour qu’une méme inégalité (3. 12) soit valable
le long de chacun des arcs partiels considérés. Dés lors, une discussion
élémentaire permettrait d’assigner a la constante de la formule (3. 12)
une valeur telle qu'une méme inégalité (3.12) demeure valable sur
deux arcs partiels consécutifs, puis sur trois, etc.; on peut donc
choisir la constante qui figure dans (3.12) de maniére que cette
inégalité soit valable quelles que soient les valeurs de zet de ¢ del'inter-

valle —1£¢<1. | La constante de (3.12) dépendra donc, en derniére
A~
analyse de I" et du choix de I’arc BC seulement. | En d’autres termes,
la fonction y(t) appartient dans tout cet intervalle a’espace £, (z) (°*)
3
(¢f. § 11, Chap. I) le nombre positif » pouvant étre choisi aussi
grand qu’'on le veut. Notons qu’en combinant avec (3.11) I'inégalité

dy(t)

=si Ssine — )
a1 = S U@)] zsine = const.,

déduite de (3.7), on montrera que /(z) appartient également &
'espace £2,(?) et I'on établirait que I(¢) vérifie une inégalité du type

(3.13) [1(2) — I(¢') | < [2\/7§const_]"

(1<e<1),

1 2
Log |

Ksine

(**) Il convient de faire remarquer une fois encore (cf. la fin du paragraphe 21)
que les raisonnements exposés jusqu’ici s'étendent au cas ou les quatre nombres

dérivés de la fonction z = z(y) sont bornés le long de I'arc ﬁ’ de I". On peut
dong s’affranchir de I’hypothése de I'existence et de la continuité de la tangente
le long de BC (la démonstration du lemme du présent paragraphe doit alors
étre retouchée). L'ordonnée y (/) étant supposée monotone le long de I'arc B'C/,
il suffit de remplacer dans les raisonnements W (/) par les fonctions Wy, (?),
Whax(0), égales respectivement aux angles algébriques des directions limites de
P. du Bois Reymond-Dini (orientées dans le sens des [ croissants) au point
d’abscisse curviligne /. Il faut, par exemple, remplacer les inégalités (3.7) par
les suivantes,

N
eSW (W (S —e le long de BC.

Au fond, ce n’est donc pas la continuité des nombres dérivés qui importe,
mais 'amplitude de leurs oscillations le long de I'arc considéré.
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dans laquelle le symbole const. a méme signification que pour(3.12).

Des considérations toutes pareilles s’appliquent aux arcs de I" le
long desquels (?) est une fonction monotone de ¢, il faut et il suffit
pour cela que I'on ait

(3.14) —§+s<m‘(1)<§~e.

Le long de tels arcs on pourra construire pour z(t) un module de
continuité du type (3. 12); on déduira, par un raisonnement identique
au précédent, une inégalité du type (3. 13) pour {(z). Supposons alors
que I'on puisse décomposer le contour IV (c’est-a-dire I’axe réel de ¢)
en un nombre fini ou infini d’arcs le long desquels I'un des sys-
témes (3.7) ou (3.14) soit vérifié, le morcellement étant réalisé de
telle sorte que chaque point de I (c’est-a-dire de I'axe réel de ¢) soit
tntérieur a I'un au moins des arcs cousidérés. L'inégalité (3.13), étant
alors vérifiée le long de chacun des arcs partiels, sera valable pour
I’ensemble du contour (d’aprés le lemme de Borel-Lebesgue).

Les raisonnements précédents montrent en particulier qu’un tel
morcellement de la frontiére, est toujours possible lorsque W’ (/) existe
et est bornée (°?). C’est I’hypothése que nous ferons désormais; il vient
alors, en utilisant (3.13) et en désignant, pour simplifier 'écriture,
[2 /7o const. |*

par const. le facteur *——p——

(3.15)  |W[I(¢t)] — W[I()]}Sconst. | I(8) — I[(¢)| Max | W' ({)]
const. Max | W'(/) |

= n

7AN

(—1geLT).

1 |2

| 1
echreray

Cette inégalité fondamentale, valable le long de tout I'axe réel de ¢,
va nous permettre d’améliorer le module de continuité (3.13) de I(?)
et de montrer que cette fonction posséde le long de 1'axe réel du plan ¢
une dérivée finie et continue; c’est ce résultat que nous avions en vue.

(**) En modifiant légérement les raisonnements on pourrait étendre ces
conclusions au cas ou W(/) serait dépourvue de dérivée mais admettrait des
nombres dérivés bornés.



— 127 =

En effet, effectuons la transformation

qui fait correspondre au domaine % 'intérieur du cercle unitaire du
plan Z=X+7Y. Soient s et s’ les arguments des points Z =e¢"
et Z=1¢",images des points d’affixes réels ¢t et ¢ de %; on a, d’aprés
(3.13) ("),

[(s)] — WU(s')] | < const. | MaxW’(lZI ,

1 B
Log |s—s'|

puisque la fonction ¢(Z) est analytique pour ¢ réel.
Le nombre positif » étant arbitrairement grand, les intégrales

du type (1.21) (¢f. § 11) déduites de W[I(s)] appartiennent &
I'espace 13%_1(5), l’indice% — 1 étant positif.
En particulier, la fonction analytique de M. Villat,

1+ Zets )
W ds' — i loga,

(3.06)  Fmy=g= [ W) v
0
définie pour |Z|<1 et dont les parties réelle et imaginaire se
réduisent respectivement & W[/ (s)]—s et & T(e*) pour Z=¢" avec
/ is\ — I " [ ! 1 dsl
(3.16)  T(e)= — (WU — s — W[N]+ '} ——— — loga,
0 tang

(**) La constante qui figure dans cette inégalité est égale au produit de
la constante figurant dans (3.15) par le maximum de la fonction de deux

variables s et s/,
n

log—r |
T —1(s)] l

log ————— |

Sy —s'|
avec
0ss<am, oss'Sam.
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ol a désigne une constante réelle positive, vérifie pour |Z|<1 une
condition £, (Z).
—2—'.

Cela posé, la correspondance conforme entre le domaine I' et
le cercle |Z|=1, sera donnée par la formule bien connue de

M. U. Gisotti (*®)

s _ grw
dZ ’

(*5) Rappelons rapidement Dorigine de cette formule. Etant donnés le
contour I' du plan z et le cercle |Z|=1 du plan Z, supposons qu’on ait déter-
miné la fonction z(Z) qui réalise 'application conforme du premier de ces

~

domaines sur 'autre; si la dérivée c_Z:Z existe pour Z = ¥, nous aurons
dz dz| .
= = | o | e{TllsN—s},
dz. dZ.

I1 suit de la que la partie réelle de la fonction %10gZ—,% se réduit & | W[l(s)] — s}

pour Z=e¢¥; cela veut dire que %logZ—ZZ est donnée par la formule (3.16) du

texte; I'égalité ainsi obtenue est équivalente & la formule de M. Gisotti.
Il faut remarquer que la fonction W (s)=W[I(s)])—s est périodique de
période 2 7. Choisissous, en effet, ¥'[/(s)] de maniére que

Toutes les autres valeurs de 7 se déduiront par continuité et nous aurons
Wl(s+2m)]=W[Il(s)]+ 2.

Cette relation fonctionnelle entraine la périodicité de W,(s) et, par suite,
la continuité de cette fonction pour s—o; les expressions (3.16) et (3.16'),
introduites dans le texte, auront donc nn sens pour s—o. Il semble donc gu'il
y a avantage & substituer W, (s) & W[/(s)] dans les formules de M. Cisotti.

Notons encore que 1'équation

[ou T;(e*) est la fonctionnelle de {(s) définie par (3.16')] déduite de la formule
de M. Cisotti, peut étre considérée comme 1'équation de définition de I(s) et
peut servir de pointde départ a I’étude du probléme de représentation conforme
de Riemann dans le cas de contours I' pourvus d'une tangente continue; en
rapprochant les remarques qui précédent avec les développements du para-
graphe 23, on constatera que les formules de M. Cisotti sont au probléme de
Riemann ce que les formules de M. Villat sont au probléme de Helmholtz.
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ou la constanteréelle a est, a priord, inconnue et o I'(Z) est la fonction
définie par (3.16). D’aprés ce qu'on a vu, l'expression de F(Z)
a un sens pour |Z|=1. On peut donc faire Z =¢* dans la relation
précédente; il vient, en prenant les modules des deux membres

dl(s)

J— —T,(ets)
—aet
ds )

égalité ol I'on a posé

T, (e) =T (e¥) - loga.
Le coefficient de @ du second membre appartient a I'espace £, (s)
S—1

dans tout lintervalle o< s< 2m, extrémités o et 27 comprises;
on peut donc majorer le paramétre a en fonction de la longueur
totale L (°*) de I en écrivant

AT
L=a f e e ds> ¢ const.,
0

I'intégrale du second membre étant inférieurement bornée par une
constante positive non nulle puisque son élément différentiel est

. . . dl(s) . . ,
continu en s. Il suit de la que —— existe et appartient également
a l'espace £, ().
1

Cela permet d’énoncer le résultat suivant : étant donné un con-

tour IV du plan z situé a distance finie et donné par son équation
intrinséque
¥ =U(/),

ou W(/) désigne une fonction admettant une dérivée partout bornée,
la fonction z = z(Z), qui réalise 'application de I'intérieur I" de I sur

- \ (s g . ds
le cercle unitaire du planZ, posséde une dérivée continue - pour | Z[<1;

(**) Il importe de remarquer que la majoration du coefficient a de la formule
de M. Cisotti peut &tre faite dans des cas beaucoup pius généraux. On consultera,
a ce sujet, le mémoire de M. Leray et le paragraphe 25 de notre travail ou cette
majoration est rendue indépendante de la construction du module de continuité
pour T(e®).

THESE J. KRAVTCNENKO. 17
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on a
dz(es) daz(e’) < const.
dz T dz |*= ’

= n

LO()‘-——_—
S ls—|

inégalité dans laquelle la valeur de la constante ne dépend que du
contour IV (notamment par I'intermédiaire de sa longueur, de la sur-
face ¢ qu'elle délimite, de la grandeur [MaxW'([)] et de n et ou le
nombre n peut étre pris aussi grand qu’on le veut.

Il nous a paru intéressant de retrouver ce résultat par une méthode
nouvelle. On généralise aisément; en supposant que W' (]) existe et
appartient a 'espace £,(/), on montrerait que ‘;—S::i—l existe et appar-
tient a l'espace £2,_,(s), lorsque le nombre n est supérieur a I'unité.
On retombe ainsi, sous une forme moins large, mais plus précise,
sur un théoréme de MM. Holzmanu et Lavrentieff (°7).

Il nous reste & étendre le résultat précédent a un cas particulier
important en raison de ses applications en hydrodynamique. Respec-
tons les notations anciennes et considérons un contour I" simple,
fermé, et pourvu d’une tangente en chacun de ses points; supposons

que la fonction W(/) correspondante posséde les propriétés suivantes
N
le long d’un arc B'C/ de I :
1° La fonction y (/) ne décroit pas le long de B'C’; cela se traduit
par les inégalités
(3.17) oSW()<m.
Cette fois, W (/) peut atteindre les valeurs extrémes de o et ©; maisen

. . N . Y
un nombre fini de points de B’C’ seulement; d’aprés cela, I'arc B'C’
ne peut pas comprendre de portions rectilignes horizontales.

2° On peut trouver sur B'C deux points B et C, distincts de B’
et C/, d’abscisses I, et /, respectivement (/,< 1) et tels que la
dérivée W' (/) existe et reste continue dans 'intervalle /,<I</,, extré-
mités comprises; d’aprés cela W/(/, 4 o) existe et est finie.

(*7y Recueil de la Soc. Math. de Moscou, 38, 1931, p. 51.
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3° La dérivée W'(!) existe le long de I’arc @; elle est discontinue
pour =1/, (**); on a

(3.18) W' ({— 0) =00,
4° W(l+o0)=W(l—o).

Nous supposons, de plus, que la direction Ox a été choisie de maniére
que toute demi-droite paralléle & Oz, issue d’'un point quelconque

TN
de B'C/, pénétre dans I'intérieur du contour I,

Py N
(Ainsi, les tangentes positives aux arcs, B'B et BC se raccordent en
leur point commun B; la disposition des deux arcs dans le voisinage
de ce point est identique a celle que présente la ligne libre et I'obstacle
dans le voisinage du point de détachement correspondant lorsque le
détachement n’est pas en proue; ¢f. le paragraphe 13.)

Choisissons alors, comme plus haut, un point A sur 'arc C'B’ com-

plémentaire de B'C et soit z = z(¢) la fonction analytique qui réalise
I'application conforme de I sur  de maniére qu’aux points A, B, C
correspondent les points t=oc, t=—1, t=+1 de l'axe réel. La
fonction W"(/) étant continue, les fonctions {(z) et W[ /(¢)] vérifient
respectivement (d’aprés le théoréme ci-dessus) les inégalités (3.12)
et (3.15) dans tout I'intervalle —1 < ¢ < ¢’ <1 et méme en ses extré-
mités ¢ =1 pourvu que ¥{/, ) et ¥{J,) soient disiiucis de o et de =.
Nous nous proposons de compléter ce résultat en montrant
que, moyennant les hypothéses faites, il subsiste pour z=—1
siW[I(—1)]=W(l,)=rn et est en défaut si ¥'(/,)=o.

Observons d’abord qu’en vertude (3.17) 'intersection de B/C avec
toute droite paralléle a I'axe des x se réduit & un point unique; mais
la direction y = o est la seule & jouir de cette propriété dans le voi-

sinage du point B. En effet, d’aprés (3.18) la courbure de I'arc BB

N
y est infinie; il suit de 14 que toute droite issue de B coupe I'arc B'C/

(**) En fait, il est inutile d’étendre les hypothéses 2° et 3° a 'ensemble de
P'arc B’C’; il suffirait de les supposer vérifiées dans le voisinage du point B
; PP g P
seulement,
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en deux points distincts, 4 moins d’étre confondue avec la tangente
en B a cet arc : il est donc impossible de trouver un systéme d’axes

relativement auquel Parc B'C vérifie dans le voisinage de B les
conditions (3.7).

Toutefois, les raisonnements du précédent paragraphe permettent
de construire pour y[I/(z)] un module de continuité du type (3.5'),

valable pour /= — 1. Comme I'axe BC ne comprend, par hypothése,
aucune portion rectiligne paralléle & Oz, I'abscisse curviligne [ est,
par suite, une fonction continue I(y) de y. Soit 1(8) le module de

continuité de /(y) [*q(b“), en I'espéce, n’est pas lipschitzien, puisque
dl

1 ) B N1 o ) ] .
= o " est pas borné par BC], [[y(?)], envisagée comme fonction
de t posséde le module de continuité de v const

1 2
- Log[—:.?‘ i

Cela posé, transportons les axes parallélement a eux-mémes de
maniére & amener leur origine au point B. D’aprés les hypothéses
faites, la direction B pénétre a I'intérieur de I''; on peut donc définir
la fonction arg z(z) comme nous ’avons fait au début de ce paragraphe

et attribuer aux points de BC des arguments O(¢) positifs. Effectuons
alors la transformation (3.8); nous affecterons encore de l'indice 1 les
éléments relatifs au plan z, et au domaine I'; ainsi obtenus. Cette
transformation permet de passer de (3.5") a (3.12)si

—o -.~-La- -

1° il existe un itif v tel que lintersection BC avec la

droite d’équation y = « se réduit a un point unique lorsque

2° il existe un nombre positif K borné supérieurement, vérifiant

I'inégalité (3. 11).

Or, il est clair que cette deuxiéme condition n’esl pas remplie

lorsque
W(—1)]=¥(L)=0(—1)=0;

n étant plus grand que 2 et ©(z) étant continue pour — 15251, le
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rapport [¢f. (3.11)]

sin®(¢)
sin"——-@)(t)
n
n’est pas borné pour = —1; cela justifie la premiére partie de notre
assertion.

Au contraire, le rapport précédent est évidemment borné pour
N TN
t=—1 lorsque W (/,)==. Dans ce cas le transformé BC, de BC

aboutira au point B en faisant avec Ba un angle égal a g; I'existence

et la continuité de W'(!) assurent alors la croissance de I’ordonnée y,
S~

de BC, dans un voisinage fini du point B. D’autre part, I'ordonnée y

d'un point M de BC peut étre minorée en fonction de {—1,, ou !

désigne I'abscisse curviligne de M (°°); il en sera donc de méme de

I'ordonnée y, de sa transformée. Ces deux remarques entrainent

'existence du nombre v défini ci-dessus et achévent la démonstration

de notre théoréme en ce qui concerne la fonction y[I(¢)]; l'iné-
S

galité (3. 12) est donc valable le long de tout I'arc BC, extrémités
comprises.

Mais, en I’espéce, on ne peut pas passer de (3.12) 4(3.13) dans le
voisinage de t=—1, car la dérivée

d__y(t) —=sin¥¥'l
di(t)y — L

7/ +\7
v\e/i

TN
(°?) En effet, 'arc BC est dépourvu, par hypothése, de portions rectilignes
TN
paralléles @ Bz; la mesure de ’ensemble des points de BC en lesquels W (/) se
réduit & o ou & 7 est donc nulle. La fonction W(/) étant continue, il suit de 13,
qu’étant donné un nombre positif ¢ abstraitement petit, on peut trouver deux
nombres ¢, et d(/) positifs et non nuls tels que la mesure de I'ensemble des

points de BM sur lesquels
SsinW(l)2e

soit supérieure & 6(/) moyennant la condition /—/,>¢; le nombre d(7) est
évidemment une fonction croissante de son argument (. On peut alors écrire

I3
y:/ SinW (1) dl> (1 — 4,)8(0) ¢. Q. F. D.
- [’
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n’est pas inférieurement bornée dans ce voisinage. On emploie alors
un artifice pour déduire directement I'inégalité (3.15) de (3.12).

N .
En effet, le long de BC (extrémités comprises), on peut écrire
sin¥ d¥ =W () dy.
On en tire, en intégrant,
[cosW([{(¢t)] — cosW[i(¢)]|<| Maximum W (1) {1 y[{(e)] —y[{(¢)]]
avec
(—1ge<t/ <),
En remarquant que

|cosm — cosW| N
fn—¥[E =n¥

lorque W' est compris entre o et =, 'inégalité précédente entraine

[W[I(—n)] =Wl P< 2— Max | W ({) | [y [L(— 1] — U]
ou encore

i
b}

IWH(=1)]=¥[{0]<- VMaXI‘F’(Z) Hy[l=n]—=y[l@®]F (=188
En combinant le resultat précédent avec (3.12), il vient, en conser-
vant les notations de (3. 12),

W[ (= 1] =[] 1< o T (‘aconst) Max ‘lf’(l)}
I

(—12250),

T
T - s
[ ¢

inégalité qui, n étant arbitrairement grand, fournit pour la fonc-
tion W[/(¢)] un module de continuité, valable pour ¢=—1, qui est
bien du type (3.15).

La formule de M. Cisotti a donc un sens le long de tout I’arc ]§E

extrémités comprises; il suit de 1a qu’au point B de cet arc - ( ) existe

et vérifie encore une condition 2, ().
——1
4
Dans un travail ultérieur nous appliquerons les raisonnements
de ces deux paragraphes a ’examen de cas plus compliqués; faute
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de place, nous nous sommes borné 4 résumer les méthodes employées
et & énoncer les préliminaires indispensables aux applications hydro-
dynamiques.

23. PRroBLEMEDE REPRESENTATION CONFORME DE HELMHOLTZ. — Nous nous
proposons maintenant de résoudre le probléme de représentation
conforme de Helmholtz; ce probléme consiste 4 déterminer un mouve-
ment a la Helmholtz qui correspond 4 une configuration donnée des
éléments rigides : parois planes et obstacles. D’'une maniére précise,

—
soit un arc de courbe BC situé dans le plan z =2+ zy. La courbe

N
dont ’arc BC fait partie est supposée avoir une tangente en chacun
de ses points (*°%); on la définit au moyen de son équation intrinséque

v=w¥(),

qui relie I'abscisse curviligne / 4 I’angle ¥ que fait avec Oz la demi-
tangente (orientée dans le sens des / croissants) a 'obstacle. Nous
désignerons par « et § les abscisses curvilignes des points B et C que
nous choisissons de maniére que o<« < J et qu'aux [ croissants
correspondent des ordonnées croissantes. On suppose que :

TN
1° L’intersection de BC avec les droites d’équation y — const. se

réduit & un point unique; toutefois, BC pourra comprendre des por-
tions rectilignes paralléles aux parois; mais on suppose essentielle-
ment que I'obstacle ne se réduit pas & une lame placée parallélement
a u, et @, ; cette condition se traduira par des inégalités

0SW(l)Sm  pour a<lSB,

la fonction W (/) ne pouvant se réduire identiquement & o ou a = dans
tout l'intervalle «<I<B. Nous supposerons de plus que W (a) =,

W(B)##o(cf-§26) (")

(+%9) Sous sa forme actueile la théorie ne s’applique qu'aux obstacles lisses
dépourvus de points anguleux. Mais des exlensions sont possibles au cas des
profils courbes, comportant des points anguleux.

(1) Ces hypothéses ne sont pas essentielles pour la démonstration du théoréme
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aw() . . )
2° La courbure dl( ) existe et est continue pour a<ISB (102).

Larc BC est placé a I'intérieur d’'une bande paralléle 8 Ox dont les
bords supérieur et inférieur seront désignés respectivement par (.,
et w,; les distances de C & p,, de B 4 u, seront respectivement
appelées d, et d,; les longueurs d, et d, sont données a priori; elles
peuvent étre infinies. Il est clair que la donnée de la fonction W (?) et
des quatre paramétres «, 3, d, et d,, définit complétement la confi-
guration des éléments rigides.

Ceci posé, les résultats du premier Chapitre permettent de formuler
le probléme de Helmholtz comme suit :

Probléeme du sillage. — Déterminer dans le plan de la variable
J=o+1iv

(plan du potentiel complexe) un domaine F (cf. fig. 2) formé d’une
bande indéfinie, paralléle a O¢, entaillée le long de tout le demi-axe
réel positif, et définir dans I une fonction analytique z =2z(f) de
maniére que le domaine @ du plan z, que la fonction z = z(f) fait
correspondre a I, ait les propriétés suivantes :

La frontiére de @ se compose des parois 1., et w, de l'arc BC et de
deux lignes A, et A, de forme inconnue a priori, joignant le point
a I'infini en aval (x =-+ =) aux points C et B respectivement. Les
courbes 4, et A, possédent en chacun de leurs points (extrémités B
et C comprises) une tangente contlinue.

La iransformatiou s = z (/") fuii correspondre enire eux les élémenis
de frontiére suivants :

D’abord, la paroi &, au bord ¢ = {,, (4, >>0), inconnu a priori de la
bande F'; la paroi p, au bord ¢ =—1{, (la constante positive {, est
inconnue a priort) dela bande F. La courbe constituée par I’ensemble

d’existence : voir le travail de M. Leray; mais elles facilitent et simplifient
I’exposition; sans elles, toutes les conclusions du paragraphe 29 tomberaient
en défaut.

(102) Ces hypothéses ne sont pas indispensables : voir les travaux que publiera
M. Oudart.
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des lignes A,, I'arc BC (ou encore l'obstacle) et ), aura pour image
I’ensemble des deux bords de la coupure pratiquée le long de Oo.
L’origine f= o doit étre I'image d’un point de l’obstacle que nous
appellerons O; d’aprés cela, les points C et B auront pour images
les points d’affixes o, et ¢, (¢, et o, étant des constantes réelles,
positives, a priori inconnues) situés, le premier sur le bord supérieur,
le second sur le bord inférieur de la coupure.

En outre, la transformation z=2z(f) est assujettie & vérifier les
conditions suivantes :

1° LelongdeX, (oude?,), c’est-a-dire le long du segment (¢,, + o)
[oudusegment(¢,, + )], lacorrespondance z = z( ) doit conserver
les longueurs. Cela se traduit par la condition
af
dz

=1,

valable le long des lignes libres (ou de leurs images).
2° Aux points a I'infini de F ou ¢ > o, on doit avoir

L . .\ 1
s = f + série entiére en —-.

J

3¢ Aux points & 'infini de F ot © < 0, on doit avoir

5 = kf + série entiére en -,

| -

ol k est une constante réelle, positive, et a priori inconnue.

Relativement a cet énoncé nous ferons observer que, dans leschéma
du sillage, les points de détachements des lignes libres sont arbitraire-
ment placés aux extrémités de 'obstacle. Les exemples de mouvements
a la Helmholtz (notamment le cas de 1'obstacle en accolade) nous
incitent a assouplir le schéma précédent et & nous poser le probléme
suivant :

Probléme de la proue. — Etant donné un obstacle BC de position

THESE J. KRAVTCHENKO. 18
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connue relativement aux parois ., p, du canal, trouver un sillage

correspondant & un obstacle P, P, qui, soit coincide avec l'arc ﬁ(\],
soit constitue une portion de cet arc. Sile point P, (ou P,) coincide
avec C (ou B), la ligne libre A, (ou A,) qui aboutit en ce point y
présente soit un détachement en proue, soit un détachement vers

l'aval (¢f. § 13). Si le point P, (ou P,) est intérieur a I’arc TB\C, la
ligne A, (ou A,) y présente un détachement en proue. Il y a lieu de
noter que ce probléme ne se réduit pas a celui du sillage lorsque

~ —

I'arc P, P, coincide avec I’obstacle BC; nous imposons ici aux lignes
libres des conditions de détachement (détachement vers I'aval) qui
n’interviennent pas dans ’énoncé du probléme du sillage.

Nous allons maintenant mettre ici en équation chacun de ces pro-
blémes. Pour abréger le langage, nous allons introduire I'espace
abstrait E(a, b, s); par définition E(a, b, s) comprend toutes les fonc-
tions réelles de la variable réelle s qui : 1° sont continues dans l'inter-
valle a<s<b;2° admettent dans I'intervalle ab, extrémités comprises,
des dérivées continues. Nous appellerons norme d'une fonction f(s)
appartenant a cet espace, la grandeur

[f(s)]= Maximum de | f(s) | -+ Maximum de | f'(s)|,

les maximums du second membre étant relatifs & 'intervalle a, 5.
D’aprés cette définition de E(a, b, s), cet espace est linéaire,
normé, complet ('°%).
En particulier, il résulte des hypothéses faites au début de ce para-
graphe que W(/) appartient a I'espace E(«, 3, /).

Mise en équation du probléme du sillage. — Considérons une confi-
guration donnée (dans le plan z), définie par la fonction W (/) et les
quatre paramétres «, (3, d, et d,. Donnons-nous, d’autre part, un

(19%) Voirau sujet de ces définitions le paragraphe 28. Il est essentiel de noter
que les éléments /(s) de E(o, w, s) ne sont pas nécessairement des fonctions
croissantes de s; les solutions des problémes du sillage et de la proue
constituent donc des ¢éléments trés particuliers de cet espace.
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élément I(s) de I'espace E(o, m, s) ("°*) et les valeurs de deux para-
métres a et b tels que a <—1, b6 >1. Nous poserons

W(s) =W[i(s)].
Dans ces conditions (¢/. §§ 8 et 12) :

1° Les équations (1.6), (1.6'), (1.8), (1.8) définissent les demi-
périodes w, et w,, le paramétre ¢ des fonctions elliptiques qui inter-
viendront dans les formules ci-dessous, ainsi que les parameétres y et s, .

2° L’équation (1.24), dans laquelle on substitue & W(s) sa
valeur W[/(s)], définit une constante s5,; le domaine d correspondant
est, dés lors, entiérement déterminé. La seconde relation (1.8") fait
connaitre le paramétre u,,, et par suite u,, -+ w,==u,. Portons la
valeur ainsi trouvée de u, dans (1.6"); on détermine ainsi le para-

métre ¢,, et, par conséquent, d'aprés (1.4'), le quotient %—
1

De la facon méme dont la valeur de ¢, a été obtenue, il résulte
que |z, |<1; ainsi, les paramétres a, b, ¢, vérifient les conditions (1.4").

3° Les équations (1.23), (1.27), (1.28) et (1.29), permettent
de construire a partir des éléments W[/(s)]= W(s), 5,, w, et w, les
fonctions Q(Z) =0(X, Y)+iT(X, Y) et T(e*) dans le domaine d

précédemment défini.

4° La différentielle df(7) [cf. les formules (1.10) et (1.10')] est
maintenant connue, d'aprés l'alinéa 2, au facteur ¢, ¢, prés.
D’aprés I'alinéa 3, le second membre de I’équation (1.33")de M. Villat
est donc connu au méme facteur prés; I’équation en cause définit donc
une famille de fonctions L(s) croissantes, dépendant d’une constante
d’intégration additive et d'une constante multiplicative (¢, + ¢,).
Parmi les fonctions de cette famille, une et une seule vérifie les con-
ditions

L(o)=a«, L(m)=24,

qui permettent d’éliminer la constante additive et de déterminer le

(1**) Au paragraphe 28 nous établirons que,.moyennant les hypothéses faites
sur la nature de I'obstacle, la fonction /(s) est nécessairement un élément
de E(o, 7, s); nous admettrons ce point pour le moment.



facteur ¢, + ¢, au moyen de la relation ('°%)
(3.19) o= T af(s)]

déduite de (1.33") et dans laquelle 7 (s) est supposée remplacée par
les expressions (1.10) et (1.10").
Pour abréger, nous écrivons désormais

L(s)=V[((s), W(L), @, B, a, b],

en désignant par V ’ensemble des transformations fonctionnelles qui

(100) C'est au sujet de la condition analogue & (3.19), imposée dans le cas
du fluide indéfini a la constante multiplicative A, analogue & ¢, + ¢, et a priori
incononue, que M. Sekerj-Zenkowitch [¢f. I'Introduction} nous semble avoir
commis une erreur de raisonnement.

Dans le cas du fluide indéfini, en effet, le probléme du sillage (tel qu'il a été
énoncé dans le texte), peut se ramener & déterminer la fonction ¥ (s) = W[/(s)]
et la constante réelle A (inconnue a priori) vérifiant un systéme de la forme

(1) W (s)==AF[W'(s)],

(2) A= P[¥(s)],

ou les symboles F et @ désignent deux transformations fonctionnelles convenables.
Cela étant, un processus correct d'approximations successives doit consister en
ceci : aprés avoir désigné les approximations successives des inconnues
par W, W, ..., W, ... et Ay, Xy, oo, Ay, ... respectivement, 1° choisir W;
2° déterminer A, par la relation (2)

h=@[W(s)];
3¢ évaluer W, au moyen de (1)
W, (s) = @[W, ()] F[ W', (s)].
Dés lors, on aura les relations de récurrence

7\,‘_1.—_‘ (I)[‘P" 1 (S)],

n—

\'Fln (3) = ‘I)[‘F,Ir-q (S)]F[‘Fln—a (8)]

Le processus ci-dessus revient, en définitive, & éliminer A entre les équa-
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permettent de construire la fonction L(s), précédemment définie, &
partir des éléments I(s), W'(1), «, B, a, b.

5° Les équations (1.6") et (3.19), faisant connaitre la somme et le
quotient de ¢, et ¢,, permettent de déterminer ces deux derniers
paramétres. Par voie de conséquence, les domaines F ct G et le
potentiel complexe /= f(Z, a, b, 4,, {,) sont aussi bien déterminés.

6° Enfin les distances D, et D, des points C et B (qui sont dans
notre cas confondus avec les points de détachement P, et P,) sont

tions (1) et (2) et 4 résoudre ensuite 1’équation en W (s) ainsi obtenue par la
méthode des approximations successives.

Le procédé adopté par M. Sekerj-Zenkowitch est tout différent; regardant
dans (1) A comme un paramétre constant, il résout cette équation par approxi-
mations successives sans s’occuper de la condition (2); puis, une fois la solution
obtenue sous la forme

W =4(s, )],
il calcule A en écrivant

(3) A= @[ (s, 1)].

Il est évident que les deux processus ne sont pas équivalents; du reste, pour
discuter I'équation (3) M. Sekerj-Zenkowitch se borne & y remplacer W' (s, 1)
par les premiers termes de son développement suivant les puissances de 2.

Ainsi, M. Sekerj-Zenkowiich ne nous parali pas avoir résoiu ie probiéme que
nous avons appelé probléme défini du sillage et dont nous avons donné I'énoncé
au cours de ce paragraphe; il a abordé I'étude d’une sorte de probléme mixte;
du reste sa méthode de résolution de I'équation (1) par approximations successives
est trés ingénieuse et parait présenter de I'intérét en soi.

Par ailleurs, il est certainement probable que les deux mécanismes d’approxi-
mations successives décrits dans cette Note donnent, pratiquement, des résultats
voisins pour de petites valeurs de X. Cela ajoute du prix au travail de M. Sekerj-
Zenkowitch; les calculs, qu'il a poussés jusqu'aux applications numériques,
fourniraient, dans ces conditions, d'excellentes solutions approchées du probléme
déterminé du sillage posé pour des contours tels qu'un arc de cercle, un arc
de parabole, un arc de cycloide, etc.

Toutefols, nous croyons devoir ajouter qu'a notre avis, il est impossibie
d’aborder I'étude du systéme (1), (2) de cette Note par la méthode des approxi-
mations successives; l'extréme complexité des fonctionnelles F et ® qui y
figurent est, en tout cas, de nature & décourager bien des chercheurs.
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données par les formules [cf. les équations (1.33) et (1.33")]

— 7

D, U(s), W(l), o, B, @, b]= f SinQ(X, 0) df + Ui,

1

¢
D[ L(s), W (D), o, B, , b] —_:~j SinQ(X, o) df + ..
1

En résumé, aux éléments W(/), «, §, connus a priori, et aux
éléments arbitraires I(s), a, b, nous avons attaché un régime a
la Helmboltz; les points de détachements sont placés aux extrémités
de I'obstacle; la configuration géométrique correspondante est définie
par les éléments W[{(s)], «, B, D,, D,; elle coincidera avec la configu-
ration donnée, caractérisée par les éléments W' (1), o, 3, (a < 1< 3), d,
et d,, si la fonction I(s) et les paramétres a el b vérifient 'équation
fonctionnelle

(3.20) 1(s)==V[I(s), W(1), &, B, a, b]

et le systéme de deux conditions aux limites

dy=D,[I(s), ¥ (1), &, B, @, D],

(3.21) dy==D,[I(s), W(L), o, By u, b)-

Il est donc clair que le probléme du sillage, tel qu'il a été énoncé
au cours de ce paragraphe [ la configuration du plan 5 étant caractérisée
par les éléments W'(/), «, 3, d, et d,] équivaut a la détermination d’un
point /(s) de 'espace E(o, =, s) et de deux constantes a, b, a <{—1,
b >1 vérifiant le systéme des relations fonctionnelles (3.20) et (3.21).
La fonction /(s) réalise la correspondance entre I'obstacle et la demi-
circonférence |Z| =1 du domaine d.

Rappelons encore qu’en vertu des hypothéses faites W(/) est un
élément de I'espace E(«, 3, /) qui vérifie les inégalités

oW (H&m, aSlLB.
Mise en équation du probléme de la proue. — Considérons encore

dans le plan z une configuration des éléments rigides caractérisée par
les éléments W(1), o, 3, d, et d,. Soient p, et p, deux paramétres tels

que « <p,<p,<B;nousappellerons P, et P, les points de I'obstacle 1/3‘6
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dont les abscisses curvilignes respectives sont p, et p,. Les distances
respectives d, et d, des points P, et P, aux parois u., et ., seront
données par les formules

B
@=¢+fsmwma
(3.22) ”‘p
¢g=@+j~amwow.

o

Donnons-nous alors un élément /(s) de 'espace E(o, 7, 5) et deux
constantes réelles a et 6 telle que a <<—1, b > 1. Les raisonnements
que nous venons de développer permettent de construire un mouve-
ment & la Helmholtz & partir des éléments W(?), p,, p., a, b et I(s).

TN ~~
L’obstacle correspondant sera identique a I'arc P, P, de BC si les élé-
ments arbitraires {(s), a et b vérifient I’équation (3.20) et les condi-
tions (3.21), dans lesquelles les données d, et d, sont supposées
remplacées parles quantités d, et d,, définies par les équations (3.22).

N Py

Dans ces conditions, les arcs P, C et BP, (en supposant que p, et p,
soient distincts de (3 et de « respectivement) doivent étre nécessaire-
ment osculateurs aux lignes A, et X,; on sait (¢f. le § 13) qu’il en est
ainsi lorsque 2, et A, présentent des détachements en proue. Or, ces
conditions ne seront remplies que si les fonctionnelles P, et P, définies
par les équations (C) et (C') du paragraphe 13 sont nulles.

Si, au contraire, I'un des paramétres p, (ou p, ), se réduit a § (ou @),
le détachement de A, (ou de X,) sera vers I’aval si la fonctionnelle P,
(ou P,) est négative.

DansI'un comme dans'autre cas, les nombres p, et p, sont assujettis
a vérifier des conditions aux limites. En se reportant alors 4 I’énoncé
du probléme de la proue, on voit que, mathématiquement parlant,
on peut formuler ce probléme comme suit : étant donné quatre
constantes réelles, positives, d,, d,, «, B (« <B) et un élément W (/)
de I'espace E(a, 3, ) assujetti a vérifier les conditions

&

o<W(H<w,  a<l

A

trouver quatre constantes réelles a, b, p, et p, (telles que a <—1,
b>>1) et un élément /(s) de I'espace E(o, =, s) qui vérifient I'un des
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quatre systémes suivants :

L(s)Y=V[{(s), ¥ (L) ps p1s &, b).
Py [{(s), W(!), & U] =0,

(3.23) P,[I(s), ¥(l), a, D] =0, |
d\=D,[I(s), W (), ps ps, «, b,
dy=D,[{(s), W), ps p1, & 0],
\ o < pr p1<f3.
L(s)y=V[I(s), W (L), &, p1, @, D],
P, {(s), W(!), @, b] = o,
P,(l(s), W (), @, 0] £ o,
(3-24) d’,_—_Il)i[l(.s), (1), a,Jp1, a, b,
dy =D, [I(s), ¥({), @, p1, @, ],
a=p,<p:<B.
1(s)=VI[i(s), ¥(I), ps» B, @, b,
s Py [{(s), ¥ (), «, b] £ o,
Py{i(s), W(!), a, b] =0,
(3.25) € dy = Du[1(5), W), py B, 0 b,
dy=D,[I(s), ¥ (), ps B, &, b},
( a<p<pr1=0.
Us)=V[I(s), ¥(]), «, B, @, b],
P, (U(s), W (1), 4 b], <o,
(3.26) Py[i(s), W(l), «, b], <o,

dy = D1[l(9) W(l), a, B, «, &)
d,=D,[I(s), ¥ (), o, B, @, b],
= Pa<pn _B

1 ~ 2’1

Dans les équations qu’on vient d’écrire, nous avons explicité tous
les arguments des fonctionnelles P, et P,; nous rappelons, d’autre
part, que &, et d, désignent les fonctionnelles de I(s), W'()), a, b, p, et p,
définies par les équations (3.22).

Soit B, (ou C,) le point de BC ot la valeur algébrique de I'angle
de la courbe obstacle avec O« atteint son minimum (ou maximum);

o~
si ce minimum (ou maximum) est atteint en plusieurs points de BC,
on choisira pour B, (ou C,) celui dont I'abscisse curviligne est minima
(maxima); nous appellerons «, et 3, les abscisses curvilignes respec-
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tives de B, et C,. Au paragraphe 28, nous montrerons que le probléme

de la proue a une solution méme si-on s’impose les restrictions
suivantes :

(3.27) P2 oy, P> B

Pour pouvoir appliquer aux problémes du sillage et de la proue
ainsi formulés la théorie des équations fonctionnelles de MM. Leray-
Schauder, il est nécessaire de montrer a priori qu’aux éléments
donnés W(!), «, B, d, et d,, satisfaisant aux conditions énumérées au
début de ce paragraphe, ne peuvent correspondre que des élé-
ments [(s), a, b, §, et {,, etc., qui assurent un sens aux équations
du probléme. Les paragraphes qui suivent ont pour but d’obtenir
certaines limitations des éléments inconnus qui garantissent la régula-
rité des formules en cause.

Remarque. — 1l sera souvent plus commode de considérer a la place
de I(s) la fonction I(¢) qui réalise la correspondance entre 'obstacle
d'une part, et le segment —1<¢<1 du domaine ® d’auntre part. Le
groupe d’'inconnues [(s), a, b, {, et J, est équivalent au groupe (),
a, b: d{'v qj‘-"

24. Lmramion pe g. — Les formules (1.6), (1.9), etc. perdent
toute signification lorsqu’on y fait a=—1 ou 6 =1; le parameétre ¢
esi alors €gal a 1. Eu eilei, en reprenant ies formuies et ies notations
utilisées au paragraphe 20 et en posant

L=a, lh——1,
t,—1, t, =0,
il vient, d’apres (3.1'),
. (b—])(1—+~u).
T (b+1)(1—a)
D’aprés cela, r est positif et compris entre o et 1 pour toute valeur
finie ou infinie de a et de b, pourvu que

al—r, b21.

Dans ces conditions, le parameétre y, relié a r par la relation

"/\......_I——f',

THISE J. KRAVICHENKO. 19



— 146 —

ne peut étre égal & 1 que pour r=o0; c’est-a-dire pour a=—1
ou b =1 seulement. Or, au paragraphe 20, on a vu que

ke
9

&:M avec X(/‘):/‘ _—d~——(9—.
(o), X(y) Jo o\ 1y sin®g

W . .
Cela montre que 7o hie peut devenir nul et, par suite, que le para-

métre ¢, lié au précédent par la formule (1.8) ne peut devenir égal
Arquesia=—1o0ub=1. C. Q. F. D.

La réciproque est vraie : on a nécessairement a<—1 et b >1
lorsque ¢ < 1. Par suite, trouver une borne inférieure pour |1+ a|
et b—1 revient & trouver une majorante pour ¢ en fonction des
données géométriques de la configuration des éléments rigides.

Nous supposerons donc le probléme du sillage ou de la proue résolu
pour la configuration W (/), «, 3, d, etd,, supposée donnée; nous allons
nous servir des résultats du paragraphe 20. Ces résultats s’appliquent
a 'espéce, puisqu’en vertu de I’hypothése o SW (/)<= le domaine &
correspondant sera d’un seul tenant.

L’inégalité (3.2) ne peut étre ulile que si I'aire ¢ du domaine I’
est finie. Aussi, nous commencerons par transformer conformément
le domaine & du fluide en mouvement en une portion d'une sphére
de Riemann que nous allons définir.

Menons par P, et P, ('°*) des paralléles a Ox (fig. 9); menous
également des paralléles & Oy par les points d’abscisses maxima
et minima de l'obstacle. On obtient ainsi un rectangle A,, B,,
C,, D, auquel les arcs @, ei @, ne peuvent &irc cxtéricurs, puisque,
par hypothése, 'intersection d’une droite y = const. avec I'obstacle
se réduit a un point au plus. Nous appelons H,H, I'axe vertical
de ce rectangle. Pour fixer les idées, nous supposons que l'on a

(cf. §12)

C{lg d‘_y.

Ceci posé, considérons la sphére X, tangente au plan z au point H, et

(**) Lorsque P, et P, ne coincident pas avec les points B et C, il faudra
remplacer dans le texte P, et P, par B et C respectivement.
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dont le diamétre D est égal 4 D,H,=H, C,; D est donc borné dans
les deux sens si les dimensions de I’obstacle sont finies et si d, n’est

Fig. g.
F Y Hl
it 4 E, P A
A },—3 B,
w, © x
DI LP E, C
Vb T N !
HP R vttt 2
= H

pas infinie. Soit P le point de X diamétralement opposé a H, ; nous
obtiendrons une correspondance conforme entre ¢ et une portion I
de ’aire de la sphére, en projetant stéréographiquement @ sur X.
Il est d’abord évident que

19

nd} T
ag
2 2

(3.27)

IA
[I7AN

cela montre que le facteur 5 des formules (3.2) et (3.2') est borné

dans les deux sens si les longueurs D et d, sont finies, c’est-a-dire
toutes les fois que I'obstacle n’est pas une longueur nulle et n’est pas
a une distance nulle ou infinie de I'une des parois. Cela étant, nous

poserons (¢f. §§19 et 9)

t—a, ty——1, l,=1, ti—= 20,

TN
cela revient a prendre pour a,x, 'image de 'obstacle sur X et pour

;,‘a\, I'image de I’ensemble des deux parois w, et p,. Pour appli-
quer (3.2) il ne reste qu’a minorer la borne A correspondante.

Soient A',, B, C/ et D/ les images des points A, B, C, D sur Z; au
rectangle rectiligne A, B,C,D, correspondra un rectangle curviligne
dont les cOtés sont des arcs de cercle et qui contiendra dans son
intérieur l'image de l'obstacle. Il en résulte que la plus courte
distance A évaluée sur la sphére entre "image de I'obstacle et celle
de I'ensemble des parois est minorée pour la plus courte distance
sphérique entre I'image de p., et de p., d’une part, et le périmétre du
rectangle A B, C| D’ d’autre part. Or, cette plus courte distance est
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minorée a son tour pour la plus courte distance rectiligne du péri-
métre A, B, C,D, aux plans Py, et Py, (dont les intersections avec X
définissent les images de ., et de p.,) dont nous allons construire une
borne inférieure.

A cet effet, considérons la section de X et de & par le plan PH, H,
(¢f. la figure 10) sur lequel les distances rectilignes considérées se
projettent en vraie grandeur. Nous marquerons en E, et E, les traces
respectives de AB et CD; nous désignerons par G, et G, les inter-
sections des PE, et PE, avec la parallele & H,H, menée par le
centre O, de X. Le rectangle A, B,C, D, étant intérieur, par construc-
tion, au cercle de centre H, et de rayon D du plan z, les cotes des

3 . ,_* Fo \ 7 IV ali 1 z ])
points intérieurs au périmeétre A’ B, C, D) ne peuvent dépasser —- Par

suite, I’aire limitée par ce périmétre se projette sur le plan de la
figure a I'intérieur de la portion de surface commune au grand cercle
et au quadrilatére E,E,G,G,; une simple inspection de la figure
montre alors

1° que les distances des points de A’, B’, C/, D', au plan Py, sont
N/

y S0t —;

2 2

2° que les distances de ces points au plan P, sont minorées

0,G,

au moins égales &

Fig. 10,

par G, I, I étant la projection de G, sur PH,. Il est aisé de relier cette
derniére limitation & la premiére. On a, en appelant J la projection



de E, sur PH,,

d’ou, en exprimant de deux fagons différentes 1’aire du triangle PE, H,,

Dd,

GQI: B
2 \/D2+ (d1 -+ (Zg"}" E1E‘Jg)2

On vérifie aisément que le second membre est une fonction crois-
sante de d,; on a donc

Guls D d,
Z oDt (2d,+ b, Ly )

puisque d,2d,. Or, de par le choix méme de D, on peut écrire

ZDz 2d1+ E1 Eg.
Il en résulte
D I

> —
VDIt (2di+ BB, /B

et finalement

a1z -4
“ay/5
, oo . , . d1 Cl(
En définitive, A est minoré par le plus petit des nombres et vk
2
soit par —=- Dans ces conditions, 1'inégalité (3.2) devient, en tenant

2y5
compte de (3.27),
1d?

rom D? = 7o,
ce qui s’écrit encore, d’aprés (1.8),

(3.28) g<e WERD

le second membre étant inférieur & 1.
Cette inégalité fondamentale entraine les conséquences suivantes :

1° Toutes les fois que les distances d,, d, de 'obstacle aux parois v,
et u, admettent une minorante positive, le paramétre g corres-
pondant admet une majorante positive inférieure & l'unité; par
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suite, le domaine d correspondant aura une épaisseur inférieurement
bornée (*°7).

2° Supposons qu'on ait construitunrégime a la Helmholtz, corres-
pondant & une configuration donnée des éléments rigides; supposons
que 'on déforme cette configuration de maniére que le paramétre ¢
correspondant tende vers 1; nous pouvons alors affirmer que ce fait
ne peut se produire que si la déformation est telle que la distance d,
tend vers zéro. Nous établirons la réciproque de ce théoréme un peu

plus loin (cf. § 26).

Remarque. — 1l 'y a lieu de noter que la démonstration précédente
ne fait appel qu’a un minimum d’hypothéses concernant la nature
géométrique de la configuration; I'inégalité (3.28) repose au fond
sur deux faits : que le domaine du fluide en mouvement est d’un seul
tenant ('°*); que l'on peut enfermer l'obstacle dans un rectangle
A,B,C,D, intérieur au canal et dont les c6tés A, B, et C, D, sont paral-
léles aux parois de celui-ci. Enfin, convenablement modifiée, 'inéga-
lité (3.28) peut étre étendue aux cas des parois courbes.

Nous nous servirons aussi de l'inégalité (3.2) pour établir le
théoréme suivant :

Soit un régime a la Helmholtz correspondant aux éléments intrin-
seques W'(0), «, B, d,, d,; sil'on fait varier les données de maniére a
faire tendre le paramétre g correspondant vers zéro, la configuration
des éléments rigides se déformera de maniére que les parois \, et W,
s'éloignent a I'infini.

Remarque. — Cet énoncé repose sur I'hypothése de non-recou-
pement des lignes libres (stirement satisfaite si | W[/(s)]|<=).

d N . .
107y I tend vers 1, lorsque d, augmente indéfiniment, les dimensions de
D > q 8 s
I'obstacle restant finies. .
(1*%) Dans 1'état actuel de la question cette prémisse a été établie seulement
pour les obstacles pourvus d'une tangente assujettie 4 vérifier la condition
osW(H<m.
Mais toute extension & une nouvelle catégorie d’obstacles de la propriété de
non-recoupement des lignes libres, avec elles-mémes et avec I'obstacle corres-
pondant, entraine l'extension a la méme catégorie d'obstacles de I'inégalité (3. 28).
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En effet, choisissons pour X une sphére de rayon fini quelconque,
tangente au plan z, au point de bifurcation O, par exemple;l'imagel’
du domaine & est encore finie et d’un seul tenant; le lemme du para-

graphe 20 s’applique. Posons (¢f. §19)

ti=a, to——1, t—=-+1, L= 0.

—~

Les éléments o, a, et a;«, de I'"sont doncrespectivement lesimages
de A, et A, sur X; ce sont des courbes partant des images des points
de détachement pour aboutir au péle P de X ou elles sont toutes deux
tangentes au méridien de X paralléle aux parois.

Cela posé, (3.2) et (1.8) montrent que ¢, tendant vers zéro, la
plus courte distance A entre les images de X, et ), (évaluée sur X a
l'intérieur de I') doit aussi tendre vers zéro. Or ’examen de la figure
révéle que, dans le cas de non-recoupement de A, et A,, la borne A ne
s’annule que si les petits cercles de X, images de @, et |,, se réduisent
au point P, auquel cas les parois 1, et 1, sont rejetées a 'infini.

C. Q. F. D.
La réciproque de ce théoréme sera établie un peu plus loin

(cf.§26).

Uy
283. LIMITATION DU QUOTIENT T\ —22

. — Lemme. — Sout T(t) une fonc-

|

@ l b
tion réelle quelconque, définie, pour fixer les idées, dans [’inter-
lIﬂ’Iﬂ v v . il\’. y 5 3 P
valle  1<t<xy soit m{2) une fonction réelle, analytique rt réguliére

dans le méme intervalle (*°*).
On a l'inégalité suivante :

f'He---'“fwdmun (Mm@ dmo)|
(3.29) log —— > = .

[ am f_jlldm(t)!

Associons, en effet, a chaque point zdel'intervalle — 1<¢<1, le point

z(t)="T(¢),
y(£)=eT,

(199) 1l serait aisé de se débarrasser de ces hypothéses de régularité sur m(z).
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de la courbe y=¢"" et plagons en ce point la masse infinitési-

male |dm(t)]; les coordonnées £ et v; du centre de gravité G des

masses ainsi réparties seront données par les formules

[T ame)
[ amo)

41
f e T dm(t) |
]

—fjjidm(t)i

E=

)

0=

Or, la courbe y = ¢~ tourne sa convexité vers I'axe des z; il en
résulte que les coordonnées &, ¥ d’un point appartenant 4 une corde
de y = e~ et, par suite, celles &, v du centre de gravité G, vérifient
I'inégalité y > e~ ou l'inégalité équivalente logy >— . 1l suffit,
dés lors, de remplacer dans la derniére £ et v; par leurs valeurs pour
retrouver (3.29).

Remarque. — La démonstration ne suppose nullement la continuité
de T(z); la répartition des masses | dm(t)| peut donc étre discontinue
le long de y = e~=. Enfin, il n’est méme pas nécessaire de supposer la
fonction T(z) bornée.

Cela posé, supposons encore le probléme du sillage résolu pour la
configuration W' (1), «, 3, d, et d, donnée ('*°); les éléments I(z) (''"),
a, b, Y, et Y, correspondant a cette configuration sont alors connus.
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