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PREMIÈRE THÈSE

SUR

LE

PROBLÈME DE REPRÉSENTATION CONFORME DE HELMHOLTZ

THEORIE DES SILLAGES ET DES PROUES

CHAPITRE I.

I. — Généralités. Historique. Énoncé des problèmes.

1. SCHEMA DE HELMHOLTZ-KIRCHHOFF. — Considérons un mouvement
permanent, plan, irrotationnel d'un fluide parfait, incompressible,
enfermé dans un canal ( ' ) à parois fx, et (x2, rectilignes, indéfinies et
parallèles. Venant de l'infini en amont, le courant heurte un

obstacle BC, fixe par rapport aux bords du canal.
Pour échapper au paradoxe de d'Alembert, on est conduit à envi-

sager le schéma suivant du mouvement. En un point O du profil de
Fig. i.

l'obstacle, la vitesse du fluide est nulle; le courant s'y divise en deux

(*) Le cas du iluide limité par une seule paroi plane, ainsi que Le cas du fluide
illimité, peuvent être envisagés comme cas limites du canal.

THESE J, KRÀVTCHENKO.



parties. Le fluide glisse ensuite le long des arcs OP< et OP2 (arcs que
nous désignerons par GI1 et tffa) de la courbe obstacle, s'en détache aux
points P< et P2 (confondus ou non avec ses extrémités), formant ainsi
à l'arrière du corps solide immergé un sillage étendu jusqu'à l'infini
et limité, outre TZA et t32, par deux lignes libres X4 etX2, de formes
a priori inconnues. La masse du fluide formant sillage est immobile
par rapport au corps.

L'obstacle est supposé tranchant. Nous admettrons donc dans ce
qui suit que la condition suivante est satisfaite : l'intersection de
toute droite parallèle aux parois avec la courbe obstacle se réduit à
un seul point; exceptionnellement cette intersection pourra com-
prendre un segment rectiligne. Les arcs wA et GJ2 possèdent en chacun
de leurs points une tangente qui varie continûment le long de ces
arcs. Dans certains énoncés, le point O pourra, toutefois, être supposé
anguleux.

Relativement au schéma de Helmholtz (2)-Kirchhoff (3) qu'on vient
de décrire, on peut se poser plusieurs problèmes.

2. PROBLÊME INDÉTERMINÉ DE MM. LEVI-CIVITA. ET VILLAT.— On se donne
a priori une fonction d'une variable caractérisant l'obstacle et les
valeurs de trois paramètres ; le problème consiste à construire, à partir
de ces données arbitraires (assujetties, toutefois, à vérifier quelques
conditions qualitatives simples), un mouvement à la Helmholtz et en
déterminer les éléments géométriques et cinématiques.

Ce problème, formulé par M. H. Villat (4) à la suite des travaux
de M. T. Lcvi-Civita (3), a été résolu par M. Villat lui-même-

(2) Berliner Berichte, 1868, p. 2i5 ; WissenschaftL- Abhandlungen, t. 1,
p. i46.

(3) Vorlesungen über math. Physik^ 22e leçon.
('*) Sur la résistance des fluides (Thèse), Annales de TEcole Normale Supé-

rieure, 1911, p. 2o3. Voir aussi le Mémoire de H. Villat, idv t. 29, 1912,
p. 127 et son livre : Aperçus théoriques sur la résistance des fluides (Collection
Scientia, Gauthier-Villars, 1920).

(3) Scie le leggi di résistenze {Rendiconti del Circolo Matematico di
Palermo, t. 23, 1907).
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étudié et généralisé ensuite par M. U. Gisotti (6) et ses élèves,
puis par MM. D. Riabouchinsky et B. Demtchenko (7).

Les formules de résolution de M. Villat permettent d'écrire les
équations des lignes de jet; on constate que ces courbes sont à tan-
gente continue et se raccordent en leurs points de détachement avec
l'obstacle, formant ainsi avec lui un contour à tangente continue.

3. VALIDITÉ PHYSIQUE DES SOLUTIONS. — Pour être physiquement
acceptables, les solutions construites par M. Villat doivent satisfaire
à deux conditions énoncées par M. M. Brillouin (8).

En premier Jieu, la vitesse du courant doit être partout inférieure à
la vitesse du courant à l'infini en aval. Cette inégalité fondamentale
complète les équations du problème en exprimant que la pression ne
peut devenir négative en aucun point du fluide en mouvement; elle
assure la convexité des lignes de jet vers le courant, allure qui, du
point de vue physique, est particulièrement satisfaisante pour elles.

En second lieu, les lignes de jet ne doivent ni se recouper, ni
recouper l'obstacle. En étudiant à ce point de vue l'allure de la ligne
libre au point de détachement, MM. Brillouin et Villat ont constaté
que sa courbure est, en général, infinie en ce point ; la courbe s'incurve
donc dans le voisinage de ce dernier. Cela est sans inconvénient dans
le cas de l'obstacle tranchant si le point P1 est confondu avec
l'extrémité HP l'obstacle Cette circonstance est, au contraire, incom-
patible avec l'hypothèse d'un corps solide se prolongeant dans le
sillage au delà du point Pit II faut donc assujettir la ligne libre à

(6) Idromeccanica piana, Milan, 1922 (chez Tamburini). Cet ouvrage
contient une bibliographie très étendue des travaux de Técole italienne
(MM. Colonetti, Caldonazzo, Palatini, Boverio, etc.); on y trouvera aussi des
indications sur les travaux antérieurs à ceux de M. Villat et dus, outre M. Cisotti
lui-même, à lord Rayleigh; Michell, A. Love, Bobyleff, Réthy, Greenhill, etc.;
ceb auteurs ont réussi à résoudre ce que nous appelons le problème indéterminé
dans des cas particuliers.

(7) Cf l'ouvrage de M. DEMTCHENKO, Problèmes mixtes harmoniques en
Hydrodynamique des fluides parjails, 1934 (Gauthier-Villars), qui comporte
une bibliographie complète de la question; cet auteur a réussi à traiter le
problème dans des cas beaucoup plus étendus.

(8) Annales de Physique et de Chimie, 23, 1911, p. i54-



avoir au point P1 une courbure finie; celle-ci est alors nécessairement
égale, comme Ta montré M. Villat, à celle de l'obstacle en ce point.

Dans ce cas, le détachement est dit en proue.

4. PROBLÊMES DU SILLAGE ET DE LA PROUE. — Les remarques qui pré-
cèdent incitent à préciser comme suit le schéma du mouvement de
Helmholtz et à formuler pour les obstacles tranchants deux problèmes.

Problème du sillage. — On place arbitrairement les points de
détachement des lignes libres aux extrémités de l'obstacle, caractérisé
par les données arbitraires de M. Villat et Ton construit à l'aide de
ses formules la solution correspondante. Il y aura lieu ensuite de
vérifier si les conditions de validité de M. Brillouin sont satisfaites.

Problème de la proue. — On cherche à construire un mouvement à
la Helmholtz (correspondant à un obstacle caractérisé par les
données arbitraires de M. Villat) ayant les propriétés suivantes : si
l'extrémité de l'obstacle ne coïncide pas avec le point de détachement,
la ligne libre doit présenter en ce point un détachement en proue.
On examinera ensuite la solution du point de vue de la validité.

iî. ÉTUDE DE LA VALIDITÉ DES SOLUTIONS DE M. VILLAT. — On se trouve
ainsi conduit au problème de la validité physique des solutions de la
théorie du sillage et de la proue; il s'agit de déterminer des classes
aussi étendues que possible des fonctions arbitraires caractérisant
l'obstacle qui conduisent à un régime physiquement acceptable. Dans
cet ordre d'idées, les premiers résultats fondamentaux sont dus à
M. Villat (9) qui, en se bornant au cas de l'obstacle symétrique (soit
en fluide indéfini, soit placé symétriquement dans un canal), a indiqué
de vastes catégories de profils auxquels la théorie des sillages s'adapte
parfaitement.

M. C. Jacob (i0) a, depuis, sensiblement généralisé plusieurs
théorèmes de M. Villat tout en en simplifiant les démonstrations.

(9) Journal de Mathématiques, 6e série,, 10, igi4> p- 231.
(10) Sur la détermination des fonctions harmoniques par certaines condi-

tions aux limites (Thèse) (Mathematica, t. XI. igBS, p. i5o). Cet auteur étudie



- 5 —

En dehors des cas de la lame rectiligne placée dans le canal et des
obstacles concaves vers le courant en fluide illimité (théorème de
M. Boggio), on ne connaissait, jusqu'à ces dernières années, aucun
exemple de profil dissymétrique conduisant aux solutions accep-
tables. M. J. Leray (1I) a obtenu des théorèmes de validité en ŝ af-
franchissant de l'hypothèse de la symétrie mais en supposant le fluide
indéfini. Dans le Chapitre II, nous montrons que ses conclusions
subsistent encore lorsqu'on suppose le fluide enfermé dans un canal à
bords rectilignes; nous étendons également aux obstacles de forme
dissymétrique plusieurs propositions de MM. Villat et Jacob.

6. PROBLÈMES D'EXISTENCE ET D'UNICITÉ. — On se donne un obstacle

tranchant BC par ses équations intrinsèques, ainsi que sa position par
rapport aux parois du canal.

Problème du sillage. — Déterminer un mouvement à la Helmholtz
qui correspond à la configuration ainsi définie, les points de détache-
ment étant placés, par hypothèse, aux extrémités B, C de l'obstacle.

Problème de la proue. — Déterminer le sillage correspondant à un

obstacle Pj Pa caractérisé comme suit : P1 P2 coïncide avec BC ou est

une portion de cet arc. Si Pi (ou P2) est intérieur à BC, la ligne
libre issue de ce point doit y présenter un détachement en proue. Si
P< (ou P.) coïncide avec C (ou B), la ligne libre issue de ce point y
présente un détachement en proue ou non ('12). [Autrement dit,
les points de détachement sont actuellement inconnus a priori;

un schéma voisin de celui de Helmholtz proprement dit et qui a été proposé
par M. V. Yalcovici dans son Inaugural Dissertation, Göttingen, 1913.

(1J) Commentarii M athematici Helvetici, 8, i$36, p. 260. Du même auteur:
Sur la validité des solutions du problème de la proue (Jubilé de M. M. Bril-
louin, 1935, p. 246).

(12) Ces problèmes ont été posés sous cette forme par M. Leray. L'énoncé de
M. Leray est même plus précis; si le point de détachement P1 ; par exemple,
coïncide avec C, la ligne libre \ u lorsqu'elle n1y présente pas un détache-
ment en proue, sera assujettie à y présenter un détachement vers l'aval,
c'est-à-dire à présenter sa convexité vers le courant dans le voisinage de G.
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mais on impose à la ligne libre une condition supplémentaire de
détachement (*).]

Les problèmes de cette nature seront dits symétriques lorsqu'ils
seront posés sur des obstacles symétriques par rapport à Taxe du
canal; on impose a priori au sillage la condition de présenter la
même symétrie.

Helmholtz a montré que ces problèmes reviennent à déterminer la
représentation conforme du domaine du fluide en mouvement sur un
domaine de forme convenable. Ce problème, d'un type essentielle-
ment différent de celui de Riemann, présente la difficulté suivante :
une portion de la frontière des deux domaines n'est pas connue a
priori (c'est le cas des lignes libres pour le domaine du fluide en mou-
vement). Par contre la fonction analytique, qui réalise la représenta-
tion conforme en cause, est assujettie à vérifier le long des portions
inconnues de frontière des conditions limites que nous préciserons.

La résolution explicite du problème ainsi posé est, en général,
impossible.

On se borne à établir l'existence de solutions, à discuter leur
nombre (en particulier à rechercher les catégories d'obstacles pour
lesquelles la solution est unique) et à en étudier les propriétés (du
point de vue de leur validité et de leur dépendance des éléments
géométriques de la configuration).

Avant les travaux de M. Leray, les problèmes de cette nature
étaient traités d'abord par la méthode de continuité; la question
d'existence des solutions était abordée en même temps que celle de
leur unicité.

Les premiers résultats sont dus à M. Weinstein (1<î) qui a étudié

(*) Signalons encore un schéma différent que M. Stefan Bergmann a fait
connaître dans son Mémoire publié dans : Zeitschrift fur angewandte
Mathematik und Mechanik^ Band 12̂  Heft % 1932. Les résultats, curieux, de
cet auteur se rattachent aux recherches de M. Yillat et de M. Thiry (voir la
Thèse de M. Thiry : Annales de VÉcole Normale Supérieure, III, série 38,
1921) sur la multiplicité des solutions de certains problèmes de THydrodyna-
mique; c'est là un point de vue étranger au présent travail.

(1S) Sur les jets liquides à parois données (Rend. d. R. Ace. Lincei, 1926,
p. 119); Sur le théorème d^ eooistence pour les jets liquides (id.} 1927, p.
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le problème du jet liquide symétrique, équivalent à celui du sillage
symétrique dans un canal. Cet auteur opère d'abord la réduction du
problème à une question d'unicité locale. Ce dernier problème a été
successivement résolu, sous des hypothèses de plus en plus étendues,
par MM. G. Hamel (1*), H. Weyl (15) et K. Friedrichs (16). Les
résultats les plus complets obtenus par cette méthode sont de
MM. Leray et Weinstein ( ' 7 ) .

Dans le cas particulier d'un arc de cercle symétrique placé dans un
courant indéfini, le problème d'existence a été ramené par M. A.
Quarleri (*8) à la résolution d'une équation intégrale non linéaire, à
laquelle cet auteur tenta d'appliquer les théorèmes d'existence de
M. Hammerstein. La question a été reprise par M. Weinstein (19)
qui a signalé des erreurs dans les raisonnements de M. Quarleri et
qui a présenté ensuite une démonstration rigoureuse du théorème
d'existence (*).

Zur Théorie der Flüssigkeitsstrahlen {Math. Zeitschrift, t. 31, 1929, p- 424)-
( u ) XJber einen hydrodynamischen Unitâtssatz ( C. R. du 2 e Congrès Intern,

de Mécanique appliquée, Zurich, 1926).
(15) Strahlbildung nach der Kontinuitatsmethode behandelt; Gött. Nach-

richten, 1927, p. 227.

(16) Uber ein Minimum problemfür Potentialstrô'mungen {Math. Annalen,,
t. 109, 1933, p . 60.

(17) Sur un problème de représentation conforme posé par la théorie de
Helmholtz {C. R. Acad. Sci., t. 198, 1934, p. 43o).

( 1 8 ) Sulla teoria délia scia nei tiquidi perfetti. Caso del cilindro rotondo
{Rend. d. R. Ace. de Lincei, i$3i, p. 332).

( 1 9 ) Sur les sillages provoqués par des arcs circulaires {Rend. d. R. Ace.
dei Lincei, 1983, p. 83). Sur les points de détachement des lignes de glisse-
ment {C. R. Acad. Sci., t. 196, 1933, p. 324). OÙ trouvera un exposé de
l'ensemble des travaux qui précède daDS un article de M. Weinstein publié
dans l1 Enseignement Mathématique, t. 35, 1936, p. 107.

(*) Signalons encore une courte Note de M. M. Lavrentieff parue dans les
Comptes rendus de l'Académie des Sciences de VU. R. S. S-, vol. XVIII, 1938,
fasc. 4 et 5, p. 225 (cette Note a été développée dans un Mémoire très étendu
publié en 1939 dans le Recueil Mathématique de la Société Mathématique
de Moscou, qu'à mon grand regret, et en raison des circonstances actuelles, je
n'ai pas pu consulter), où Fauteur énonce des théorèmes très généraux d^existence
et d'unicité de la solution du problème du sillage, M. LavrentiefF aborde seule-
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Dans ce domaine, M. Leray (20) a été le premier à établir des
théorèmes d'existence et d'unicité pour des obstacles dissymétriques,
plongés dans un fluide indéfini et assujettis seulement à avoir une
courbure suffisamment régulière. Cet auteur part des équations
intégro-différentielles du problème du sillage [obtenues par
M. Villat (21)] qui rentrent dans la classe des équations fonctionnelles
étudiées par lui en collaboration avec M. J. Schauder (2>i)- Cette
théorie permet d'aborder le problème d'existence indépendamment
de la question d'unicité. Des théorèmes d'existence ainsi obtenus
valent pour des catégories d'obstacles beaucoup plus larges que les
énoncés d'unicité; ceux-ci ne s'appliquent qu'aux obstacles réguliers
de forme particulièrement simple (profils symétriques, profils con-
vexes, etc.) ; pour certains profils les conclusions sont particulièrement
décisives : arcs de cercle, profils symétriques dits en «accolade».
Les problèmes du sillage ou de la proue posés pour un tel obstacle
n'admettent qu'une seule solution qui est nécessairement acceptable;
le schéma de Helmholtz semble donc s'adapter particulièrement bien
aux profils qui offrent au courant une grande résistance (23).

ment le cas du fluide indéfini. Les hypothèses qu'il fait sur la nature de
Tobstacle sont les suivantes :

i° l'obstacle possède une courbure suffisamment régulière;
2° l'obstacle est symétrique par rapport à une droite parallèle à la direction

du courant à l'infini (nos énoncés sont affranchis de cette hypothèse);
3° l'intersection de l'obstacle avec une droite parallèle à Taxe de symétrie

peut contenir plus d'un point (au contraire, nous supposons qu'une telle inter-
section ne peut contenir qu'un point unique). Par contre, l'intersection de
Tobstacle avec une droite perpendiculaire à Taxe de symétrie devrait se réduire
à un point unique; cette hypothèse n'intervient pas dans nos énoncés.

Plusieurs lemmes, énoncés dans la Note citée, semblent pouvoir conduire à
quelques théorèmes de validité.

Ajoutons que M. LavrentiefF ne se pose pas le problème de la proue pour les
obstacles qu'il étudie; sa méthode ne semble avoir aucun point commun avec
la nôtre.

(20) Voir loc, cit. ( " ) .
(21) Cf. par exemple Journal de Mathématiques, 6e série, t. 7, igii, p. 353.
(--) J. LERAY et J. SCHÀUDER,, Annales de VÉcole Normale Supérieure, t. 51,

IQ34, p. 45.

(-*) Avant de terminer ce rapide aperçu historique, je dois mentionner un
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On peut résumer comme suit nos recherches sur ce sujet : les théo-
rèmes d'existence et d'unicité établis par M. Leray pour des catégories
de profils déterminés (variables d'ailleurs d'un énoncé à l'autre),
plongés dans un fluide illimité, valent pour les mêmes catégories

certain nombre de travaux qui traitent de l'existence et de l'unicité des solutions
du problème du sillage sans atteindre toute la rigueur désirable. Il s'agit des
publications de M. Schmieden et de ses élèves (le travail de base de M. Schmieden
a été publié dans le Band III, k Heft de C Ingénieur Archiv, 1982, p. 368), et
de celles des élèves de M. Nekrassoff.

A mon grand regret, je n'ai pu consulter le Mémoire de M. Schmieden.
Toutefois, il résulte de plusieurs remarques de MM. Leray (Commentarii
Mathematici Helvetici, vol. 8, p. 153) et Weinstein (Zentralblatt) que ses
démonstrations manqueraient de rigueur.

Je n'ai pas pu, non plus, prendre connaissance du travail de M. Nekrassofi,
paru en 1922 dans les Publications de l'Institut Polytechnique d'Ivanovo
Vozniesiensk sous le titre : Sur le mouvement discontinu à deux dimensions
du fluide autour d^un obstacle en forme d^arc de cercle^ ni des travaux de ses
élèves : MM. N. ÂrjannikofTfSwr le mouvement d'an courant fluide discontinu
et plan autour d\in arc de parabole {Recueil Mathématique de Moscou,
t. XXXV, 1928)], P. Miasnikoff et S. Kaîinine {Dissertations inaugurales sou-
tenues devant l'Institut de Mécanique de l'Université de Moscou au mois de
juin ig35), N. Slioskine, etc. La courte analyse de la méthode employée par ces
auteurs que nous allons présenter est faite d'après un article de M. J. Sekerj-
Zenkowitch, intitulé : Aperçus sur la théorie du courant fluide autour d'un
arc cii.rvî.U&n.& nve.c. dptachprnpnt des lignes de içt et ^ubl'é *nn? iarm^ dft
brochure par les soins de l'Institut Central aérohydrodynamique de Moscou,

Dans cet article, Fauteur expose la méthode de M. Nekrassoflf et l'applique au
cas des obstacles suffisamment réguliers situés dans un courant plan de largeur
infinie. Sa démonstration me paraît présenter deux lacunes :

i° Après avoir énuméré les hypothèses de régularité faites sur la nature de
l'obstacle, M. Sekerj-Zenkowitch affirme, sans le démontrer, que la fonction
inconnue doit posséder une dérivée continue. Notons que ce résultat est exact,
comme le montrent les paragraphes 22 et 26 de ce travail.

2° Ceci posé, M. Sekerj-Zenkowitch aborde la solution du problème par la
méthode des approximations successives. Après avoir défini son processus
d'approximations successives, il en démontre la convergence avec beaucoup
d'ingéniosité. Il semble, malheureusement, que l'auteur a interverti l'ordre de
certaines opérations, en sorte que le problème qu'il a résolu n'est pas identique
à celui du sillage, tel qu'il a été formulé dans le texte. Une critique détaillée
du procédé de M. Sekerj-Zenkowitch est faite au cours du paragraphe 23.

THESE J. KRAYTCHENKO.
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d'obstacles enfermés dans un canal; les équations intégro-différen-
tielles de M. Villat que nous discutons font intervenir des fonctions
elliptiques (contrairement à ce qui a lieu dans le cas du fluide illi-
mité) construites à l'aide du paramètre q\ ce paramètre se présente
sous forme de fonctionnelle très compliquée des données géométriques
de la configuration; c'est la limitation a priori de cette fonctionnelle
qui constitue une difficulté spécifique des problèmes du sillage et de
la proue en présence des parois planes.

Signalons, à ce propos, que nous avons réussi à simplifier certains
raisonnements de M. Leray en améliorant quelques lemmes de repré-
sentation conforme qu'on lui doit et en généralisant un énoncé de
MM. Fatou (24) et Priwaloff (25); nous avons pu construire a priori
des modules de continuité pour les fonctions qui réalisent l'applica-
tion conforme d'une classe très générale des domaines sur le demi-
plan, nos résultats restant valables le long des frontières des domaines.
Cet aspect de nos recherches, qui présente un intérêt propre, permet
de rattacher nos travaux à ceux de MM. Carathéodory, Wolf,
Ostrowski, Lavrentieff, Seidel, Warschawski, dont on trouvera la
bibliographie au troisième Chapitre.

Il convient aussi de rappeler le rôle que joue, dans nos démonstra-
tions du quatrième Chapitre, certains résultats de MM. Friedrichs et
A. Weinstein (2G). Enfin nous étudions les propriétés de la solution
dont nous avons reconnu l'existence ( i 7) .

Nous déterminons d'abord le sens des variations que fait subir, au
débit du liquide et au paramètre q, une translation connue des parois
planes. Ensuite nous précisons le comportement des solutions lorsque
Tune des parois, [JCO pour fixer les idées, se rapproche indéfiniment

(24) ActaMath., t. 30, 1906.
(25) Bulletin de la Société Mathématique de France, t. 44, 1916, p. IOO-ÏO3.
(2a) Loc. cit. (1S) et (16).
(27) Dans sa thèse et dans une Note élégante aux Rend. d. Real. Ace, d. Lincei,

2k, 1936, p. 439, M. Jacob s^occupe des problèmes analogues mais dans le cas
symétrique. Il applique, notamment, les théories de MM. Schauder-Leray à la
démonstration de l'existence et de l'unicité de la solution du problème de la
proue, Fobstacle étant un arc circulaire, et fait ensuite connaître des propriétés
remarquables de la solution.
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de l'obstacle de manière à venir à la limite au contact avec l'extré-
mité G de celui-ci. Nous montrons que la configuration limite du
sillage est celle qui correspond à l'obstacle fixé à p.i au point C; le
point de bifurcation se confond à la limite avec C. Nous faisons
ensuite connaître l'allure limite de la ligne libre X4 , étranglée entre le
profil et la paroi. Exception faite du voisinage de X4, le passage du
régime considéré au régime limite se fait d'une manière continue. Il
faut entendre parla que la vitesse d'un point du fluide en mouvement
(n'appartenant pas à la veine étranglée) converge uniformément vers
sa limite; en particulier, il en est ainsi le long de l'obstacle, le point C
excepté.

Une partie des résultats ci-dessus est en défaut lorsque la demi-
tangente du profil au point C; orientée dans le sens de la vitesse du
fluide, fait un angle nul avec la vitesse à l'infini en aval.

L'étude que nous venons de résumer nous paraît être la partie la
plus originale de ce travail. A notre connaissance, de tels passages à
la limite n'ont encore jamais été examinés par les hydrodynamiciens,
en raison des difficultés que présentait leur discussion (une partie des
formules de M. Villat devient alors illusoire) et que l'utilisation de
quelques théorèmes de M. Leray a permis de vaincre.

Les résultats obtenus sont tous conformes à ceux que l'intuition et
l'observation laissaient prévoir; c'est, peut-être, une preuve de plus
que le schéma de Helmholtz traduit asse^ fidèlement la réalité
physique (28).

Mes recherches ont été entreprises sous l'impulsion et sous le
contrôle de M. Henri Villat. Ceux qui ont eu le privilège de travailler
sous sa direction savent la part qui lui revient dans les progrès réalisés
par ses élèves; ils comprendront les sentiments de profonde gratitude
qui m'animent envers mon maître au terme de ce travail.

Je suis heureux que M. Villat a bien voulu accepter cet ouvrage
comme un témoignage de ma reconnaissance pour les encouragements
qu'il n'a cessé de me prodiguer et pour les directives qu'il m'a données.

(2S) Nos recherches ont été résumées dans des Notes insérées aux Comptes
rendus de VAcadémie des Sciences de Paris : 20CX, 1935, p. 208; 200, io,35?

p. i83s; 201, i936, p. 260; 203, j936, p. 426; 205} 1937, p. i2o5.
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Plusieurs des résultats exposés dans mon Mémoire ont été inspirés
par M. Jean Leray; plusieurs autres ont été obtenus en appliquant
des méthodes qu'il a eu souvent l'obligeance de me faire connaître de
vive voix. Je le remercie très vivement de l'aide si essentielle et,
parfois, si décisive qu'il m'a ainsi apportée.

Au cours de mes recherches, j 'ai eu de fréquentes occasions
d'échanger des idées sur les mouvements à la Helmholtz avec
MM. A. Weinstein, G. Jacob et A. Oudart. Leurs critiques et leurs
conseils m'ont été précieux pour la mise au point de plusieurs para-
graphes de cet ouvrage. De plus, M. A. Oudart a eu l'amabilité de
lire attentivement mon manuscrit; ses suggestions m'ont permis
d'améliorer sur plus d'un point ma rédaction primitive. En leur
rendant témoignage du service qu'ils m'ont ainsi rendu, je leur en
adresse ici l'expression de toute ma reconnaissance.

II. — Rappel des résultats connus.
Problème de MM. Levi-Civita-Villat. Solution indéterminée

de M. Villat.

7. NOTATIONS; PREMIERS RÉSULTATS. PREMIÈRES CONDITIONS DE VALIDITÉ DE

M. BRILLOUIN. — Nous rapporterons la configuration envisagée au
paragraphe 1 au système d'axes rectangulaires Oxy ayant pour
origine le point de bifurcation O ; l'axe des an sera choisi parallèle à la
vitesse du fluide à l'infini en aval et orienté dans le sens de celle-ci.
On introduit la variable complexe z = x-\~ iy.

Rappelons (29) que le fluide est incompressible; son mouvement est
irrotationnel et permanent. Ces hypothèses entraînent l'existence du
potentiel des vitesses <f(x9y) et de la fonction de courant ^(a?,j)
indépendantes du temps; le potentiel complexe f(z) est alors défini
par

f(z)=y(œt y)-^i^(œ, y),

les constantes additives arbitraires étant choisies de manière que/(o)

(29) Pour tout ce qui concerne ce paragraphe, voir le livre de M, VJLLAT,

Aperçus théoriques si^r la résistance des fluides.
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soit nul. Dans ces conditions, les composantes u, 9 suivant les axes

du vecteur vitesse V d'une particule fluide seront données par la
formule

-4- -=zu — iV.

D'après cela, le module V(a?? y) de V est égal à
dz

• La fonction

V(a?, y) est donc essentiellement positive; elle ne doit devenir nulle
qu'au point de bifurcation. Nous appellerons ©(a?, y) l'angle algé-
brique que fait la vitesse V avec O#; on a donc

La fonction f(z) est analytique dans le domaine fluide en mouve-
ment", elle est régulière à distance finie à l'intérieur et sur les fron-
tières; elle est uniforme partout, les points à l'infini compris. Il en

sera de même de la fonction -^; les fonctions y (a?, y) et <̂ (a?, y)

d'une part, logV(a?? y} et ®(ccy y) d'autre part sont donc harmo-
niques, régulières dans leur domaine de définition où elles sont deux
à deux conjuguées. Les conditions que nous venons d'énoncer sont la
traduction mathématique de quelques caractéristiques qualitatives
du mouvement à la Helmholtz,

Les hypothèses faites sur la nature du mouvement entraînent aussi
l'égalité de Bernoulli; pour en simplifier l'écriture, nous supposerons
les unités choisies de manière que la densité du fluide (constante, le
fluide étant incompressible) soit égale à l'unité, ainsi que la vitesse
du mouvement à l'infini en aval. On a alors, en appelant p0 la pression
du fluide à l'infini en aval, et p la pression en un point quelconque

(l.i) />=i>o+£(i-V«).

Le liquide situé dans le sillage est au repos; la pression y est donc
constante, frontière comprise. D'après (1.1) la vitesse sera constante
le long des lignes libres qui limitent le sillage, égale donc à la valeur
qu'elle a à l'infini, c'est-à-dire à l'unité.
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L'équation (1. i) montre, de plus, que la pression/? en un point du
fluide peut devenir négative si la vitesse en ce point est supérieure à i,
p0 n'étant pas assez grand. Or, p0 est une constante additive arbi-
traire; la solution ne sera donc entièrement satisfaisante, du point de
vue physique, que si la fonction V(a?, y) vérifie dans le domaine du
fluide en mouvement la condition de M. Brillouin

(1.2) Y £ l

qui complète les équations du problème.
La fonction V(a?, y) étant harmonique, il n'y a besoin de vérifier

Tinégalité précédente que le long des frontières du domaine où elle
est définie. Lorsque la condition ( l .a) est satisfaite, la fonction V
atteint son maximum sur les lignes libres, le long desquelles elle
vérifie donc l'inégalité

dV

où n désigne la normale à la ligne libre orientée vers l'intérieur de la
masse fluide mobile. Or, en désignant par dl l'élément d'arc de la
ligne Xo par exemple, compté positivement à partir de son point de
détachement, on a

~dn ~ dl '

les fonctions V et 0 étant harmoniques conjuguées. Il s'ensuit

Cette inégalité exprime le fait que la ligne de jet X, tourne sa
convexité vers le courant toutes les fois que la condition ( l . a ) est
satisfaite; du point de vue physique cette forme de la frontière libre
est très satisfaisante. Nous admettons, pour l'instant, l'existence des
dérivées ci-dessus qui sera établie plus tard en toute rigueur.

Le raisonnement prouve, en outre, que les vitesses sont supérieures
à l'unité dans le voisinage des portions de lignes libres concaves vers
le courant; la convexité de ces lignes est donc une condition néces-
saire, sinon suffisante, de la validité physique.
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8 . REPRÉSENTATION CONFORME DU DOMAINE DU FLUIDE EN MOUVEMENT SUR DES

DOMAINES AUXILIAIRES. CONDITIONS AUX FRONTIÈRES. — L ' a r e HJ1 d e l ' o b s t a c l e

et la ligne libre X1 correspondante constituent visiblement une ligne
de courant d'équation ^ = o, puisque la vitesse est, par hypothèse,
tangente à la ligne t51 ; il en est de même de l'ensemble formé de
l'arc G72 et de X2. La fonction f croît de o à +00 lorsqu'on décrit
depuis l'origine jusqu'à l'infini chacune des lignes xzK -+- \K et tz2 + X2.

En effet, <p(o, o) est nul. D'autre part, on peut écrire le long
de mK -h X1 et GT2 + X2

df
dz

zzz V.
dœ ây

Or; - ^ = « tend vers i lorsque x tend vers -f-oo. On a donc
litn | ƒ j =H-oo.

Enfin <p ne cesse de croître le long de G71 + Xi (ou de C32+X2)? ainsi
que le montre l'égalité

df
dz

.= V

qui, le long de chacune de ces lignes, se réduit à -^ = V, en appelant /

l'abscisse curviligne. Or, V est essentiellement positif.
Le long de chacune des parois ^ demeure constant, les parois

constituant des lignes de courant; nous poserons

vp(a?,j) = ^, , sur ^ <\>{œ,y)=— ^ a , sur pu

les constantes ^i et ̂ 2 étant évidemment positives.
Le potentiel des vitesses <p croît de —00 à +QO quand on décrit de

l'amont à l'aval chacune des parois. En effet, le débit du fluide à
travers une section du canal étant constant le long de ce canal, la
vitesse à l'infini en amont n'est pas nulle; le raisonnement utilisé
ci-dessus montre que les points cc = — ooet<p = — 00 se correspondent ;
dès lors, la démonstration s'achève comme plus haut.

De l'ensemble de ces résultats, il suit que la fonction analytique et
uniforme ƒ = ƒ ( z ) réalise la représentation conforme du domaine &L
du fluide en mouvement sur le domaine correspondant F du plan du



potentiel complexe ƒ. La frontière de F se compose de deux droites
d'équations :

(images des parois j/., et u2 du canal) et des deux bords de la coupure
pratiquée le long du demi-axe réel positif du plan ƒ {fig. 2).

Fig. 2.

«\ ^ X,

Le bord supérieur de la coupure correspond à la ligné mi + X< ; le
bord inférieur à la ligne 072-bX2. Nous désignerons par cp1 et <p2 les
affixes réels des images dans le plan ƒ des points P, et P2 .

Nous avons vu que le long des lignes libres la vitesse du fluide est
égale à 1; cette condition se traduit par l'équation

(1-3)

Elle exprime que la correspondance conforme entre les domaines 0i
et F doit conserver les longueurs le long des lignes de jet. Enfin, le
long des lignes de courant [/.< et (JL3, la composante 9 de la vitesse doit

être nulle; d'après la définition même de -j- cette fonction sera donc
réelle sur (ji, et ;x2. •

En définitive, la fonction analytique ƒ = ƒ(*), qui réalise l'appli-
cation conforme de &L sur F vérifie l'ensemble suivant des conditions
que nous désignerons désormais par (H) :

i° les systèmes de trois points à l'infini (un en amont, deux en aval)
des plans ƒ et z se correspondent ;

20 les directions sont conservées le long des parois (ou de leurs
images); cela se traduit par la condition frontière

df
dz

df
sur
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3° les longueurs sont conservées le long de lignes libres X, et X2

(ou de leurs images) ; cela se traduit par la condition frontière

df . .
-f- =i sur Ai et A*.az

La vitesse complexe étant, par hypothèse, une fonction uniforme

de z, les conditions(1.2)et(1.3)entraînentencorelasuivante : ~ = i

aux points à l'infini en aval.
Inversement, z peut être envisagée comme une fonction z(f) de la

variable ƒ définie dans le domaine F : elle vérifie, évidemment, les trois
conditions précédentes.

Helmholtz et Kirchhoff ont fait voir que la relation qui lie les deux
variables z et ƒ caractérise complètement le mouvement; il suffit de
remarquer que le champ des vitesses est donné par la formule

df
-£ =u — iv.
az

Le régime hydrodynamique défini par la relation z = zÇf) ne
pourra être physiquement acceptable que si la quantité

df
dz

satisfait à l'inégalité de M. Briiiouin

df
dz

9. SOLUTIONS INDÉTERMINÉES. SOLUTION INDÉTERMINÉE DE M. LEYI-CIVITÀ.

DEUXIÈME CONDITION DE M. BEULLOUIN. — La recherche d'un mouvement
à la Helmholtz correspondant à une configuration donnée dans le
plan £ revient donc à déterminer une fonction f(z) satisfaisant aux
conditions (H). La résolution de ce problème, dont l'énoncé complet
sera donné au Chapitre III, présente des difficultés qui ont d'abord
paru insurmontables; pour l'instant, notons que ni le domaine de
définition &L de/(Y) ni son image F dans le plan ƒ ne sont entièrement
déterminés, puisque les lignes libres, d'une part, et les quatre cons-

THKSE J. KRAYTCHBNKO.
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tantes cp1? «p2j tyi et tj;2, d'autre part, sont a priori inconnues. Mais le
domaine F est évidemment mieux déterminé a priori que son image 6L.
On a été ainsi amené à traiter le problème inverse : étant donné quatre
constantes positives <pM cp2, 4*M 4 S définir dans le domaine F qui leur
correspond des fonctions z = z(f) vérifiant les trois conditions (H).
C'est ce qu'on appelle le problème indéterminé dont la solution expli-
cite permettrait de construire un exemple effectif d'un mouvement à
la Helmholtz. On prouverait ainsi que notre schéma est compatible
avec les équations de l'hydrodynamique et l'on pourrait alors en
étudier les propriétés d'une manière approfondie.

Suivant les idées de M. Levi-Civita, M. Villat aborde la question
comme suit : il représente conformément le domaine F sur une demi-
couronne circulaire du plan auxiliaire Z = X + /Y; les éléments
de frontières homologues des deux plans seront précisés plus loin.
Pour cela il effectue d'abord la transformation

(1.4) /=— ^-loz{l — n)— iiloftt* —fc)-hD-hi'K
77 77

dans laquelle a et b sont des paramètres réels et où l'on a posé

lo"(t — a) — log f t — a\ pour f>r/,
loç(/ —b) = loi» | / ~- b | pour /> /> .

La valeur du paramètre D sera précisée tout à l'heure.
Au domaine F on fait ainsi correspondre le demi-plan supérieur %

du plan t\ les points t= se et le point à l'infini en amont du plan ƒ
sont images l'un de l'autre, alors que les images t — a et t = b des
points à l'infini en aval des pardis fxa et p̂  restent pour l'instant arbi-
traires. Nous pouvons donc choisir à notre gré les affîxes des images
de deux points frontières quelconques de F; la relation entre / e t /7
qui fait intervenir en apparence trois constantes, a} b et D, ne doit
dépendre effectivement que de deux paramètres. En effet, dansl'inter-
valle (a, b) la fonction f(t) est assujettie à avoir un minimum égal

à zéro. Or, -j- s'annule pour
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On peut donc écrire

- ™ logC / „ - a) - ^ log(ô -

relation qui permet d'exprimer D en fonction de ^ o ^2, 0 et de b.
Nous déterminerons alors les paramètres a et b en faisant correspondre
auxpoints de détachement ƒ = <p1 et ƒ = cp2 les points £ = 1 et t = — 1;
cela donne

<p1 = — xH]o£(i — a ) — îh ]Og(1 — b) -+-D
, _ w x / " ÏJ ~~> ' Tï>

Les constantes <p, et <p2 étant réelles et positives, les équations
ci-dessus n'admettent de solutions réelles que si 0 <^ — 1 et 6 ̂ > + 1.
M. Villat a montré que le système précédent possède alors un système
et un seul de solutions en a et b, pourvu que, comme on le constate
d'ailleurs sans peine, le nombre t0) précédemment défini, soit compris
entre — 1 et + 1. La réciproque est vraie si | tQ | < 1.

Ainsi, nous avons substitué à l'ensemble de quatre paramètres çM

cp2, tyt et ^2, qui caractérisent le domaine F, le groupe entièrement
équivalent de quatre paramètres a, b, ^, et f

2̂ qui définissent la
correspondance conforme entre F et ©.

Il est très important de se rappeler que les paramètres ç>4, ç2, 4/, eti^
étant positifs et les points ƒ ^ Ç i et / = ( f 2 ayant les points t = -\-i
et / = — 1 pour images, les paramètres a et b correspondants doivent
vérifier [cf. ( i .4)] l'ensemble des conditions

qu'à l'avenir nous supposerons toujours remplies. De ces inégalités
il résulte notamment que si ^1 augmente indéfiniment, ^3 restant fini,
le paramètre b correspondant doit augmenter indéfiniment de manière
que le quotient -^ ait une valeur finie. Cette conclusion nous sera utile
au cours des paragraphes 14 et 27.



II est utile de noter que le domaine 6 est caractérisé par trois para-
mètres a, 6, t0 seulement; il en sera de même maintenant de tous les
domaines auxiliaires que nous aurons à considérer.

Les éléments correspondants des domaines F et % sont mis en évi-
dence sur la figure 3.

Fig. 3.

a -1 to 1 b

Gela posé, M. Villat introduit une variable complexe nouvelle

u _= Mi - r f//2)

qu'il définit par
rit

( 1 . 5 ) ^ / =
V

On en tire, en effectuant l'inversion de l'intégrale elliptique du
second membre.

La constante d'intégration de Féquation différentielle (1.5) a été
choisie de manière à faire correspondre le point u = o au point à
l'infini du plan t. Dans cette relation p(u, w1, to3) désigne la fonction
doublement périodique de Weierstrass dont les demi-périodes to,
et œ8 sont données par les formules

, . «.

ra dt
/ ' I T» / * \ I

\

ou l on a pose
(« — a ) ( ^ — 6 ) ( . s — i ) ,

et où les radicaux ont leur sens arithmétique.
Le paramètre y qui figure dans (1.5') est un nombre réel positif

défini par la formule

(1.6') y = 2



qui se déduit de la lecture de la figure 4 ; y vérifie l'équation

11 convient de remarquer que les quantités co1? CÜ3 et y ainsi définies
ne dépendent que de a et de è; ce fait aura une grande importance
dans la suite.

Fig. 4-

La formule de transformation (1.5) [ou (1.5')] fait correspondre,
au demi-plan supérieur t£, Taire intérieure à un rectangle R du plan u.
Les points t — a, t = — i , î = -f-i, t—b ont respectivement pour
images les sommets A, B, C, D de R dont les affixes sont, dans
l'ordre

ï
2

Y
2

&)3, — ^ - h
2

Notons enfin que l'affîxe uu de rimage du point t = rG est défini sans
ambiguïté par la relation

(1.6')

z/0 = M0, + o>3 sera donc une fonction compliquée des deux para-
mètres a et è. Réciproquement, à un choix de valeurs de uQ1 a, b

correspond une valeur et une seule du quotient ~ [cf. l'équation (1.401-

Les éléments homologues des domaines % et R ont été mis en évidence
sur la figure 4-

Finalement M. Villat pose encore

(1-7) U = wa H- wu — -- — — log L)
2 m



en faisant ainsi correspondre à l'intérieur du rectangle R Taire inté-
rieure d de la demi-couronne circulaire supérieure située dans le plan
de la variable X = X + i Y et centrée sur l'origine.

Les rayons des cercles de la couronne sont respectivement égaux
à Ï et à q, q étant le paramètre bien connu dans la théorie des fonc-
tions elliptiques, défini par la relation

(1 .8) 7 = é T ^ .

Il en résulte, rappelons-le? que q est un nombre positif, inférieur
à l'unité.

La demi-circonférence j Z J == i est l'image du côté BC du rec-
tangle R ; la demi-circonférence | Z | = q est l'image du côté DA de R,
Enfin les segments (—Ï, —ç), (#, + i ) de l'axe réel du plan Z
correspondent respectivement aux côtés CD et AB de R.

(€5

Aux points u = o et u = u0 la formule de transformation fait
correspondre respectivement les points

dont les arguments sx et s^ sont définis par les relations

(1.8') st=±

La figure 5 met en évidence les éléments homologues des domaines R
etrf.



Moyennant les transformations successives que nous venons de
définir, le potentiel complexe ƒ s'exprimera en fonction de la variable Z
par l'intermédiaire de la formule (1.4), dans laquelle il faut poser

(1-9)

Nous aurons bientôt besoin de l'expression de la différentielle de la
fonction ƒ ; celle-ci sera définie par Tensemble de deux formules

( l . i o )

avec

En résumé, le domaine demi-circulaire rfest défini par trois para-
mètres g, s0 et Su ; q et sx s'expriment au moyen de a et de b seulemen t,
alors que £0 est fonction des quatre nombres a, è? <\>A et cj>2 qui carac-
térisent complètement la correspondance conforme entre d et F. Les
deux groupes de paramètres #, è, ̂  et f^2, d'une part, 9, ̂ i7 J0,
auxquels on adjoint Tune des constantes ^ ou^2 , d'autre part, sont
équivalents.

Cela étant, M. Yillat se propose de construire dans le domaine d

une fonction -^ satisfaisant aux conditions (H); pour cela il introduit

la fonction analytique uniforme Û(Z) de M. Levi-Civita en posant

(Lu) Irzr'^^e1-10.
et z

11 en résulte

Ainsi l'inégalité V ^> o sera satisfaite d'elle-même. Par ailleurs, on
rïf

)it, compte tenu de l'égalité -~

du vecteur vitesse dans le plan

voit, compte tenu de l'égalité -— = u — zV, que © est égal à l'argument
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Énumérons les conditions qu'on doit imposer à priori à la fonc-
tion Û(Z), définie dans rf, pour que la formule (1 . i) puisse convenir
à un schéma de Helmholtz.

La vitesse complexe ~-y définie dans le domaine F, doit être, nous

Pavons vu, une fonction analytique uniforme et régulière à l'intérieur
de F et sur ses frontières; elle ne s'annule dans F que pour ƒ = o. La
formule ( l . n ) montre alors que la fonction analytique Q(Z) doit
être uniforme et régulière dans d et sur ses frontières à l'exception
de l'image Z0 = ew° du point / = o [ou d'après (I.12) T doit être
infinie négative]. Les fonctions @(X, Y) et T(X, Y) devront donc
être harmoniques et régulières dans leur domaine de définition J,
frontières comprises, le point Zo = et% excepté.

D'après la deuxième condition (H), -~~ doit être réel sur la demi-
circonférence | Z | = q\ il en résulte que l'argument ® de cette fonction
doit être nul sur cette portion de frontière de d.

D'après la troisième condition (H), le module de la vitesse complexe
doit être égal à 1 le long des segments (— 1, — g), (q? 1) de l'axe réel
du plan Z; d'après (1.12) cela exige que Ton ait

^ o sur
A 2 •

Cette condition entraîne la conséquence fondamentale suivante.
La fonction Û(Z), étant réelle sur l'axe réel et régulière dans le
voisinage de cet axe, est prolongeable à travers cet axe au moyen
du principe de symétrie de Schwarz. Il en résulte que cette fonction
est définie dans toute la couronne circulaire C limitée par les
cercles [ Z | = 1 et [ Z | = q où elle prend des valeurs imaginaires
conjuguées aux points Z imaginaires conjugués (30).

(30) 11 résulte donc de ce qui précède que Î2(Z) est une fonction régulière
partout, sauf aux points d'affîxes Z=ze±is^; mais il ne faudrait pas en conclure,
sans nouvel examen, que Û(Z), uniforme dans d, le sera encore dans C. Nous
verrons que la condition ( I . i3 ) exprime précisément la condition d'uniformité
de &(Z) dans son nouveau domaine de définition C (et non seulement dans le
domaine d).



Enfin la condition d'uniformité de la fonction -£ à l'infini en aval

-f- = i aux points à l'infini en aval
dz r

se transforme, compte tenu de (1.11), en la suivante

dont on apercevra bientôt toute l'importance.
L'extension du domaine de définition de O(X. Y) permet de faire

un progrès important dans l'étude du schéma de Helmholtz. En effet,
les images des lignes libres X, et \2 sont maintenant intérieures (extré-
mités exclues) au domaine C; il s'ensuit que Û(Z), et par consé-
quent -£» sont des fonctions analytiques le long de chacune d'elles,

sauf peut-être pour Z = ± i , Z = ± ^ . Cela montre [la corres-
pondance / = / ( Z ) , définie par les formules (1.4) e t (1-9)? étant
analytique] qu'il en est de même de la correspondance z = z(Z),
excepté, peut-être, les points précédemment exclus. Or, les parois
et leurs images dans le plan ƒ étant des courbes analytiques, la

fonction -£ et, par conséquent, Û(Z) est analytique le long

de | Z | = q et, en particulier, aux points Z — ±q (31).
Ainsi, les lignes libres sont des courbes analytiques, sauf, peut-être,

en leurs points de détachement respectifs.

En résumé, à la fonction -/» définie dans le domaine F, nous avons
1 dz '

fait correspondre une fonction Û(Z) définie dans le domaine G plus
simple, où elle vérifie des conditions frontières également plus
simples.

Réciproquement, donnons-nous quatre constantes #, è, d;<
et ^2 (a<^ï? by>i). Nous savons construire, comme cela a été
expliqué plus haut, les domaines d et F caractérisés par ces para-
mètres et la fonction f=f(Z) qui réalise la représentation conforme

(31) L'analyticité de Û(Z) le long du cercle | Z \ = q résulte aussi du fait que
la fonction ;'fî(Z), étant réelle le long de ce cercle, est prolongeable analytique-
ment à travers lui.

THESE J. KRAVTCHENKO.



de l'un de ces domaines sur l'autre. Si Ton sait alors définir dans le
domaine d une fonction Û(Z) vérifiant les conditions ci-dessus
énoncées, on sait construire un domaine 0i au moyen de la relation

( I . i 4 ) - = / eiilL dj

[où la différentielle df doit être remplacée par son expression ( i . 10)
après y avoir substitué à t et à dt leurs valeurs (1.9) et (1.10')] qui
établit une correspondance conforme entre F et ÖL satisfaisant aux
conditions de régularité et aux trois conditions (H). Remarquons
enfin que les points z = o et f = o sont images l'un de l'autre.

Ainsi, étant donné quatre paramètres a, è, ^ et ^2, le problème
indéterminé revient à définir dans le domaine d, qui leur cor-
respond, des classes aussi vastes que possible des fonctions I2(Z) de
M. Levi-Civita; M. Villat a été le premier à se servir directement de
cette méthode pour construire des solutions indéterminées (32). Une
fois une telle solution obtenue, il y a lieu de vérifier si l'inégalité (1. 2)
de M. Brillouin est satisfaite; or celle-ci s'écrit, d'après (1.12),

inégalité qu'il suffit de vérifier le long des frontières circulaires de d,
la fonction T étant nulle le long de l'axe réel.

De plus, M. Brillouin a fait voir sur des exemples simples que le
domaine obtenu à partir de la formule (1. i4) peut se recouvrir; les
lignes de jet qae cette relation définit peuvent se recouper ou recouper
l'obstacle, circonstances évidemment incompatibles avec la nature
physique du problème. Il y a donc toujours lieu d'étudier les solutions
au point de vue de cette condition de non-recoupement qu'on appelle
la deuxième condition de validité de M. Brillouin.

[l reste à noter un grave inconvénient de la solution indéterminée
de M. Levi-Civita; on n'aperçoit pas de liaison nette entre la fonction
arbitraire Û(Z) et l'obstacle qui lui correspond dans le plan z. Nous
allons voir comment M. Villat a réussi à surmonter cette difficulté.

C'2) Antérieurement à M. Yiïlat, M. Cisotti a traité le problème symétrique
par rapport à Taxe du canal.
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10. SOLUTION INDÉTERMINÉE DE M. VILLAT. — M. Villat part du fait
que la partie réelle ©(X, Y) de la fonction arbitraire Û(Z) est
l'argument du vecteur vitesse dans le plan z. Supposons que Ton ait
pu construire, dans un domaine d, une fonction Û(Z) continue tout le
long de la demi-circonférence supérieure Z = ets(o<s<%)9 excepté
au point Z = <?"•. Alors 0(X, Y) est une fonction continue $($) de
l'argument J de Z — eFi dans l'intervalle o<s<%, excepté pour s = s0,
où nous la supposons discontinue mais bornée. La fonction ©(X, Y)
vérifie donc, dans le domaine C, les conditions frontières suivantes :

\ ®(s) pouro^ó^Tï, sur le cercle ! Z' = i.
0 ( X, \ ) zzz .

( <P(2r — s) pour 7r^5^^77, »

(H)(X, Y) = o, s u r le c e r c l e \Z\=q.

Par ailleurs T(X, Y) est nul sur l'axe réel. M. Villat a montré que,
dans ces conditions, la fonction Û(Z) s'exprime, au moyen de 3>(V)?
par la formule

valable à l'intérieur, mais non sur la frontière | Z | = i de son domaine
de définition G. Rappelons que C(w) est la fonction bien connue de la
théorie des fonctions elliptiques, construite à l'aide des nombres co,
et Cva définis par les formules (1 .G).

Les conditions (1 . i3) se réduisent ici à la relation unique

r
qu'on obtient en faisant Z ==± q dans la formule ( I . i5) et en tenant
compte du fait que Ça est impaire et qu'elle vérifie l'équation fonc-
tionnelle

Ç( a 4 - 2d) t ) = Zu H- fJ<rit ( t = i , 'i} 3 ) .

Cette condition de M, Villat, appelée à jouer dans la suite un rôle
fondamental, exprime le fait que la fonction Û(Z) définie par le second
membre de (1. i5) est uniforme dans le domaine C. Si, en effet,
Z décrit dans le sens direct un cercle concentrique â l'origine, les
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arguments des fonctions Ç, qui figurent dans cette formule, augmentent
de 2C0*. La quantité entre crochets s'accroît donc de 4*^ ; or, d'après
(1 . I6 ) J la contribution à £2(Z) de ce terme constant additif est nulle.

En définitive, nous avons substitué la fonction $(.?) de M. Villat
à la fonction arbitraire £i(Z) de M. Levi-Civita dans le cas où celle-ci
est continue pour Z=-ew, sauf pour s = sQ. Nous allons préciser
quelques hypothèses supplémentaires moyennant lesquelles la for-
mule ( I . i4 ) ^ e r a correspondre au domaine d et à la fonction Û(Z),
définie par la formule ( I . i5 ) , un domaine 0i où l'image de la
demi-circonférence | Z | = i sera une courbe obstacle à tangente
continue partout, à l'exception du point de bifurcation O, image du
point Z = eI4°; $(ƒ) sera alors l'angle que fait avec Ox la vitesse
tangentielle à l'obstacle, au point image Z = eu. La fonction <&(ƒ)
caractérisera donc l'allure de l'obstacle d'une manière très précise.

Il y aura plus; $ ( J ) étant continue, par hypothèse, dans le
voisinage de s = o et s = it, il en sera de même de ©(X, Y) dans le
voisinage des points Z = = t i . Ceci montre que la ligne libre se
raccordera à l'obstacle; exception faite, éventuellement, du point de
bifurcation, l'obstacle et les lignes libres formeront une courbe à
tangente continue (33).

Cherchons à préciser la nature de la discontinuité à imposer à $(s)
pour $ — s0 de manière à obtenir dans le plan z un obstacle ayant
en son point de bifurcation une allure conforme à la réalité physique.

Nous poserons

(L17) $($0+0)-

a étant un nombre réel compris entre o et 1 ( 3 4 ) ; si oc = -> l'obstacle

sera à tangente continue en o ; si a est nul ou égal à 1, l'obstacle

("") Mais, bien entendu, il n'en résulte pas que la ligne libre ait une courbure
régulière en son point de détachement. Cf. à ce sujet le paragraphe 13 où nous
précisons l'allure de la fonction 0[X(£), o] (qui exprime l'angle de la tangente
à la ligne libre en fonction de l'abscisse curviligne / de celle-ci), dans le voisinage
des points de détachement.

( u) Pour des raisons qui seront explicitées au paragraphe 12; a devra être
supposé différent de l'unité.
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possédera en o un point de rebroussement; le point o est anguleux
dans tous les autres cas.

Enfin, l'intersection de l'obstacle avec une droite parallèle à Ox se
réduira à un seul point si Ton assujettit <&($) à vérifier l'inégalité

Nous ferons désormais cette hypothèse qui jouera dans la suite un
rôle capital ; cela entraîne que $>($) est positif sur wi et négatif sur trr2 •

Rappelons quelques autres propriétés de la solution indéterminée
de M. Villat, définie par l'ensemble des formules ( I .9) , ( l . i o ) ,
(I.1/4), ( I . i5 ) , (I.16). La formule (1. i5) n'est pas valable telle
quelle pour Z = e'% puisque l'expression sous le signe d'intégration

devient infinie comme __ , pour J = J \ Aussi la transforme-t-on par

l'artifice classique suivant, dont nous aurons fréquemment à nous
servir dans la suite. Supposons d'abord j Z | ̂  1 et ajoutons, au second
membre de la formule (1. i5), la quantité

visiblement nulle; (1.15) devient alors

dsf

TT3

Si la fonction arbitraire $ ( J ) possède un module de continuité tel
que l'intégrale

ƒ O(^) — <£(/) , ,
—-— -. dsf

s — sf

ait un sens pour s = s* (bien entendu s ̂  s0), et c'est l'hypothèse que
nous ferons désormais (35)? le second nombre de (1.19) a un sens le long

(°i5) Ce point sera précisé dans le paragraphe suivant.
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du cercle Z = i sauf pour s = sQ. Dès lors, la partie imaginaire
T(eM) de Q(Z) le long de ce cercle est définie par la formule

(I.20) TV») — - , f

qui garde un sens, d'après ce qui précède, tant que Z est distinct
de e*u% alors que la partie réelle de fl(Z) se réduit pour Z = el%
S^±S0 à <&($). C. Q. F. D.

Rappelons la nature de la singularité que la fonction Î2(Z), ainsi
définie, présente aux points Zo = e'îoet Z0=e~u\ Considérons pour
cela, avec M. Villat, la fonction auxiliaire U(Z)

T i / v \ rwv \ 2 ^ î / Z — Zn
U(Z) —&(Z)-b — loa

a étant le nombre défini par (1 . T 7) ; U(Z) est réelle sur Taxe réel et
uniforme dans son domaine de définition C, si l'on précise la déter-
mination du logarithme en un point quelconque de C On constate
immédiatement que la partie réelle de U(Z) est continue aux
points Z = Zo et Z = Zo ; elle est donc continue tout le long de | Z ] = 1
et \Z\ = q. La fonction U(Z) est, par suite, régulière dans le
domaine C, frontière comprise, et notamment au point Z = Zo. Tl en
résulte d'abord que, Z tendant vers Zo le long d'un chemin intérieur
à C et non tangent à | Z | = 1 au point Z = Zo, la fonction T(Z) se
comporte comme 2alog|Z — Zo |+fonction de (Z — Zo) continue
pour Z = Z0. a étant positif, cette expression tend vers — 00 comme
2«log|Z-Z0j.

En second lieu, appelons X l'angle formé par le vecteur Z — Zo avec
la demi-tangente menée au cercle | Z | = 1 par le point Zo dans le sens
des s décroissants et 0> la valeur que prend la partie réelle de £i(Z)
lorsque Z tend vers Zo le long d^un chemin faisant Tangle \ avec la
demi-tangente précédente; dans ces conditions, on a

0 , — d > ( ç 0 — o ) H - 2 y / .
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Cette formule montre que @A croît de $(*0— o) à <6(A*0 + o) lorsque X
augmente de o à %.

Ce qui précède justifie les hypothèses faites sur la fonction 4>(J);

elles sont naturelles lorsqu'on se limite à l'étude des obstacles lisses
partout, le point z = o excepté.

Nous allons résumer ces hypothèses dans un tableau :

i° <E>(s) est continue dans chacun des intervalles

0 < > ;
2° Dans chacun des intervalles o<«?<^.?0; Jo^**'-71? l'intégrale

X
a un sens;

3° $(V) est assujettie à vérifier l'inégalité

) n'est pas égale identiquement à o ou à z -,
4° 4>(J) vérifie la condition de M. Villat

r71

f <!> ( .v ) rfs = o ;

5° Pour ^ = ^0) <&(J) possède une discontinuité qui, d'après la
condition 4°, est de première espèce. Nous poserons

D'après la condition 4° a est nécessairement compris entre o et 1;
la valeur 1 est exclue (cf. § 12).

Pour abréger, nous appellerons conditions (V) l'ensemble des cinq
conditions précédentes auxquelles nous venons d'assujettir le choix
de la fonction arbitraire <&(*) de M. Villat.

11. CONSTRUCTION OU MODULE DE CONTINUITÉ POUR LES FONCTIONS DÉFINIES

AU MOYEN D'UN OPÉRATEUR INTÉGRAL. — Dans le paragraphe précédent nous
avons vu le rôle important que jouent, dans la théorie, les fonctions
qu'on déduit d'une fonction donnée ^(e) [supposée continue dans
l'intervalle d'intégration (a, è) quelconque que nous supposerons



réduit à (— i, + i)] au moyen de l'opérateur

£ — S

Il est essentiel, pour l'étude de la correspondance entre les plans z
et Z, de savoir construire un module de continuité pour la fonc-
tion U ( E ) (quand il existe), connaissant celui de *F(E). Il existe sur ce
sujet un théorème de Fatou et de M. Priwaloff.

Si la fonction W(z) vérifie une condition de Holder d'exposant v

| * F ( E ) — ^ ( £ i ) | S c o r t s t - i £ — EI | v j

où v est un nombre compris entre o et i (36)? la fonction U(E), définie
par l'équation (i .21), vérifie une condition de Holder de même
exposant. Nous dirons alors que les fonctions U(E) et ^(e) appar-
tiennent à l'espace abstrait Hv.

En modifiant légèrement le raisonnement de M. Priwaloff, nous
allons établir le théorème suivant qui nous sera très utile :

Si la fonction W(z) vérifie une condition du type

T(e) — W ( E 1 ) | g const.
\og-

ou n désigne un nombre positif supérieur à 1, la fonction U (E) vérifie
une inégalité du type

1
I TJ ( e ) — U ( Ê i ) | $ c o n s t .

Nous poserons
const.

log
As!

(5G) Cet énoncé suppose v ^ i . Si v^=i ; le second membre de l'inégalité du
texte doit être écrit comme suit

const. [e — £< |3~"^

où r\ désigne un nombre positif aussi petit qu'on le veut.
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où As désigne la différence ei — s : yn(A£) est donc, de par sa définition,
une fonction positive, croissante de |Ae|, nulle pour A£ = o. Nous
dirons, pour abréger, qu'une fonction ^F(s) vérifie la condition i?re(e)
lorsqu'elle satisfait à l'inégalité du type

Démonstration. — La formule (1.21) permet d'écrire

Ceci posé, nous supposerons d'abord que £ et zi sont distincts de db 1,
et nous décomposerons l'intervalle d'intégration (— 1, + 1 ) en trois
intervalles partiels

( — 1 , 6 — / ? ) , ( e — n, c + Y]), ( e - i - 7 3 , 1) ,

que nous désignerons respectivement par Ei, E2, E3. Nous choisirons YJ
de façon que l'on ait YJ = i{zi — e).

Le point £< est donc intérieur à l'intervalle de longueur %t\ dont le
point £ est le centre et distant de [As j au moins des extrémités de celui-ci.

Nous allons montrer que l'intégrale précédente se décompose en
trois autres, étendues respectivement aux intervalles E<, E2, E3 et
vérifiant chacune une condition i?n_,,(£). Remarquons pour cela que
la quantité (c —-s) (s1 — s) reste positive sur E! ; ÔÛ a donc

£ — S) (Si — S)

Or, la valeur absolue de l'intégrale du second membre vaut

As 11
_ _

As

De par le choix même de Y], la quantité prend Tune des valeurs- ou - Î suivant le signe de As; par ailleurs £< et s étant par hypothèse

distincts de ± 1 , le quotient * n'est ni infini, ni nul; le loga-

rithme qui figure dans l'expression précédente est donc borné.
THESE J. KRAVTCIIC\KO
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L'inégalité ci-dessus peut donc s'écrire

-^— — As dsIX-
cela montre, comme Y"<Y»-«> <Iue l'intégrale considérée vérifie
a fortiori une condition Ai-<.

Par ailleurs, on trouve immédiatement
dsIX log

Y) H - A£

i-i-Si

puisque, par hypothèse, i + e< n'est pas nul, alors que YJ + AE vaut
2A£ ou Ae suivant le signe de As.

Ces considérations s'appliquent sans changement aux intégrales
précédentes étendues à l'intervalle E3.

Enfin, la contribution de l'intervalle E2 à la valeur de U(e) — U(e4)
se présente, d'après (I .21), sous forme de différence de deux inté-
grales du type

On a
ds

On remarque que la dérivée de log($ — e) est
de suite

. T . . const. . , K\

; on trouve tout

loe

Ainsi, pour des valeurs de e, et s distinctes de ± 1 , U(e) se présente
sous forme d'une somme de fonctions vérifiant chacune une condition
£n-\ \ U(e) satisfait donc aussi à une condition de ce type.

L'extension de cette propriété aux extrémités ± 1 de l'intervalle
d'intégration est immédiate : si e = + i, par exemple, il suffit de
supprimer dans le raisonnement l'ensemble E3 et de prendre pour E2

l'intervalle (1 — Y), I ) .

COROLLAIRE. — Si la fonction $(*) vérifie une condition £n excepté
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pour s = sOy la fonction T(e'J), définie par Vexpression ( 1 . 20), vérifie
une condition >?„_, ( J ) , sauf pour s = rfc J0 .

Observons que le raisonnement précédent s'étend, sans aucune
difficulté, au cas où la fonction ^F(s) et la variable £ sont supposées
complexes; il suffit de remplacer, dans les formules qui précèdent,
toutes les différences par leurs modules respectifs. En particulier, cette
remarque s'applique à la fonction Û(Z), définie par la formule (1.19),
qui vérifiera une condition i?rt_,(Z), dans tout son domaine d'exis-
tence C, frontières comprises, les points Z = Z0 et Z = Zo exceptés,
si la fonction <&(J) vérifie une condition £n(s) partout, le point
s = s0 excepté.

Relativement aux modules de continuité, rappelons encore un
lemme très simple qui nous sera bientôt utile :

Si deux fonctions f {£) et <p (s) possèdent respectivement les modules
de continuité Y)(Ae) et ^(Ae), leur produit f (s) ç(e) admet pour
module de continuité le plus faible des modules précédents.

Nous dirons que le module de continuité Ŷ  (AS) est plus faible
que YJ(AÊ) si

Yh(Ae)^Y3(Ae).

Dans la suite de la démonstration nous ferons cette hypothèse.
Ceia étant considérons l'identité

/(ei) ? ( e i ) - / ( Ê ) ? ( O = [/(£i)-7(0] <P(ei) + L?(eO-T(O1/(O-

On en tire, en désignant par const. un nombre positif supérieur aux
maximums de <p(e) et / (s) ,

D'après la définition même du module de continuité, cela s'écrit encore

I/(e1)<p(E1)-/(e)<p(e)|^con8t.tï1(Ae),

car v\i^>r\; cette inégalité démontre notre lemme.

12. ÉTUDE DE L'OBSTACLE. — Substituons encore à <ï> (s) la fonction
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W(s) définie comme suit :

W(s)=&(s) — 71 pour 0<5<5o,
W(s) = &(s) pour $o<s<:T\

d'après cela, ̂ (s) désigne l'angle que fait avec Ox l'obstacle, orienté
dans le sens des y croissants, au point z image de Z = eis\ il s'ensuit
que $(•*) et ̂ (s) ont même module de continuité, sauf pour s = v
Moyennant ce changement de fonction, les formules ( 1 . i5), (1.16),
(I .17) , ( I .18) deviennent respectivement

<7( -A l o g Z -f- — sQ j

(1.24)

(1.25)

(1.26) O^V(5)^7T.

Appelons ù0 (Z) = @0 + *T0 l'intégrale qui figure au second membre
de la formule (1.23) : en utilisant un artifice que nous avons rappelé
au paragraphe 10, on peut écrire

x

TI2
logZW(5).

Mise sous cette forme, l'expression de ÛO(Z), holomorphe pour
gr<[Z[<^i, est valable jusqu'à la frontière | Z | = i du domaine de
défiaition de cette fonction. D'après les formules de M. Villat, qui
résolvent le problème de Dirichlet généralisé dans une couronne
circulaire, la partie réelle de Î2O(Z) prend sur le cercle ]Z| = i les
valeurs 0 o ( e ± " ) = "5r(^); ÛO(Z) est réelle pour Z réel et imaginaire
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\ = q. Cet ensemble de conditions suffit à caractériserp
la fonction ÛO(Z). Le long de |Z| = i, la partie imaginaire T0(e

is)
de ÛO(Z) est égale à

D'après (1.20) et (1.23), on peut écrire

7T

Ces différentes expressions étant continues tant que s^s0^
l'artifice utilisé au paragraphe 10 permet de préciser la nature de la
singularité que la fonction ÛO(Z) présente aux points : Zo et Zo il suffit
de remarquer que la fonction

(1.3o) H(Z) = Q0(Z) + ï^p \o£^t,

où a désigne le nombre défini par (1.25), est continue pour Z = e±iSt>t,
si, pour fixer les idées, Ton suppose que "*P*($) vérifie une condi-
tion J£;;(.Ç). la fonction H(Z) correspondante appartiendra à l'espace
i?n_i(Z), dans tout son domaine de définition. Il s'ensuit que, dans le
voisinage de Zo, la fonction T0(e

w°) se comporte comme

{ia — 1) log| eis~~ eis* |.

Ainsi, nous avons substitué à O(^) une fonction nouvelle W(s)
qui offre l'avantage d'être continue tout le long de | Z | = 1, dans le cas
particulier, très important, où l'on veut obtenir un obstacle à tangente

continue au point de bifurcation; dans ce cas, a = - et la fonction

£20(Z) appartient à l'espace i?„_,(Z) pour <7^Z<i si ^ ( j ) fait partie
de l'espace £n(s).

Si a ^ - j l a fonction £20(Z) appartient à l'espace i?rt_4(Z) dans

tout son domaine de définition C, frontières comprises (sauf aux
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points Zo et Zo), si ̂ (s) appartient à l'espace £n(s) dans tout son
intervalle de définition (le point s — s0 excepté). Nous ferons
désormais ces hypothèses sur la fonction ^F(^), en raison de leur
commodité.

Il y a lieu de remarquer que s0 étant une fonction déterminée de a,
è, tyn et ̂ 2 la formule ( l .25) établit une relation entre ces paramètres
arbitraires et la fonction ^ F ( J ) .

Ceci posé, la correspondance entre le cercle |Z | = i et son image
dans le plan z est définie par la relation

r'1

= ƒ
l'intégrale précédente étant prise le long du cercle |Z | = i; cette
égalité fournit donc les équations paramétriques de la courbe obstacle.
Choisissons l'argument s de Z = eis (s=és0) pour paramètre de cette
courbe, orientée dans le sens des ordonnées croissantes; son abscisse
curviligne sera donnée par la relation, due à M. Villat,

f avecj ^
ds \j=z~\-i pour 50^5^7T,

où Y est définie au moyen des formules ( î . io ) et ( l . jo ' ) . Ainsi

l'arc l(s) de l'obstacle est une fonction continue et dérivable de s,

sauf peut-être pour -? = -v, de plus ~~ étant analytique et régulière

pour | Z | = i ? -j-possède le même module de continuité que T(eù)

(lorsque celui-ci existe) dans chacun des intervalles o<s<^sQ

et
Il reste à préciser le comportement de -j pour s =^0- D'après ce

qui a été dit au paragraphe 10 et vérifié au début du précédent para-
graphe, la fonction T(a") se comporte dans le voisinage de ̂  = 0̂

comme
ia log I eis— eis° \ ~\- fonction de (s — •£<,) continue pour 5 = sQ,

alors que, d'après ( I .9) et (1 . io)? -^ possède, pour cette valeur de s,
un zéro simple.



— 39 —

On peut donc écrire, en désignant par K(^) et K ^ ( J ) des fonctions
continues pour s = s0 et ne s'annulant pas pour cette valeur :

Cela montre que ~r est nul, infini ou fini au point de bifurcation,

suivant que a est inférieur, supérieur ou égal à - ; autrement dit si

l'obstacle présente à l'origine un angle saillant, rentrant vers le
courant, ou y possède une tangente continue. Mais, comme par
hypothèse a<^i , l'intégrale (1.4) prise le long de | Z | = i aura
toujours un sens; l(s) est donc, dans tous les cas, une fonction
continue, quel que soit s, et croissante. La longueur totale L de
l'obstacle est donnée par la formule

(1.3.) L

Remarque. — Lorsque a = -* c'est-à-dire lorsque l'obstacle est à
tangente continue, il y a intérêt à écrire l'équation de M. Villat avec
la fonction T0(e**) qui, dans ce cas, est continue pour s = s0 ; eu égard
à (1.29), (1.3i) se met, en effet, sous la forme

, , , , c— (s -hsn)

d.3i') £ i W = ( r - i ^ ) J E i
v ' ds
le facteur

ds OÙ! t . ds

ds

étant fini pour s = s0 [cf. ( l . io ) et ( l . io ' ) ] et positif dans tout
l'intervalle (o, it).

La position de l'obstacle ainsi défini par rapport aux parois [x, et UL2

se détermine aisément. Nous appellerons dA et d2 les distances respec-
tives des points P^ et P2 aux parois ^ et |JL3 qui leur correspondent.
En vertu des inégalités (1.26), dA et d2 sont les plus courtes distances



de Fobstacle à pA et [j.2; nous appellerons ces longueurs distances de
Vobstacle aux parois.

En séparant le réel de l'imaginaire dans l'équation (I.i4),on trouve

d± = Imag.

C désignant un chemin régulier quelconque, joignant le point P,,
à un point arbitraire de f/.,. Nous évaluerons l'intégrale ci-dessus
en utilisant la variable t précédemment introduite ; nous désignerons
par C^ l'image de C dans (©) et par y la demi-circonférence supé-
rieure de rayon r\ centrée sur t = b (fîg. 6). La fonction sous le signe

Fig. 6.

'K
d'intégration est régulière et uniforme dans le domaine limité par CT,
deux segments de Taxe réel et y. Comme -j- est réel pour Zréel, alors
que Q(#) est réel pour i^t<b et imaginaire pure pour b<t, on a

dx= f * sin®(t) df{t)-h Imag. ÇelilW df{t),

l'intégrale le long de y étant prise dans le sens indiqué sur la figure.
Or Q(t) est analytique pour t= b, puisque Û(Z) Test pour Z = — q\

de plus £2(6) est nul, d'après ( I . i 3 ) . Comme -£ possède pour b = t

[cf. (I.9)] un pôle simple de résidu — ̂ , la fonction ^sin@ est finie
en ce point. Enfin les fonctions sous le signe d'intégration sont
continues pour t— b\ dès lors on a, en faisant tendre r\ vers zéro,

dx= f si(1.33)

Cette formule montre que la ligne libre \ i possède une asymptote
horizontale d'équation

(1.330
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Nous appellerons désormais yA l'intégrale définie du second
membre.

La distance de cette asymptote à la paroi pc1 est égale à tyK : c'est le
débit du fluide entre l'obstacle et [/.,. Il va de soi qu'on obtient pour d2

une expression analogue.
Nous avons ainsi exprimé en fonctions des éléments a, 6, ^ , ^3

et xF(s) liés entre eux par la relation (1.24) et vérijfiant les inéga-
galités (1.25), tous les paramètres géométriques qui caractérisent le
domaine 6L du plan Z; les formules (1.5), (I.9), ( l . io) , (l . i / j) ,
(1.23), (1.25), (I.28) et (L29) de M. Villat constituent donc la
solution la plus générale du problème du sillage. De plus, ces formules
permettent de résoudre, d'une manière approximative, le problème
direct tel que nous l'avons énoncé au paragraphe 6. Donnons-nous,
en effet, un obstacle qui soit Tare d'une courbe illimitée définie dans
le plan z par son équation intrinsèque

où ̂ ¥(1) désigne l'angle de l'obstacle orienté avec Ox9 exprimé en fonc-
tion de son abscisse curviligne /, oc</<(3; ̂ F(/) est supposée continue,
sauf pour Z=Z', où cette fonction peut être discontinue mais bornée.
Choisissons quatre paramètres 0, 6, ^15 ^2, et une fonction l(s) con-
tinue, croissant de a à (3 dansrintervalle(o, n), de manière que ^ [ / ( J ) ] ,

envisagée comme fonction de (V), vérifie l'équation (I.24), les inéga-
lités (I.26), et appartienne, pour fixer les idées, à l'espace £n : il
faudra de plus que Ton ait ^ = / ( J 0 ) . Il est clair que W(s) = W[l($)]
est une fonctionnelle continue de l(s)y il en sera, par suite, de même
des fonctionnelles de l(s) définies par les équations (1.23), (I.28)
et(i .29).

Remarque. — II est à noter que les modules de continuité de l(t) et
par suite de l(s) ne peuvent être choisis arbitrairement. La fonc-
tion /(£), en effet, réalise la correspondance entre les portions de
frontière des domaines 6L et 6 représentés conformément Tune sur
l'autre; les portions de frontière en cause possèdent des tangentes
continues, sauf peut-être pour ^ = ^0. On montre que, dans ces
conditions, /(*) est assujettie à vérifier une inégalité du type

| l(t)-~ l{tx) | ^cons t | t — h |H- pour t et tx?£i,

THÈSB J. KRAVTCHBNKO. 6



où [x désigne un nombre positif aussi voisin de l'unité que Ton veut.
On peut aller plus loin si Ton suppose de plus que o <̂  T(Z) <^ % ; dans

ce cas -r existe et est continue [cf. § 22]. Enfin, on verra que

l'existence et la continuité de *F'(Z) assurent celles de ->- dans le cas

où o < XP*(Z) < 7ï, sauf, peut-être, pour ? = z0 et t = =t i ; dans la suite nous
nous placerons toujours dans ce cas. La correspondance entre t et Z
étant analytique le long de | Z ] = i, le résultat précédent montre que

la dérivée —\j e s t continue pour O<J<TC, sauf, peut-être,

pour s = sQ ; ces assertions seront justifiées et approfondies au cours
du troisième Chapitre.

Les sillages que les formules de M. Villat font correspondre aux
données ay b, tyu '^a, ̂ (Z), l(s) possèdent la propriété suivante :
l'angle de la demi- tangente positive à l'obstacle ainsi construit avec Ox
prend le long de l'obstacle la même suite de valeurs que le long de
l'arc considéré de la courbe donnée. Mais l'abscisse curviligne L ( J )
de l'obstacle construit, fournie par la formule [cf. (1.3i) et (1.3i')j

^ î
JT / \ J/ °* \ S ~^~ SQ ) Jf

t\ %V>\ ?M£2__ /„-Tic*"»} H / _ ^-To(^) Ü , Si t ; — H-T nfti,r«>c ̂

est, en général, différente de Z(j); les longueurs de deux arcs de
courbes donné et construit ne sont pas égales. Enfin les distances dK

et rf2, calculées à l'aide de la formule (1.33), n'ont pas les valeurs fixées
à priori. Nous n'avons donc, par ce procédé, qu'une solution
approximative du problème; mais celle-ci sera pratiquement satis-
faisante moyennant un choix judicieux des éléments a, by ^4, ̂ 2,
eW(*)(").

Notons aussi que les raisonnements précédents établissent l'équi-
valence du groupe des paramètres a, 6, ̂ i , 4^ e t ^KO a v e c ̂

(57) Dans le cas du fluide indéfini, de telles solutions approximatives ont été
construites par M. Brodetsky? Proc. Edin. Math. Soc, XLT, 1923; Scrip. Univ.
Hier OS) Jérusalem, 1928; Deuxième Congrès International de Mécanique
appliquéej Zurich, 1926.



— 43 -

des paramètres a, bi tyn 2̂? ^ ( 0 e l Ks) * l'égard du problème indé-
terminé; ce point de vue sera approfondi plus tard.

15. ÉTUDE DES POINTS DE DETACHEMENT. PROBLÈME DE LA PROUE. — Les

études qui précèdent font bien connaître les propriétés de l'obstacle
en fonction des données arbitraires de M. Villat; elles permettent
par ailleurs de préciser le comportement de la fonction £(ƒ) aux
points à Tinfini et de constater l'analyticité de cette fonction le long
des images des parois et des lignes libres, exception faite, toutefois,
des points de détachement. Nous allons succinctement examiner
l'allure de z(f) en ces points; une telle étude repose sur une
hypothèse supplémentaire de régularité que nous allons introduire.

Considérons un sillage correspondant aux données a, è, ^4, ^2

et ^ ( s ) ; nous supposons toujours que V(^) vérifie une condition
£n(s) dans tout l'intervalle o<s<n, sauf, peut-être, pour J = ^0. NOUS

savons évaluer l'abscisse curviligne l(s) de l'obstacle construit à
partir de ces éléments, supposés liés par la relation (1.24); rappelons
que l(s) possède une dérivée satisfaisant à une condition J?n_,; sauf
pour s = sQ. Inversement s est une fonction continue et dérivable de /,
la dérivée -r- étant nulle pour s = o et s = 71 [cf. l'équation (1.31 ) de

M. Villat]; -7-, vérifie encore une condition i?n_,, sauf pour y=^ 0 ,
s = o, s = il.

La fonction W(s) peut être envisagée comme fonction de l\ nous
supposerons maintenant que —-^ =W(J) existe et que W(t) appar-
tient à l'espace £n{t) partout, sauf pour lf=l($Q) où Wf(l) peut être
discontinue mais bornée. Cela revient donc à se limiter à l'étude des
obstacles admettant, en chacun de leurs points, une courbure vérifiant
une condition £n7 le point de bifurcation éventuellement excepté.
Nous écrivons

dWCela montre que la dérivée -77 existe partout, sauf pour s = s0; on a

dW dW dl
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dW
-7- appartient donc à l'espace £n_K tant que s^s0. Il y a plus; Pexis-

dW

tence et la continuité de -7- prouvent que W(s) vérifie une condition

de Hölder (d'exposant aussi voisin de l'unité qu'on le veut) partout,

sauf pour s = *0. Il en sera donc de même de -7- % compte tenu de Péqua-

tion (1.31) de M. Viilat et du théorème de Fatou. L'expression ci-dessus
dWde -7- montre alors que cette fonction vérifie une condition £n. La

fonction Ziû'0(Z) existe donc pour Z ~ i , puisque sa partie réelle,
dWqui vaut ± -y- pour Z = e±ls, existe sur ce cercle. De plus, cette partie

réelle vérifie pour | Z | = 1 une condition J?„, sauf pour Z = Zo
//lie

et Z = Zo, puisqu'elle continue pour Z = ± 1; en effet, -7- vaut zéro
pour s = o et J = U, car ™? d'après (l.io'), et par suite -7-» s'y annulent.

Il suit de là que Ziû'0(Z) et par conséquent O'(Z) vérifient dans le
voisinage de Z = ± 1 une condition i?n-1 (Z); on peut écrire

(1.34) | ^ ( Z ) - ^ ( ± I ) | ^ T ^ 1 ( Z + I) .

Cette inégalité nous permettra de préciser, en utilisant un raisonne-

ment de M. Leray, le comportement de la fonction —r% dans le voisi-

nage des points de détachement. Rappelons que Q(Z) e t / ( Z ) sont

réelles sur \A et X2; on peut donc prolonger-7^ définie dans d7 à

travers l'axe réel du plan Z, et définir cette fonction dans toute la
couronne C.Û(Z), pour Z réel, est égal à l'angle que fait la ligne
libre X, (ou )v2) avec Oa?; la correspondance entre 6i et F conservant
les longueurs le long de X, et X2, l'abscisse curviligne de X4 (ou A2)

es t / (ou — / ) . La quantité —rî ( o u ~~ •57) est donc égale à la courbure

de la ligne \K (ou de Xa); on a

<m_d& dfdt_
dZ "" df dt dZ '

La dérivée ~> envisagée comme fonction de t ou de Z; est réelle,
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régulière et non nulle aux points Z = db i ; y possède un zéro

simple; il vient d'ailleurs, en faisant Z = i, pour fixer les idées, dans
les formules (1.10) et (1. io'),

et puis

lim-

dt n

dt
dZ _ - co?
-— i if-

(,-a)(b-i)

P W

où les quantités p (-)>ƒ>' (-) et n'̂ coa) sont des fonctions analytiques

de ö, è, continues tant que a ^é i et b^ i, et qu'il est inutile d'expli-
citer; nous poserons

Le nombre N est visiblement réel et positif; la simple inspection des
figures 2, 3 et 5 montre, en effet, que Z tendant vers i par valeurs
réelles et croissantes, les fonctions ƒ et — t sont réelles et décroissantes.
L'inégalité (1.34) permet dès lors d'écrire

avec

ou encore

(1.34')
df 2N Z —i

Nous introduisons le facteur qui se réduit à i pour Z = i pour

une raison qui apparaîtra tout à l'heure. Posons alors

(1.35) f = U-MV.

Les fonctions U (X, Y) et V(X, Y), harmoniques à l'intérieur de G?,
sont appelées à jouer un rôle capital. On a, en tenant compte de
l'équation (1 . i4), et en supposant l'obstacle orienté comme il a été



dit,

par suite

(1.35')

-h i pour izdsdi

— i pour o<^^,!

cJW

,dT ('=
H- i pour
— i pour

La fonction -TT est prolongeable par symétrie à travers Taxe réel.
Cette relation montre que U est continue dans le voisinage de Z = i

et y appartient à l'espace i?n_,(Z) puisque ^'[^(.r)] et T(eis) appar-
tiennent, par hypothèse, à cet espace. Introduisons dès lors la fonc-
tion W(Z) définie comme suit : elle est analytique pour ç<Z<^i;
pour | Z | = i elle vérifie une condition £n_x (Z); elle est réelle pour Z
réel-, dans le voisinage de Z = i sa partie réelle le long de j Z | = i est
égale à U et est quelconque, mais continue et suffisamment régulière
sur le reste de la frontière de G. Dans ces conditions, la fonction P(Z)

Û'(i) Z
•-W(Z)

est imaginaire pure pour | Z | = i dans le voisinage de Z = i ; en effet,

la différence -77. — W(Z) a, par définition, sa partie réelle nulle dans

ce voisinage, alors que les quantités 2N? Î2'(i) sont réelles, „ __ étant

imaginaire pure pour Z — eis [ceci explique l'introduction du fac-
teur (Z + 1) dans la formule (1.34')]- Autour de Z = 1, on peut donc
prolonger P(Z) par la méthode des images à travers le cercle | Z | = 1
et la définir dans un petit cercle y centré sur le point; cela prouve
que P(Z) est analytique, uniforme et régulière dans y, sauf, peut-être,
pour Z = 1 où P(Z) peut présenter une singularité polaire ou essen-
tielle. Mais cette éventualité est à écarter, compte tenu de l'inégalité
(1.34') : P(Z) est donc holomorphe pour Z = 1, et dans le voisinage
de ce point nous pouvons écrire

(1.36)
df 2N Z ^
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puisque, par définition, W ( i ) vaut

\ dl Js=o

Ainsi toutes les fois que û ' ( i ) ^ o, la ligne libre 12 présente, en son
point de détachement P2, une courbure infinie. Dans le voisinage
de P2 , elle tourne sa convexité vers l'amont ou vers l'aval suivant
que Q'(0 e s t négative ou positive. Du point de vue physique, la pre-
mière éventualité est très satisfaisante; on regarde, en général, sa
réalisation comme une condition nécessaire de validité (c / . les § 7 et
§ 16). Si, au contraire, û ' ( i ) = o, X2 possède au point P2 une cour-
bure finie, égale à celle de l'obstacle en ce point; le détachement de X2

est alors dit en proue. On retrouve ainsi les résultats fondamentaux
de M. Villat (38).

Le développement (1.36) montre que la ligne X3 s'incurve dans le
voisinage du point P2 lorsque O'(i) n'est pas nul; toutefois, l'obstacle
étant supposé tranchant en P2 , tout danger de recoupement de X3

et G73 est écarté. Mais, dans ce cas, il est impossible de prolonger tan-
gentiellement (et avec une courbure finie) l'arc ©2 dans le sillage
au delà de P2 .

Au contraire, une telle opération est possible si Ton choisit les
éléments arbitraires de M. Villat de manière à annuler la quan-
tité û ' ( i ) . L'arc GJ'2 de l'obstacle, qui prolonge tangentiellement
l'arc t329 ne trouble pas le régime hydrodynamique pourvu qu'il soit
tout entier situé à l'extérieur du domaine (9L du fluide en mouvement,
et pourvu que sa courbure se raccorde en P2 avec celle de œ2 (

3 9) ; la

(38) Observons que Ton a

C'est sous la forme écrite au second membre que la quantité S2'(i) intervient
dans les travaux de M. Villat.

(30) De celte manière on pourra construire des sillages avec obstacle eu forme
de courbe fermée et réaliser ainsi des configurations particulièrement intéres-
santes du point de vue physique. Rappelons que ces sillages sont contruits à
partir des éléments arbitraires de M. Villat (problème indéterminé) à l'aide des



deuxième condition de Brillouin est alors satisfaite. En particulier, il
sera nécessaire, du point de vue de la validité, que m'2 se dirige en P2

vers l'aval de À2. Dans le cas où l'obstacle possède une courbure c(s)

dont la dérivée vérifie une condition £n(s) c'est-à-dire si -JY existe

et vérifie une condition £n(s) partout, sauf pour s = s09 n^>i\> on

peut traduire cette dernière condition de validité locale par une iné-
galité, due à M. Leray, que nous allons rappeler et qui nous sera
bientôt utile.

D'après ( 1 . 3 4 ) — 4 ^ existe pour ^ = o et appartient dans le voi-

sinage de cette valeur à l'espace J£„(J), n pouvant être ici aussi grand

qu'on le veut. Dans le cas actuel —-~—- vérifie même, dans le

voisinage de ^ = o, une condition de Hölder d'exposant aussi voisin

de i qu'on le veut, puisque -^- vérifie une condition de Lipschitz

(en effet, rappelons que -JT existe et est continue]; l'équation de

définition de V{e") [cf. (1.35')]

montre alors que ~r- existe et appartient à l'espace J?n(s) puisque les déri-

vées des facteurs du second membre appartiennent encore à cet espace.

formules qui fournissent les équations des arcs ^ et GT2 de l'obstacle et non pas
celles des arcs Tjjf

A et sy'2 ; ceux-ci, tracés dans le plan z, ne sauraient être définis à
partir des données du plan Z. Mais il importe de préciser que tous les résultats de
ce paragraphe comportent une réciproque au sens que voici; donnons-nous, dans
le planz, un obstacle au moyen de son équation intrinsèque W=zW(l) et de posi-
tion connue par rapport aux parois ^ et JJL2 du canal; cherchons à construire un
sillage correspondant à cette configuration des éléments rigides; on montrera

.dW(l)
que si — existe et appartient à l'espace £n(l), la fonction l(s) correspondante,

à priori inconnue, doit posséder une dérivée assujettie à vérifier une condi-
J?n(s), n étant un nombre arbitrairement grand. II s'ensuit que les résultats de ce
paragraphe valent encore pour le problème déterminé ainsi posé et permettent
de discuter la validité de ses solutions éventuelles. On consultera à ce sujet le
Chapitre III.



D'après (1.36) -TT n'a pas de pôle et est continue dans le voisinage
de Z = i, si O'(i) = o; on sait que, dans ces conditions, l'existence et la

. . , , * , j dU(eis) A , i, , d (d&\

continuité ( ) de —-~—- pour 5 = 0 entraînent celles de -71—7; 1777/

pour Z = 1. D'après le lemme du paragraphe i l ^ ( *̂ 7 ) vérifie alors,
dans le voisinage de Z = 1, une condition i?n_i (s).

Cela étant, appelons c<> — (~Tr) la courbure de l'obstacle au
point P2, courbure égale, rappelons-le, en valeur absolue à celle de la
ligne X2 en ce point, et posons

En remarquant qu'on a par définition

dû

( 1 . 3 7 ) l i l *-

la condition ci-dessus s'explicite comme suit

(1.38)

Nous transformerons (1.36) en substituant à Z les variables réelles p
et (x> définies par la relation

une simple inspection de la figure 2 montre que le point ƒ ne se trouve
dans le domaine Ci que si — TI <co < o.

D'après la définition même du nombre réel positif N (<?ƒ. le début
de ce paragraphe), on peut écrire dans le voisinage de Z = i

df dt __ .

Portons cette expression du premier membre dans le développement
de Taylor de la fonction (/— ç2); il vient

O Au sens J?„(s).
THÈSE J. KRAVTCHENKO-
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En observant qu^ux | Z| décroissants correspondent des p croissants,
la formule précédente permet d'écrire le premier terme du dévelop-
pement de la fonction Z( / ) dans le voisinage du point de détachement ;
il vient (*°)

Portons cette expression de (Z — i)dans l'inégalité (1.38); on trouve

(1.39)

Avec les nouvelles variables p et co, l'équation de la ligne X2

s'écrit co = o ; l'abscisse curviligne d'un point de \A est p (les longueurs
se conservant le long des lignes libres dans la correspondance entre (Si
et F) ; l'inégalité ( 1 . 3ç>) se réduit, en y faisant co = o, à

c{p)=-€*-{-

où c(p) désigne la courbure de X2 supposée orientée dans le sens de la
vitesse au point d'abscisse p (donc, en sens contraire de l'obstacle).

Cette formule met en évidence le résultat suivant :

i° La ligne libre X3, analytique pour p ̂ o , présentera, en son point
de détachement p = o, une singularité toutes les fois que c ' 2 ^o; en
effet, le développement de sa courbure suivant les puissances de p ne
sera alors pas taylorien ; 2° dans le voisinage de P2, les différentielles dl,

(40) Notons en passant que ce résultat permet de préciser Tallure de la corres-
pondance &(ƒ), ou de Û(p), le long de la ligne X2 et dans le voisinage de son
point de détachement P2 lorsque £ 2 ' ( i ) ^ o . Portons^ en effet, dans (1.36) le
développement limité du texte, après y avoir fait d> = o; en intégrant de o à p,
on trouve l'équation intrinsèque de la ligne À2

puisque p est égal à Tabscisse curviligne de A2; cette relation confirme en le pré-
cisant ce résultat annoncé au paragraphe 10 : les lignes libres et l'obstacle
forment une courbe à tangente continue.
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df et rfp sont équivalentes; on peut donc y exprimer la courbure c(l)
de o2 au moyen du développement limité (41)

f puisque, par hypothèse, ~ existe j ; dans le voisinage de PL> la cour-
bure de X2 varie, par suite, plus vite que celle de Parc œ'2; si donc
l'obstacle se prolonge dans le sillage au delà du point de déta-
chement P2, Tare Œ'2 sera, dans le voisinage de P2, en aval ou en
amont de X2 suivant que c'2 est positif ou négatif. Cela montre que
la deuxième condition de non-recoupement de M. Brillouin n'est
satisfaite que moyennant la condition

dL\df)z=i
>0

due à M. Leray.
Il y a plus. Formons l'expression de la différentielle df prise le long

d'un cercle situé dans le plan ƒ et centré sur le point ƒ = <p2 ; en uti-
lisant les variables p et w, on trouve

df=ipe1<ùdtù,

où p doit être regardé comme constant.
Comme la fonction T est nulle le long de l'image de la ligne libre X2,

on déduit de cette relation que la valeur de Ten un point ƒ = ç 2 + peïa)

de ce cercle est donnée par la partie réelle de l'intégrale

Remplaçons-y alors -JT. par son développement limité fourni

(41) Les méthodes exposées dans ce paragraphe se prêtent à l'étude des cas
ou Tordre du cootact entre m2 et 12 serait supérieur au second [cf. M. LERAY,

loc. cit. (11)]. On montre, en particulier, que —Arj présente, en général, une

discontinuité pour Z ™ih i, à moins que la courbure de l'obstacle n'y soit nulle
ou que Ton ait & ' (± T) = o.
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par (1.39); il vient, en séparant le réel de l'imaginaire,

(140
2V/2 i - 3co - f -\
-X-N~-c:',p2sin — ^p2 Y«-i\PV

o

Or, la condition ( I . 2 ) de M. Briilouin équivaut à T<o (cf. § 9).
L'inégalité (1.41) montre que T ne peut être négatif dans le voisinage
de f = f 2 que moyennant les deux conditions simultanées

puisque, rappelons-le,

D'après ( 1 . 4 0 , la première de ces inégalités exprime que T(X, Y)
n'est pas positif dans le voisinage de l'axe réel si j ¥ — X| est suffi-
samment petit; dans ce cas, l'obstacle (et par suite, la ligne libre X2)
n'est pas concave vers le courant au point de détachement. De même
l'inégalité c'2>o exprime que la fonction T(X, Y) n'est pas positive
dans le voisinage du cercle Z = els pourvu que l'argument s soit
positif et suffisamment petit. L'inégalité c'2^>o constitue donc une
condition nécessaire et suffisante de validité locale lorsque l'obstacle
est convexe vers le courant au point P2 et lorsque la ligne libre A2 y
présente un détachement en proue.

Précisons que dans le cas étudié — cas du problème indéterminé —
le développement du (1.41) s e calcule à partir des formules de
M. Villat le long de l'arc t̂ 2 et sera donné intrinsèquement le long de
son prolongement G/2, les premiers termes des deux développements
devant être identiques pour assurer la continuité de la courbure sur

Remarque. — Les discussions exposées dans ce paragraphe mettent
en lumière le rôle essentiel que jouent dans la théorie les quan-
tités û ' (dbi) de M. Villat et dont nous avons établi l'existence dans
le cas des obstacles à courbure continue; il y a donc intérêt à en
calculer les expressions.

Nous partirons des formules (1.23) et ( I .27) ; en introduisant la
fonction

W(s)=W[l(s)]



et en tenant compte du fait que du est une fonction impaire, on
obtient

<(£***-£•)
g Z — i

logZ i

—«o— — JogZ

où Z désigne Paffixe d'un point intérieur au domaine d. Cela étant,
faisons tendre Z vers i, il vient

(A)

Un calcul identique nous conduit à la relation

(A') pj{-l) =

Le passage à la limite que nous venons d'effectuer suppose essentiel-
lement que les intégrales ci-dessus ont un sens : nous allons vérifier
qu'il en est bien ainsi. En effet, les dérivées -y- et -7-existent par hypo-
thèse; on a donc

] — ^ [ / ( O J |<; const. | /($) — l | û const.
cll(s)

ds

Or, l'équation (1.3i) de M. Villat montre que -j et -J- s'annulent

simultanément, alors que, d'après ( l . i o ) , ~j- possède un zéro
d'ordre 1 pour s = o. Il s'ensuit que la quantité
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est finie pour s — o, bien que p — s y présente un pôle de second ordre ;
cela justifie notre assertion.

Pour la suite, il est essentiel de noter que le résultat précédent
subsiste sous la seule hypothèse que /[^(^)] appartienne à l'es-
pace Hv(*)

(

alors que- j - est supposée existante; on a vu (cf. la remarque finale
du paragraphe 12) combien la considération de ce cas était naturelle.
On a maintenant

$ cons t . | l(t) — / ( — i) | < c o n s t . ( * + i ) v £ c o n s t . | 5 \2\

la dernière inégalité étant obtenue en tenant compte de ( l . i o ' ) ; il
s'ensuit

inégalité qui assure un sens à l'intégrale de (A) toutes les fois
que 2v — 2 > — 1.

Notons enfin qu'avec les notations de M. Villat on peut écrire

et

comme on s'en assure après un calcul facile. En suivant M. Leray, on
peut, grâce à ces relations, préciser quelques cas où la nature du
détachement est évidente à priori :

i° Si

on a (42)? d'après les résultats du paragraphe 12,

$(0) <;<ï>(s), avec <&(o)<o.

(42) Tel sera, par exemple^ le cas de l'obstacle concave vers le courant.
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Cela montre que les deux termes du second membre de (B) sont
négatifs dans tous les cas où Y], est positif, car on a

p ( — s ) > ° pour o < 5 ^ 7 i ;

cela entraîne
Ö'(i)<o.

2° Pareillement, on vérifie que si TQ4 est positif ( / (3), on a

ft'(-l)<0,
moyennant l'inégalité

ce qui entraîne la suivante

avec
<D(TI) > O .

3° Si, enfin, la quantité *F[/(o)] est nulle, on a

4>(o) = o.

En tenant compte de (1.16), la formule (B) s'écrit alors

L'élément différentiel de l'intégrale est positif ou nul pour O<S<TZ,

puisque ses deux facteurs changent de signe pour s = s0 seulement.

( u ) D'après la formule (X4) du Traité des fonctions elliptiques de Tannery
et Molk, on a

le paramètre q étant relié aux paramètres a et b par les formules (1.6) et (1.8).

Une discussion élémentaire montre alors que : fi1^> o pourvu que : q <i —— •
3 s/'6

À la faveur d'un énoncé inexact qui s^était. glissé dans le Traité de Tannery et
de Molk — qui sera désormais désigné par l'abréviation T. et M. — j'ai cru
d'abord que n± était toujours positif — (cf. T. et M., tome I, page 201). Cette
erreur a été rectifiée à la suite d'une obligeante communication de M. Oudart.
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Nous avons donc, dans le cas actuel,

Lorsque la fonction arbitraire W(s) se réduit identiquement à zéro
ou à -a, l'obstacle correspondant devient une lame rectiligne parallèle
aux parois-, d'après (1.24) la constante s0 est alors égale à zéro ou à u.
L'une des quantités p( — soj ou p( — *<>+<*>*) devient dans ce cas
infinie et les expressions de Q ' ( ± i ) perdent toute signification.
Au contraire, les quantités

et

qui ont même signe que O'(i) et û'(— i ) respectivement, conservent
un sens lorsque

W() W ( )ou

il y a donc avantage à les substituer aux fonctionnelles définies par
les équations (A) et (A7).

Observons encore, qu'en vertu des équations (1.24), (A) et (A'),
les quantités Û'(i), û ' (—i) et s0 sont déterminées à partir des élé-
ments T ( J ) , a et b ou encore, de ̂ F(^), l(s), aetb\ elles ne dépendent
pas des paramètres ^i et ̂ 2 ; nous poserons donc, en mettant en
évidence les arguments des fonctionnelles du second membre,

(C) Pi [/(*), *"(0» a, *] = » ( - i ) cos i ° ,

(G) ï\[{(s),W(l)} a, ô]=fi/(H-i)sinîï.

Ces expressions nous seront très utiles aux paragraphes 23 et 28.

14. CAS OÙ LES PARAMÈTRES a ET b AUGMENTENT INDÉFINIMENT. — Nous nous
proposons de montrer que les solutions indéterminées de M. Villat,
relatives au cas d'un sillage en présence d'une seule paroi ou en fluide
illimité, s'obtiennent en effectuant un passage à la limite sur les for-
mules (1.4), (1.9), (1 . i4) e t (1 • £5). La possibilité d'un tel passage
à la limite est à peu près évidente à priori, mais il est utile de l'effec-
tuer explicitement, pour bien préciser le comportement de chaque



— 57 —

paramètre. Nous nous bornerons d'ailleurs à de brèves indications :
il serait fastidieux, en effet, de reproduire le détail de chaque calcul.

Regardons les paramètres a, b1 tyA et ^2 (
44) comme fonctions d'un

paramètre arbitraire K, définies et continues pour 0 < K < i ; nous

supposerons que lorsque K tend vers l'unité, yiy et , , , tendent uni-

formément vers zéro, de manière que le quotient — converge conti-

nûment vers une limite finie An (négative), alors que è, ^ et t0

convergent vers des limites finies que nous désignerons par les mêmes

lettres et qui seront telles que

Notons, en passant, que ces hypothèses sont en accord avec les
conclusions que nous avons tirées de (1.4")* ^ e ^ême, nous regar-
derons <&(J) = $(.?, K) comme dépendant continûment du para-
mètre K; cela veut dire qu'étant donné un nombre positif v\ arbitrai-
rement petit, on peut trouver (si s n'appartient pas au voisinage de s0)
un nombre positif Ŷ  (Y)) tel que

pourvu que
IK-Kt

cela quel que soit K, o<K<i ; pour toute valeur K de cet intervalle,
<&(,>, K) vérifie les conditions de régularité que nous lui avons
imposées au paragraphe 10.

Ceci posé, cherchons ce que deviennent, pour la valeur K = i du
paramètre indépendant, les domaines 6L et F soumis à cette trans-
formation.

La portion de frontière 6 — — ̂ 2 de F s'éloigne à l'infini : il en
est de même de son image |/.a dans le plan z, puisque la distance d2 de
l'obstacle à cette paroi est inférieure à ^a . Les deux domaines,

( u ) Nous substituons donc le groupe \\>u 4^3 ^ à des paramètres au groupe
équivalent tj\; 'jJ2; 9^ rf̂  clue nous avons regardé jusqu'ici comme iadépendant
(cf. le paragraphe 9); on vérifiera aisément que moyennant les hypothèses faites
au sujet du premier groupe les paramètres (^1 et cp.2 convergeront continûment
vers les limites finies cp'4 et cp'2 lorsque K tend vers i.

THESE J. KRAVTCHENKO.
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limites de &L et F que nous désignerons respectivement par cl' et F7

correspondent donc bien au cas du sillage provoqué par un obstacle
en présence d'une seule paroi. Il reste à vérifier que les formules (1.4),
( I .9 ) et ( I . i 5 ) se réduisent pour K = 1 à celles que M. Villat a
construites pour de telles données.

La formule (1.4) Pe^t s'écrire, compte tenu de la valeur de D,

Pour toute valeur finie de t telle que | a | ̂ > t, on a

la série entre crochets étant convergente dans les conditions énoncées.
Si l'on fait tendre K vers 1, le second membre converge continûment
pour toute valeur de t vers

compte tenu de l'hypothèse sur le comportement de—-La for-

mule (1.4) prend donc pour K = 1 la forme

qui permet, justement, de réaliser la représentation conforme du
domaine F' sur le demi-plan supérieur t5', obtenu en faisant tendre
dans le domaine ©, a vers — 00 (cf. le paragraphe 9) (A5).

(45) Remarquons C[uej d'après l'expression (1*4') ^e- 0̂ e- ^es hypothèses faites
au début du paragraphe concernant les paramètres tyu ^2j # et è, on doit avoir

litn to=

II s'ensuit que les paramètres A, b et Wi doivent être assujettis à vérifier la
condition analogue à (1.4")

i

puisque, par hypothèse, lim t0 la vérifie aussi.



Étudions le comportement de la correspondance entre les plans t
etZ.

A cet effet, nous posons

(1-44)

R'(O = (C-- i) (*-&) = (*!- e.) (/» - e2) («, - O ,

avec
ib

r*1 dt r' d
°i — I i / i' = I i ,—

*/_, I v'R'(t)! Jb |\/R'
_ _ r" dt

«71 ~ J, Iv/RTÖ

' • = ' - 3 '
dt

La comparaison de ces expressions avec les formules (1.6) permet
d'écrire les égalités

(145)
\\l\a\

2 co;

V F
2 0) ,

qui entraînent les conséquences suivantes :

i° Lorsque K tend vers i, on a

(1.45')
lim a | W 3 =

2° La quantité T = -- (et, par suite, ç = e71'1) est une fonction de K

régulière pour K = i. La demi-couronne dy image du domaine (X,
tend donc uniformément vers la demi-couronne supérieure d! non
dégénérée.

Ainsi, les fonctions pu, Xji et tf M dégénèrent pour K = i, puisque les
périodes 2C0j et 2co3, à partir desquelles elles sont construites, dégé-
nèrent. Au contraire, la fonction 6(p, q) de Jacobi se comporte régu-
lièrement pour cette valeur du paramètre : il y a donc intérêt à
exprimer les formules de transformation (I.9) à l'aide de 6(e, q).



— 60 —

On trouve ainsi

en utilisant les relations classiques

y
ï2 pil — pY

et
, „ ^ _ * ÖV)

(Oi 2 COj U ( V )

et en prenant
U I T I Y I .

(̂  = — - H i — Io2f2
2C0i 2 2 2 2W! 2^7^

Précisons d'abord le comportement du paramètre *v Étudions
pour cela la quantité 2<o4 — y, d'après (1.6) et (1.6') on a, en
appelant a la valeur absolue de #,

dt

On en tire le développement limité suivant

- ' = • ƒ •
•/a

2(0,

t\Jt(t— i

où le signe . . . désigne une quantité qui tend vers zéro comme -3 •
Après avoir effectué les quadratures qui figurent au second membre,
on trouve finalement

= _ _ _̂
a Sa-

li s'ensuit, en tenant compte de ( 1.45'),
lim Vi = Ï,
K
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et par conséquent
lim v=. v\

en posant

2 2ÎT

et

pour simplifier les écritures, posons encore

(1.48) E = P 1 - I

La relation (1.4y) nous fournit le développement limité

(1.49) ««,. =

dont on tire, en tenant compte de (1 -45'),

(1.49') Hm— —~~ (").
^ ^ 2W 4 W ^ V ^

Ceci posé, nous allons chercher les limites de chaque crochet qui
figure au second membre de la formule (1.46). D'après (1.48) le
premier crochet peut s'écrire

a-hb i _ 9 ' (e)
~~V 20J, 0 ( £ ) '

si Ton observe que
6 ( ) 0 ( )

(4C) Notons que d'après les résultats du paragraphe 9 on a

s± tend donc vers zéro comme -—



La fonction 6 (P) étant impaire, l'expression £-QT-T> régulière pour

s = o, peut se développer, en effectuant le quotient, en série de puis-
sances de £ de la forme

On peut donc, en tenant compte des formules (I .49) et (I.49')?
écrire

a+b 1 Q ' ( e ) _ a 6 1 e 1 ö'/;(o)

4 2Gü t 0 ( e ) 4 4 2 U>i S 2M! 3 O'(O)

Il s'ensuit que le premier crochet de (I.46) converge uniformément
vers

b if 1 (Ho)

Occupons-nous maintenant du second crochet; celui-ci s'écrit, en
utilisant l'équation 6(p + 1) = — ö(p))

II en résulte que, K tendant vers 1, la correspondance (1.46) con-
verge uniformément vers la limite

oo;2 O'(o) J

Cette formule est équivalente à la relation de M. Villat
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qui réalise la correspondance entre les domaines W et d'. En effet,
nous pouvons exprimer la fonction 8(V, gf) et ses dérivées au moyen
de la fonction p(iif\(o'n &>',,), puisque, rappelons-le, limT = T'; on

a posé
ttf = 2 co', p ' = -^ loer Z -f- co'^.

1 ,"^- Ö 'iiiz

Dès lors, pour justifier ( 1 . 5o), il suffit de remarquer que

et s'appuyer sur la relation

i 9*(o) _ ^

4w',a 6'(o) " co; '

qu'on établit comme suit : on tire de l'expression de puf qui
précède,

en y remplaçant 7 ^ Q par sa valeur £« M, et en supprimant

les accents, désormais mutiles. Si Ton fait tendre 9 vers zéro, le

premier membre de l'égalité précédente tend vers j ^ Q/ ° ; par
suite

1 r 8*(o) „ï) ,

puisque \\mCCru — pu) = oet limM£w = i.

Remarque, — D'après (1.44) et (1.5o), Z s'exprime en fonction
de î au moyen de la relation différentielle

dt

*2 ) (6 — 0



qu'on peut mettre sous la forme finie

en écrivant que les points Z et t d'une part, Z = i et r = — i, d'autre
part, sont images l'un de l'autre et en convenant de choisir pour le
radical sa détermination arithmétique lorsque t est réel et compris
entre — i et + i .

Ainsi la formule (1.5o) peut se déduire de (I.9) au moyen d'un
passage à la limite uniformément continu. Nous laisserons au lecteur
le soin de vérifier en détail que les formules (1. i5), (1.19), (A), (A'),
(B) et (B') du paragraphe 13 convergent uniformément vers les limites
qui s'obtiennent simplement en remplaçant les éléments construits à
partir des périodes 200,, et2to3 qui y figurent par ceux qui leur corres-
pondent dans le système 2to'1? 2co'3. Il suffira de passer par l'inter-
médiaire des fonctions 6 et de tenir compte des conditions (I .16)
et(1.24).

On trouve ainsi que la fonction û(Z) définie par ( 1 . i5) ou (1.23)
s'écrit, en substituant aux fonctions eu et pu la fonction ô(t>, q) et en
tenant compte de (1,16) [cf. XXIIIB, T. M.] (4T)

W(s)ds

Pareillement, les fonctionnelles ü ' ( i ) et û'(—1), définies par les

(*7) Pour la signification de cette notation, d'un usage constant <
on se reportera au renvoi (*3).

ans la suite,
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équations (A) et ( A/) du paragraphe 13 se mettent sous la forme

(1.5,')

X

6(^, q) étant une fonction analytique de q pour o<# <^ i, il est clair
que les expressions précédentes de Ü(Z), û ' ( i ) et û ' (—i) conver-
geront continûment vers leurs limites respectives lorsque K tendra
vers i.

Dans ces conditions, toutes les fonctions qui interviennent dans la
formule ( I . i 4 ) convergent uniformément vers leurs limites respec-
tives lorsque K-> i ; à la limite on obtient la correspondance entre
les domaines (SU et d!. Cela achève de justifier notre assertion.

Il reste à faire voir que le problème du sillage en fluide indéfini
peut être envisagé comme cas limite du même problème posé pour
un courant en présence d'une seule paroi plane» Les éléments arbi-
traires de M. Villat qui caractérisent ce dernier régime sont ici A, 6,

Envisageons encore ces éléments comme fonctions d'un para-
mètre auxiliaire K, définies et continues pour o<K<i ; supposons
de plus que lorsque K tend vers i, les nombres b et ^ augmentent
indéfiniment de manière que les quotients |^ et T- tendent continûment
vers des limites finies; au contraire, le paramètre t0 devra avoir une
limite comprise entre — i et + i. Dans ces conditions on voit comme

THESE J. KRAVTCHENKO. 9
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ci-dessus que la paroi f/.4 du plan z et son image ^ = ^ dans le plan ƒ
s'éloignent indéfiniment. Le domaine F' que nous avons obtenu tout
à l'heure se réduit donc au plan ƒ tout entier, fendu le long du
demi-axe réel positif, alors que son image &J du plan z comprend, à
la limite, tout le domaine extérieur au sillage. Nous appellerons
respectivement 6U! et F" les domaines limites de 0J et F' pour K = i.

Le demi-plan supérieur %* se réduit au demi^plan %" sur lequel
l'image de la paroi [x, serait réduite au point à l'infini. Vérifions que
pour K = i la correspondance (1.43) entre les domaines F' et ©' se
réduit précisément à la correspondance entre ©" et F". On peut
écrire-(i,43)(48)

Or? pour toute valeur de t inférieur à b en module, on a le déve-
loppement

° b — t0 b 2 b1

qui est convergent, puisque
après quelques simplifications,

et sont inférieurs à i. Il vient donc,

Le second membre tend visiblement vers A< (î — t0Y ou A< désigne
i À I

la limite de •*—jr-; on obtient donc à la limite la correspondance
entre F" et Ç". c. Q. F. D.

Les fonctions elliptiques à l'aide desquelles on réalise l'application
conforme du domaine W sur d! dégénèrent pour K = i. En effet, les
paramètres de ces fonctions dépendent de K par l'intermédiaire de b
seul [cf. par exemple, les formules (1 -44)]; formons le paramètre ^

e±

(48) On aura soin de remplacer, dans (1 .43) , le paramètre ^i par sa valeur
tirée de l 'expression de t0 [cf. le renvoi ( 4 3 ) ] .
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On trouve [cf. les formules (1.44)]

en tenant compte des relations

ib b b

Ainsi, b augmentant infiniment lorsque K tend vers i, ^ tend vers zéro

comme | ; dans ces conditions les formules (XXII. T. M .) s'appliquent(49).

Il vient d'abord, en désignant par . . . des quantités de l'ordre de ~

au moins,

Ceci montre que le paramètre qf défini par (1.8) tend vers zéro, si K
tend vers i; la demi-circonférence d! se réduit donc, à la limite, au
demi-cercle unitaire supérieur dn.

D'autre part, la correspondance (1.5o) entre tet Z peut s'écrire, en
utilisant la formule d'addition de la fonction pw,

p[ - ^ J

" \ t rrr

Or, d'après les formules de dégénérescence classique (XXII. TM.),
il vient

W l l „ \

™ J
\ 6-t-ir i i r |3 i

J 3 L 6 Jl 3^^+.. I

On en tire, en divisant par b le numérateur et le dénominateur de la

(49) On aurait d'ailleurs pu se passer de la plupart d'entre elles et obtenir
directement les développements limités dont il sera fait usage.
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fraction qui figure au second membre de l'expression de t,

i _ i r _ 'à !

3 3 l 1 . „ iogZ +

| sins a

L 2Ï J

d'où, en passant à la limite et en remarquant que

1—,s i n —n_ —
21 Il

la relation finale

qui permet précisément de réaliser l'application conforme du
domaine ©" sur d".

Il reste à étudier le comportement de la fonction Û(Z) au cours de
cette transformation. Pour simplifier, nous ferons cette étude sur
l'expression ( 1 . 5i) , équivalente à ( 1 . i5) de Û(Z); les conclusions ne
seront donc valables que pour qf < Z <^ i. Mais il est possible
d'effectuer le passage à la limite ci-dessous sur la formule (1.19) et
justifier ainsi nos résultats même pour j Z j = 1.

La fonction $($, K) étant assujettie à vérifier l'ensemble des
conditions (V) pour o < K < i , on a, d'après (CXXII40 T. M.), et en
négligeant les infiniment petits du premier ordre,

*\
271/ 71 T /logfZ 5\ /loç Z s\~]

= - COt H - I H - C O t l ) l - t - . . .
£_\ 4 \ 21 2j \ 21 2/J

27l/

T \OJTi 27T/ I \ 11-K

2 Q / I Q ^ Z I S \ 2

2 71/ \ 2 1TX

logZ
7T l

2 . logZ S _ lOf<Z . 5
sin2 ^ cos2 cos5 sin2 -

21 2 2i 2

7T I — Z2

£ I — 2ZcOSS -h Z2

de sorte que, à la limite, la fonction Û(Z) se réduit à

(1.52) Û(Z) = i f
I —

d$,
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forme sous laquelle on reconnaît sans peine l'expression bien connue
que M. Villat a donnée de Û(Z) dans le cas du fluide indéfini.

Le lecteur vérifiera d'une manière toute semblable (en utilisant
la formule précédente et la formule XXXII, T. M.) que les expres-
sions (1. 5i') et (1.52") de ù\i) et û'(— i) se réduisent continûment,
pour K = i, aux formes suivantes :

ds s0
• col - ,
sin2 -

2

(1.52") Q'(- i ) = — ƒ \W[l(s)] —W[i(n)]\—— - t a n g - 0 ,
271 Jo Cos«î 2

a
obtenues directement par M. Leray.

En définitive, la continuité des passages à la limite qu'on vient
d'effectuer a été vérifiée pour toute valeur finie des variables t et ƒ .
Notons aussi qu'on aurait pu faire tendre \a \ et b vers l'infini simul-
tanément; on aurait alors pu déduire directement les formules
intéressant le sillage en fluide indéfini de celles que nous avons données
pour le cas du canal.

Dans le cours du chapitre III, nous ferons connaître les réciproques
des théorèmes que nous avons énoncés dans le présent paragraphe;
après avoir établi l'existence des éléments caractéristiques de
M. Villat : <h, <K, ay b et $(s) correspondant à une configuration
donnée à priori dans le plan du mouvement, nous montrerons, par

exemple, que le quotient - p j reste effectivement fini et non nul lorsque

la paroi [x2 s'éloigne indéfiniment.
Remarquons enfin que nous avons laissé de côté le cas où b (pour

fixer les idées) tend vers i. L'étude approfondie de ce cas est réservée
pour le chapitre III; mais d'ores et déjà, nous pouvons remarquer
que les formules de M. Villat deviennent alors illusoires puisque,
(o< devenant ici infini, les fonctions elliptiques dégénèrent, alors que
leur argument devient infini.

146 ' \ II est intéressant de montrer comment on peut retrouver
certains résultats du paragraphe 14 en utilisant l'expression de la
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fonction Q>(t) dans le plan de la variable complexe t = ti + it2 \?J*
fig.3].

Cherchons, en effet, la fonction analytique

régulière dans le domaine *& (y compris le point à l'infini) et définie
dans son domaine d'existence par les conditions frontières suivantes :

pour

pour — I ^ I £ I

pour

où <ï>(t,) désigne la fonction arbitraire de M. Villat. Pour résoudre le
problème de Dirichlet mixte correspondant aux données précédentes,
nous envisagerons, avec MM. Volterra (50), Signorini (51) et
Demtchenko (52), la fonction auxiliaire

définie dans le demi-plan supérieur © par la formule

où le radical est pris avec sa détermination arithmétique pour t réel et
très grand ; on voit immédiatement que

— 0O<J?,<ï.

pour — I <^<i

Gela montre que 6(î1, f2) est connue le long de Taxe réel ̂  ; d'après

(so) Sopra alcune condizioni carractéristiche per le funzioni di variabile
complessa (Annali di Matematica, 2e série, t. 11, p. i-55).

( 5 1 ) Sopra un problema al contofho nella teoria délia funzioni di variabili
complessa {Annali di Matematica, 3e série, t. 25, p. 253-273).

( 5 2 ) Loc, cit. ( 7 ) .
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un résultat absolument classique il en résulte

l'intégrale étant prise le long- de l'axe réel d'où, en remontant à û(e),

(1.53) Ö(0=--\/(«ï-i)(«-a)(<-6) f+1 ®(t')dt'

la constante imaginaire pure, additive de la formule se réduisant à
zéro, puisque

T(t1)o) — o, pour a^t±^—i.

Nous renvoyons aux raisonnements exposés dans des mémoires
originaux pour légitimer en toute rigueur la formule qui précède, et
notamment pour montrer qu'elle garde un sens pour de très grandes
valeurs de 11\, lorsque la fonction $(t) vérifie les conditions analogues
aux conditions (V). Mais il est essentiel de préciser que la fonc-
tion <Ï>(J) sera assujettie à vérifier la condition

r
que Ton déduira de (1.16) en y remplaçant la différentielle ds par sa
valeur définie par la relation ( 1 . to').

Ceci posé, les résultats du paragraphe 14, relatifs à la dégénéres-
cence de la fonction Û(Z), se lisent sans difficulté sur la formule (1.53).
En conservant les notations et les hypothèses du début du paragraphe
en cause, on voit d'abord que la fonction Q(t, K), envisagée comme
fonction de K, est continue par rapport à son argument dans le voisi-
nage de K = i ; lorsque K tend vers i (c'est-à-dire lorsque - tend vers

zéro], on a donc

(1.55) lim Q(t) = --K/{£*-i)(£-b) f ®{t!)dï_

Or, le second membre de (1.55) représente précisément la fonc-
tion û( t ) relative au cas d'une configuration caractérisée par les élé-



ments A, 6, $( ï) [c/ . le précédent paragraphe], c'est-à-dire d'un
courant fluide limité par une seule paroi plane et heurtant un obstacle.

La fonction $(ƒ), relative au cas du courant limité par une seule
paroi plane, est toujours assujettie à vérifier la condition (I.16). Cela
s'écrit, en remplaçant s et ds par leurs valeurs tirées de (1.5o),

(1.56) / —p.

Si maintenant on fait croître indéfiniment b (les hypothèses énoncées
au précédent paragraphe étant toujours remplies), on trouve, à la
limite, la formule

qui fournit la fonction ù(t) relative au cas du fluide indéfini et que3

d'ailleurs, la transformation

permettrait de réduire à la forme classique (i . 62) : on notera que la
transformation précédente est précisément celle qui fait correspondre
au demi-pian supérieur S", relatif au cas du fluide indéfini (<?ƒ. le
précédent paragraphe), l'intérieur du demi-cercle supérieur auxi-
liaire du plan Z.

L'expression de la fonction Q(t) construite ci-dessus peut servir de
point de départ à toutes les théories exposées dans ce travail; elle est
d'une obtention plus simple, puisque sa démonstration ne fait pas
appel au plan auxiliaire Z et, d'autre part, elle permet d'éliminer
l'emploi des fonctions elliptiques qui rendent difficile toute étude des
solutions indéterminées, considérées comme fonctionnelles des para-
mètres a et 6.

M. A. Oudart s'est du reste attaché à présenter la théorie des
sillages, même dans des cas plus compliqués que ceux traités ici, en
se plaçant systématiquement au point de vue que nous avons adopté
au cours de ce paragraphe ; son travail, encore inédit, étend les résultats
de notre mémoire au cas du canal à parois curvilignes.
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CHAPITRE IL

Validité physique des solutions des problèmes du sillage
et de la proue,

15. OBJET DU CHAPITRE. LEMME PRÉLIMINAIRE. — Nous nous proposons
d'examiner les solutions indéterminées de M. Villat du point de vue
de deux conditions de validité physique de M. M. Brillouin. Nous
ferons d'abord connaître des classes étendues de fonctions arbi-
traires $($) de M. Villat, qui conduisent à des solutions entièrement
acceptables du problème du sillage. Puis nous étendrons au fluide
limité par deux parois planes les théorèmes de validité que M. Leray
a obtenus pour le problème de la proue en fluide illimité.

Dans la suite nous utiliserons fréquemment le lemme suivant, déjà
utilisé par M. Leray : « Considérons une fonction $(#) satisfaisant à
l'ensemble des conditions (V) et une fonction réelle R(^, $i) des
variables réelles s et s^ définie dans le domaine OL<S^^} o^.y^u,
où elle est continue; R(s, sA) est supposée décroissante par rapport
à sA. Dans ces conditions, la quantité I(^)

l(s) =f
est négative ». On a, en effet,

= f *, so)]<t>(Sl)dsu

compte tenu de l'équation (1.16); or,

la dernière inégalité résultant de ( I . i8 ) . L'élément différentiel de
l'intégrale l(s) est donc négatif ou nul : comme il ne peut être
constamment nul, en vertu des conditions (V) et des hypothèses faites
sur R(.y, $<), I(j) est négative et non nulle. Bien entendu I(^) serait
positive si R(^, $A), envisagée comme fonction de sA, était croissante.

THÎiSK J. KRAVTCHENKO. 10



1 6 . ALLURE DES LIGNES LIBRES. DEUXIÈME CONDITION DE VALIDITÉ DE

M. BRILLOUIN. — Considérons un sillage caractérisé par les constantes a,
6, d^? ^2 e t l a fonction <&(<?), assujettie à vérifier les conditions (V) .
On a le théorème suivant.

THÉORÈME I. — L'ordonnée y de chaque ligne de jet varie toujours
dans le même sens le long de chacune d'elles depuis le point de déta-
chement jusqu* au point à Vinfini; elle est non décroissante le long de À,
et non croissante le long de À2-

D'après (1 . i4) la dérivée •— vaut sin@(X, o) ou sinîi(X? o) le long

des lignes libres; tout revient donc à établir que l'angle @(X, o) n'est
pas négatif sur \K, et n'est pas positif sur X2.

Or, l'équation (1 . i5) peut s'écrire

— Si

—< (s'<«*)]*•

compte tenu de l'équation (1.16) et de la formule GITI1 T. M. Sur le

segment (<?, i) de l'axe réel, l'imaginaire pure ^JlogZ varie de co3

à zéro; il s'ensuit que ipr (-r1 logZ j est une quantité réelle positive.

La fraction réelle

envisagée comme fonction de sA, est décroissante dans l'intervalle o, n,

puisque p ( ^ logZj est réel et compris entre ez et —oo, alors

que p~ si décroît de + oo à ei quand s^ croît de o à rc.



Dans ces conditions, le lemme du paragraphe 15 s'applique; la
fonction Û(Z) est réelle et non positive si Z est réel et positif. On
établirait tout pareillement que sur le segment (— i, — #)? Û(Z) n'est
pas négative; enfin, la partie réelle de Û(Z) ne peut prendre
pour q <^ | Z | < i les valeurs ± TZ, valeurs maxima et minima de cette
fonction sur les frontières de C; cela démontre notre théorème (83).

Ainsi, lorsque Ton place les points de détachement aux extrémités
de l'obstacle (problème du sillage), l'obstacle et les lignes libres
forment une courbe dont l'intersection, avec toute parallèle avec O#,
se réduit à un seul point. Les lignes X< et Xa ne recoupent donc pas
l'obstacle et ne se recoupent pas. Le domaine 6L ne se recouvre donc
jamais; sa frontière est dépourvue de points doubles. Par suite, la
solution indéterminée du problème du sillage, déduite d'une fonc-
tion <&($) vérifiant les conditions (V), satisfait toujours à la deuxième
condition de validité de M. Brillouin. Au contraire, la solution du
problème de la proue, posé relativement à l'obstacle caractérisé

(3r>) Voici comment on pourrait obtenir la démonstration de ce théorème en
utilisant le domaine £> et les formules (1.53) et (1.54)« E*1 retranchant du
second membre de (1.53) l'expression

— i ) U —«)(* — £) ƒ' _ <t>(t')dtf

nulle en vertu de (1.54) et dans laquelle t0 désigne l'abscisse de l'image du
point de bifurcation, nous avons, pour i << t <C b,

* {£— £o) J „ a y / ( i — tfi) {ö — lf) {f— a) {t—t')

L'élément différentiel de l'intégrale du second membre est positif, puisque le
radical qui y figure est positif et que, d'autre part, le produit

n'est pas négatif pour — i ^ tf^ i, puisque

^ ° Î P o u r t^to,
^o, pour t<,t0.

La démonstration du théorème s'achève dès lors comme dans le texte.



— 76 —

par $(<?), peut n'être pas satisfaisante, puisque les arcs tels que P^ C
(voir fig. i) peuvent recouper les lignes libres; une discussion supplé-
mentaire est alors nécessaire.

On a déjà fait observer (c/ . § 7) que les lignes libres ont une forme
particulièrement satisfaisante du point de vue physique lorsqu'elles
sont convexes vers le courant; il en est ainsi moyennant les conditions

( — i<Z< — a.
-j^- < o pour { - -a Z r

La discussion que nous venons de rappeler prouve d'ailleurs que
l'inégalité (1.2) de M. Brillouin n'est satisfaite que si la condition
ci-dessus est remplie; celle-ci apparaît donc comme une condition
nécessaire de validité. Nous allons préciser le signe de fi'(Z) pour Z
réel dans un certain nombre de cas particuliers; cette étude repose
sur les lemmes suivants.

LEMME I. — Quelle que soit la fonction <&(s) vérifiant les condi-
tions (V), £2'(Z) est négative (5*) pour Z réel, dans le voisinage des
points 7j=±q.

En chacun de ces points, en effet, Û(Z) est analytique; la différen-
tiation est donc toujours légitime et l'on trouve

(-?) = ̂  f
relation qui s'écrit, en tenant compte de VII9 T.M.,

111 *(»)I *.

Or, la fraction est réelle et croissante dans l'intervalle o,ic;

d'après le lemme du paragraphe 15, l'intégrale du second membre
est positive. Par suite £2'(— q) <^ o.

(s*) Comme il était, du reste, à prévoir, compte tenu du résultat que Ton
vient de démontrer.



LEMME II. — Toute courbe adéquation 0 (X , Y) = const., intérieure
au domaine d et issue d**un point du segment (— i , — q), ne peut aboutir
qu'à un point Z = eis, so<s<iit

La fonction ®(X, Y) étant analytique le long de Taxe réel et
prolongeable par symétrie à travers cet axe, ne peut prendre sur OX
des valeurs isolées; chaque point de Taxe réel est donc l'origine d'une
courbe d'équation ®(X, Y) = const. et issue de ce point.

Ensuite, cette ligne est analytique régulière à l'intérieur de d (et par
suite de C); elle ne peut donc présenter de point d'arrêt dans cf. Elle
ne peut aboutir à un point du segment (— i, — q) ; sinon, en prenant
le symétrique de cette courbe par rapport à OX, on obtiendrait un
domaine fermé, limité par une courbe simple le long de laquelle la
fonction harmonique ®(X, Y) serait constante, donc constante dans
tout le domaine. La courbe ®(X, Y) = const., issue d'un point du
segment (— i ,—ç), ne peut atteindre un point du segment (ç, i),
puisque @(X, Y) est positive sur l'un des segments et négative sur
l'autre. Cette courbe ne peut enfin aboutir à un point de |Z | = ç,
puisque ®(X, o) n'est pas nul pour —i<^X<^ — q\ donc elle doit
nécessairement atteindre un point de l'arc SQ<S<K de Z = eI#J le long
duquel ®(cos£, sin^) n'est pas négative.

LEMME III. — Deux courbes quelconques ©(X, Y) = C, et 0(X, Y) = C2

cààueà dö deucu points distincts de (— ï, — q} na peuvent avoir de points
communs à Vintérieur de d.

En effet, Û(X, Y) étant uniforme et régulière dans <i, cette éven-
tualité ne pourrait se présenter que si les constantes C< et C2 étaient
égales; or, les raisonnements précédents prouvent que cela est
impossible.

Cela posé, on a le théorème suivant :

THÉORÈME IL — Si Varc TZA de Vobstacle {ou GJ2) possède des points
d'inflexion, la ligne libre X1 correspondante {ou Xa) peut avoir n + i
points d'inflexion au plus.

Pour simplifier la démonstration, nous admettrons que — - ^ existe
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et est continue pour o<£<u sauf pour s = s0; P a r hypothèse, elle
s'annule donc n fois dans l'intervalle SO<S<TI. Ceci posé, soit Z = X<,
l'affixe d'un point de l'intervalle — i < X 4 < — g où û'(Z) = o;
Û(Z) étant analytique pour ^< | Z | <^ i, 0(X, o) n'est pas une valeur
de 0(X, Y) isolée dans le voisinage de Z = X<. Il part donc de ce
point au moins deux courbes d'équation 0(X, Y) = 0(X4 , o) qui
aboutissent, d'après les lemmes II et III aux points Z = eUx et Z = eis[ ;

Si So^éSi, la valeur de 0(cos^, sinsA) est bien définie; on a
donc $ ( ^ ) = $(s\), ce qui ne peut avoir lieu que si $'($) s'annule au
moins une fois dans l'intervalle j 4 , s\. Il peut donc y avoir au plus
n points d'affixes X«, Xa, . . ., XH(— 1 < X n < . .. < X, < - q) tels
que : io£2'(X£, o) = o; 20 les extrémités Z — eiSi, Z = eui des courbes
0(X, Y) = 0(X^ o)? issues des points Z = X,3 soient intérieures à
l 'arc so<^s<Ti.

Il reste à discuter le nombre de zéros de Q'(X, o) pour X,, < X <^ — q
dans l'hypothèse si=sQ. Dans ce cas, on ne peut avoir s4 = s\]
sinon 0(X, Y) serait constant sur la frontière d'un domaine simple
et, par suite, constant dans d. Avec nos conventions, on a donc
s'. ̂ > SA = $0. Or, d'après les lemmes I et II, toutes les courbes d'équa-
tion 0(X, Y) = 0(X', o) issues des points Z = X, X 4 < X ' < — q
aboutissent nécessairement au point Z = Zo sans se recouper à l'inté-
rieur de d. Il en résulte, d'après la formule (A) du paragraphe 10,
qu'auxX croissants et, par conséquent, aux X décroissants, ne peuvent
correspondre que des valeurs croissantes de ©x et, par suite, de 0(Xr, o).
H s'ensuit que la dérivée de 0(X, o) = iz(X, o) ne change pas de
signe sur l'intervalle considéré (55) X< <̂  X <^— q\ cela établit notre
théorème.

Ce théorème entraîne les conséquences suivantes :

COROLLAIRE I. — Chacune des lignes libres X4 et Xa, correspondantes
aux profils formés de deux arcs try1 et GJ2 convexes vers le courant, ne
peut avoir plus d'un point d')inflexion.

(55) Ce fait est à rapprocher du lemme I du présent paragraphe.
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Cela résulte du fait que - J - ( J )
 est> dans ce cas? négative dans chacun

des intervalles o<s<s0, so<s<T\..

COROLLAIRE IL — La condition nécessaire et suffisante pour que les
lignes libres \ i et A2 correspondant aux profils visés par le précédent
corollaire, soient convexes vers le courant sJécrit

da\ ,

D'après (1.36), cette condition est manifestement nécessaire; il
reste à faire voir qu'elle est suffisante. Le précédent corollaire montre
que X1 et X2 possèdent un point d'inflexion au plus. Dès lors, pour
que ces lignes en soient dépourvues, il suffit qu'elles soient convexes
vers le courant aux points de détachement PA et P2 ; en effet, elles le
sont, d'après le lemme I, à l'infini.

Or, l'inégalité [ü /(Z)]z=±1<o exprime justement le fait que les
détachements de Xi et de ~k2 sont, soit en amont, soit en proue
[cf. (1.36)]. Dans ces deux cas, X4 et X2 sont convexes en P< et P2)

puisque l'obstacle y est convexe.

Remarques. — i° Ce théorème constitue l'extension au cas dissymé-
trique d'un résultat dû à M. Villat.

2° Dans le cas où A^, par exemple, présente un détachement en
proue, les résultats ci-dessus ne suffisent pas à assurer le non-recou-
pement de X, avec l'obstacle, supposé prolongé au delà de P1 ; a priori,
la condition de validité de M. Leray n'est pas satisfaite et une étude
supplémentaire est nécessaire.

Dans certains cas, il est possible d'abaisser la borne supérieure que
le théorème précédent assigne au nombre des points d'inflexion d'une
ligne libre; c'est notamment le cas de l'obstacle dont la fonction
caractéristique $(s) vérifie, outre les conditions (V), les conditions
suivantes : la dérivée $f(s) existe et est continue dans chacun des
intervalles o<*<$0 & •Ç

0=-V = 'ÎIÏ ^ e t °a désignant deux nombres tels
que ^0<O^<TI et o<o2<^0, <&'(j) est négative pour o<^<o2 et oi<s</K^
positive pour S2^^*o e t so^sS^^ Autrement dit, l'obstacle corres-
pondant sera formé de deux arcs concaves vers le courant, formant au
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point de bifurcation un angle rentrant ou saillant et dont chacun est
prolongé d'un arc convexe; comme cas limite, chacun des quatre
arcs ci-dessus pourra être supposé réduit à un point, en sorte que
pour S* = s0 = o2 on obtient des obstacles convexes visés par le corol-
laire I. Ceci posé, on a le théorème suivant :

THÉORÈME III. — Lorsqu'une solution du problème du sillage est
construite à partir d'une fonctionnas) vérifiant les conditions énumérées
ci-dessus, chacune des lignes libres correspondantes ne peut avoir plus
dyun point d^injlexion {alors que ce nombre maximum serait de deux
d'après le précédent théorème).

En effet, le nombre maxima de points d'inflexion éventuel de X4
serait de deux ; soient X1 et Xa, (— i<^ X2 <̂  X, <^ — q) leurs images
sur d. D'après ce qu'on a vu, Tune des courbes @(X? Y) = 0(X1, o)
aboutit nécessairement au point Z = Zo ; sinon, il ne pourrait y avoir
qu'un point d'inflexion sur X,.

La formule(A) du paragraphe 10 prouve que@(X1? o)<$(^ 0+ o);
il en résulte, d'après nos hypothèses, &(XA, o) <̂  <&(§,). Par suite, les
autres courbes d'équation 0(X4, o) = 0(X, Y), et l'on sait qu'il y en
a au moins une, atteindront le cercle | Z | = 1 en un point Z = eiSt tel
que sA ̂ > §<. Or, cela empêchera deux courbes d'équalion

0(X, Y ) ^

d'atteindre l'arc s^^s^n de Z = eù en deux points Z = eis* et
Z = e** tels que la dérivée <frf(s) s'annule dans l'intervalle ^a<^<^.

Cette remarque établit notre théorème.

COROLLAIRE I. — La condition nécessaire et suffisante pour que les
lignes libres X4 et Xa, qui correspondent aux fonctions $(5) visées par
Vénoncé du théorème III, soient convexes vers le courant^ est que la
condition de M. Villat,

Q'(±i)£o,
soit satisfaite.

La démonstration est identique à celle du corollaire II du théo-
rème II.

COROLLAIRE II. — Si la fonction caractéristique ${/) pourvue d^une



— 81 —

dérivée continue dans chacun des intervalles o<s<sQ, s^s^n, conduit
à un obstacle dont Varc xnA (ou G72) est concave, la ligne libre X4 {pu X2)
n'a pas de point d'inflexion.

Cela résulte des raisonnements mêmes employés pour établir le
théorème III.

Remarque. — Dans le cas que nous venons déconsidérer, la ligneX,
ne peut pas présenter en P, de détachement en proue. En effet,
X< serait osculatrice en P< à l'obstacle, donc concave vers le courant
dans le voisinage de ce point, et convexe à l'infini, d'après le lemme I.
Elle présenterait donc nécessairement un point d'inflexion, ce qui est
impossible. On peut arriver à cette conclusion en discutant la nature
du détachement à partir des formules (B) et (B') du paragraphe 13 .

17. ETUDE DE LA FONCTION T(X, Y). PREMIÈRE CONDITION DE M. BRILLOUIN.

— Le sillage étant caractérisé, comme précédemment, par les éléments
arbitraires de M. Villat, nous nous proposons de l'étudier du point
de vue de la première condition de validité de M. Brillouin qui
s'écrit, d'après (1.2) et (1. 12),

(2.2) Tgo.

Nous avons vu (c/. § 9) qu'il n'y a besoin de vérifier cette condition
que ie long des images de l'obstacle et des parois. Le théorème I
ci-dessous affirme que les vitesses sont toujours acceptables le long
de Z = qeis, o<^<ii.

Tout revient alors à vérifier l'inégalité (2.2) le long du demi-
cercle supérieur Z = eis; le théorème III fait connaître une condition
suffisante de validité.

THÉORÈME I. — La première condition de M. Brillouin est satisfaite le
long des parois du canal.

Faisons, en effet, Z = ce" dans la formule (2.1). La fonction Q(qeis)
se réduit à iTÇqeis)\ il vient, en effet,

Ci)t
—
I7t

THESE J. KRÀYTCHENKO.
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d'où
M, / M . \ rJL

La fonction

est réelle puisque p f — J + CO3 J est réel dans l'intervalle O<S<K; envi-
sagée comme fonction de si7 elle est une fonction régulière et décrois-
sante de celle variable dans l'intervalle o<$, <TI. D'après le lemme du
paragraphe 15, l'intégrale qui figure au second membre de l'expres-
sion de T(qeis) est négative. Par ailleurs, la quantité <p'(~ .y + to3j

est positive pour o <^ s <^ TI, ce qui démontre notre théorème.
On peut préciser davantage, en étendant au cas dissymétrique

Ténoncé suivant de M. Jacob.

THÉORÈME IL — La dérivée ^ r ( ? ^ ) ne s*annule qu'une fois dans
l'intervalle o <^ s <^ n.

i° En effet, les fonctions harmoniques conjuguées @(X, Y) et
T(X, Y) sont analytiques pour Z = qeis (cf. 9 ) ; elles vérifient donc,
le long de ce cercle? l'équation

dQ __ i c?T(ye")

où n désigne la normale intérieure au domaine d. Jointe à la rela-
tion &(qeü) = o, (2.3) montre que, dans le voisinage du point Z = që%

la fonction 0(X, Y) est positive ou négative selon que — ,e est

positive ou négative en ce point. D'après cela, si —Je s'annule

pour s = £ en passant du négatif au positif, par exemple, 0(X, Y) sera
positive dans le voisinage de l'arc Z = qe'% s^>z et négative dans
celui de Tare Z = qel% £<£*, ceci entraîne l'existence d'une ligne,
au moins, d'équation 0(X, Y) = o, issue de Z = qeie, autre que | Z | = o
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et intérieure au domaine d. De plus, une de ces lignes (on pourrait,
en précisant un peu le raisonnement, établir dès maintenant quelle
est unique) est orthogonale à |Z | = 7, puisque, d'après (2.3), il vient

dn)z=f/eli~~°

et que, d'autre part, ce zéro du premier membre est nécessairement
d'ordre 1.

20 Les lignes 0(X, Y) = o, dont on vient d'établir l'existence,
aboutissent nécessairement à un point Z = eu.

En effet, aucune d'elles ne peut atteindre le cercle j Z | = q\ sinon,
la fonction harmonique ®(X, Y), régulière à l'intérieur du domaine
limité par cette ligne et |Z | = y serait nulle sur ses frontières, donc
nulle partout dans d. Le même raisonnement prouve que deux lignes
en cause ne sauraient avoir de points communs dans d. Par ailleurs,
on a vu que la ligne 0(X, Y ) = o issue de Z — qeie ne peut atteindre
un point de l'axe réel (cf. § 16, lemme II).

3° Ceci posé, on a, en tenant compte du lemme du paragraphe 16,

a uu, u

-1 >o pour Z=zpy.

Ainsi, la dérivée^—-^ change de signe dans l'intervalle o<^ s<^ K9

et cela un nombre impair de fois. Montrons qu'elle ne peut admettre
qu'un seul zéro, par exemple qu'elle ne peut changer de signe
p o u r J = £ M * = e 2 , .Î = Ê 3 , £ i < £ > < £ 3 .

En effet, dans ce cas, ^ serait positive pour £|<^<^£L> et

négative pour £2<^<C £3*
Considérons alors le domaine è, limité par Tare Z = gen(si<s<e2)

par les deux courbes d'équation 0(X, Y) = o, issues respectivement



de Z = qeiZt et Z = qeie% contiguës à cet arc ; enfin, Tare de Z = eis aux
extrémités duquel aboutissent les courbes 0(X, Y) —o précédentes
— compte tenu de l'alinéa 2 \

D'après ce qui précède -y- ^> o pour Z = që\ zA <^ s <^ £2 ; ©(X, Y)

serait donc positive dans le voisinage de cet arc. Ceci exige que le
domaine b atteigne Tare de Z — eis

y s^>sQ9 où 0(X, Y) prend des
valeurs positives ou nulles <£($); sinon @(X, Y) serait nul ou éven-
tuellement négatif sur les frontières de b et, par conséquent, nul ou;

éventuellement, négatif dans 6, ce qui serait contraire à l'hypothèse.
Il suit de là que @(X, Y)>o sur les frontières du domaine limité par

Z = qe(% c2<^£<^£3, le segtnent (— i, — q) de Taxe réel, Tare | Z| = i
et la ligne @(X, Y) = o issue de rL = qeiz\ Or, le raisonnement de
l'alinéa i° prouve que @(X, Y) est négative dans le voisinage de
Tare Z = ge{% £2<C-y<^£3 appartenant à ce domaine. Cette contra-
diction établit le théorème que nous avions en vue.

Remarques. — Ainsi, la fonction T = qeis n'a qu'un seul minimum,
$ = £, le long d e | Z | —</, image des parois [/,,, (JL3 du canal; comme
T(y) = T(—ç)r=o, T(qets) est constamment négative. Il y a plus.
La fonction 0(X, Y) change de signe lorsque le point Z = X-h iY
traverse une ligne d'équation 0(X, Y) = o; les raisonnements
ci-dessus prouvent que la ligne @(X, Y) = o, issue du point Z = qelt,
est unique et qu'elle aboutit nécessairement au point Z = Z0. Cette
courbe partage donc le domaine d en deux domaines partiels bA et b2 ;
0(X, Y)>o dans b, attenant à l'image de \A ; 0(X, Y)<o dans
l'autre.

Il reste à étudier et à discuter la condition (2.2) le long de l'image
de l'obstacle ; on a, d'après la formule (1.20) de M. Villat,

Transformons le second membre au moyen de la formule

7T nu 2 71 v^ q-r . rrtu
cot + —

20), 2C0! CL
/ ' — 1
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(cf. T .M. CVIo); nous poserons, pour simplifier,

il vient
TT f
-
2 j

£ - f - ^
COt i H- COtH

2

d'où, en tenant compte de l'équation (1. 16) et après quelques calculs
faciles,

(2.4) T(C.')=— r*<*>-*<*>-
71 J« — cos s

-I ^V, —-—— sinr5 ƒ <&(sL) cosrs± dsx.
% ^ J i — q-1 J

Nous désignerons, suivant l'usage, par T ( J ) , la première intégrale
du second membre. On sait que la fonction ^(s) est égale — d'après
une formule bien connue de M, Villat (36) — au logarithme de la vitesse
le long des obstacles, construits en fluide indéfini à partir de la même
fonction arbitraire $(f). (Ces obstacles en fluide indéfini dépendent
d'un seul paramètre.) Ceci posé, on a le théorème suivant :

THÉORÈME ï ï l . — La différence T(e'1") — T ( ^ ) est sûrement négative
lorsque le paramètre q (5 7 ) est inférieur à o, 517.

Posons, en effet,

On a, d'après (2.4),

4 ^ <]-r

ep(5, 50 = - V
7T JÊmm I q

r71

T ( C » ) = T ( 5 ) + / ^ ( 5

Pour démontrer le théorème, il suffira d'établir, d'après le lemme

(5G) Cf. loc. cit., Aperçus théoriques, page 9.
(^7) Le paramètre q est relié aux éléments a, b de M. Villat par les for-

mules (1.6) et (1.8).
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du paragraphe 15, que o(.y, sA), envisagée comme fonction de si} est
décroissante dans l'intervalle (o, -nf), quel que soit s, o<s<%\ cela
équivaut à vérifier l'égalité

(2 .5 ) —!- •< o pour
us1

<tS g 7T,

C'est à cette vérification qu'est consacrée la suite de la démons-
tration. Mettons <p(j7 s^) sous la forme

~ y O, 5, ) =^ f ^ ^,, sin /-(5 •+- Sl ) + ] ? y j ^ p s l n r(s ~ ^ ) •
i i

Nous transformerons le second membre à l'aide de l'identité élémen-
taire (5 8)

(2.6) A(«)
/ • = i /? = L

OU

(2.7) V,(«)
— %q-i' cos w

(3S) Pour démontrer cette formule on peut procéder comme iî suit. On a

1 — g-r ~~x €J '" (J

On en déduit

A ( u) 3= \ —-—— sin /*« = ^ ^ . ^ j q~l>r s i iww.

JJans le second membre, remplaçons sinrw par sa valeur —.(e'rH—e~~ira)
2 l

La fonction A (a) s'écrit alors

où l'on a posé
qxp =z e'2/ni7Z+iu et q2p = e-i'™-iu.

Les séries qui figurent entre les parenthèses du second membre sont des
progressions géométriques convergentes; en effectuant les sommations par
rapport à rt en réduisant et en remplaçant les exponentielles par q, sin u et cos «,
on trouve la formule du texte.
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Moyennant ces conventions, nous pourrons écrire

/ \ I V f

- < ? ( * , * ) = [ A ( * -

en sorte que l'inégalité (2.5) est équivalente à la suivante :

Zo pour

Nous allons faire voir que l'inégalité (2.5) est sûrement vérifiée
lorsque la fonction A'(M) est décroissante dans l'intervalle O<S<K\

il suffît, évidemment, de se limiter au cas où s^>si7 puisque les
diverses expressions de la fonction ^ ' 5] sont symétriques par
rapport à ses arguments.

Admettons, en effet, que A'(«) décroisse dans l'intervalle O</*<TX,

la courbe L, représentative des variations de A'(«), est symétrique
par rapport à la droite u = n et affecte, dans l'intervalle o,2it, la
forme indiquée sur la figure 7. Nous appellerons M, N, P les points
de L dont les abscisses sont respectivement égales à s, s — ̂  et s + st.

A'

carOr, d'une part, l'argument (s — s^) étant positif, ^
le point N est situé sur l'arc BM de L. La différence (au — s —• .y,) des
abscisses des points D et P est, d'autre part, supérieure à (s — s^)
puisque s<^n. Les arcs BC et CD étant symétriques par rapport
à u = il, il suit de là que l'ordonnée de N est supérieure à celle de P
lorsque s croît de zéro à it. c. Q. F. D.

Nous sommes ainsi ramenés à étudier les variations de A ' (« ) .
Or, il vient, d'après (2 .6 ) ,
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avec, en vertu de (2.9),

V" ( a ) = — 02/7 sin « —-, —, rrr»

Nous poserons

Ap(a) = ( H - q^py-— 8q*P+2q2P(i -+- ̂ ) cos w.

Il est clair que le terme de rang p du développement de A"(w) est
du signe de — hp(u) pourvu que o <̂  u <̂  ix; il suffit donc, pour que
la dérivée A"(w) soit négative dans l'intervalle considéré, que toutes
les fonctions hp(u)[p = 1, 2, . . ., 00] soient positives.

Or, une discussion élémentaire montre que : i° les h^u) sont des
fonctions décroissantes de cosw; le minimum de chacune d'elles est
atteint pour u = 71 ; on a

hp(Ti) — a';} — 2a'f} — ôaj-— a û p + i ,

formule où Ton a posé

20 hp{%) se présentent sous forme de polynômes symétriques en ap

qui se réduisent à 1 pour ap— o et dont la plus petite racine est égale
à 2 — \f'5.

Il suit de là que tous les hp(u) seront sûrement positifs, pourvu que

car ap est une fonction décroissante de p. Ce résultat démontre notre
théorème.

COROLLAIRE. — Une condition suffisante pour que Vinégalité (2.2)
de M. Brillouin soit vérifiée peut s*écrire

(2.8) " !r( /)<o'5 l 7 >

i(s) désignant la fonction de M. Villat définie par

» n /v / v sïns {*""<&($))— &(s) j
. 2 . 4 ) M s) ~ • ƒ «Si*

Or, M. Villat a fait connaître de vastes classes de fonctions $(/)
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vérifiant la deuxième inégalité (2.8). Chacune de ces fonctions
fournira donc en fluide limité par une ou deux parois planes des
obstacles le long desquels les vitesses seront acceptables pourvu que
le paramètre correspondant q ne dépasse pas 0,317; te^ sera>
notamment, le cas des fonctions $(s) croissantes pour O<S<K (carac-
térisant les profils concaves vers le courant); cet énoncé constitue
l'extension au cas du canal (ou d'une seule paroi) d'un théorème de
M. Boggio(59).

A de telles fonctions $ ( J ) correspondent des lignes X, et X3

convexes vers le courant (pourvu que q soit assez petit) (c/*. § 7) ; ces
lignes ne se recoupent pas (c/*. § 16, théorème I). La solution du
problème indéterminé est alors entièrement acceptable; les inégalités
(2.8) constituent donc des conditions suffisantes de validité physique
pour les solutions construites à partir des éléments a, è, d̂  e t ^2 e t

des fonctions $(ƒ) vérifiant l'ensemble des conditions (V).

Remarque. — II est possible de préciser la signification géométrique
de la première condition (2.8). Les résultats du troisième chapitre,
en effet, permettent de relier q aux dimensions de l'obstacle d'une
part, et aux distances dh, d2 des points de détachement aux parois [x1, fx3

du canal d'autre part; on montre ainsi que, qualitativement, la pre-
mière inégalité (2.8) exprime que les parois du canal doivent être
suffisamment éloignées de l'obstacle. Nous renvoyons pour les préci-
sions quantitatives aux travaux de M. Oudart (60).

18. PROBLÈME DE LA PROUE. OBSTACLES EN ACCOLADES DE M. LERAY. —

Nous allons maintenant étendre au cas du canal (et, par suite, au cas
d'une seule paroi plane) un théorème de validité que M. Leray a fait
connaître pour le cas du fluide illimité. Contrairement à ce qui avait
lieu jusqu'ici, les catégories d'obstacles qu'intéresse l'énoncé en cause

(59) Dans le paragraphe suivant nous établirons cette proposition indépen-
damment de toute limitation du paragraphe q. On trouvera une autre démons-
tration, très simple, de cette propriété dans notre travail « Sur un théorème de
validité dans la théorie des sillages » qui paraîtra dans les Mémoires de VAca-
démie y t. 63; 1940*

(60) C. R. Acad. Se. t. 208, 1989, p. 721.

THÈSE J. KRAVTCHENKO, 12
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ne seront plus caractérisés par les éléments arbitraires de M. Villat,
mais par des propriétés intrinsèques. On commence par postuler à
priori l'existence d'une solution du problème de la proue corres-
pondant à un obstacle de forme donnée et de position connue par
rapport aux parois planes : on montre ensuite qu'une telle solution
est nécessairement acceptable (G1).

M. Leray appelle accolade tout obstacle vérifiant les conditions
suivantes :

Son intersection avec une parallèle aux parois de l'obstacle se réduit
à un point unique. La courbure c(l) de l'obstacle, considérée comme
une fonction de Tare / de celui-ci (compté à partir du point d'ordonnée
minimum B) possède, relativement à Zune dérivée c'(Z) vérifiant une

condition £n(l) le long de chacun des arcs BO et OC — en lesquels un
point O partage, éventuellement, le profil — extrémités comprises.
Au point O le profil peut présenter, éventuellement, un point anguleux
ou un point de rebroussement [cf. § 10 et l'équation ( I .17) ] ;
nous appellerons 271a l'angle que font en O les demi-tangentes aux

arcs OC et BO,

L'arc OC de l'obstacle (c'est-à-dire l'arc situé tout entier dans la
bande comprise entre JJL, et l'horizontale de O; voir la figure 8) se

compose d'un arc ÖC, non convexe vers le courant (c'est-à-dire d'un
arc concave pouvant contenir, éventuellement, des portions rectilignes)

et d'un arc C, C convexe vers le courant \ la courbure de C, C ne décroît

pas en valeur absolue quand on parcourt Ci C de C, vers C.
Pareillement, Tare OB de l'obstacle se compose d'un arc OB1? non

convexe vers le courant, et d'un arc convexe B̂  B ; la courbure de B, B
ne décroît pas en valeur absolue lorsqu'on décrit cet élément de profil

(01) Remarquons à ce sujet que le théorème II du paragraphe J6 peut s'énoncer
comme suit : supposons quil existe une solution du problème du sillage posé
pour un obstacle convexe donné de forme et de position relativement aux
parois d'un canal; alorsf chacune des lignes libres 1± et 12 correspondantes
ne peut avoir plus d^un seul point dHnJlexion.
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de B4 vers B. A la limite, chacun des arcs B̂  B, B4 0C 1 , C< C peut être
supposé réduit à un point unique : ceci permet de considérer un arc

Fig. 8.

• * - .» , -z

de cercle, un arc concave, un arc convexe, comme des cas particuliers
de l'obstacle en accolade. Remarquons enfin qu'un tel obstacle rentre

> o

-I V=o -q

dans la catégorie générale des profils visés par Fénoncé du théo-
rème II du paragraphe 16.

Cela étant, posons-nous, relativement à un tel obstacle, le problème
de la proue (énoncé au § 7) ; supposons qu'on ait construit une solution
de ce problème [c'est-à-dire qu'on ait déterminé les éléments tyi7 ^2?

ay b et <&{$) associés à Taccolade] telle que les détachements soient
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en proue ou vers Fa val (63) (ce dernier cas se présentant lorsque P^ ou P2

sont confondus avec G et B) et que le point de bifurcation soit placé
au point anguleux O du profil (63) si celui-ci en possède un ou coïncide
avec un point de Tare B< Ĉ  dans le cas contraire; nous construisons le
domaine d qui correspond à ces éléments et nous allons montrer que
toute solution de l'espèce considérée vérifie les deux conditions de
validité de M. Brillouin.

Les points de détachement P4 et P2 sont à priori inconnus; mais

nous allons montrer qu'ils sont nécessairement situés sur les arcs B} B

et CA C respectivement lorsque ces arcs ne se réduisent pas à un point
unique (par exemple, dans le cas de l'obstacle concave vers le courant).
Dans ce cas les points C et C,, sont confondus; d'après notre énoncé
P., sera alors nécessairement confondu avec C. Sinon, en effet, Pun
des arcs cĉ  et GT2 serait réduit à un arc concave vers le courant, alors
que le détachement correspondant serait nécessairement en proue
(puisque P^ et P2 sont distincts de B et C). Or, ces deux faits sont
incompatibles, d'après le corollaire II du théorème IV (c/. § 16) et
la remarque additionnelle. Cela étant, nous appellerons elOi et e10* les
images respectives des points G1 et B1 dans le plan Z; la fonction $($)
est par suite croissante dans les intervalles 0<2<s<s0} A*O = A = °< e t

décroissante pour o<s<o2, 8<<$<ii. D'après les résultats (6*)du para-
graphe 13, $>r(s) et $"($) existent (sauf pour s = s0) puisque c e t j
existent. Nous allons montrer que les lignes libres sont nécessairement
convexes vers le courant.

i->n ciicL, oi ic puiiiL x. j[ vviiiuiuo avt;^ VJ, ia. quciïïLiL6 ^orrcspOn-

dante û'(— i) ne peut être positive, puisqu'en ce point la ligne X,
présente, par hypothèse, soit un détachement en aval, soit un
détachement en proue; dans le premier cas X, sera convexe dans le
voisinage de G en vertu d'un résultat du paragraphe 1 3 ; il en sera
de même dans le second cas puisque xzA est convexe enC; en vertu du

(62) Nous montrerons que de telles solutions existent.
(63) Cette hypothèse est sûrement remplie dans le cas particulier de la confi-

guration symétrique.
(64) Et leurs réciproques qui seront établis au cours du Chapitre Iïï.
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théorème III du paragraphe 16, \] est toujours convexe. La conclu-

sion subsiste si Ton suppose P^ placé en un point quelconque de CA C.
Cela acquis, considérons les fonctions harmoniques conjuguées

U(X, Y) et V(X, Y) définies par l'équation (1.35). Ces fonctions
existent pour |Z| = i, puisque $'(ƒ) existe (cf. § 13).

Nous appellerons O l'ensemble ouvert des points de Jen lesquels V
est négatif; l'ensemble ouvert des points de O en lesquels U est
positif (ou négatif) sera désigné par O+ (ou O„). Les ensembles O,
O+> O_se décomposent respectivement en domaines D, D^et D„d'un
seul tenant ; nous désignerons par D'? D'+ et Dl leurs frontières respec-
tives, supposées orientées dans le sens des rotations positives.

i° Nous allons montrer tout d'abord que dans le voisinage
de | Z | = q il existe des points appartenant à chacun des ensembles O,
O+ et O_. On remarquera que la démonstration s'applique à tout
obstacle vérifiant les conditions (V).

En effet, d'après les équations de définition même, U(qeh) = o,
d'autre part, le long de Z = qeis, on a

dT cCÏ ds

Or, le théorème II du paragraphe 17 montre que —?- change de
dssigne une fois pour j = co alors que -r>change de signe une fois

pour s = Si (Zi = qeiSl étant l'image du point à l'infini, en amont, du
domaine (fl); en définitive, le long de |Z | = ç, V est positif pour
o<s<st et £<£<it; V < o pour sA<$<z (6S), donc dans le voisinage de
l'arc correspondant de |Z | = gr. Il s'ensuit que l'ensemble O n'est
pas vide.

D'après ce qui précède, ^V(qeù) possède au moins un minimum

dans Tintervalle sA < s < e ; il existe donc un argument s = zA où —^7—
Cl S

s'annule en passant du négatif au positif. Comme U(qeis) = o, la

(63) Dans le cas symétrique St—s; on adaptera aisément les raisonnements
à cette hypothèse. Nous admettons; pour fixer les idées, que £ > s r , cette hypo-
thèse ne diminue en rien la généralité du raisonnement.



— M —

relation
dû __ i rfV z

S/T"-? ~dJ{(je)

montre alors que U <^ o dans le voisinage de Z = qe's pour £< — s ̂ > o
et suffisamment petit, et que U^>o dans le voisinage de Z = qeis

pour s — £̂  ̂ > o et suffisamment petit; ces raisonnements établissent
l'existence de chacun des ensembles O+ et O_, puisque V <̂  o dans
le voisinage de g = etëi (66).

2° Nous allons maintenant étudier les valeurs frontières de U
et de V.

On vérifie aisément que le point Z = q est un zéro double de la
fonction t(Z) — a.

(00) Lorsque Tune des parois, f/.> pour fixer les idées,, s'éloigne indéfiniment,
les raisonnements doivent être retouchés comme suit. En admettant la réciproque
du théorème du paragraphe 14, nous supposerons que la condition d.2~oo
entraîne : lim | a\ — oo; il vient alors, d'après ce qu'on a vu : lim^ = o; la fonc-

tion Y(geis) = -JJ. (qeis) ne change de signe qu'une fois dans Tintervalle o ^S^TÎ.

Comme Y(q)z= l —=- I l ~r> I est nul, Y(qeis) sera négatif dans le voisi-

nage de s = o; l'ensemble Ü existe encore dans le voisinage de Z = g. Les
formules (1.43) et (1. 5o) montrent, en effet, qxie dans le voisinage de Z = q, on a

^z Aj l zzz -

Gela montre que -~jj est holomorphe pour Zz= q et y possède un zéro d'ordre

trois; on a

dV (qe}s)
11 s'ensuit que s == o est un zéro de -j-—-; V\geis) possède donc au moins

un minimum dans l'intervalle o^s<£. Dès lors le raisonnement du texte suffit
pour établir l'existence des points de O+ et de O_ dans le voisinage de ce mini-
mum Z = qea*.

Si la paroi [JL± s'éloigne indéfiniment, on retombe sur le cas du fluide indéfini
traité par M. Leray.



— 95 —

D'après (l.io') : (—~- = o puisque p'(to, + co3— —.logZj se

réduit pour Z = g à p'((*>\) = o. On a donc

t — a __ iù\

Des conclusions analogues valent pour Z == — g; ce point est, en
effet, un pôle d'ordre trois pour le numérateur du second membre
de ( 1 . io') et un pôle d'ordre quatre pour le dénominateur; donc

D'après (1.4) on peut écrire dans le voisinage de Z = q

ƒ — — il log(f — a) -h série entière en (Z — q)}

d'où l'on tire, en utilisant les développements précédents,

(2.9) ƒ = — —X? log(Z — ̂ ) -h série entière en (Z — q).

Le comportement de ƒ dans le voisinage de Z = — q est absolument
analogue.

[Notons en passant que cela montre que les points Z=±q sont
des zéros simples de -^ . U et V ne changent pas de signe dans les
portions de voisinage (intérieurs à d) de ces points.]

Le long du segment q<Z<i ( o u — i ^ Z < — q)7 U est positif (ou
négatif) puisque les lignes tournent leur convexité vers le courant.
Il s'ensuit (67) qu'aucun domaine D n'atteint les points Z = + 1 (ou — 1 )
lorsque la quantité û ' ( + 1) [ou £2'(— 1)] diffère de zéro.

a. En effet, si V(X, Y) était négatif dans le voisinage intérieur
à d de Z = + i et du segment (qy 1), il résulterait de la relation
V(X, o) = o l'inégalité

(fi7) C'est un point important de Ja démonstration.
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valable le long de Taxe réel; U(X, o) serait donc décroissant dans le
voisinage de X = + i. Or, ce fait est contredit par l'équation (1.36);
la convexité de À3 entraîne, en effet, £2'(+ i)<^ o; donc, d'après (1.36),

limU(X, o)=:+oo.

Ainsi, la portion considérée du voisinage de Z = i n'appartient à
aucun domaine D.

6. Il en résulte que si un domaine D atteignait le point Z = i, il
existerait au moins un arc de courbe d'équation

V(X,Y) = o,

aboutissant en ce point et étranger au segment réel (ç, i). Or, ce fait
est contredit parla formule (1.36); elle montre que lorsque Q'(i) ^ o,

la fonction -TT possède en Z = i un pôle d'ordre i. D'après le théo-
j

rème de M. Magnier (68), une seule courbe d'équation V = o peut
alors atteindre ce point intérieurement à la couronne G; nous avons
vu que cette courbe se réduit au segment réel (y, i), ce qui achève de
justifier notre assertion.

La première relation (1.35') montre que U(*") est positif pour
o<s<$2 et ^ o ^ ^ ^ et négatif pour 02<^s<s0} B^s^iz. Toutefois,
U peut être nul le long des arcs concaves puisque ceux-ci peuvent

comporter des portions rectilignes. La dérivée — ~ ~ existe,
puisque <fr" existe.

Il reste à préciser le coaiporlement de -̂ -. dans le voisinage de

D'après l'équation (1.3o), --—• s'y comporte comme

i Z ~ Z 0 ^ " • ' î

puisque H(Z) est régulière et dérivable pour Z = Zo ; (1.23) et (I.27)

(G8) Cf. le renvoi (™).
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permettent d'écrire alors le développement limité

,« x dû la i

dZ ~~ z Z — Zo

Les formules (1 .4 )e t ( l . 10) montrent queZ = Zo est un zéro d'ordre
deux de ƒ= /* (Z) ; on a

df

où K désigne une constante réelle qui dépend de tyA + <|>2; s0, a et b.
L'ensemble de ces résultats permet d'écrire le développement

limité
, , . , , ^a i

D'après un théorème de M. Magnier (öö), la disposition des courbes
U = const. et V = const. au point Z = Zo est identique à celle qu'y
présente le développement de U + iV arrêté à son premier terme;
par suite, le point Z = Zo est l'origine de deux courbes d'équa-
tion V = o qui s'y croisent à angle droit, séparées par une ligne
d'équation U = o.

Il existe donc des points de O, O+et O„ dans le voisinage deZ = Z0;
leur disposition est indiquée sur la figure 8 bis (70).

En résumé, -^ est une fonction analytique de Z, régulière pour

q < | Z j <̂  i ; elle possède au point Z = Zo un pôle double et, éventuelle-
ment, un pôle simple en chacun des deux points Z = ± i lorsque X<
et X2 y présentent des détachements en aval.

3° Montrons que tout domaine D+ (ou D_) atteint l'arc so<s<o^
(ou §2-£-«O du cercle Z = eis.

Raisonnons par l'absurde et supposons que la frontière D^ d'un
domaine D+ soit, étrangère à l'arc $O<$<84 de Z = e". Comme, par

(69) C, /?. Acad. Se, t. 200, 1935, p. 1275.
(70) Observons que le pôle de U H- iV au point Z =z Zo est simple dans le cas

où a = o; le point O est alors un point de rebroussement du profil. Il serait
facile d'adapter nos raisonnements à cette hypothèse simplificatrice.

THESE J. KRAVTCflENKO.



ailleurs, l'ensemble O est vide dans le voisinage de Z = ± i lorsque
Q'(=bi)^o, il en résulterait que O+ ne pourrait atteindre aucun point
de discontinuité de U -f- iV; U serait donc continu le long de D^. Or,
les portions de D^ étrangères à Z = eis se composent : a. d'arcs inté-
rieurs à d (ou appartenant à Z = geü)\e long desquels U = o; b. éven-
tuellement, des segments de Taxe réel et d'arcs de courbes intérieurs
à d le long desquels on aurait U^>o; V —o. Pour ces derniers
éléments de D^ (donc Tare / est supposé orienté comme il a été dit),
on a, en désignant par nt la normale intérieure à D+,

d\J_dy_ < o
dl dnt ~

puisque V<o dans D+ .
D'autre part, d'après (1.35') et les résultats de l'alinéa 20: a. D^est

étranger à l'arc S4<j<rc, le long duquel par hypothèse c(/) n'est pas
nul; è. U est nul en des points communs à D+ et à l'arc 02<^<^0.

Enfin, le long des portions de Z = ew, communes à D̂_ et à
Parc O < J < S 2 ? U ne peut pas croître. En effet, les équations (1.35')
permettent d'écrire

e/U T de
dl~ dl '

la dérivation de U étant légitime d'après l'alinéa 20; or, le long de

Timage de B} B on a, par hypothèse,

c( /)<o, ~lo,

îi s'ensuit que si V(ê") était négatif aux points considérés de Z = eh,
on aurait, en ces points,

dV

Ainsi, U serait non croissant mais continu le long de D'+ (sans
pouvoir être constant); ces propriétés sont contradictoires et cette
incompatibilité établit notre lemme.

COROLLAIRE. — II existe un chemin £_ intérieur à O_ et joignant un
point de Z = qeis à un point de Parc ou<s<s0 du cercle | Z | = 1.

En effet, d'après l'alinéa i°, il existe des points de O_ appartenant
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à Z = qeh ; or, d'après l'alinéa 3°, les domaines D__, dont ces points font
partie, atteignent l'arc oA<$<so.

4° L'ensemble O+ (ou O_) n'atteint ni le segment <7^Z<i
(ou— i<Z<— q\ n i r a rco<j<S a deZ = c"(ouS,<j<it).

Raisonnons par l'absurde. Un domaine D+ ayant des points
communs soit avec Tare o<^<o2 de Z = e*% soit avec le seg-
ment £^Z< i ne peut avoir de points (71) communs avec l'arc so<^s<o^
puisqu'il en est séparé par le chemin l_ {voir le précédent corollaire)»
Par suite, d'après l'alinéa 3% D+ et /_ doivent atteindre nécessairement
le point Z = Zo •, dans le voisinage de ce point, à l'intérieur du domaine
limité par Z_, Z = e'% (s<s0) et Z = qeis, il y aurait des points de O+.
Or, cela est en contradiction avec l'allure de U + iV telle qu'elle
résulte de l'alinéa 2°. L'extension du théorème de M. Leray au cas du
courant limité par une ou deux parois planes s'achève alors d'elle-
même.

5° La première condition de M. Brillouin est vérifiée. D'après les
résultats du paragraphe 17, il suffit de vérifier l'inégalité T(X, Y)^o
le long de Z = ef\

a. La fonction T(X, Y) n'atteint pas son maximum le long des
images des arcs concaves. On a, en effet, le long de $2<s<s0, par
exemple,

al_ „f^>o

drti ds =

T(X, Y) atteint donc son maximum sur les images des arcs convexes.

b. Le long de l'arc o<s<$2, par exemple, U ( e " ) > o ; d'après
l'alinéa 4% V(V*)>o pour o<^<o3. Gela entraîne, en tenant compte
de la deuxième relation (î . 35'),

———S o pour oS

Il s'ensuit que le maximum de T(eis) est atteint pour Z = i ; or
T ( i , o ) = o.

(7l) Autres que Zz=zets\
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6° La deuxième condition de validité de M. Brillouin est satisfaite.
On a vu que U(X, o)^> o pour ^<X<i ; d'après l'alinéa 4% il e n

résulte que V est positif dans le voisinage de ce segment intérieur à d;
donc, comme V(X, o) = o,

dS dû
>

Ainsi, la courbure de la ligne libre À2 croît quand on se rapproche
du point de détachement. Si donc le détachement de X2 est en proue,
X2 est extérieure au cercle osculateur en P2 à l'obstacle. Au contraire

l'arc P2B est intérieur à ce cercle puisque sa courbure croît quand
on se déplace de P2 vers B.

Ainsi tout danger de recoupement est écarté.

Remarque. — H y a lieu de noter que lorsque le détachement au
point P2 est en proue, l'obstacle étant en accolade, on a nécessai-
rement en ce point

le cas de l'égalité étant exclu [cf. la formule (I .37)]; d'après les
résultats du paragraphe 15, c'2 ne peut être négatif lorsque les
deux conditions de M. Brillouin sont vérifiées dans le voisinage
d'un détachement en proue. Cette remarque, due à M. Leray, nous
sera utile.

En effet, rappelons que moyennant les hypothèses faites sur la
régularité de l'obstacle et la nature du détachement en P2 , les fonc-
tions harmoniques U(X, Y) et V(X, Y) sont continues et dérivables
dans le voisinage du point Z = 1 ; le long du cercle | Z | = 1 elles seront
donc liées par la relation

qu'on obtient en éliminant la fonction T(eM) entre les deux équa-
tions (1 .35') et qui, dans le cas considéré — cas du détachement en
proue — est valable même pour s = o.
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Ceci posé, admettons que Ton ait, contrairement à l'énoncé,

La fonction V, nulle le long de Taxe réel, posséderait au point Z — i
un zéro double, ce qui nous permettrait d'écrire, le long de Z = el\

Compte tenu de la relation (2.12'), cette inégalité entraînerait

| U ( c w ) _ U(i) |<;const.s\

puisque, rappelons-le, , s'annule pour s= o. Dès lors, d'après les

résultats de M. Magnier (72), il existerait quatre courbes de Jordan
d'équation U = U(i) (et, par conséquent, V = o) aboutissant au
point Z = 1, intérieures à la couronne C, et dont les tangentes inté-
rieures au domaine d auraient pour arguments - et ~j~\ le nombre de

courbes précédentes peut d'ailleurs se réduire à deux. En tout état de
cause, la fonction V(X, Y) ne pourrait pas être d'un signe constant
dans la portion de voisinage de Z = i intérieure à d\ or, ceci est en
contradiction avec l'inégalité

V do pour

que nous avons établie au cours du présent paragraphe.

CHAPITRE IIL

Problème de représentation conforme de Helmholtz.
Théorèmes d'existence.

19. PRÉLIMINAIRES. — Jusqu'ici nous avons étudié des sillages
dont les obstacles étaient caractérisés par les données arbitraires
de M. Villat : W(l), l(s)} a, b, ^ , ^2, supposées reliées par l'équa-

(72) Cf. loc, cit. (69).
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tion (1.24). Maintenant nous allons nous placer au point de vue
opposé; nous chercherons à construire les éléments correspondant
à un obstacle donné, placé d'une manière connue par rapport aux
parois fixes [ĵ  et [x3. Ces recherches reposent sur quelques lemmes de
représentation conforme et des limitalions a priori des paramètres;
les résultats sont dus à M. Leray (73), à moins qu'ils ne soient inspirés
par lui. Nous commencerons par exposer ces préliminaires indispen-
sables qui permettent d'étudier aprioriXes propriétés de la solution;
la théorie des équations fonctionnelles de MM. J. Schauder et J. Leray
nous permettra ensuite de conclure.

20. Un lemme sur la correspondance des frontières dans la repré-
sentation conforme. Rappelons tout d'abord quelques notions clas-
siques. Envisageons un arc de courbe réelle, plane, définie — pour
fixer les idées — relativement à un système d'axes rectangulaires par
les équations paramétriques :

dans lesquelles les symboles x(h) et y (h) désignent deux fonctions
réelles de l'argument réel A, continues dans l'intervalle

un tel arc sera dit arc de Jordan.
Si les fonctions x(h) et j (A) vérifient les conditions

la courbe sera dite fermée.

(7S) Je n'ai pas cru devoir indiquer en leur lieu et place tous les emprunts que
j'ai faits aux travaux de M. Leray. Signalons, toutefois, que les paragraphes 20,
25 et 28 ne font qu'exposer, en les précisant et eu les développant, les résultats
acquis par cet auteur (voir les chapitres III et IV de son Mémoire des Comm.
Math, ffelvetici). Partout ailleurs, j 'ai eu à utiliser à maintes reprises le travail
précité ainsi que les suggestions que M. Leray m'a faites de vive voix.



Si le système de deux équations a une seule inconnue

x(h)=x(hi)
avec / to< ft2< Ai

n'admet d'autre solution que h = h2, la courbe sera dépourvue de
points multiples. Toute courbe de Jordan F' fermée, sans points
multiples, partage le plan en deux régions (théorème de Jordan); les
points de la région intérieure constitue le domaine simplement
connexe F (74) dont la courbe F' sera la frontière.

D'après un résultat de Schœnflies, tout point A d'une courbe
fermée F' de Jordan est accessible de l'intérieur de cette courbe; nous
entendons par là que le point en causepeut être joint à un point intérieur
du domaine par un arc de courbe de Jordan n'ayant en commun avec F'
que le point A, par exemple, par une ligne polygonale; dans le cas
général celle-ci aura un nombre infini de côtés dans le voisinage de A
et sa longueur totale ne sera pas finie. Mais on montre que tout
point A de F' peut être considéré comme point limite d'une suite de
points A i5 A2? . . .? Art; . . ., de F' qui sont accessibles de l'intérieur
de F par des arcs de courbes rectifiables de longueurs finies (par
exemple, des lignes polygonales de longueur finie).

Dans la suite nous aurons à utiliser la notion d'étendues extérieure
et intérieure du domaine F. Considérons dans le plan de F un
quadrillage constitué par deux systèmes de droites rectangulaires,
parallèles respectivement aux axes; appelons d la longueur maxima
des diagonales des rectangles de ce quadrillage, ad la somme des aires
de ceux des rectangles du quadrillage dont tous les points font partie
de F, Zd la somme des aires de ceux des rectangles de l'espèce
considérée qui contiennent les points de F. D'après cela, on a

ad^ 2d.

Cela étant, considérons une suite infinie de quadrillages telle que les
diagonales maxima dt correspondantes vérifient la condition

— o.

(74) Une telle définition du domaine est très restrictive. Pour plusieurs auteurs,
le mot domaine a une acceptation beaucoup plus large.
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On démontre que chacun des nombres adi et Ldi tend vers une limite
bien déterminée, indépendante du choix des quadrillages; nous
désignerons par a et 2 les nombres ainsi définis

a est ce qu'on appelle étendue intérieure de F alors que 2 en est
Pétendue extérieure.

En général, on a

Si a = S, le domaine est dit quarrable et sa frontière F est dite
d'étendue extérieure nulle; il en est, notamment, ainsi, lorsque F' est
une courbe rectifiable.

Celaétant, attachonsau plan deFla variable complexe :z=a;-{-iy\
envisageons, d'autre part, dans le plan de la variable Z = X + iY le
cercle d'équation |Zj = i. On sait qu'on peut représenter confor-
mément F sur l'intérieur de | Z | = i ; on démontre de façon élémentaire
que cette correspondance jouit des propriétés suivantes :

i° toute fonction
JS=S(Z)

qui réalise Tune des correspondances en cause est analytique et holo-
morphe pour | Z | <̂  i ;

2° à un point intérieur à F correspond un point intérieur à j Z ( <̂  i,
et réciproquement; par suite, à un point de |Z[ = i ne peut corres-
pondre qu'un OU plusieurs points de F'; d'après cela, au chemin MN,
joignant intérieurement à [ Z|<i deux points MN de sa frontière (ce
qui veut dire que tout point de MN, autre que M et N, est étranger
à | Z | = i), il correspond un chemin mn (dont la longueur, dans le cas
général, ne sera pas finie) joignant intérieurement à F deux points m
et n de F' ;

3° si la longueur / du chemin mn est finie, elle sera donnée par la
formule
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4° l'étendue intérieure a du domaine F sera donnée par l'intégrale
de Dirichlet

dz
M•=ƒ

étendue à tout le domaine [ Z j < i.

Il importe de bien faire préciser que les résultats des alinéas 3° et 4°

subsistent dans le cas le plus général, c'est-à-dire lorsque la dérivée ^
n'existe pas pour tous ou quelques-uns des points de | Z | = i.

Il est évident que les résultats précédents valent tant pour le
cercle j Zj = i que pour tout autre domaine que Ton sait représenter

sur Z | <i, par exemple, le demi-plan supérieur, le rectangle, etc.
En utilisant les conclusions élémentaires qui précèdent, nous allons,

avec M. Leray, imiter les raisonnements de Grötsch et de J. Wolff et
établir un lemme sur la correspondance des frontières dans la repré-
sentation conforme d'un domaine sur un demi-plan; cela nous
permettra, dans le paragraphe suivant, de retrouver, en les précisant,
plusieurs des résultats classiques acquis à ce jour dans cette voie. Il
est, du reste, à noter que les conclusions du présent paragraphe peuvent
être étendues aux frontières autres que des courbes de Jordan.

Considérons donc un domaine borné, simplement connexe F situé
dans le plan de la variable z. Nous appellerons z—f(t) la fonction
analytique qui réalise Inapplication conforme de F sur le demi-pian
supérieur © (cf. § 9) . Soient tA, t2i £3, th quatre points de l'axe réel du

plan Z. On suppose que tA <̂  t.2 <^ t3 < tk ; d'après cela les images a4 a2

et a3a4 des segments tit2 et t3tA seront des portions de F' dépourvues

de points communs. Il en est de même des images a2oc3 et a4a4 des

segments (t2 *3) et (tA, + <x> ; — oo, tA). Nous appellerons A(a2 a3, a4 ai ) (
7 5)

la plus courte longueur des chemins tracés dans le plan z intérieu-

rement à F et joignant a2a3 à a4a^. Ceci posé, nous allons établir

(75 ) Nous désignerons dans la suite ce nombre simplement par À lorsque aucune
ambiguïté ne sera à craindre.

T1IUS13 J. KRAVTCHKNK0.
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l'inégalité suivante

(3.o -^ < _ _ ! £ _ ,
l 0 S77T

qui sera valable moyennant la condition o<r<- et où le symbole r

désigne le rapport anharmonique des points tZ} z2, £4, ti pris dans cet
ordre. On observera que rest positif, puisque l'on a

(3.i') r = = £ i Z ^ . ^ Z i l .
ti, — t2 tn — tx

En effet, représentons conformément le domaine ^ sur l'intérieur
d'un rectangle R du plan auxiliaire u = ux-\-iu2\ on pourra, par
exemple, utiliser à cet effet les formules de transformation (1.5)
et (1.5'), à condition de substituer aux racines a, — i , + i , b du
polynôme R(z) les quantités tn tif ^ et tlv. Considérons un segment
rectiligne d'équation us — a, intérieur à R et joignant les cotés AD
et BC; la relation z =f[t(u)] lui fait correspondre un chemin

intérieur à F, reliant les éléments a2a3 et a4a< de sa frontière F et
dont la longueur, qui peut n'être pas finie, est égale à (cf. la figure 4)

f |/[*(a H-«a,)] |rf«i.
«A

Je dis, toutefois, qu'il existe des valeurs de a pour lesquelles
l'intégrale ci-dessus a une valeur finie. En effet, d'après ce que nous
avons rappelé au début de ce paragraphe^ l'intégrale

I(e8, a) = / !/[*(« + *«2)] [ du%,

dans laquelle e2 désigne un nombre positif arbitrairement petit mais
non nul, est finie. On en tire, en utilisant l'inégalité de Schwartz,

[ l ( e » , « ) F ^ f \f[t{* + iut)]\*dut,

l'intégrale du second membre, que nous désignerons par I4(ea, a),
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étant encore finie lorsque £2 diffère de zéro. D'après l'inégalité qui
précède, nous justifierons notre assertion dès que nous aurons

prouvé que pour certaines valeurs de a( — -<C a <C — - + ( * O l'inté-
grale ^ ( o , a) est supérieurement bornée. Or, l'élément d'aire de F
étant égal à

\f[t(u)]\*duxdut,
nous pouvons écrire

S.
en désignant par e< un nombre positif arbitrairement petit mais
non nul et par a l'étendue intérieure de T.

Faisons alors tendre e4 et s2
 v e r s zéro; il vient, en passant à la

limite et en utilisant un résultat rappelé au début de ce paragraphe,

.1

ïi(o, ul)du±=tr.

De cette formule il résulte que la mesure e de l'ensemble des points

de l'intervalle — - < a < — -+<*><, w2 = oen lesquels

A désignant une constante positive quelconque, vérifie l'inégalité

•si-
II suit de là que la mesure de l'ensemble des points en lesquels ^ (o, oc),

et par suite I(o, a), n'est pas supérieurement borné, est nulle.
Ainsi, la borne inférieure de l'ensemble I(o, a) des longueurs

correspondant à — -<a<(o4 — - est finie et au plus égale à A, puisque

rensembie des segments considérés est inclus dans celui des chemins

joignant intérieurement àR les images AD et BC de a2a3 et a4a4. Or,
l'inégalité de Schwartz, appliquée à l'intégrale I(o, a) ci-dessus,
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permet décrire

en tout point a où 1̂  (o, a) a un sens.
Cette relation a encore lieu entre les bornes inférieures de deux

intégrales considérées ; on a donc

A2^ -r- [borne inférieure de ï i (o , <x)|.

Appliquons alors le théorème de la moyenne à l'intégrale du second
membre (manifestement positive)-, en utilisant l'expression de
l'élément d'aire de F, il vient

Y

Borne inférieure I t(o, oc) ̂  — f \ f [t{u)] |2 dut du2= - — •

De deux dernières inégalités, on tire

(3.2) A«<-îii».

Cette inégalité, notons-le en passant, est indépendante de l'hypo-

thèse : o<r< -•

II est bien évident que les raisonnements précédents s'appliquent

encore aux éléments oc,a2 et a3a4 de P , à condition d'intervertir

partout le rôle de OJ1 et -4] on aurait donc l'inégalité

où X désigne la borne inférieure des longueurs des chemins joi-

gnant a< a2 à a3 a4 intérieurement à F.
Gela posé, introduisons la fonction modulaire
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dont l'argument y est donné par

formule où les et correspondent à la fonction ƒ>(«; <^? <ô )? dont les
périodes sont construites à Paide de (1.6) en posant

Les paramètres y et r sont liés par la relation (CXXXIIt

et CXXXVII T. M.) *
x ~ l — r-

Or, des formules bien connues (cf. CXIX1 et CXX T. M.), il résulte

où les fonctions X(y) et X^y) sont données, sous réserve que |x,<C
par les relations

>

avec

M fz) — — ~log2log(i — /J — Y ] ( ^ ,

les fonctions a(^) et r\(x) étant assujetties à vérifier respectivement
les inégalités

^ l ! ( ) l £ l d

Comme, par hypothèse, r reste compris entre o et i» x s e r a compris

entre - et i ; or, les formules précédentes cessent d'être valables
pour £ = i. Pour tourner la difficulté, nous utiliserons les relations
fonctionnelles (cf. CXX* T. M.) que vérifie X(y )
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d'où l'on tire

De l'ensemble des résultats qui précèdent, il résulte

' ^

la relation étant valable pour j ^ = i. Dès lors, une discussion élémen-
taire permet d'écrire l'inégalité

valable tant que ^ reste compris entre - et i — c'est-à-dire tant que r

est compris entre o et - et d'où Ton déduira aisément l'inégalité (3,i)

en substituant à ^ sa valeur en fonction de r.
Notons également que, d'après (3.2),

r 1»

(3.3) T - < i

[bien entendu, X ayant la signification précisée dans le texte à propos
de la formule (3.2)]. Il s'ensuit que si - augmente indéfiniment,
X tend vers zéro.

D'après ce qui précède, cela ne peut avoir lieu que si /• est très
voisin de l'unité et, par suite ^ est voisin de zéro; on a d'ailleurs
(CXXII40 T. M.) dans ce cas

X est alors au moins de l'ordre de — log | X.I-

Iî va de soi que les raisonnements précédents demeurent valables
si l'on substitue au domaine plan F un domaine situé sur une sphère
de Riemann.



— UI —

21. APPLICATION A L'ÉTUDE DES CORRESPONDANCES ENTRE CERTAINS ÉLÉMENTS

FRONTIÈRES DANS LA REPRÉSENTATION CONFORME. — Les considérations pré-
cédentes permettent de retrouver, en le précisant, ce résultat bien
connu de M. G. Garathéodory : la correspondance conforme entre un
domaine F borné d'un seul tenant du plan z (limité par une courbe
de Jordan F') d'une part, et le demi-plan supérieur % (du plan t)
d'autre part, est continue le long de F'. Pour préciser, appelons
z = y(*) = R(*) + ïI($)la fonction analytique qui permet d'effectuer
l'application conforme de F sur S; les frontières se correspondant,
les équations paramétriques de F pourront s'écrire

où t est supposé réel; d'après le théorème de M. Carathéodory, les
fonctions R(z) et \(t) sont continues, pour t réel; le contour F' et
l'axe réel t se correspondent donc point par point.

Pour établir ce résultat, il suffit de se reporter aux inégalités (3. i)
et (3. i'); nous respectons, pour le moment, les notations du précédent
paragraphe.

Fixons, en effet, arbitrairement, ce qui est toujours possible, les
points th, z3 et t^ d'une part (7C), et leurs images respectives ĉ  , a3 et a*
d'autre part; au point t2 correspondra alors un point a2(£2)j au moins,
de F'. Faisons alors tendre t2 vers £,, par exemple; d'après les inéga-
lités (3 . i) et (3 . I ')J Âya2a3, a4aHy ttuiti vers zéro.

Or, le contour F'est, par hypothèse, une courbe de Jordan dépour-
vue de points doubles; donc, sur chaque arc de F', il existe des points
accessibles de l'intérieur par des lignes polygonales de longueur finie. Il

en résulte, aaa3 et a4a, étant étrangers l'un à l'autre, que A(a2a3, a 4 a j
ne peut tendre vers zéro sans que aa ne tende vers ô  ; la correspon-

(7tî) Toutefois, les points tu t2* tz et £4 doivent être choisis de manière que la
quantité r correspondante [cf. (3,i ' )] soit comprise entre —i et o. Ceci ne
restreint évidemment pas la généralité du raisonnement. Dans les applications,
en effet, nous ferons toujours tendre t2 vers t± ; d'après (3 . i ' ) la valeur absolue
du rapport anharmonique r sera suffisamment petite dès que la différence t2— tx

est suffisamment petite. Notons aussi que le raisonnement du texte ne prouve
pas, tel quel, que la correspondance z —f(£) est bicontinue.
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dance entre frontières de F et de 5 a donc lieu point par point, ce qui
ne peut avoir lieu que si les fonctions x = R(t) et y — l(t) sont
continues. c. Q. F. D.

Le raisonnement précédent rattache l'énoncé de M. Carathéodory
à des propriétés géométriques intrinsèques de F'; il permet de cons-
truire un module de continuité pour la correspondance s=f(t)

pour t réel, toutes les fois que la fonction A(a2a3î o^aj, ou une de ses
minorantes, aura été explicitée (77). Nous nous proposons maintenant
d'appliquer ces généralités à quelques exemples (78).

Considérons un arc de courbe de Jordan en étoile. D'après sa défini-
tion même, il existe un point co tel que l'intersection de toute demi-droite
issue de co avec cette courbe se réduit à un point unique. On peut tou-
jours supposer, sans restreindre la généralité (en effectuant au besoin
une transformation homographique), que le point a> est à l'infini. Dans
ces conditions, toute parallèle à un axe fixe, que nous prendrons
pour l'axe Ox, O j , lui étant perpendiculaire, rencontre l'arc consi-
déré en un seul point; tel serait, par exemple, le cas de la courbe sans
tangente de Weierslrass. Relativement au système d'axes rectangu-
laires qu'on vient de définir, l'équation de l'arc BC pourra s'écrire

ce (y) étant une fonction définie et continue dans un certain intervalle.
La continuité étant uniforme, il existe une fonction ?](§), positive,
décroissante de son argument et s'annulant avec lui, telle que

,*( . r j -*( / ) l^ (*) -
pourvu que

Ceci posé, envisageons un domaine F, borné et d'un seul tenant

(7T) II y a lieu de noter que les raisonnements du texte peuvent rendre des
services dans des cas plus compliqués. Nous nous proposons de les appliquer à
l'étude de la théorie des bouts premiers (Primende) que Ton doit à M. Cara-
théodory.

(78) Pour cette parue de mon travail, je dois de nombreuses indications utiles
à M. F. Roger.
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dont la frontière se compose de l'arc B'C' jouissant de la propriété

précédente et d'un arc C'B' complémentaire, appartenant à une

courbe de Jordan quelconque. Soient B et C deux points de B'C' que
l'on peut choisir aussi voisins de B' et C' respectivement, mais distincts
de chacun d'eux; soient, d'autre part, M et M' deux points quel-
conques de BC. Nous supposerons que le choix des points B', B, M,
M', C, C' a été fait de manière qu'ils soient rencontrés dans cet ordre
lorsqu'on décrit F' dans le sens direct.

Il résulte de la propriété caractéristique de l'arc BC et du choix de

l'axe Ox que l'ordonnée y est monotone le long de BC; d'après cela,

les arcs BM et M'G sont séparés par la bande horizontale dont les
bords sont constitués par des parallèles à Oœ menées par M et M'.

Cela montre que la plus courte distance À ( B M , M'C) des arcs

BM et M'C est minorée par la différence des ordonnées des points M
et M', que nous désignerons respectivement par yu etyw .

Soit alors A un point quelconque de l'arc CB' , complémentaire

de B'C', mais autre que B' et C'. II résulte des hypothèses faites sur
le contour (sans points doubles) et le domaine F (borné) que le

nombre À ( A B , M'C) est borné inférieurement alors que le nombre
j j M — y w \ est borné supérieurement; cela montre que le quotient

A(AB, WC)
IJM-JM'I

est borné inférieurement tout le long de BC. Or, d'après la définition

même de la fonction À, il est clair que le nombre À ( A M , M'C) est

égal au plus petit des nombres Â ( A B , M'C) et À^BM, M'C); ce qui
précède montre dont que l'on peut trouver une constante positive
finie et non nulle, donc la valeur dépend du contour F' et du choix
des points A, B et C, telle que

(34) Â(AM, M7

THESE J. KRAVTCHGNKO.
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l'inégalité précédente sera valable le long de tout Parc BC, extrémités
comprises (79)

Ceci posé, considérons la fonction analytique z = ƒ(t) qui réalise
l'application conforme du domaine F précédemment défini sur le
demi-plan S de manière qu'aux points A, B, C, correspondent
respectivement les points d'aftixe, t= oo, t= — i, t= + i ; nous appel-
lerons t et / '(—i <C^t <dtf <^i) les affixes des images de M'. Appli-
quons le lemme du précédent paragraphe en prenant pour oc,, a2, a3

et a4 les points M, M7, C et A (ce qui revient à poser tA =t, £2=Z';
z3 = i ? tA=:oo). On trouve d'abord [cf. la relation (3 . i')]

t!—t
r =n

i — t

Si l'on suppose, par exemple, t< -» on aura

en sorte rsera inférieur à - tant que tf—t<y

D'un autre côté? l'arc BC peut maintenant être défini au moyen
des équations paramétriques

y—vit) j

\

les fonctions a?[,x(f)] e t y(f)i étant respectivement égales aux parties
réelles et imaginaires de la fonction complexe /(t) quand l'argu-
ment t de celle-ci est réel. Cela permet de mettre la minorante (3-4)

de A ( A M , M'C) SOUS la forme

const. [JM — 7M'| = c o n s t - \y{t) —

en sorte que l'inégalité (3 . i) peut être remplacée par la suivante

(3.5) 17 (0 -^ (^ )1^ —

const. Log-

(79) Elle peut même être étendue à tout Tare B'C', à l'exception de ses extré-
mités B' et C'.
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dans laquelle a désigne encore l'étendue intérieure de F et 'où
rappelons-le, la constante est un nombre positif borné, tant inférieu-
rement que supérieurement, dont la valeur dépend de F et du choix des
points A, B, C. Il est aisé d'étendre l'inégalité (3.5) à la portion

de BC, image du segment - < / < i ; il suffira d'appliquer le lemme du

paragraphe 20 aux arcs BM et M'A en supposant, cette fois, t^> - ;

on vérifiera alors aisément que r sera inférieur à - moyennant la con-
dition

~ 4

Portons alors l'inégalité (3.5) dans celle que vérifie oo{y) le long

de BC, en vertu de la continuité de cet arc; on a, la fonction Y](O)
étant croissante,

( 3 . 5 0 \œ{y) - x(/) \ = \x[

I const. Los-

Or, on a vu que la fonction z=f(t), analytique dans ©, se réduit
sur la frontière de son domaine de définition à ̂ [ j ( 0 ] + (x(0 (c 'es t-
à-dire pour t réel). Les inégalités (3.5) et (3.5') entraînent donc la
suivante

(3.6) \f(t)-f(H)\û\œly(t)]-x[y{t!)]\-

-h

const. Log-
t-t'\

const.

Log-

valable dans le voisinage et sur tout Tare BC. C'est le résultat que nous
voulions établir; ainsi, pour les arcs de courbes en a étoile », le
module de continuité le long de l'arc de la fonction f(t) correspon-
dante se relie très simplement au module de continuité de Tare de
courbe lui-même.
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En appliquant ce résultat à quelques cas particuliers, on retrouve,
par une voie que nous croyons nouvelle, une partie des remarquables
résultats dus à MM. Seidel (80), Lavrentieff (8 t) , Keldysch, War-
schawski (82), Ostrowski (83). Prenons à titre d'exemple le cas des

arcs BG vérifiant relativement ky une condition de Lipschitz; la fonc-
tion y](S) est alors de la forme

formule où A désigne une constante positive.
Rappelons Tinterprétation géométrique de cette condition : elle

exprime que les quatre nombres dérivés de la fonction x = cc(y) sont
bornés le long de l'arc BG, Pour de tels arcs, (3.6) fournit une iné-
galité du type

1/(0-/(0" ' V r o ( + )

const. Log-
t-t!\

dans laquelle le symbole constante a le sens précédemment défini.
On sait que les arcs lipschitziens sont rectifiables; c'est par cette pro-
priété que notre résultat se rattache aux travaux de MM. Seidel
et Lavrentieff; ce dernier a obtenu d'ailleurs des inégalités plus pré-
cises (84). Mais les arcs rectifiables possèdent une tangente presque
partout. (Théorème de M. Lebesgue.) Cette propriété nous permettra,
et ce sera l'objet d'un autre travail, d'améliorer le résultat précédent de

( 8 0 ) Uber die Rànder-Zuordnung bei konformer Abbildung {Math. Ann.,
Band, 104-, 1981, p. 275-3oo).

(81) Sur la représentation conforme (C. B. Acad. Se, 184, 1927, p. 1407-
1/409) ; Sur Vexistence de la dérivée limite (avec M. Bessonoff) (BulL Math, de
France, Vol. 58, fasc. wi, p. 175-198). Voir surtout l'important Mémoire des
Annales de VÉcole normale supérieure, 1987, p. i-35.

( 8 2 ) Über das Randverhalten der Ableitung der Abbildungsfunktion bei
konformer Abbildung {Math. Zeitschrift, p. 321-426).

(S3) M. Ostrowski a consacré un Mémoire fondamental au sujet qui nous
occupe; mais il s^st placé au point de vue local; voir Acta Mathematica^ Band,
64, p. 83-io/|. Je lui dois personnellement plusieurs indications précieuses.

(8V) Voir son Mémoire des Annales de VÉcole Normale; cf. notamment p. 2.
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manière à retrouver les estimations mêmes de MM. Lavrentieff
et Keldysch. Notons, toutefois de suite, que les raisonnements de la
première partie du paragraphe suivant s'étendent sans difficultés aux
arcs lipschitziens dont nous venons de parler à condition de remplacer
le mot tangente par celui de directions limites de P. Du Bois
Reynaond-Dini (85), et de retoucher la démonstration d'un lemme(80).

22. CAS DES COURBES DE JORDAN A TANGENTES CONTÏNUES. FORMULE DE

M. U. CISOTTI. — En conservant les notations du précédent paragraphe,
nous supposerons maintenant que la courbe F' possède une tangente
en chacun de ses points. Dans ce cas, les résultats du paragraphe 21
peuvent être améliorés. Pour simplifier l'exposition et pour nous
limiter aux cas susceptibles d'application à l'hydrodynamique, nous
supposerons que la tangente varie continûment le long du contour F'.
Mais nous marquerons l'étape du raisonnement à partir de laquelle
cette hypothèse devient vraiment indispensable.

Orientons les tangentes à F' dans le sens des y croissants; nous
désignerons par W(l) son angle algébrique avec Oœ exprimé en fonc-
tion de l'abscisse curviligne l sur F'; la courbe F' étant rectifiable,
d'après les hypothèses faites, /existe.

La fonction *F(7) sera, pour simplifier, supposée continue. Gela

posé, considérons un arc B'C' de F' le long duquel *F(/) vérifie les
inégalités suivantes ;
( 3 . 7 )

£ étant un nombre positif, aussi petit qu'on le veut, mais fixe. Nous
nous proposons de construire un module de continuité pour la cor-

( 8 5 ) Voir, à ce sujet H. LEBESGUE, Leçons sur Vintégration et la recherche
des fonctions primitives, p. 67-78.

(86) M. Roger m'a signalé que le module de continuité Y](d) de la courbe de
Weiertrass, citée dans le texte, est de la forme : const. x <5a, avec o < a < 1; il en

résulte que, dans le voisinage d'un arc BG de cette courbe, la fonction ƒ (t) cor-
respondante vérifie une condition [cf. ( 3 .6 ) ] du type

c o n s t '
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respondance l(t) entre un arc BC(c/, , pour les notations, le précédent

paragraphe) intérieur à B'C', d'une part, et le segment — i ^ ^ 1

d'autre part, que la.fonction z=f(t) établit entre ces éléments de
frontière de F et de 'S; on trouvera

1/(0 -An i <
Log-

—1*\

où p désigne un nombre positif arbitrairement grand et où la cons-
tante est un nombre positif, borné dans les deux sens et qui dépend

de Paire a du domaine, du contour, du choix de l'arc BC et de la
quantité £ figurant dans l'inégalité (3.7), cette dernière quantité

dépendant d'ailleurs elle-même du contour et de l'arc BC.
En effet, moyennant les inégalités (3,7), j [ ? (0 ] e s t u n e fonction

croissante de t dans l'intervalle —^St=i:> les résultats du para-
graphe 21 s'appliquent et Ton a, en tout point de BC(87),

inégalité dans laquelle le symbole const. désigne un nombre inverse

(87) De la relation

dy(t) =z sinW[l(t)] dl(t),

on tire, en tenant compte de (3-7);

| j ( 0 - 7 ( O l ^ s i n £ | ' ( 0 - ' ( O I ,
inégalité qui, jointe à celle du texte, fournit pour l(t) un module de continuité
dans tout l 'intervalle — I < ^ ^ I . Comme W(l) envisagée comme fonction de l est
continue, W[l(t)], envisagée comme fonction de t> sera aussi continue. Or, 1(1)
etW[l(t)] sont reliées par la formule de M. Cisotti(q/". la fin de ce paragraphe);
des raisonnements imités de ceux de M. Leray (cf. §§ 17-21 de son Mémoire des
Comment, Math. Helv.) permettent alors d^en déduire que l(t) vérifie
pour — I ^ £ < I une condition de Hölder d'indice aussi voisin de 1 que l'on veut.
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de celui qui figure au dénominateur de l'inégalité (3.5) et qui reste
valable tant que la différence f— t est suffisamment petite (88).

Transportons les axes du plan z parallèlement à eux-mêmes de

manière à amener l'origine en un pointM(89)deB C. Nous appellerons
(comme plus haut) t2 l'affixe réel de son image dans le plan © : on
a — i ^ t j ^ 1 - Considérons alors la fonction arg^(f); Pintersection

de BC avec Mx se réduisant à un point unique, on pourra, grâce aux
inégalités (3.7), définir cette fonction de manière que

<^TI — £ pour t réel et tel que
(3.7') ,

( e^argjs(*)^ — 7T + £

Il s'ensuit qu'au point M, args(z) subit une discontinuité égale à u.
Les valeurs de arg^(z) en tout point de l'arc CB de F' complémen-

taires de BC se déduiront par continuité des valeurs précédentes;
Ton suppose le demi-axe positif Mec orienté de manière à pénétrer à
l'intérieur du domaine F; la fonction arg^(î), continue dans F et sur F'
(c'est-à-dire dans S) sauf au point M, sera aussi uniforme, le voisinage
de z = o excepté. De plus, F' étant un contour simple, on a

k étant un entier borné.
-LJIJL6CLÜÖÏÏ5 cuörs uïic trâîïSioriïiatiOn Cul pirtli Z uciîïiic par

1

(3.8) *i = s«, (z^2).

Le domaine FM transformé de F sera d'un seul tenant, puisque, d'une
part, F est à connexion simple et que, d'autre part, la correspondance
ponctuelle (3.8) et sa réciproque, sont dépourvues de points mul-
tiples. Le contour Y\ qui limite F,, est le transformé de F'; c'est, par
conséquent, une courbede Jordan simple à tangente continue partout,

(ss) Dans la suiuv, il seia toujouib ^ous-eiûeada que cette uernièie condition
est remplie.

(S9) Les points B et G étant distincts de B' et C', le point M pourra coïncider
avec B ou C.



le point M excepté. Nous appellerons yA et W^y^ les éléments de TA

anologues aux éléments y et W(y) de F. Soit B1G1 Tare transformé

de BC; nous allons montrer que B1 Ci possède la propriété suivante :

LEMME. — II existe un nombre positif r\, non nul, tel que Vintersection

avec B< C,, des droites d'équation

y = *>

se réduit à un seul point pourvu que (90)

| « | £ Y I .

La démonstration se décompose en deux parties.

i° On peut trouver un nombre positif non nul r\A jouissant de

la propriété suivante : la portion PN de BC, comprise entre les
droites y = ±t\A se transforme de manière que ^ ( j O soit compris

entre o et u le long de î \ M , transformé de PM et aussi le long du

transformé MN< de MN.
Appelons, en effet, M' et M\ les points courants correspondant

sur F' et F',, V(y) et V4 (yA ) les angles que font les tangentes à M' et
à 1VT, avec les rayons vecteurs p et p o respectivement, issus de l'ori-
gine M, commune aux plans z et zK. La transformation (3.8) étant
conforme en tout point autre que M, on a

aux points correspondants de Y1 et F',.
Cela posé, V( j ) est, par hypothèse, une fonction continue de son

argument, nulle à Torigine. Il existe donc un nombre positif non
nul Y),, tel que

(90) Si le point M coïncide avec le point B, par exemple, la propriété
subsiste que si

o<a<n

ne
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pourvu que

D'autre part, on a, en combinant l'équation (3.8) avec les inéga-
lités(3./),

le long de MC,
71 S

n n
1Z £

le long de BM.

L'ensemble des inégalités (3.9) et (3.10) permet d'écrire, en remar-
quant que

= arg*1=h V(j) pour o ûy ^ nly

( j ) g 1 zb Y(j) pour — W^y^o
Tinégalité

ce qui justifie notre assertion.

20 Les points de BG d'ordonnée supérieure à YJ4 en valeur absolue
auront pour transformés des points d'ordonnées supérieures, en
valeur absolue, à

. £

En effet, introduisons dans îe pïan^ îes coordonnées polaires p et 9;
pour un point quelconque de BC on a, en tenant compte des inéga-
lités (3.70,

\y\ — p i s in9 | ^ p s ins ,

puisque, sur BC, [ 6 | est compris entre e et % — s. Par ailleurs, le trans-
formé M̂  de M' aura, d'après (3.8) et (3.10), une ordonnée
telle que

s i n«

Dès lors, en éliminant p entre les expressions de y et de y,, il vient
. $

! s in —
n

THESE J. KRAYTCHENKO.



sm -
La dérivée, par rapport à 9, de —— est égale à

sin{—Ï

71H-1

/isin n 8

Cette expression étant manifestement positive pour les valeurs consi-
dérées de 6, nous pouvons écrire

sin -n
. £

SlU —

n

ce qui établit notre lemme. [Notons que nous n'avons pas utilisé
l'hypothèse de continuité dç ^F(/).]

De là, il est aisé de conclure : il suffit de choisir pour vj un nombre

plus petit à la fois que Ŷ  et Y)2. En effet, d'après l'alinéa i°, Tare de BC
intérieur à la bande y = zh^qi et par suite à la bande y = ±r\ se
transformera en un arc de Y\ le long duquel ^ ( j i ) sera positif;

d'après l'alinéa 2°, les portions restantes de BC auront pour trans-
formés des arcs de F\7 extérieurs à la bande

et, a fortiori, à la bande y = db r\.
Cela étant, considérons un point M\ de F, d'ordonnée yA telle

que o<y<<Y], et soit A1 le transformé de A. On peut supposer A,
étranger à la bande ^ = ±7] , Le lemme précédent permet alors

d'affirmer que A^A* M, M'̂  CA) est supérieur à la différence des ordon-
nées de M'4 et M; soit

La fonction ^1 = [^(^)]" effectue la représentation conforme du
domaine F\ sur le demi-plan supérieur % de la variable t de manière à
faire correspondre les points A1? B^; C] aux points « = » , —ï, + i ;
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soient t et i' les affixes (réels) des images de M et de M'4 ; on a,
rappelons-le.

Il résulte donc de l'inégalité précédente, en utilisant le lemme du
paragraphe 21 , en désignant par le symbole const. un nombre inverse
de celui qui figure au dénominateur de l'inégalité(3.5) [en l'espèce,
ce nombre dépend du contour F' et de Tare de F' contenant M et
compris entre les droites y = dzv\; comme YJ est le même pour tous

les points de BC, nous pouvons dire que la constante ci-dessus est une
fonction de t supérieurement bornée dans l'intervalle — ï ^ t ^ ï ] e tî
en posant encore th = 00,^ = t, z2 = t\ tz = 1,

où o- désigne l'étendue intérieure du domaine I\ considéré.
Or,

en désignant par p et 6 les coordonnées polaires du point M' de BG
dont M'̂  est le transformé* on déduit donc de l'inégalité précédente,
en y remplaçant yK par sa valeur

[2

D'après ce qu'on a vu,

Log-
t-t!\

on peut donc trouver une constante K qui dépendra de £ et qui sera
bornée inférieurement de manière à pouvoir écrire

(3.11) sin"



ce qui permet d'écrire l'inégalité précédente sous la forme

K Log-
t-tf\

valable dans le voisinage suffisamment petit de chaque point de
l'arc BC, extrémités comprises, à condition de désigner par a la
plus grande des aires des domaines TA (Oi ).

Revenons alors au système des axes primitifs Oxy\ cela s'écrira

(8.»)

K Log-
t - l ( \

inégalité dans laquelle le nombre const. dépend de î et K est un
nombre indépendant de t; la valeur de K est fonction de t seulement,
c'est-à-dire de l'arc BC. En résumé :

L'inégalité (3.12) est valable dans le voisinage fini de tout
point, M (Y), appartient à l'arc BC; ce voisinage est défini par

l'ensemble des nombres positifs Y)(Z) étant borné inférieurement
pour — i<t<i.

Un raisonnement classique, que l'emploi du lemme de Borel-
Lebesgue permet de simplifier, permet d'étendre cette propriété
locale à tout l'intervalle — i^*^i- En effet, l'arc BC peut être partagé
en un nombre y?/w tTarcs partiels de manière que chaque point de BC
soit intérieur à l'un au moins des arcs partiels, et que l'inégalité (3.12)
soit vérifiée le long de chacun d'eux. Toutefois, la constante qui figure
au numérateur de (3.12) peut, d'après ce que nous avons vu, changer
d'un arc partiel à l'autre (le coefficient K, par contre, gardant la

même valeur le long de BCJ; comme ces constantes sont supérieu-

( n ) II est clair que le nombre a ainsi défini est supérieurement borné.



rement bornées dans leur ensemble, il suffira de choisir celle dont la
valeur est maximum pour qu'une même inégalité (3.12) soit valable
le long de chacun des arcs partiels considérés. Dès lors, une discussion
élémentaire permettrait d'assigner à la constante de la formule (3.12)
une valeur telle qu'une même inégalité (3.12) demeure valable sur
deux arcs partiels consécutifs, puis sur trois, etc. ; on peut donc
choisir la constante qui figure dans (3,12) de manière que cette
inégalité soit valable quelles que soient les valeurs de? et de tf de l'inter-
valle — i ^ ^ i ' [La constante de (3.12) dépendra donc, en dernière

analyse de F' et du choix de Tare BC seulement. J En d'autres termes,
la fonction y{t) appartient dans tout cet intervalle àTespace j£n(£)(92)

(cf. § 11, Chap. I) le nombre positif n pouvant être choisi aussi
grand qu'on le veut. Notons qu'en combinant avec (3.11) l'inégalité

= const.;

déduite de (3.7), on montrera que l(t) appartient également à
l'espace £n(t) et l'on établirait que l(t) vérifie une inégalité du type

Ksine Log-
! t - t' I

(92) II convient de faire remarquer une fois encore (<?ƒ. la fin du paragraphe 21)
que les raisonnements exposés jusqu'ici attendent au cas où les quatre nombres

dérivés de la fonction œ = œ(y) sont bornés le long de Tare B'C' de F'. On peut
donc s'affranchir de l'hypothèse de l'existence et de la continuité de la tangente
le long de BC (la démonstration du lernme du présent paragraphe doit alors
être retouchée). L'ordonnée y(l) étant supposée monotone le long de Tare B'C',
il suffit de remplacer dans les raisonnements W(l) par les fonctions Wmln(/),
^max(O> égales respectivement aux angles algébriques des directions limites de
P. du Bois Reymond-Dini (orientées dans le sens des l croissants)" au point
d'abscisse curviligne /. Il faut, par exemple, remplacer les inégalités (3.7) par
les suivantes,

«(/)g7r —E leïoDgdeBC.g

Au fond, ce n'est donc pas la continuité des nombres dérivés qui importe,
mais l'amplitude de leurs oscillations le long de l'arc considéré.
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dans laquelle le symbole const. a même signification que pour (3.12).
Des considérations toutes pareilles s'appliquent aux arcs de F' le

long desquels x(t) est une fonction monotone de £, il faut et il suffît
pour cela que Ton ait

Le long de tels arcs on pourra construire pour x{t) un module de
continuité du type (3.12); on déduira, par un raisonnement identique
au précédent, une inégalité du type (3. i3) pour /(*). Supposons alors
que l'on puisse décomposer le contour F' (c'est-à-dire l'axe réel de t)
en un nombre fini ou infini d'arcs le long desquels l'un des sys-
tèmes (3.7) ou (3. i4) soit vérifié, le morcellement étant réalisé de
telle sorte que chaque point de F' (c'est-à-dire de l'axe réel de t) soit
intérieur à l'un au moins des arcs considérés. L'inégalité (3 . i3), étant
alors vérifiée le long de chacun des arcs partiels, sera valable pour
l'ensemble du contour (d'après le lemme de Borel-Lebesgue).

Les raisonnements précédents montrent en particulier qu'un tel
morcellement de la frontière, est toujours possible lorsque W(l) existe
et est bornée (93). C'est l'hypothèse que nous ferons désormais; il vient
alors, en utilisant (3 . i3) et en désignant^ pour simplifier l'écriture,

. i P | 2 J 7TCT COnSt. \par const. le tacteur L v
 Tr . —,1 Ksin£

| <| const. | l{t) •
const. Max |

Log-
t-~t(\

Cette inégalité fondamentale, valable le long de tout Taxe réel de £,
va nous permettre d'améliorer le module de continuité (3. i3) de l(t)
et de montrer que cette fonction possède le long de l'axe réel du plan t
une dérivée finie et continue; c'est ce résultat que nous avions en vue.

(9S) En modifiant légèrement les raisonnements on pourrait étendre ces
conclusions au cas où W(l) serait dépourvue de dérivée mais admettrait des
nombres dérivés bornés.
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En effet, effectuons la transformation

i - Z

qui fait correspondre au domaine ^ Fintérieur du cercle unitaire du
plan Z = X + iY. Soient s et sf les arguments des points Z = eh

et Z = eis\ images des points d'affîxes réels t et tf de S; on a, d'après
<3. i5) (") ,

const.

Log-

puisque la fonction t(Z) est analytique pour i réel.
Le nombre positif n étant arbitrairement grand, les intégrales

du type (I.21) (cf. § H ) déduites de 1F[^(^)] appartiennent à

Tespace £n ( J ) , Findice 1 étant positif.

En particulier, la fonction analytique de M. Villat,

(3.16)
7 p~is'

définie pour ]Z|<i et dont les parties réelle et imaginaire se
réduisent respectivement à¥[?(,y)] — s et à T(eis) pour Z = eis avec

ƒ 2 - loga,
tang

(9i) La constante qui figure dans cette inégalité est égale au produit de
la constante figurant dans (3. i5) par le maximum de la fonction de deux
variables s et 5',

l^*)-^)!
loa

avec



où a désigne une constante réelle positive, vérifie pour | Z | < i une
condition £n (Z).

Cela posé, la correspondance conforme entre le domaine F et
le cercle | Z | = i? sera donnée par la formule bien connue de
M. U. Cisotti (9&)

1

(95) Rappelons rapidement l'origine de cette formule. Etant donnés le
contour T du plan z et le cercle | Z | = i du plan Z, supposons qu'on ait déter-
miné la fonction JS(Z) qui réalise l'application conforme du premier de ces

domaines sur l'autre; si la dérivée -== existe pour Z = e1s. nous aurons
dL r

dz
dZ dz

dzII suit de là que la partie réelle de la fonction - l o g - ^ se réduit à j W [/($)] — s j

pour Z ^ : e " ; cela veut dire que - log -= est donnée par la formule (3.i6) du

texte; l'égalité ainsi obtenue est équivalente à la formule de M. Cisotti.
Il faut remarquer que la fonction Wt(s) z=W[l(s)) — s est périodique de

période 2 7T. Choisissons, en effet, W[l(s)] de manière que

Toutes les autres valeurs de TT se déduiront par continuité et nous aurons

Cette relation fonctionnelle entraîne la périodicité de Wi(^) et, par suite,
la continuité de cette fonction pour 5 = 0; les expressions (3.16) et (3.16'),
introduites dans le texte, auront donc un sens pour 5 — 0. ïl semble donc qu'il
y a avantage à substituer W± (s) à ^F[/((ç)] dans les formules de M. Cisotti.

Notons encore que l'équation

dl(s) _ _Ti(e;,}
ds ~~

[où Ti(eis) est la fonctionnelle de l(s) définie par (3.16')] déduite de la formule
de M. Cisotti, peut être considérée comme l'équation de définition de l(s) et
peut servir de point de départ à l'étude du problème de représentation conforme
de Riemann dans le cas de contours F' pourvus d'une tangente continue; en
rapprochant les remarques qui précèdent avec les développements du para-
graphe 23, on constatera que les formules de M. Cisotti sont au problème de
Riemann ce que les formules de M. Villat sont au problème de Helmholtz.
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où la constante réelle a est, a priori, inconnue et où F(Z) est la fonction
définie par (3. i6) . D'après ce qu'on a vu? l'expression de F(Z)
a un sens pour |Z| = i . On peut donc faire Z = eù dans la relation
précédente; il vient, en prenant les modules des deux membres

d lis)
as

égalité où Ton a posé

Le coefficient de a du second membre appartient à l'espace £n (s)

dans tout l'intervalle O < ^ < ^ 2 T Ï , extrémités o et 2,71 comprises;
on peut donc majorer le paramètre a en fonction de la longueur
totale L (°6) de F' en écrivant

j = a I e~~ll[eis) ds > a.const.^

l'intégrale du second membre étant inférieurement bornée par une
constante positive non nulle puisque son élément différentiel est

continu en s. Il suit de là que J existe et appartient également
à l'espace £n (s).

Cela permet d'énoncer le résultat suivant : étant donné un con-
tour F' du plan z situé à distance finie et donné par son équation
intrinsèque

où ^F(r) désigne une fonction admettant une dérivée partout bornée,
la fonction z = s(Z), qui réalise l'application de l'intérieur F de F' sur

le cercle unitaire du plan Z, possède une dérivée continue ~ pour | Z |<i ;

(9G) ïi importe de remarquer que la majoration du coefficient a de la formule
de M. Cisotti peut être faite dans des cas beaucoup plus généraux. On consultera;
à ce sujet, le mémoire de M. Leray et le paragraphe 25 de notre travail où cette
majoration est rendue indépendante de la construction du module de continuité
pour T(e").

THESE J. KRAVTCT1ENKO.
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on a
dz(els) dz(els')

dZ dZ
i

const.

Log-

inégalité dans laquelle la valeur de la constante ne dépend que d,u
contour P (notamment par l'intermédiaire de sa longueur, de la sur-
face a qu'elle délimite, de la grandeur [Max*F'(/)] et de n et où le
nombre n peut être pris aussi grand qu'on le veut.

Il nous a paru intéressant de retrouver ce résultat par une méthode
nouvelle. On généralise aisément; en supposant que W{p)(l) existe et

appartient à l'espace i?„(Z), on montrerait que ^ existe et appar-
tient à l'espace j?a_<(j), lorsque le nombre n est supérieure l'unité.
On retombe ainsi, sous une forme moins large, mais plus précise,
sur un théorème de MM. Holzinann et Lavrentieff (97).

Il nous reste à étendre le résultat précédent à un cas particulier
important en raison de ses applications en hydrodynamique. Respec-
tons les notations anciennes et considérons un contour F' simple,
fermé, et pourvu d'une tangente en chacun de ses points; supposons
que la fonction ^PY/) correspondante possède les propriétés suivantes

le long d'un arc WC? de F' :

i° La fonction y(J) ne décroît pas le long de B'C' ; cela se traduit
par les inégalités

(3.17)

Cette fois, ^(J) peut atteindre les valeurs extrêmes de o et it; mais en

un nombre fini de points de B'G' seulement; d'après cela, l'arc B'C'
ne peut pas comprendre de portions rectilignes horizontales.

2° On peut trouver sur B'C' deux points B et C, distincts de B'
et C', d'abscisses lK et l% respectivement (U<^h) et tels que la
dérivée *£*'(/) existe et reste continue dans l'intervalle /4</</a, extré-
mités comprises; d'après cela Wf(l4 -\- o<) existe et est finie.

(97) Recueil de la Soc, Math, de Moscou, 38, 1981, p. 5i.
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3° La dérivée Wf(l) existe le long de l'arc B'B; elle est discontinue
pour /=/< (9S); on a

4°

Nous supposons, de plus, que la direction O a? a été choisie de manière
que toute demi-droite parallèle à Oac, issue d'un point quelconque

de B'C', pénètre dans l'intérieur du contour F'.

(Ainsi, les tangentes positives aux arcs, B'B et BC se raccordent en
leur point commun B ; la disposition des deux arcs dans le voisinage
de ce point est identique à celle que présente la ligne libre et l'obstacle
dans le voisinage du point de détachement correspondant lorsque le
détachement n'est pas en proue; cf. le paragraphe 13.)

Choisissons alors, comme plus haut, un point A sur Tare C'B' com-
plémentaire de B'G' et soit z — z{t) la fonction analytique qui réalise
l'application conforme de F sur S de manière qu'aux points A, B, G
correspondent les points t = oc, t = — i , t—-hi de Taxe réel. La
fonction W'Q) étant continue, les fonctions l(t) et ^F[/(^)] vérifient
respectivement (d'après le théorème ci-dessus) les inégalités (3.12)
et (3 . i5) dans tout l'intervalle —1 < t<^ tf <^ 1 et même en ses extré-
mités £ = zb i pourvu que "'"('j) et 1*F(/2) soient disluicls de o et de Tt.
Nous nous proposons de compléter ce résultat en montrant
que, moyennant les hypothèses faites, il subsiste pour t = — 1
si W[l(— 1)] = W(l,) = % et est en défaut si ¥ ( / , ) = o.

Observons d'abord qu'en vertu de (3.17) l'intersection de B'C'avec
toute droite parallèle à l'axe des x se réduit à un point unique; mais
la direction y = 0 est la seule à jouir de cette propriété dans le voi-
sinage du point B. En effet, d'après (3.18) la courbure de l'arc B'B
y est infinie; il suit de là que toute droite issue de B coupe l'arc B'C'

(98) En fait, il est inutile d'étendre les hypothèses 20 et 3° à Tensemble de
Tare B'C'; il suffirait de les supposer vérifiées dans le voisinage du point B
seulement.
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en deux points distincts, à moins d'être confondue avec la tangente
en B à cet arc : il est donc impossible de trouver un système d'axes

relativement auquel Parc B'C' vérifie dans le voisinage de B les
conditions (3.7).

Toutefois, les raisonnements du précédent paragraphe permettent
de construire pour y[Z(z)] un module de continuité du type (3 . 5'),

valable pour 1 = — Ï . Comme Faxe BC ne comprend, par hypothèse,
aucune portion rectiligne parallèle à Oa?, Fabscisse curviligne l est,
par suite, une fonction continue l(y) de y. Soit Y](S) le module de

continuité de l(y) M](o), en l'espèce, n'est pas lipschitzien, puisque

--ï-f = . * n'est pas borné par BC ; /[ j ( / ) ] , envisagée comme fonction

de t possède le module de continuité de t\ const

Log-

Cela posé7 transportons les axes parallèlement à eux-mêmes de
manière à amener leur origine au point B. D'après les hypothèses
faites, la direction Bec pénètre à Fintérieur de F'; on peut donc définir
la fonction SLTgzU) comme nous Favons fait au début de ce paragraphe

et attribuer aux points de BC des arguments &(t) positifs. Effectuons
alors la transformation (3.8); nous affecterons encore de Findice 1 les
éléments relatifs au plan zK et au domaine F, ainsi obtenus. Cette
transformation permet de passer de (3,5') à (3.12) si

i° il existe un nombre positif YJ tel que l'intersection BC, avec la
droite d'équation y = a se réduit à un point unique lorsque

2° il existe un nombre positif K borné supérieurement, vérifiant
l'inégalité (3.11).

Or, il est clair que cette deuxième condition n'est pas remplie
lorsque

n étant plus grand que 2 et ®(t) étant continue pour — I ^ ^ Ï J
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rapport [c/. (3. ii)]

n

n'est pas boraé pour t = — i\ cela justifie la première partie de notre
assertion.

Au contraire, le rapport précédent est évidemment borné pour

t — — i lorsque iF(/<) = ii. Dans ce cas le transformé BC< de BC
aboutira au point B en faisant avec Bœ un angle égal à - ; l'existence
et la continuité de W(t) assurent alors la croissance de l'ordonnéeyA

de BC, dans un voisinage fini du point B. D'autre part, l'ordonnée y
d'un point M de BC peut être minorée en fonction de /—l^ où l
désigne l'abscisse curviligne de M ( " ) ; il en sera donc de même de
l'ordonnée yx de sa transformée. Ces deux remarques entraînent
l'existence du nombre y\ défini ci-dessus et achèvent la démonstration
de notre théorème en ce qui concerne la fonction j [ / (£ ) ] ; l'iné-
galité (3.12) est donc valable le long de tout l'arc BC7 extrémités
comprises.

Mais, en l'espèce, on ne peut pas passer de (3.12) à (3.13) dans le
voisinage de t = — 1, car la dérivée

(") En effet, Tare BC est dépourvu, par hypothèse, de portions rectilignes

parallèles à Bec; la mesure de l'ensemble des points de BC en lesquels W(l) se
réduit à o ou à 71 est donc nulle. La fonction W(l) étant continue, il suit de là,
qu'étant donné un nombre positif s abstraitement petit, on peut trouver deux
nombres e, et d(l) positifs et non nuls tels que la mesure de l'ensemble des
points de BM sur lesquels

soit supérieure à à(l) moyennant la condition l—lx^>z\ le nombre à(l) est
évidemment une fonction croissante, de son argument ^. On peu t alors écrire

y= f sinW(l)dl>{l— lt)S{l) c. Q. F. D.
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n'est pas inférieurement bornée dans ce voisinage. On emploie alors
un artifice pour déduire directement l'inégalité (3 . i5) de (3.12).

En effet, le long de BC (extrémités comprises), on peut écrire

On en tire, en intégrant,

| cosW[l(t)] — c o s W [ l ( t ' ) ] |<;] M a x i m u m W(l) \ \y[l{t)] — y[l{?)\ \

avec

En remarquant que
| COS7T — COS"*F| 2

i 71 - W [* = 7 ^ '

lorque W est compris entre o et TC, l'inégalité précédente entraîne

ou encore

En combinant le résultat précédent avec (3.12), il vient, en conser-
vant les notations de (3.12),

W

inégalité qui, n étant arbitrairement grand, fournit pour la fonc-
tion ^F[/(^)] un module de continuité, valable pour t = — i, qui est
bien du type (3 . i5).

La formule de M. Cisotti a donc un sens le long de tout l'arc BC,

extrémités comprises ; il suit de là qu'au point B de cet arc j existe

et vérifie encore une condition £(l (z).

Dans un travail ultérieur nous appliquerons les raisonnements
de ces deux paragraphes à l'examen de cas plus compliqués; faute
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de place, nous nous sommes borné à résumer les méthodes employées
et à énoncer les préliminaires indispensables aux applications hydro-
dynamiques.

25. PROBLÈMEDE REPRÉSENTATION CONFORME DE HELMHOLTZ. — Nous nous
proposons maintenant de résoudre le problème de représentation
conforme de Helmholtz ; ce problème consiste à déterminer un mouve-
ment à la Helmholtz qui correspond à une configuration donnée des
éléments rigides : parois planes et obstacles. D'une manière précise,
soit un arc de courbe BC situé dans le plan z = cc-\-iy. La courbe
dont Tare BC fait partie est supposée avoir une tangente en chacun
de ses points 0°°); on la définit au moyen de son équation intrinsèque

qui relie l'abscisse curviligne / à l'angle UT que fait avec O a? la demi-
tangente (orientée dans le sens des / croissants) à l'obstacle. Nous
désignerons par a et [3 les abscisses curvilignes des points B et G que
nous choisissons de manière que o <^ a <^ (3 et qu'aux l croissants
correspondent des ordonnées croissantes. On suppose que :

i° L'intersection de BC avec les droites d'équation ^ = const. se
réduit à un point unique; toutefois, BC pourra comprendre des por-
tions rectihgnes parallèles aux parois; mais on suppose essentielle-
ment que l'obstacle ne se réduit pas à une lame placée parallèlement
à lui1 et (JL2 ; cette condition se traduira par des inégalités

O<W(/)<TT pour a£/£(3,

la fonction ^¥{1) ne pouvant se réduire identiquement à o ou à % dans
tout l'intervalle a<Z<(î. Nous supposerons de plus que

(iô0) Sous sa forme actuelle la théorie ne s'applique qu'aux obstacles lisses
dépourvus de points anguleux. Mais des extensions sont possibles au cas des
profils courbes, comportant des points anguleux.

(101 ) Ces hypothèses ne sont pas essentielles pour la démonstration du théorème
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2° La courbure ———̂  existe et est continue pour a</<(3 (*02).

L'arc BC est placé à l'intérieur d'une bande parallèle à Ox dont les
bords supérieur et inférieur seront désignés respectivement par JJL,
et [x2; les distances de C à \x^ de B à [JU seront respectivement
appelées dA et Ö?2; les longueurs dA et d2 sont données a priori] elles
peuvent être infinies. Il est clair que la donnée de la fonction W(l) et
des quatre paramètres a, J3, dA et /̂2, définit complètement la confi-
guration des éléments rigides.

Ceci posé, les résultats du premier Chapitre permettent de formuler
le problème de Helmholtz comme suit :

Problème du sillage. — Déterminer dans le plan de la variable

(plan du potentiel complexe) un domaine F (cf. fig. 2) formé d'une
bande indéfinie, parallèle àO<p, entaillée le long de tout le demi-axe
réel positif, et définir dans F une fonction analytique z = z(f) de
manière que le domaine 0i du plan z, que la fonction z = z(f) fait
correspondre à F, ait les propriétés suivantes :

La frontière de 6L se compose des parois \x] et [x2 de l'arc BC et de
deux lignes X< et À2 de forme inconnue a priori, joignant le point
à l'infini en aval (a? = -|- 00) aux points C et B respectivement. Les
courbes \x et X3 possèdent en chacun de leurs points (extrémités B
et C comprises) une tangente continue.

La transformation z = z\f) i'dl*- coire&ponure entre eux les éléments
de frontière suivants :

D'abord, la paroi (JL4 au bord r\> = <J>4, ( ^ >o) ? inconnu apriori de la
bande F ; la paroi [x2 au bord ty = — d>2 (la constante positive ^a est
inconnue a priori) delà bande F, La courbe constituée par l'ensemble

d'existence : voir le travail de M. Leray; mais elles facilitent et simplifient
l'exposition; sans elles, toutes les conclusions du paragraphe 29 tomberaient
en défaut.

(102) Ces hypothèses ne sont pas indispensables : voir les travaux que publiera
M. Oudart.
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des lignes A,, Parc BC (ou encore Pobstacle) et X2 aura pour image
l'ensemble des deux bords de la coupure pratiquée le long de O<p.
L'origine ƒ = o doit être l'image d'un point de Pobstacle que nous
appellerons O; d'après cela, les points C et B auront pour images
les points d'affixes ©j et <p2 (fi et op2 étant des constantes réelles,
positives, a priori inconnues) situés, le premier sur le bord supérieur
le second sur le bord inférieur de la coupure.

En outre, la transformation z = z(f) est assujettie à vérifier les
conditions suivantes :

i° Le long de A< (oude X2), c'est-à-dire le long du segment (cpi? + oo)
[ou du segment (<p2, + oo)], la correspondances = s ( / )do i t conserver
les longueurs. Cela se traduit par la condition

df
dz

valable le long des lignes libres (ou de leurs images).
2° Aux points à l'infini de F où © ^> o, on doit avoir

z~ f -\- série entière en - •

3° Aux points à l'infini de F où <p <^ o, on doit avoir

z — kf -h série entière en -̂ j

où le est une constante réelle, positive, et a pilori inconnue.

Relativement à cet énoncé nous ferons observer que, dans le schéma
du sillage, les points de détachements des lignes libres sont arbitraire-
ment placés aux extrémités de Pobstacle. Les exemples de mouvements
à la Helmholtz (notamment le cas de Pobstacle en accolade) nous
incitent à assouplir le schéma précédent et à nous poser le problème
suivant :

Problème de la proue. — Étant donné un obstacle BC de position
i J. KRAVTCHENKO. 18
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connue relativement aux parois [ƒ.<, \i2 du canal, trouver un sillage

correspondant à un obstacle P4P2 qui, soit coïncide avec Tare BC,
soit constitue une portion de cet arc. Si le point P1 (ou P2) coïncide
avec C (ou B), la ligne libre \A (ou Xa) qui aboutit en ce point y
présente soit un détachement en proue, soit un détachement vers

l'aval (cf. § 15). Si le point P< (ou P2) est intérieur à Parc BC, la
ligne X< (ou X2) y présente un détachement en proue. Il y a lieu de
noter que ce problème ne se réduit pas à celui du sillage lorsque

Parc P2Pi coïncide avec l'obstacle BC; nous imposons ici aux lignes
libres des conditions de détachement (détachement vers l'aval) qui
n'interviennent pas dans l'énoncé du problème du sillage.

Nous allons maintenant mettre ici en équation chacun de ces pro-
blèmes. Pour abréger le langage, nous allons introduire l'espace
abstrait E(a, &, s); par définition E(#, è, s) comprend toutes les fonc-
tions réelles de la variable réelle s qui : i° sont continues dans l'inter-
valle a<j"<è; 2° admettent dans l'intervalle aè, extrémités comprises,
des dérivées continues. Nous appellerons norme d'une fonction f (s)
appartenant à cet espace, la grandeur

\\f(s) | = Maximum de \f{s) \ + Maximum de \f'($) \,

les maximums du second membre étant relatifs à l'intervalle a7 b.
D'après cette définition de E(Û, 6, y), cet espace est linéaire,

norme, complet ( l 0 3).
En particulier, il résulte des hypothèses faites au début de ce para-

graphe que W(l) appartient à l'espace E(a, [3, /).

Mise en équation du problème du sillage. — Considérons une confi-
guration donnée (dans le plan z), définie par la fonction W(l) et les
quatre paramètres a, [2, dA et d2. Donnons-nous, d'autre part, un

(103) Voir au sujet de ces définitions le paragraphe 28. Il est essentiel de noter
que les éléments /(s) de E(o ; TT, S) ne sont pas nécessairement des fonctions
croissantes de s; les solutions des problèmes du sillage et de la proue
constituent donc des éléments très particuliers de cet espace.
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élément l(s) de l'espace E(o, u, s) (104) et les valeurs de deux para-
mètres a et b tels que a <^ — i, 6 > i. Nous poserons

Dans ces conditions (c/. §§ 8 et 12) :

i° Les équations (1.6), (1.6'), (1.8), (1.8') définissent les demi-
périodes co< et co3, le paramètre q des fonctions elliptiques qui inter-
viendront dans les formules ci-dessous, ainsi que les paramètres y et sK.

2° L'équation (1.24), dans laquelle on substitue à W($) sa
valeur ^ f £(*)], définit une constante s0 ; le domaine d correspondant
est, dès lors, entièrement déterminée La seconde relation (1.8') fait
connaître le paramètre uOi, et par suite W01 + CO3=M0. Portons la
valeur ainsi trouvée de u0 dans (1.6"); on détermine ainsi le para-
mètre £0, et, par conséquent, d'après (1.4')> Ie quotient ^ -

De la façon même dont la valeur de t0 a été obtenue, il résulte
que 110 |<i ; ainsi, les paramètres a, 6, t0 vérifient les conditions (1.4")*

3° Les équations (1.23), (1.27), (I .28) et (1.2g), permettent
de construire à partir des éléments W[l($)] = ^ ( J ) , 0̂?

 (û^ e t ws le s

fonctions Ü(Z) = 0(X, Y ) + Ï 'T (X , Y) et T(c») dans le domaine d
précédemment défini.

A0 La différentielle df(7A \cf. les formules (i . io^ et (\ . IO'M est
maintenant connue, d'après l'alinéa 2, au facteur tyt + d*2 près.
D'après ralinéa3, le second membre de l'équation (1.33") de M. Villat
est donc connu au même facteur près; l'équation en cause définit donc
une famille de fonctions L(^) croissantes, dépendant d'une constante
d'intégration additive et d'une constante multiplicative (^1 + ^2)*
Parmi les fonctions de cette famille, une et une seule vérifie les con-
ditions

qui permettent d'éliminer la constante additive et de déterminer le

(104) Au paragraphe 28 nous établirons quermoyennant les hypothèses faites
sur la nature de l'obstacle, la fonction l(s) est nécessairement un élément
de E(o ; 71, s); nous admettrons ce point pour le moment.
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facteur ^ + d>3 au moyen de la re la t ion ( i 0 5 )

(3 . i 9 ) (3 -a= f e~*W\df(s)\

déduite de (1.33") et dans laquelle df(s) est supposée remplacée par
les expressions (1 . io) et (1 . io').

Pour abréger, nous écrivons désormais

L(s) = Y[l(s),W{l), a, (3, a, 6],

en désignant par V l'ensemble des transformations fonctionnelles qui

(l0°) C'est au sujet de la condition analogue à (3.19), imposée dans le cas
du fluide indéfini à la constante multiplicative À, analogue à ipiH- ^2 e t a priori
inconnue_, que M. Sekerj-Zenkowitch [cf. l'Introduction] nous semble avoir
commis une erreur de raisonnement.

Dans le cas du fluide indéfini, en effet, le problème du sillage (tel qu'il a été
énoncé dans le texte), peut se ramener à déterminer la fonction W(s) z=W[i(s)]
et la constante réelle A (inconnue a priori) vérifiant un système de la forme

(1) W'{s)

(2) X

où les symboles F et <&désignent deux transformations fonctionnelles convenables.
Cela étant, un processus correct d'approximations successives doit consister en
ceci : après avoir désigné les approximations successives des inconnues
par W\, W2) . . ., Wnt . . . et Xlt lt, ..., ln, . •. respectivement, i° choisir W\ ;
2° déterminer \ par la relation (2)

*, = *[**, (.)];

3° évaluer W2 au moyen de (1)

Dès lors, on aura les relations de récurrence

Le processus ci-dessus revient^ en définitive, à éliminer A entre les équa-
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permettent de construire la fonction L ( J ) , précédemment définie, à
partir des éléments l(s)7

 1F(/), a, (3, a, 6.

5° Les équations (1.6") et (3.19), faisant connaître la somme et le
quotient de ^ et 2̂5 permettent de déterminer ces deux derniers
paramètres. Par voie de conséquence, les domaines F et *B et le
potentiel complexe ƒ = / ( Z , a, 6, <[>,, d>2) sont aussi bien déterminés.

6° Enfin les distances D1 et D2 des points C et B (qui sont dans
notre cas confondus avec les points de détachement P, et P2) sont

tions (x) et (2) et à résoudre ensuite l'équation, en W(s) ainsi obtenue par la
méthode des approximations successives.

Le procédé adopté par M. Sekerj-Zenkowitch est tout différent; regardant
dans (i) À comme un paramètre constant, il résout cette équation par approxi-
mations successives sans s'occuper de la condition (2); puis, une fois la solution
obtenue sous la forme

W>=W'[(S,A)),
il calcule 1 en écrivant

(3) l = <S>[W'(syA)].

Il est évident que les deux processus ne sont pas équivalents; du reste, pour
discuter l'équation (3) M. Sekerj-Zenkowitch se borne à y remplacer W/(5, À)
par les premiers termes de son développement suivant les puissances de À.

Ainsi, M. Sekerj-Zeiikowiicn ne nous paraît pas avoir résolu le problème que
nous avons appelé problème défini du sillage et dont nous avons donné l'énoncé
au cours de ce paragraphe; il a abordé l'étude d'une sorte de problème mixte;
du reste sa méthode de résolution de l'équation (i) par approximations successives
est très ingénieuse et paraît présenter de l'intérêt en soi.

Par ailleurs, il est certainement probable que les deux mécanismes d'approxi-
mations successives décrits dans cette Note donnent, pratiquement, des résultats
voisins pour de petites valeurs de A. Cela ajoute du prix au travail de M. Sekerj-
Zenkowitch; les calculs, qu'il a poussés jusqu'aux applications numériques,
fourniraient, dans ces conditions, d'excellentes solutions approchées du problème
déterminé du sillage posé pour des contours tels qu'un arc de cercle, un arc
de parabole, un arc de cycloïde, etc.

Toutefois, nous croyons devoir ajouter qu'à notre avis, ii est impossible
d'aborder l'étude du système (i), (2) de cette Note par la méthode des approxi-
mations successives; l'extrême complexité des fonctionnelles F et O qui y
figurent est, en tout cas, de nature à décourager bien des chercheurs.
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données par les formules [cf. les équations (1.33) et (1.38')j

, *,p,a,ù\=z f sin&(X, o)

, a, p,a,b]=-( sin£(X, o)

J

En résumé, aux éléments W(l), a, (3, connus a priori, et aux
éléments arbitraires l($), a, by nous avons attaché un régime à
la Helmholtz; les points de détachements sont placés aux extrémités
de l'obstacle; la configuration géométrique correspondante est définie
par les éléments xF[/(,?)], a, (3, D^, D2 ; elle coïncidera avec la configu-
ration donnée, caractérisée parles éléments ̂ (Z), a, (3,(a<^<^ (3), dA

et â?2, si la fonction /(j) et les paramètres a et b vérifient l'équation
fonctionnelle

(3.20) /(5) = V[/(i

et le système de deux conditions aux limites

^ = 0 ^ / ( 5 ) , V(Z), a, (3, a, 6],
1 ' 2 1 )

II est donc clair que le problème du sillage, tel qu'il a été énoncé
au cours de ce paragraphe [ la configuration du plan z étant caractérisée
parles éléments W(l), a, (3, dK et d2] équivaut à la détermination d'un
point l(s) de l'espace E(o, TÏ5 S) et de deux constantes Ö, è, a < — i,
6 ̂ > i vérifiant le système des relations fonctionnelles (3.20) et (3.21).
La fonction l(s) réalise la correspondance entre l'obstacle et la demi-
circonférence | Z | = 1 du domaine d.

Rappelons encore qu'en vertu des hypothèses faites W(l) est un
élément de l'espace E(a, (î, /) qui vérifie les inégalités

Mise en équation du problème de la proue. — Considérons encore
dans le plan z une configuration des éléments rigides caractérisée par
les éléments "*F(/), a, [3, dA et d2. Soient p^ etp2 deux paramètres tels

que a ̂ 2 < / ) ^ P ; nous appellerons P, et P2 les points de l'obstacle BC



dont les abscisses curvilignes respectives sont pA et p2. Les distances
respectives d\ et d2 des points P1 et P2 aux parois JJM et jx2 seront
données par les formules

(3 .22)

=zd2-+- f \inW(l)dL

Donnons-nous alors un élément l(s) de l'espace E(o, it, s) et deux
constantes réelles a et b telle que a <̂  — i, 6 ̂ > i. Les raisonnements
que nous venons de développer permettent de construire un mouve-
ment à la Helmholtz à partir des éléments W(l), pi7 p2} a, b et l(s).

L'obstacle correspondant sera identique à Tare P2Pi de BC si les élé-
ments arbitraires Z(J), a et b vérifient l'équation (3.20) et les condi-
tions (3.21), dans lesquelles les données dA et d2 sont supposées
remplacées parles quantités d\ et d^ définies par les équations (3.22).

Dans ces conditions, les arcs P< C et BP3 (en supposant que p^ et jo2

soient distincts de (3 et de a respectivement) doivent être nécessaire-
ment osculateurs aux lignes \A et X2 ; on sait (cf. le § 15) qu'il en est
ainsi lorsque \A et X2 présentent des détachements en proue. Or? ces
conditions ne seront remplies que si les fonctionnelles P,, et P2 définies
par les équations (C) et (C') du paragraphe 13 sont nulles.

Si, au contraire, l'un des paramètrespA (ou p2)> se réduit à (3 (ou a),
le détachement de X., (ou de X2) sera vers l'aval si la fonctionnelle P,
(ou P3) est négatives

Dans l'un comme dans l'autre cas, les nombres pi et />2 sont assujettis
à vérifier des conditions aux limites. En se reportant alors à l'énoncé
du problème de la proue, on voit que3 mathématiquement parlant,
on peut formuler ce problème comme suit : étant donné quatre
constantes réelles, positives, di7 d2j a, (3 (a <^ (3) et un élément "*£*(/)
de l'espace E(a, [3, /) assujetti à vérifier les conditions

trouver quatre constantes réelles a, b* pi et p2 (telles que a<^ — 1,
6^>i) et un élément l(s) de l'espace E(o, it, s) qui vérifient l'un des
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(3.24)

(3.25)

(3.26)

quatre systèmes suivants :
) \T I I f If" / ƒ\ ; 1

V I / l ^ 1 *-••* ( I I / ) Tl f J l ) \

?![/(*), W(/); ö, U] = o,

(3.23) P,[/( ,) ,T(0> f l ,*] = o>

au=Dl[l{s),W{l),jf1,pua, b\,

l(s)=V[l(s),V(l),*,plt a, b],

P,[f(s), W(l), a, b] < o,
dl = Dt[l{s),W(l), a, Pu a, b\,
rfs=D,[/(*), W(l),a)Pl,a, b],

l{s)=V[l{s), W(l),p2, (3, a, b],
P([/(î), ¥(/), «, i] S o,

\ d=-
,p„ (3, a,b],

, P, a,

zrrD, [/(»), P, «,
, «, (3, a, b\,

Dans les équations qu'on vient d'écrire, nous avons explicité tous
les arguments des fonctionnelles P, etP 2 ; nous rappelons, d'autre
part, que rf, et d'2 désignent les fonctionnelles de l(s), 1F(^), a, b,p, et p.2
définies par les équations (3.22).

Soit B, (ou C,,) le point de BC où la valeur algébrique de l'angle
de la courbe obstacle avec Oa; atteint son minimum (ou maximum);

si ce minimum (ou maximum) est atteint en plusieurs points de BC,
on choisira pourB, (ou C,,) celui dont l'abscisse curviligne est minima
(maxima); nous appellerons a.f et j34 les abscisses curvilignes respec-
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tives de B< et C,. Au paragraphe 28 ; nous montrerons que le problème
de la proue a une solution même si on s'impose les restrictions
suivantes :

(3.27) /? 5<a J , 7?i>(3i.

Pour pouvoir appliquer aux problèmes du sillage et de la proue
ainsi formulés la théorie des équations fonctionnelles de MM. Leray-
Schauder, il est nécessaire de montrer a priori qu'aux éléments
donnés ^(7) , a, (3, dA et rf2? satisfaisant aux conditions énumérées au
début de ce paragraphe, ne peuvent correspondre que des élé-
ments l(s), a, è, ̂ , et ̂ 2, etc., qui assurent un sens aux équations
du problème. Les paragraphes qui suivent ont pour but d'obtenir
certaines limitations des éléments inconnus qui garantissent la régula-
rité des formules en cause.

Remarque. — II sera souvent plus commode de considérer à la place
de l(s) la fonction l(t) qui réalise la correspondance entre l'obstacle
d'une part, et le segment — i ^ = x du domaine % d'autre part. Le
groupe d'inconnues i(j), a, è, vp4 et ̂ 2 est équivalent au groupe /(z),

24. LIMITATION DE q. — Les formules (1.6), ( I .9 ) , etc. perdent
toute signification lorsqu'on y fait a = — 1 ou 6 = 1; le paramètre q
est alors égal à 1. Eu effet, en reprenant les formules et les notations
utilisées au paragraphe 20 et en posant

il vient, d 'après ( 3 . i')>

D'après cela, r est positif et compris entre o et 1 pour toute valeur
finie ou infinie de a et de è, pourvu que

Dans ces conditions, le paramètre 5̂ , relié à r par la relation

TTllïSE J. KBAVTCHENKO.
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ne peut être égal à i que pour /*=o; c'est-à-dire pour a = — i
ou b = i seulement. Or, au paragraphe 20, on a vu que

•K

coj X( i — y) v / \ f do— /*> avec v / ^ \ — v 1_

V i — x s i n ?

Cela montre que -^- ne peut devenir nul et, par suite, que le para-
mètre q, lié au précédent par la formule ( i .8) ne peut devenir égal
à i que si a = — i ou è = i. c. Q. F. D.

La réciproque est vraie : on a nécessairement a<^ — i et 6^>i
lorsque <7<^i. Par suite, trouver une borne inférieure pour | i + a
et b — i revient à trouver une majorante pour g en fonction des
données géométriques de la configuration des éléments rigides.

Nous supposerons donc le problème du sillage ou de la proue résolu
pour la configuration *P"(/), a, j3, dA etd2j supposée donnée; nous allons
nous servir des résultats du paragraphe 20. Ces résultats s'appliquent
à l'espèce, puisqu'en vertu de l'hypothèse O<W(1)<K le domaine 6L
correspondant sera d'un seul tenant.

L'inégalité (3.2) ne peut être utile que si l'aire a du domaine T
est finie. Aussi, nous commencerons par transformer conformément
le domaine &L du fluide en mouvement en une portion d'une sphère
de Riemann que nous allons définir.

Menons par P4 et P2 ( i 06) des parallèles à Ox (Jîg. 9); menons
également des parallèles à O j par les points d'abscisses maxima
et minima de l'obstacle. On obtient ainsi un rectangle Ai? B n

C1? D, auquel les arcs s 1 et G>2 ne peuvent être extérieurs, puisque,
par hypothèse, l'intersection d'une droite j = const. avec l'obstacle
se réduit à un point au plus. Nous appelons H^EU l'axe vertical
de ce rectangle. Pour fixer les idées, nous supposons que l'on a

Ceci posé, considérons la sphère 2, tangente au plan z au point H< et

(1Oij) Lorsque P2 et P t ne coïncident pas avec les points B et C, il faudra
remplacer dans le texte P2 et P4 par B et G respectivement.
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dont le diamètre D est égal à D4 H, = H^ C1 ; D est donc borné dans
les deux sens si les dimensions de l'obstacle sont finies et si dA n'est

1

D.J

F y
t l

JT ig. 9-

Ei P,,~"
*S±-—-^

__>

'R '
B,

or

c

pas infinie. Soit P le point de 2 diamétralement opposé à H^ ; nous
obtiendrons une correspondance conforme entre 6L et une portion F
de l'aire de la sphère, en projetant stéréographiquement 0i sur S.
Il est d'abord évident que

( 3 . 2 7 )

cela montre que le facteur - des formules (3.2) et (3.2') est borné
dans les deux sens si les longueurs D et dA sont finies, c'est-à-dire
toutes les fois que l'obstacle n'est pas une longueur nulle et n'est pas
à une distance nulle ou infinie de Tune des parois. Cela étant, nous
poserons {cf. §§ 19 et 9)

cela revient à prendre pour a2a3 l'image de l'obstacle sur S et pour

a ta, l'image de l'ensemble des deux parois [x, et |/.2. Pour appli-
quer (3.2) il ne reste qu'à minorer la borne A correspondante.

Soient A\, B^, C', et D', les images des points A, B, C7 D sur 2 ; au
rectangle rectiligne A ^ C ^ D ^ correspondra un rectangle curviligne
dont les côtés sont des arcs de cercle et qui contiendra dans son
intérieur l'image de l'obstacle. Il en résulte que la plus courte
distance A évaluée sur la sphère entre l'image de l'obstacle et celle
de l'ensemble des parois est minorée pour la plus courte distance
sphérique entre l'image de [x, et de p2 d'une part, et le périmètre du
rectangle A^B^ C'̂ D', d'autre part. Or, cette plus courte distance est
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minorée à son tour pour la plus courte distance rectiligne du péri-
mètre A4 B< Ci DH aux plans P \j.i et P pu (dont les intersections avec S
définissent les images de |x< et de |xa) dont nous allons construire une
borne inférieure.

A cet effet, considérons la section de S et de Cl par le plan PH, H2

(cf. la figure 10) sur lequel les distances rectilignes considérées se
projettent en vraie grandeur. Nous marquerons en E, et E2 les traces
respectives de AB et CD; nous désignerons par G, et G2 les inter-
sections des PE< et PE3 avec la parallèle à H^H^ menée par le
centre O1 de S. Le rectangle Â  Bj G, D̂  étant intérieur, par construc-
tion, au cercle de centre H, et de rayon D du plan z, les cotes des

points intérieurs au périmètre A', B'4 C, D, ne peuvent dépasser — • Par

suite, Paire limitée par ce périmètre se projette sur le plan de la
figure à l'intérieur de la portion de surface commune au grand cercle
et au quadrilatère E^EoG^Gs*, une simple inspection de la figure
montre alors

i° que les distances des points de A', B', G', D', au plan P;JL, sont

au moins égales a » soit — ;

2° que les distances de ces points au plan P[JU sont minorées

Fig . l o ,

par G2I, I étant la projection de G2 sur PH2. Il est aisé de relier cette
dernière limitation à la première. On a, en appelant J la projection
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deE2surPH,,

d'où, en exprimant de deux façons différentes Taire du triangle PE2 H
2,

On vérifie aisément que le second membre est une fonction crois-
sante de d2 ; on a donc

G2I^

puisque d.2>d^. Or, de par le choix même de D, on peut écrire

II en résulte
D i

et finalement
G2l^-fÎ!_.

En définitive, À est minoré par le plus petit des nombres — et -^=>
r r 2 2 v/5

soit par—î=. Dans ces conditions, l'inégalité (3.2) devient, en tenant
2 \/5 '

compte de (3 . 27),
IO7T D - ~ ÎCÛi

ce qui s'écrit encore, d'après (1.8),

1 a\
(3.28)

le second membre étant inférieur à 1.
Cette inégalité fondamentale entraîne les conséquences suivantes :

iD Toutes les fois que les distances dK, d2 de l'obstacle aux parois JJL,
et \L2 admettent une minorante positive, le paramètre q corres-
pondant admet une majorante positive inférieure à l'unité; par
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suite, le domaine d correspondant aura une épaisseur inférieurement
bornée ( i 0 7) .

2° Supposons qu'on ait construit un régime à la Helmholtz, corres-
pondant à une configuration donnée des éléments rigides; supposons
que l'on déforme cette configuration de manière que le paramètre q
correspondant tende vers i; nous pouvons alors affirmer que ce fait
ne peut se produire que si la déformation est telle que la distance di

tend vers zéro. Nous établirons la réciproque de ce théorème un peu
plus loin (cf. § 26).

Remarque. — I l y a lieu de noter que la démonstration précédente
ne fait appel qu'à un minimum d'hypothèses concernant la nature
géométrique de la configuration; l'inégalité (3.28) repose au fond
sur deux faits : que le domaine du fluide en mouvement est d'un seul
tenant ( i08); que Ton peut enfermer l'obstacle dans un rectangle
A-jB^C^D^ intérieur au canal et dont les côtés AAB^ et C^Ü4 sont paral-
lèles aux parois de celui-ci. Enfin, convenablement modifiée, l'inéga-
lité (3.28) peut être étendue aux cas des parois courbes.

Nous nous servirons aussi de l'inégalité (3.2) pour établir le
théorème suivant :

Soit un régime à la Helmholtz correspondant aux éléments intrin-
sèques *F(Z), a, p, di} d2; si Ton fait varier les données de manière à
faire tendre le paramètre q correspondant vers zéro, la configuration
des éléments rigides se déformera de manière que les parois ^ et [xa

s'éloignent à l'infini.

Remarque. — Cet énoncé repose sur l'hypothèse de non-recou-
pement des lignes libres (sûrement satisfaite si

(107) fT t e n c l y e r s 1? lorsque dA augmente indéfiniment, les dimensions de

l'obstacle restant finies.
(10S) Dans l'état actuel de la question cette prémisse a été établie seulement

pour les obstacles pourvus d'une tangente assujettie à vérifier la condition

Mais toute extension à une nouvelle catégorie d'obstacles de la propriété de
non-recoupement des lignes libres, avec elles-mêmes et avec l'obstacle corres-
pondant, entraîne l'extension à la même catégorie d'obstacles de l'inégalité (8.28).
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En effet, choisissons pour 2 une sphère de rayon fini quelconque,
tangente au plan z, au point de bifurcation O, par exemple; PirnageF
du domaine 6i est encore finie et d'un seul tenant; le lemme du para-
graphe 20 s'applique. Posons {cf. § 19)

Les éléments a< a3 et a3 a4 de F' sont donc respectivement les images
de X4 et X2 sur 2; ce sont des courbes partant des images des points
de détachement pour aboutir au pôle P de 2 où elles sont toutes deux
tangentes au méridien de 2 parallèle aux parois.

Cela posé, (3.2) et (1.8) montrent que q, tendant vers zéro, la
plus courte distance À entre les images de X4 et X2 (évaluée sur 2 à
l'intérieur de F) doit aussi tendre vers zéro. Or l'examen de la figure
révèle que, dans le cas de non-recoupement de A4 et X2, la borne A ne
s'annule que si les petits cercles de 2, images de \LA et f/.2, se réduisent
au point P, auquel cas les parois \xx et [xa sont rejetées à l'infini.

G. Q. F . D .

La réciproque de ce théorème sera établie un peu plus loin
(cf. § 26).

2 5 . LIMITATION DU QUOTIENT ^TY*- — LEMME. — Soit T( ï ) une fonc-
\a\.o

tion réelle quelconque, définie, pour fixer les idées, dans l'inter-
valle i ^ ï ^ i ; soit Tn(î\ une fonction r^^fp ^paJ^tioue et régulière
dans le même intervalle (^°9).

On a Vinégalité suivante :

ƒ e-x^\dm{t)\ f \T(i)\\dm{£)

J \dm(t)\ j \dm(t)\

Associons, en effet, à chaque point t de l'intervalle — i ^ ^ i , le point

(109) II serait aisé de se débarrasser de ces hypothèses de régularité sur m(t).
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de la courbe y = e~x et plaçons en ce point la masse infinitési-
male \dm(t)\\ les coordonnées \ et YJ du centre de gravité G des
masses ainsi réparties seront données par les formules

f T(t)\dm(t)\

Y) =

ƒ \dm{t)\

e-TW\dm(t)\

f*S\dm(i)\

Or, la courbe y = e~x tourne sa convexité vers l'axe des x\ il en
résulte que les coordonnées œ, y d'un point appartenant à une corde
dey = e~x et, par suite, celles £, Y] du centre de gravité G, vérifient
Tinégalité y^>e~x ou l'inégalité équivalente logy^> — x. Il suffit,
dès lors, de remplacer dans la dernière £ et YJ par leurs valeurs pour
retrouver (3.29).

Remarque. — La démonstration ne suppose nullement la continuité
de T(ï); la répartition des masses | dm(t)\ peut donc être discontinue
le long dey = e~x. Enfin, il n'est même pas nécessaire de supposer la
fonction T(ï) bornée.

Gela posé, supposons encore le problème du sillage résolu pour la
configuration^ (7), ay $, dA et d2 donnée (*i0); les éléments l(t) (*1<l),
a, 6, 4>i et ̂ 2 correspondant à cette configuration sont alors connus.
Dans ces conditions, la correspondance entre le segment — I ^ ' ^ I
d'une part et l'obstacle d'autre part sera donnée par la formule

que Ton obtient en combinant les équations ( i . i o ) et (1 .3 i ) . On

(110) Si le problème posé était celui de la proue, il suffirait de remplacer dans
les raisonnements a et (3 par />2 et px. Cette remarque s'applique encore au
paragraphe 25.

(a11) Voir la remarque finale du paragraphe 23.
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tire de là

'l'-'«l-i7=V (*=?)*•

Gomme a<— i et 6 > i , — i<t<i, on a

M ^ * _b i
r ^> ~* ? T " ^ ~ >

6t 2 c? — t 2

ces inégalités ayant un sens même pour | a j = i et è = i. Il suit de là
que la longueur totale (3 — a de l'obstacle donné vérifie l'inégalité

Cette inégalité permettra de majorer le facteur y . ^2 en fonction
d'une minorante positive, non nulle de l'intégrale du second membre.

Or, on a

d'où, puisque — i < t0 < i,

Dès lors, l'inégalité (3.2g) permet d'écrire (en y posant
— h\dt)

log[£V^|r_ro|A]s-l£1T(0|«-M*,
d'où Ton tire

— i

Xr£[f)\t-fo\df

Ainsi, l'intégrale du premier membre pourra être minorée par une
constante positive non nulle si l'on sait majorer le module de
l'expression

dont l'élément différentiel ne contient pas d'exponentielle; c'est là
l'avantage qu'offre l'emploi du lemme.

THÈSE J. KRÀVTCHENKO. 20



Or, considérons la fonction analytique auxiliaire

(3.3o) 1 1 ( 0 = f ü(t)(£ — to)dt

définie dans le domaine ©; d'après la définition même de û(t)[cf. par
exemple (1.23)] les parties réelle et imaginaire de H(t) se réduisent
respectivement pour t réel à

= f
öU(t)= f

(3.3o')

(t étant réel).

Effectuons sur t la transformation

qui substitue : i° au domaine %> le demi-cercle unitaire supérieur ©,
du plan tA ; les segments

— oo^^^— i et i^^oo

auront pour image les segments

o ^ ^ i et — i ^ ^ ^ o

respectivement; la demi-circonférence ^ = ^ô(o<8<7i) correspondra
au segment — i<f<i; 2° à la fonction H(t) la fonction

où Ton a posé
£0 — — COS èQj

et où la fonction Q[z(^)] est donnée par la formule (1.53) dans
laquelle il faudra remplacer t par sa valeur en fonction de tA. De ce
qui précède, il résulte que la fonction £Ï|X^)] est réelle le long des
segments

et —a — \Ja2—I^^I,
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imaginaire pure le long des portions restantes du segment — i <2 t^i,
nulle en les points communs de ces deux éléments de frontière
[c/\ ( I . i3)] ; la fonction O[?(^)] est donc prolongeable à travers
Taxe réel; elle peut donc être définie dans tout le cercle S4 à l'intérieur
duquel elle est holomorphe, en sorte que la fonction 1^ (t,) est égale-
ment définie à l'intérieur de ce cercle, mais possédera au point tA = o
une singularité dont nous allons préciser la nature.

A cet effet, nous ferons observer qu'en retranchant du second
membre de (1. 53) la quantité

y ( i — tf<i) {b — t')(tl— a)

(dans laquelle le radical sous le signe d'intégration est pris avec
le signe + et où le radical placé en facteur doit être pris avec le
signe + pour de très grandes valeurs de i) qui est nulle en vertu
de (1.54), l'expression de ù(f) prend la forme

valable même pour a = —i pourvu que b?£\\ au précédent para-
graphe, Jnous avons vu que cette condition était remplie moyennant
l'hypothèse d^j^o que nous adopterons désormais pour toute la suite
du raisonnement. La fonction û(r) étant régulière à l'infini, nous
avons, en posant

/

et en remplaçant t par sa valeur en fonction de t, (112),

$ (t) (i + t' ) |~(i - tf) + \ {a + b ) \ dtl

l\ [série entière en ̂ ] .

Ce développement suppose [ a | et b borné supérieurement; il serait aisé
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Portons ce développement limité dans l'expression de H,(/,);
on trouve, en désignant par des accents les dérivations effectuées
relativement à la variable ti au point ^ = o, en groupant convena-
blement les termes du second membre et en intégrant

(3.3o") n1(A)= -Q(o

la fonction II2(^) étant holomorphe dans tout le cercle

Or, les quantités [Q(tA)]t 0, ( -*- ) , ( T T ) s o n t imaginaires

pures ; d'après leurs expressions mêmes, elles sont bornées en modules
si b 7^ i et si \a | et b sont bornés supérieurement. Il en résulte, en
tenant compte de la définition de II,, (t,), que le long du cercle tA = el*
la partie réelle tftn2(*,)de 112(^) se réduit à

— / 0 [« (e l 3 f ) ] ( cos3 '— cosdojsind' dà'-h — . [ Q ' ( O ) cosd0 — ^ Û ^ o ) " ! à
Jd0

 2 1 L 4 J

21

La dérivée de WWfc"^e * existe donc et reste inférieure en module à

71 H - T

lorsque o < S < -n ; cette dérivée est? par suite, bornée tant que b ̂  i et
tant que | a \ et b sont bornés: cela montre que? moyennant les hypo-
thèses faites sur a et è, la fonction dvII2(V

ö) vérifie une condition de

de rendre le résultat final indépendant de cette hypothèse en effectuant sur t une
transformation du type

kt — i

où k désigne une constante réelle, supérieure à i mais inférieure au plua petit
des paramètres \a\ et b. Cette transformation n'altère pas l'image de l'obstacle
dans le plan tx\ mais au point ^ = 0 correspondra cette fois le point t=.k\ on
achèvera en reprenant les raisonnements du texte. Toutefois, dans ce cas7 les
formules et les calculs deviendraient plus compliqués.
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Lipschitz dans tout l'intervalle O<O<TL. Comme tfHI2(£|) est une
fonction harmonique régulière dans tout le cercle | ^ | < ^ i , il en
résulte que la fonclion conjuguée J I I 2 ( t , ) vérifiera une condition de
Hölder, d'exposant aussi voisin de l'unité qu'on le veut, pour \tA |< i
(cf. le théorème de Fatou et de Priwaloff, § 11) . Ainsi II3(£,) est une
fonction continue pour | ^ | < i , nulle, d'après sa définition même
pour £, = elh° ; elle est donc bornée en valeur absolue pour | tA | < i (̂  ' 3 ) .
D'un autre côté, l'expression (3 .3o ' ) de I L , ^ ) prouve que la fonc-
tion J [ I I , ( r , ) — n 2 ( ^ ) J est bornée le long du demi-cercle £, = e's,
o<S<u moyennant les hypothèses faites; cela montre que le long de
ce demi-cercle II4(r,) est supérieurement bornée; il en est donc de
même de l'expression

T(t) (t— t0) dt. G. Q. F . D .£
Nous avons déjà fait observer que les hypothèses |a|<const. et

6<const. ne sont pas essentielles à la démonstration. Nous pouvons
donc énoncer :

Supposons qu'il existe une solution du problème du sillage posé
relativement à la configuration caractérisée par les éléments "*F(/), a, (3,
dA et d2 : lorsque la différence (3 — a est supérieurement bornée et
lorsque l'une, au moins, des distances dA et d2i pour fixer les
idées, </,, est bornée intérieurement par une constante positive non

nulle, la valeur correspondante du paramètre ^ ' ^ sera inférieure

à une quantité finie, dépendant d'ailleurs de ((3 — a) et de dA.

Remarque. — II importe de noter que notre conclusion ne suppose
pas : i° que l(t) soit continue ; 2° que les paramètres (6 — i) et | a + i |
soient majorés; il faut que l'un d'eux seulement soit minoré par un

nombre positif non nul. Pour limiter ^ ^% nous ne sommes appuyés

que sur le fait que les quantités ^[ / (z)] et (3 — a étaient supérieu-
rement bornées. Cette constatation met bien en lumière l'importance
et ia généralité du raisonnement que nous venons d'employer et qui

( I U) Moyennant, bien entendu, les hypothèses faites sur b et a.
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peut servir dans l'analyse de cas plus généraux [cf. § 22 et notamment
le renvoi (96)].

2 6 . CONSTRUCTION D'UN MODULE DE CONTINUITÉ POUR LA FONCTION

— Supposons toujours le problème du sillage résolu; soient les
éléments /($), a, b, <|̂  et <b2 qui correspondent aux éléments W(l),
a, p, dK et d^ donnés a priori. D'après les hypothèses faites sur
l'obstacle, W[l(t)] vérifie les conditions

Ces inégalités entraînent, d'après le théorème 1 du paragraphe 16,
la conséquence fondamentale suivante : l'intersection de toute paral-
lèle à Ox avec l'ensemble obstacle-lignes libres se réduit à un point
unique ("*). Le domaine 6L du fluide en mouvement sera limité par un
contour sans points doubles.

Cela posé, considérons deux points, M et M', de l'obstacle d'affîxes
respectifs z = oc -+- iy et z1 = x! ~-\-iy! ; soient t et t! les affixes des
points du segment (— i? -f- î) qui leur correspondent dans le plan t.
Construisons alors la sphère de Riemann, S, dont le diamètre sera
égal à la longueur 3 — a du profil et tangente en M' au plan z. Comme
au paragraphe 24, nous appellerons P le point de Z opposé à M/ et F
la projection stéréographique relativement à P du domaine &L du
fluide en mouvement. Le contour limitant &L étant, on Ta vu,
dépourvu de points doubles, la frontière F' de F sera une courbe
fermée sans point double. L'usage que nous ferons de cette proposition
montrera le rôle capital de l'hypothèse j^f/Jj^i t qui mms a permis
de l'établir. Appliquons aux domaines S et F, représentés confor-
mément l'un sur l'autre, le lemme du paragraphe 20, en admettant
que t<^tf (c'est-à-direy<^yf) et en posant

Cela revient à prendre respectivement pour arcs a2az et ahaA de F'

(1U) Toutefois l'obstacle peut contenir des segments de droites parallèles à
pourvu que ces segments soient étrangers à ses extrémités B et G.
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les images de Parc P2M de l'obstacle d'une part, et l'image de

l'ensemble formé par l'arc M'P^ de P 2 Pi , la ligne libre Xi et la
paroi JJL4, d'autre part. De l'allure des lignes libres \A et X2 0

15)> il
résulte que leurs images \\ et X'2 sur S sont extérieures à la portion
de 2 comprise entre deux plans parallèles à f/̂  et |x2 et passant l'un
par P et P1? l'autre par P et P2, portion qui contient l'obstacle.

Une discussion analogue à celle du paragraphe 24 montre alors que

la plus courte distance sphérique A^a2a3? OLAOLA) est minorée par la

quantité ——— • Comme dans notre cas l'aire a de F est majorée

par rcCP"*)1, (3 . !) et (3 . i ') permettent d'écrire

J J ( O - J (
log-

pour

inégalité qui fournit, pour l'ordonnée y(t), un module de continuité
tout le long de l'obstacle, points de détachement compris. Des hypo-
thèses faites sur l'obstacle il résulte (cf. § 22) que J[y(î)L envisagée
comme une fonction de /, est continue pour — I ^ * ^ I . Ce résultat
reste valable même pour dA = o; il joue un rôle capital dans la suite
(c/*. § 29). En combinant de tels raisonnements avec ceux du
paragraphe 21 , on établirait tout^ pareillement l'existence d'une
constante K telle que l'inégalité

soit vérifiée le long de tout arc de P2Pi sur lequel oc(t) serait une
fonction monotone de son argument. (Toutefois, la limitation précé-
dente serait en défaut lorsque l'image d'un des points a3 ou a4 de S se
confond avec P2 ou P<; voir les conclusions du paragraphe 22 concer-
nant les voisinages des points de détachement.) Il en résulterait
que x(t) le long de tels arcs appartient bien à l'espace £K (f).

Utilisons maintenant l'hypothèse de l'existence et de la continuité

(115) DontTintersectioü avec les droites j — const. se réduit à un point unique.
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de Wf(l) le long de IVP, 0 ' ")• D e c e résultat, les méthodes du para-
graphe 22 permettent de déduire, dans l'ordre, les conséquences
suivantes : la fonction ^ [ / ( O l e s t continue et vérifie une condi-
tion £A(t) dans tout l'intervalle —i</< 1, extrémités comprises;
"VF [/(£)] vérifie une condition £n(t), où n désigne un nombre positif
arbitrairement grand, dans tout l'intervalle —i<^£<^i, extrémités
exclues; enfin, ^[ / (£) ] vérifiera la condition £n(i) dans tout l'inter-
valle — \^t<\ extrémités comprises lorsque ^ [ / ( — i ) ] ^ n et

Ainsi, toutes les fonctions *F|7(£)] correspondant à l'ensemble
des obstacles de L'espèce considérée doivent posséder le même module
de continuité £n(i)\ ces fonctions sont donc également continues.
D'après le théorème d'Arzela (M S), les ^ [ ^ ( 0 ] forment une famille
compacte de fonctions ; cela veut dire que, de toute suite infinie de ces
fonctions, on pourra extraire une suite partielle convergeant unifor-
mément, sur tout l'intervalle commun de définition 1 vers une fonction
limite appartenant à l'espace £n(t).

Il est essentiel de noterquecet énoncé ne repose pas sur l'hypothèse
que les éléments donnés dA et d2 soient inférieurenient bornés par une
constante positive non nulle.

Le résultat précédent entraîne la conséquence fondamentale sui-
vante. Etant donnée, dans le plan z, une configuration caractérisée
par les éléments W(J), a, (3, dK et d2, supposons qu'on ait déterminé les
éléments inconnus, /(*), a, 6, <|̂  et <];» correspondants; si les dis-
tances d* et d2 ne sont pas nulles, je dis que la dérivée —̂— existe et
vérifie, dans l'intervalle — i<t<i, une condition £n(t).

En effet : i° l'inégalité (3.28), jointe aux relations (1.6) et (1.8),
montre que dA et rf2 n'étant pas nuls, les paramètres q, \a\ et b sont

(11C) Au paragraphe 22 nous avons vu que ces hypothèses ne sont pas néces-
saires pour justifier les conclusions du texte; lorsque Wf(l) Sexiste pas, celles-ci
sont, en particulier^ valables si £ < W(l) < T. — e, e étant positif (cf. § 22) et si
les points P^ et P2 coïncident respectivement avec C et B.

(U7) Rappelons que (cf. § 23) ces hypothèses ne sont pas indispensables pour
la démonstration des théorèmes d'existence.

(118) On trouvera un exposé de la question dans la thèse de M. Montel.
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distincts de i ; le domaine d du plan Z ne dégénère pas; la correspon-
dance t = t(Z) a un sens et est analytique pour g <^ | Z | < r.

2° D'après le paragraphe 11 la fonction analytique O0(Z) définie
dans d à l'aide des formules (1.23) et (I.27) vérifie dans la demi-
couronne et sur les frontières | Z [ = 1 et ( Z | = g de celle-ci une condi-
tion i?rt(Z) ; car la partie réelle 0O (X, Y) de û0 (Z) se réduit pour Z = eis

à ^ [ ^ [ f ] ) ] , or cette dernière vérifie une condition £n(s)9 donc
aussi JSn{t)) d'indice arbitrairement grand. Il en résulte que la fonc-
tion O0(*) = &0(t)-\- iTQ(t) appartient à l'espace j^(z)dans tout son
domaine de définition S, le point à l'infini excepté.

3° Moyennant les formules ( I . i 4 ) , (I .28) et (i .29), la corres-
pondance entre les plans z et t s'écrit

\t—t« " [S """>] |
7z\ a \ — a t -

ar I — U — ,Ç< " ' '

Diaprés l'alinéa i°, les paramètres \-a\,b et qsont différents de 1; les
facteurs

t — U \a\.b
et \t-a\\t-b\

sont des fonctions analytiques régulières dans le voisinage et sur
l'intervalle — 1 < t< 1, cela quel quesoil î0 (*

19). Le facteur tTT"[i) appar-
tient, d'après l'alinéa 20, à l'espace £n(t) dans tout son domaine de
définition, le point à l'infini excepté. Enfin, le facteur '̂  .• ̂ - est
borné supérieurement {cf. le § 23). Le rapprochement de ces
remarques justifie notre assertion ('20).

Du résultat précédent découle la conséquence suivante : la fonction
inconnue l{t) possède une norme, au sens défini au paragraphe 23;

( l i0) II résulte des raisonnements du paragraphe 14 que ces conclusions restent
valables même lorsque \a\ et b augmentent indéfiniment. Rappelons que tQ est
compris entre — 1 et -h 1; les points * = *0 6t Z0=r eUs se correspondent; le zéro
de t— £0, considéré comme fonction de s, pour s = s0 est simple.

(1-°) Voir le paragraphe 29 où Ton étend ce théorème à certain cas où \ a \ et b
tendent vers 1.

THÈSE J. KRAYTCUEXKO. 21
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cette norme est bornée supérieurement en fonction des bornes

supérieures de ((3— a) , —, -*-> la fonction W(l) vérifiant les conditions

qui lui ont été imposées au paragraphe 2 3 .

27 . ÉTUDE DU COMPORTEMENT DES PARAMÈTRES a ET b LORSQUE LES

DISTANCES di ET d2 TENDENT VERS ZÉRO OU DEVIENNENT INFINIES. — S u p p o s o n s

encore le problème résolu; soient ^(Z), oc, (3, dK et d2 les éléments
connus, l(t), a, 6, tyA et ^2 les éléments inconnus a priori\ supposés
déterminés. Faisons varier les éléments connus de manière que les
conditions qui leur ont été imposées au paragraphe 23 soient vérifiées
au cours de cette transformation de la configuration. Nous allons
montrer d'abord que si le paramètre <!, (ou d2) augmente indéfiniment,
le paramètre correspondant b (ou | a |) croît au delà de toute limite et
réciproquement.

La démonstration repose sur la construction d'une minorante du

quotient , , / • et sur un lemme. Traçons dans le domaine % un
^ \a\.b

chemin régulier Ci5 joignant un point quelconque du segment
( 1, + 00 ) de l'axe réel, mais autre que £ = 1, £ = 6, £ = oo, à un point
quelconque du segment (—00, —1), autre que £= —ce, £=a, î = — i7

tel que la longueur de la ligne C, soit finie; il en résulte que chacun
de ses points est à distance finie. Lorsque les paramètres dA et d2 ne
sont pas nuls, la correspondance z = z(t) fera correspondre à C4 un
chemin régulier G situé à distance finie dans le domaine (X et reliant
un point de A* ou de [x, à un point de X2 ou de [JL2. D'après cela, la
longueur L du chemin G est bornée inférieurement par la différence
des ordonnées des extrémités B et G de l'obstacle, différence qui, par
hypothèse, n'est pas nulle (cf. le § 25). Tenant compte de (3.3i), on
peut écrire

^l'frl ''t* ln\a\.bJCi ' "' \t-a\\t-b\ '-

La longueur du chemin d'intégration C, étant finie et le facteur

\ l - a \ \ t - 6 \
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étant supérieurement borné le long de CA ainsi que le module 11
d'après la façon même dont C1 est défini, l'intégrale qui figure au
premier membre est supérieurement bornée puisque dA et d2 ne sont
pas nuls (cf. le § 26); il en résulte que le facteur positif y , ̂ 2 est

\a\.o
borné inférieurement par une constante non nulle.

c. Q. F. D.

Ainsi, le paramètre ^ J~ est borné en module, tant supérieurement
qu'inférieurement; mais il importe de noter que la deuxième limi-
tation n'est valable que si les distances rf< et d2 sont inférieurement
bornées.

Sous cette dernière hypothèse, on peut énoncer le lemme suivant :

LEMME. — La valeur de l'intégrale (1ÎH)

( L . 3 2 ) l±= ( sinQU) ^-(t—to)c/t

augmente indéfiniment si la configuration des éléments rigides dans le
plan z se déforme de manière que le paramètre b correspondant croît au
delà de toute limite.

La réciproque est vraie. Nous appellerons I2 la même intégrale
étendue à l'intervalle (a, — i ) ; un énoncé tout analogue s'applique
à I2. En effet : i° d'après (1. 5i) et (1 . i6Y on peut écrire

- i , f «(«)
2«7T 277/ \ 2 1V 2 71

2 i 71 2 71 / \ 0,111 2 7T

2Ï7T 27T/ \2??T 2 71 / _

formule où la fonction <&(*) se déduit de ^ f ^ ^ ) ] au moyen des
relations du paragraphe 12. Rappelons que d'après les raisonnements
du paragraphe 16, l'élément différentiel de l'intégrale précédente,

(l21) Voir le paragraphe 12 pour Tétude du comportement de lt pour t = b.
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divisé par i, n'est pas négatif dans l'intervalle —i^Z<—g, c'est-
à-dire le long de son image i^t<b dans le plan t.

2° Les distances dA et d2 différant de zéro, le paramètre g est
différent de 15 la fonction analytique 8(P, q) correspondante est
donc régulière en 9 et en q (y compris pour q = o). D'autre part, on
a vu au paragraphe 16 que l'expression qui figure entre crochets au
second membre, divisée par s', ne s'annule que pour s = sQ\ il suit de
là que son module peut être borné intérieurement en fonction
de [ s — sQ | en tout point intérieur à l'intervalle — 1 < Z < — q.

3U Par hypothèse (cf. § 23), W(l) ne se réduit pas identiquement à
zéro dans l'intervalle OL<1<$. Dès lors, la fonction V | 7 ( J ) ] étant
continue pour O<S<TI (<?ƒ. § 26), il existe un nombre positif s non
nul tel que la mesure de l'ensemble des points de l'intervalle o<$<r*y

où | <&(-?)) est supérieur à e, est supérieure à une constante positive
convenable.

4° En combinant les résultats des alinéas i°, 2° et 3°, on voit que la
fonction Q[*(Z)], nulle pour Z = — g , est bornée inférieurement en
tout point Z intérieur à l'intervalle — 1 <̂  Z <^— q. Or, la correspon-
dance t=t(Z) est analytique et régulière dans cet intervalle si q
est distinct de 1 (cf. § 14); par suite, à tout point intérieur à
l'intervalle —1<^ Z < — q } correspondra un point intérieur à
l'intervalle i<^t<^b; û(f) peut donc être bornée inférieurement en
tout point intérieur à l'intervalle i<^t<^b.

5° Par hypothèse, on a

le principe du maximum, appliqué à la fonction (Î[*(Z)], permet
d'affirmer que Û(Z) est distincte de % en tout point Z intérieur à
l'intervalle — i <^ Z <^ — q.

6° En combinant les résultats des alinéas 4° et 5° on voit que le
module de sinÛ(z) est inférieurement borné en tout point t du
segment 1, b distinct de ses extrémités b et 1. Il suit de là que la
valeur absolue de l'élément différentiel de l'intégrale \A est minorée
en tout point intérieur de l'intervalle d'intégration \<^t<^b\ cela
montre que I4 augmente indéfiniment avec la mesure {b — 1) de cet
intervalle.
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La réciproque est évidente; le facteur

sinû(/)
— t

de l'élément différentiel positif de \x étant borné pour t — b (cf. §12),
l'intégrale ïi est supérieurement bornée si le paramètre b reste fini.

Tout pareillement, on établirait que I2 augmente indéfiniment

avec \a |, et réciproquement. c. Q. F. D.
Remarque, — De la démonstration qui précède, il résulte que If

et I2 sont inférieurement bornés si b et [ a | sont différents de i .
Cela étant, il vient, d'après (1.33), (1.33') et (3.32)

(3.33)

Supposons que la configuration donnée dans le plan z se déforme
de manière que di augmente indéfiniment, d2 restant fini mais
différent de zéro. La deuxième équation (3.33) montre alors que
chacun des termes positifs

*, et
\a\.b

reste borné. Comme le quotient

\a\.b

est à la fois majoré et minoré, il en résulte que

iD l'intégrale I2 correspondante demeure supérieurement bornée
au cours de la transformation envisagée; le lemme précédent montre
alors que le paramètre j a | reste nécessairement fini;

2° la distanceyK et l'intégrale 1̂  deviennentinfinies simultanément.
Par ailleurs, la première relation (3.33), dans laquelle les deux
termes du second membre sont positifs, prouve que si dK augmente
indéfiniment, l'un, au moins, des paramètres ^ ou y^ c'est-à-dire ^
ou ô, augmente indéfiniment. Or | a \ et ^2 étant bornés supérieu-
rement et , + 'X2 étant limité dans les deux sens, il est clair qu'au

\ a. h ? T.\a
cours de la transformation considérée ^, et b doivent tendre vers
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Tinfini simultanément, et cela de manière que le quotient ~ soit borné
tant supérieurement qu'inférieurement (122).

Réciproquement, supposons que la configuration donnée dans le
plan z se déforme de manière que le paramètre b correspondant
augmente indéfiniment, |a + i( restant limité dans les deux sens.
Dans ces conditions Fun, au moins, des paramètres ^ ou ^2 doit
croître au delà de toute limite, puisque le rapport y ^s reste borné

dans les deux sens; dans tous les cas, les quotients ^ et ^- restent
finis. Or, de deux inégalités [cf. (1.4")]

const. -• a\b const. et

on déduit, en multipliant membre par membre,

+1
b ! « •

< COÛSL

Cela montre que ^ et [ a | étant bornés supérieurement, tĵ  est borné
supérieurement. Les formules (3.33) prouvent alors qu'au cours de
ia transformation envisagée, la paroi [/-< s'éloigne indéfiniment alors
que la paroi (JL2 reste à distance finie.

Ainsi, lorque la configuration donnée dans le plan se déforme de
manière que l'un des paramètres correspondants d^ ^i o u ^ tende
vers Tinfini, rf2 restant fini, les deux autres croissent au delà de toute
limite, et cela de façon que le quotient de deux paramètres quelconques
soit fini; les paramètres ] a | et ^2 restent bornés au cours de la trans-
formation .

Tout pareillement, on établirait que si d{ et d2 (ou b et | a
et 4̂ 2) augmentent indéfiniment, 6, |a| ,
augmentent indéfiniment de manière que

ou
et 4̂2 correspondants

\a\.b < const.;,

(122) Ces conclusions résultent aussr, en partie, de la discussion du
système (1.4*).



— 167 —

A la limite, on obtiendra un sillage correspondant à l'obstacle donné
placé en fluide indéfini. On observera que tous ces résultats sont en
complet accord avec les conclusions des paragraphes 14 et 24.

Il est bon de rappeler que la discussion qui précède repose essen-
tiellement sur l'hypothèse suivante : la distance dA (nous prendrons,
pour fixer les idées d^d2) ne devient pas nulle au cours des transfor-
mations du plan z que nous avons envisagées; dans ce cas (cf. § 24)
les paramètres | a +11 et b — i sont bornés inférieurement et les
formules de transformation utilisées ne deviennent pas illusoires.
Nous nous proposons de compléter notre discussion en montrant que
si la configuration du plan z se déforme de manière que di tende vers
zéro, le paramètre b correspondant tend vers i ; le théorème réciproque
a été déjà établi au paragraphe 24 [cf. (3.28)]. En effet, d'après-
(3.33), le terme

„^+^
J l ~ r.\a\.b x

doit s'annuler avac tf,. Or, raisonnons par l'absurbe et supposons
que b ne tende pas dans ces conditions vers 15 il résulterait des

minorations de •1 . %2 et de 1A, que nous avons effectuées au cours de
CL | • t?

ce paragraphe (et qui seraient valables puisque 6 ^ 1 ) que yA ne
tendrait pas vers zéro; cette contradiction justifie notre assertion.

28. THÉORÈMES D'EXISTENCE. — Rappelons brièvement les principaux
résultats obtenus pas MM. Leray et Schauder dans le domaine des
équations fonctionnelles. Soit un espace abstrait E que nous suppo-
serons linéaire, norme, complet (au sens de M. Banach); soient x un
élément de cet espace et F (a?) une transformation fonctionnelle
complètement continue (l23)(vollstetig, au sens de M. F. Riesz) définie
sur E et opérant sur ce.

(12S) Nous croyons utile de préciser le sens des termes employés.
Un espace abstrait E est dit linéaire si, étant donnés deux éléments oc et x1

deE,

i° On peut définir la somme x H- X\ Pélément résultant ainsi obtenu appar-
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Ceci posé, envisageons l'équation fonctionnelle

(3.34) x=:F(x)

à laquelle nous associerons la transformation

(3.35) j - = x — F{x).

tenant à E; l'opération d'addition est commutative. Cela entraîne l'existence de
l'élément zéro.

i° m et mr désignant deux nombres réels,, on peut définir les produits tels
que mco, m'' x'', etc.; les éléments ainsi introduits doivent appartenir à E. L1 opé-
ration de multiplication ainsi définie est distributive; on doit donc avoir

(m-h m') {œ -+- x') = mx -4- m1'x -h mx'-h m'xf.

Un espace abstrait est dit norme si; à tout élément x de E, on peut attacher
un nombre positif ou nul, que nous désignerons par le symbole || x || et que nous
appellerons « norme de x », tel que :

i° l'égalité i x !j = o entraîne x — o;
2(> l'axiome du « triangle » |] x -h x1 || g || x || -h || x' |j est vérifié ;
3° on a, m étant un nombre réel,

itl.Jb ( | | t/t- j j J Vu j | .

Un espace abstrait est complet si l'égalité

lim \\ocp~ xq || = o

entraîne l'existence d'un élément a? tel que

lim l' x — xp |[ = o.

Relativement à un espace linéaire, norme et complet, nous introduisons les
définitions suivantes :

Un ensemble C d'un espace abstrait E est dit compact lorsque toute suite
infinie d'éléments de C a au moins un élément limite qui appartient à E.

Une transformation fonctionnelle F (a?), définie dans l'espace E et opérant sur
l'élément oc de cet espace, est dite complètement continue si elle est continue
relativement à son argument et si elle transforme tout ensemble borné de E en
un ensemble compact de E. Lorsque E est constitué par l'ensemble des fonctions
possédant un même module de continuité, on peut attacher la norme \x\ à tout
élément x de E en posant

alors la transformation F (a?) sera, d'après le théorème d'Arzela, complètement
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Soit alors D un domaine borné de l'espace E et supposons que la
frontière D' de D ne contient aucune solution de (3.34); avec
MM. Leray et Schauder, nous appellerons indice total «des solutions
de l'équation (3.34) contenues dans D (!24)? le degré topologique
d[x — F(a?), D, o] au point zéro de la transformation (3.35) opérant
sur D. Cette définition est légitime puisque les hypothèses faites
entraînent l'existence du nombre d\x — F(a?), D, o]. Admettons

continue si elle est continue. Dans ce cas, en effet, la transformation F(œ)
transforme toute familie bornée (en norme) de fonctions de E en une famille
bornée (en vertu de la continuité) de fonctions possédant une égale conti-
nuité,, c'est-à-dire compacte.

Cette remarque s'applique, en particulier, à ïa transformation V définie au
paragraphe 23 .

( i2t) Faute de place nous ne pouvons développer ici la théorie du degré
topologique due à M. Brouwer (Mathematische Annalen, t. 71, 1911) et
généralisée depuis par MM. Schauder et Leray; nous nous contenterons de
rappeler les propriétés fondamentales du degvé qui font comprendre l'impor-
tance de cette notion.

Considérons d'abord, avec M. Brouwer, un ensemble ouvert OJ situé dans
l'espace à n dimensions En; nous supposerons co borné et nous désignerons par
co' sa frontière. Soit alors F (x) une transformation continue (et non plus
complètement continue) opérant sur E„ et faisant correspondre à tout point x
de En un point x' appartenant au même espace; nous appellerons F(co) et F(GJ')

les ensembles de Ert, images respectives des ensembles oy et to' dans la corres-
pondance a/ = F(x). M. Brouwer montre que dans ces conditions on peut
définir en chaque point x = a de F(to) étranger à F(co'), un nombre entier,
positif ou négatif r/[F, &, a] [la transformation a /=F(a?) peut recouvrir le
point a UD certain nombre de fois; en affectant chaque recouvrement d'un
signe, selon une loi que nous n'aurons pas à utiliser, le degré d[¥, co, a] se
définit, en gros, comme la différence entre les nombres de recouvrements
positifs et négatifs; dans la suite, nous n'aurons à considérer que le cas où
le degré d[F, OJ_, a] correspondant vaut d= 1], que nous appellerons degré
topologique de la transformation au point x~a relativement à 00 et qui
possède trois propriétés suivantes :

i° Si d[F, co, a] n'est pas nul, le point a fait partie de l'ensemble F(co ).
20 Le degré d[F, co, a] reste constant lorsque le point a, la transformation

F{x) et l'ensemble G> varient continûment, pourvu que le point a demeure
constamment étranger à Fensemble F(OJ') au cours de la déformation envisagée.

3° Si w = co1-|-W2 sont deux ensembles ouverts, sans points communs intérieurs;
THÈSE J. KRAVTCHENKOt 22
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alors que l'on puisse construire les transformations auxiliaires
(3.34') y = ¥(œ,k)

a(3.35') , = a,-Fi„,k) aV6C 0A = I '

dépendant d'un paramètre réel k etjouissant des propriétés suivantes :

i° Pour chaque valeur de k(o<k<i) la transformation (3.35') est
complètement continue relativement à l'élément x de D et uniformé-
ment continue relativement au paramètre k\ on peut donc définir
l'indice i(k) = d\x — F (a?, k), D, o] pour toute valeur de k appartenant
à l'intervalle o < k < i .

2° Pour toute valeur de k1 o < k < i, les solutions éventuelles de (3.34')
(obtenue en remplaçant y par x) sont bornées a priori] pendant la
déformation de l'équation qu'entraîne la variation de k, aucune de

dont les frontières seront notées co', et cô , on a

d[F, w, a] = d[F, MU a] -+- d[F> w2? a],

pourvu que a soit étranger à F (G/,, ) et à F(co'2).

Ceci posé, résoudre l'équation fonctionnelle

(a) œ=z¥(cc)

revient̂ , géométriquement, à chercher un point x de En qui soit sa propre
image dans la correspondance x1'^ ¥(x). Supposons qu'on ait réussi à montrer
a priori que le module de la solution éventuelle x — a de l'équation (a) est
borné; le point a appartient donc à un certain ensemble borné w de E«. Ce
résultat permet de définir le degré d[F, co, a] de la transformation ^r /=F(^)
en chaque point de co puisque F (a) sera alors étranger à F (a/); et pour établir
Vexistence d'une solution de (a) il suffira d'établir l'existence d'un point de a
de iù en lequel c/[F,co, a] diffère de zéro (cf. la première propriété du degré).
Pour mettre en évidence l'existence d'un tel points on cherchera à faire varier
continûment la transformation F(x) de manière que les solutions éventuelles
de (a) restent intérieures au même ensemble co; c'est-à-dire n'en atteignent pas
la frontière co'. D'après la deuxième propriété fondamentale du degré topolo-
gique, le nombre d[F, w, x], où x désigne un point intérieur à co, reste invariant
au cours de cette déformation de (a). Supposons que par ce procédé on puisse
réduire (a) à une forme a? = F4(#) suffisamment simple pour pouvoir établir
l'existence d'un point at de co en lequel Ö?[F1? CO, aL] diffère de zéro. Cela
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ces solutions ne franchit la frontière D'; dans ces conditions le
nombre i(k) = d[œ — F(a?3 h), D, o] sera indépendant de It.

3° On a
F(a;, i) = F( a ?) .

4° On peut déterminer le nombre z(o) = d[cc — F(a?, o), D, o] et,
par suite? l'indice total «de la transformation (3.34) dans le domaine D.
(Nous appellerons conditions L l'ensemble des conditions que nous
venons d'énumérer.)

Dans ces conditions, si i(o) est différent de zéro, J = Î ( I ) est
différent de zéro; il résulte alors des propriétés fondamentales du
degré que Féquation (3.34) possède au moins une solution dans D.
Nous nous proposons d'appliquer ce critère d'existence de MM. Leray

montre qu'il existe au moins un point de a de c*> tel que

d[F, ta, a] — d[Fu &>, ax],

c'est-à-dire que l'équation (a) admet au moins la solution œ^=.a. Pour effectuer
pratiquement la réduction utilisée de F(#) , on introduira dans cette transfor-
mation un paramètre réel k, appartenant à l'intervalle o ^ ^ ^ i , pour fixer les
idées. On écrira donc

a/=F(œ,k)
avec

F(#, i) = F(;z) et F(a?, o) = F 1(#) .

Il sera toujours supposé que la iransformation F (a?, k) est uniformément
continue relativement à k\ d'une façon précise, cela veut dire qu'à toute valeur k
telle que o^/r^i et à tout nombre positif e correspond un nombre rj tel que
l'inégalité \k — k{\ < yj entraîne

\¥{x,k)-F{x,/(>)\<z,

pourvu que oc appartienne à l'ensemble a).
Lorsque ¥{x) désigne une transformation complètement continue (et non

plus simplement continue), MM. Leray et Scbauder ont réussi à étendre la
définition et les propriétés de degré topologique aux transformations du
type (3.35) dans le cas où celles-ci opèrent sur les éléments ce d'un espace
linéaire, normé3 complet E (et non plus sur un élément de l'espace à n
dimensions En). Il suit de là que les critères d'existence, que nous venons de
rappeler, s'appliquent aux équations (3.35), à condition de substituer partout
au terme module celui de norme et au terme de degré celui d'indice, défini dans
le texte.
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et Schauder aux équations fonctionnelles du problème du sillage et
de la proue.

Envisageons d'abord la transformation fonctionnelle

(3.36) L(s)

où le symbole V désigne l'opération définie par le secpnd membre
de (3 . 20). De par la définition même de V, il est clair qu'étant donné
un groupe de ses arguments, W(l) [^(l) étant un élément de E(a, (3, /)]
0Ly fi, a et b (—oo<ö <^ — i<^ i<^ b<-\-co), la transformation (3.36)
fait coVrespondre à chaque point l(s) de l'espace E(o, r,? s) (cf. § 23)
un élément L(s) du même espace (125). Nous avons constaté par
ailleurs que | a \ et b étant distincts de i (cf. §§ 12 et 14), l'élément
L(^) ainsi obtenu dépend continûment de t($), ^(l), oc, (3, a et 6; il
s'ensuit que (3.36) est une transformation continue du type œf= F (a?).
De plus, il suffit de se reporter aux calculs mêmes (cf. § 23) effectués
pour déterminer les paramètres ^ et ^2 à partir des éléments l(s),
1F(/)? a, (3, a et b pour constater que le paramètre Vl J2 et, par

suite, les grandeurs ——^ et [L(^)[ sont majorés au moyen des

quantités f/(•*')II? 11^(01? lal e t I PI? ^es paramètres a et b correspon-
dants étant astreints à être différents de i (cf. §§ 14, 25, 23, 26).
Il en résulte qu'à tout ensemble borné (126) d'éléments l(s) de l'espace
E(o, u, s), l'opération (3.36) fait correspondre un ensemble borné
situé dans le même espace; cet ensemble sera compact, puisque le
principe de Bolzano-Weierstrass s'applique à E(o, TL; 5); cela montre

( m ) Rappelons, en effet, que cTaprès la définition même de F, l'élément L(s)
est obtenu à partir de Téquation (1.3 c) de M. Villat, où Ton remplace le

premier membre par —-T^-J si donc ] a | et b sont distincts de i, et W(/) et l(s)

sont des éléments de E(a, (3; l) et E (o, n, s) respectivement, — - ~ existe et

est continue; L(s) appartient donc bien à E(o, TT, 5).
Précisons aussi que l(s) désigne maintenant un élément quelconque

de E(Oj Tij s) : l(s) n'est plus nécessairement une fonction croissante de s
lorsque O^S^TÎ.

(12C) Nous entendons par là que les éléments de l'ensemble considéré ont des
normes bornées.
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que (3.36) est une transformation complètement continue, opérant dans
l'espace linéaire, norme, complet E(o ; TI, S), à laquelle s'applique la
théorie de l'indice total de MM. Leray et Schauder.

Moyennant les résultats qui précèdent, le lecteur vérifiera aisément
que les fonctionnelles définies par les seconds membres des équa-
tions (A) et (A') du paragraphe 13 et des équations (3.21) et(3.22)
sont continues relativement à chacun de leurs arguments toutes les
fois que (3.36) est continue; comme aux éléments W(l) de E(a, (3, /)
et l(s) de E(o, it, s) correspondent des valeurs bornées des fonction-
nelles en cause si b — 1 >̂ o et a + i<^ o, les transformations qu'elles
définissent sont même complètement continues.

Cela posé, envisageons dans le plan z une configuration des éléments
rigides, définie par les éléments ^(Z), a, (3, dA et d2 assujettis à vérifier
les conditions énumérées au paragraphe 25 (dans la suite nous
supposerons toujours que ces conditions sont remplies). Au para-
graphe 24 on a vu que les paramètres \a\ et è, caractérisant un
mouvement à la Helmholtz (proue ou sillage) correspondant à celte
configuration, diffèrent de 1 lorsque aucune des distances dK ou d2

n'est nulle (127); dans ce cas, les hypothèses faites sur la courbe-
obstacle entraînent l'existence et la continuité de la dérivée ^
(cf. §§ 25 et 26). Nous pouvons donc affirmer, a priori, qu'étant
donné une configuration définie par ^(Z), a, (3, dK et d2 (a et [3 bornés,
«,i et a2 distincts de zéro) ;

i° les inconnues | a | et b correspondantes diffèrent de 1 ;
20 l'inconnue l(s) appartient à l'espace E(o, u, s)\ les normes des

solutions l(s) éventuelles sont bornées à priori-,
3° les relations fonctionnelles utilisées pour la mise en équation

sont complètement continues.

Problème du sillage. — Introduisons, pour faciliter le langage,
l'espace abstrait E(o, TÏ, S, a, b) dont un élément x sera formé par
l'ensemble de l'élément l($) de E(o, u, s) et de deux constantes b ^

et

(15T) Au cours de ce paragraphe^ cette hypothèse sera supposée remplie.
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Étant donné deux éléments

et = [//(*), _ ï _ , _ L _ i

de respaceE(o, -n, j , &, 6) et deux constantes réelles m et mr, nous
appellerons combinaison linéaire à coefficients m et m' de œ! et a?,
l'élément de E (o, TI, £, a, 6) défini par

mx -f- ni''x
1'~ m m' m

» , - T - / , t i, v ^ y ï - ~ - I - - T 7 - -
c — A u — y

Nous appellerons norme d'un point de E(o, ri, j , a, b) la grandeur

11 est clair, dès lors, que l'espace E(o, rc, ,̂ a, è) ainsi défini est
linéaire, norme et complet. Moyennant ces conventions, le problème
du sillage, tel qu'il a été énoncé au paragraphe 23, peut se formuler
comme il suit : étant donné un élément ^F(f) et E(a, (3, /) et quatre
constantes a, (3, dA et d*, établir l'existence d'un élément de E(o,Tc,j,a56)
vérifiant les relations (3.20) et (3.21). Pour appliquer la théorie de
MM. Leray et Schauder, nous allons réduire ce système de trois
équations à une équation unique du type a? '=F(#).

Soit alors v une grandeur absolument constante, ayant les dimen-
sions de la distance; les paramètres b et a étant des constantes numé-
riques sans dimensions, le système des équations (3.20) et (3.21)
peut s'écrire

(3.37)
1 ( 1

( 6 - i ) ( 6 - 1 ) ^ v\d;

I I I \ I

(1 -h a ) (1 -h a) v j d% D%[l{s), W(l), a, (3, a, &J

Grâce à cet artifice d'écriture, les fonctionnelles qui figurent aux
seconds membres des relations précédentes feront correspondre à un
ensemble d'éléments l(s)y a: 6, un ensemble d'éléments de même
nature; nous pouvons, dès lors, considérer l'ensemble de ces transfor-
mations comme une transformation fonctionnelle unique opérant sur
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les éléments cc de l'espace E(o, it, s, a, 6), en sorte qu'en désignant

cette transformation par le symbole 5M cc} ̂ ( 0 , 4-? y s oc, (3 les équa-

tions (3.27) se réduisent à l'équation unique

(3.38) w =

du type même envisagé par MM. Schauder et Leray.
Envisageons alors dans le plan z la configuration auxiliaire, définie

au moyen des éléments W*(l), d*n rf*, a et [3,

(3.39)

7 N ^

k'

dépendant d'un paramètre réel k tel que o<A<i; nous affecterons
d'un astérisque les éléments relatifs à cette configuration,

II est clair que pour k = 1, la configuration auxiliaire se réduit à la
configuration donnée; pour toute valeur de /c(o<#<i), les éléments
W*(V)9 d*a d\ vérifient les conditions du paragraphe 23 (12S); enfin, si k
tend vers zéro; l'obstacle se déforme de manière à se réduire pour k = o
au segment rectiligne de longueur [3 — a, placé en fluide indéfini
(dA = d2 = -\- 00) perpendiculairement à la direction générale du
courant. Les paramètres d\ et d\ ne deviennent jamais nuls au cours
de la déformation envisagée des éléments rigides : par suite, les
paramètres | a* | et b* correspondants sont donc supérieurs à 1 et ne
peuvent être égaux à 1. Dans ces conditions, l'équation du problème
du sillage posé relativement à la configuration auxiliaire s'écrit,
d'après (3.38),
(3.4o) a?=9[œ\ W*(l), d% d\, x, (3 ],
le symbole 3* désignant une transformation de l'espace E (o, u, s, a, b)
complètement continue relativement à ce*.

(12S) On vérifie aisément qu'on a; en particulier,

pourvu que
^W(l)^ et
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Elle est, de plus, uniformément continue relativement au paramètre
k(o<k<i). D'après les équations (8.39) cela est évident tant que k
diffère de zéro. Si k tend vers zéro, d\ et rf* augmentent indéfiniment
[cf. (3 . 3g)] et, par suite (c/ . § 27), les paramètres | a* | et 6* corres-
pondants augmentent aussi indéfiniment; or (c/. § 14) les fonction-
nelles qui figurent aux seconds membres de (3.3^) sont continues

pour b*= 00 et | a* j = 00 ; les quantités ~ et ~ sont, en effet, con-
tinues tant que les distances d* et d\ sont différentes de zéro; d'un
autre côté, les raisonnements du § 27 prouvent que les fonctionnelles
D* et D*, définies au § 23, sont positives et sûrement différentes
de zéro lorsque d*^oeldl=^o\ la transformation êF est donc continue
pour G?* = G?* = QO, c'est-à-dire pour & = o, puisque • et le sont

pour les valeurs correspondantes de b et de a.
D'autre part, il résulte de ce qui précède [cf. les formules (3.39)

et le début de ce paragraphe], que les éléments /*(*), a* et è* qui
définissent la solution éventuelle oc* de (3.4o) vérifient les inégalités

il l*(s) H^const., | «*-h 11 :>const.> o; (b*— 1) î> const. > o.

Cela montre que la grandeur

est supérieurement bornée quel que soit /c, o</t*<i; le point x de
E(o, 71, s, a, b) qui vérifie l'équation(3.4o) reste donc intérieur à une
certaine hypersphère a> de cet espace. Dès lors, les résultats rappelés
au début de ce paragraphe nous permettent d'affirmer :

i° que la théorie de l'indice total s'applique à l'équation (3.4o);
20 que l'indice total des solutions intérieures àwde cette équation

est indépend ant de k, o < k < 1 ;
3° pour k = i l'équation (3.4o) se réduit à (3.38) relative à la

configuration donnée;
4° pour k = o l'équation (3.4o) est indépendante de l'élément l(s)

puisque la configuration correspondante se réduit, on l'a vu, à une
lame rectiligne placée orthogonalement au courant d'épaisseur infinie.
On sait que pour un tel obstacle le problème du sillage admet une
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solution et une seule ( l 2 9); cela montre que pour k = o l'indice total
des solutions de (3.4°) est égal à r, il en résulte que l'indice relatif
à k=iy c'est-à-dire relatif à l'équation (3.38), est égal à i. L'équa-
tion (3.38) a donc au moins une solution. C. Q. F. D.

Remarque. — Considérons une configuration des éléments rigides
symétrique relativement à Taxe du canal. Les raisonnements
précédents, légèrement retouchés, permettent d'énoncer le résultat
suivant : il existe au moins un élément x = x /(.?), —-—> , \_
de l'espace E (o, -n, j , ay b) tel que

— CL — O

qui vérifie les équations du problème du sillage posé par la configu-
ration en cause. En d'autres termes, aux éléments rigides symétriques
par rapport à l'axe du canal, on peut faire correspondre au moins un
régime à la Helmholtz possédant la même symétrie. Dans ce cas le
point de bifurcation est connu a priori, puisqu'il coïncide avec le
milieu O de l'obstacle; celui-ci peut d'ailleurs présenter en O un point
anguleux; l'image de O dans d sera le point Z = L Nous choisirons O
pour origine des abscisses curvilignes /; les inconnues du problème

seront : i° la fonction Z(J), définie pour - 1IS<K et assujettie à vérifier
les conditions aux limites

,/7r\ (3 —a

2° le paramètre b ̂ > 1. Une fois ces conventions adoptées, les raison-
nements qui précèdent s'appliqueront sans modification.

Problème de la proue. — Introduisons, encore pour simplifier l'expo-
sition, un second espace abstrait E (o, TI, ,̂ a, b, p^ p2) dont un
élément œ sera constitué par l'ensemble de l'élément l(s) de E(o, -n, s)
et de quatre constantes 7-̂ —> —-—, p] etp2. Étant donné deux éléments

u —~ I CL H— I

e t

(l29) Cf. par exemple M. VILLAT, Aperçus théoriques sur la résistance des
fluides ou U. CISOTTI, Idromeccanica piana.

THKSE J, KRAVTCHENKO. 23
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de l'espace E(o, ri, ,y, a, 6, p I ; p3) et deux constantes réelles m et m',
nous appellerons combinaison linéaire à coefficients constants de œ
et a?', l'élément

m l(s)-h m' lf(s), r h 77 > 1 ; i I
w v n b — i 6'— i « H - i a'H-i •

A72/?j -+- m! p\, mp2-h m!p\2 J! p\,

Nous appellerons norme d'un point a? de E(o, TI, J, a, 6; p1? p2) la
grandeur

a-\~ i

II est clair que l'espace E (o, 71, 5, a, 6, />n jo2) ainsi défini est linéaire
norme, complet. Moyennant ces conventions, le problème de la proue
tel qu'il a été énoncé au paragraphe 23 peut se formuler comme il
suit : étant donné un élément ^¥(1) de E (a, (3, /) et quatre constantes a,
P, dji et d29 établir l'existence d'un élément de E (o, 71, s, a, bypup2)
vérifiant l'un des systèmes de relations fonctionnelles (3.28), (3-24),
(3.a5), (3.26) et les inégalités (13°)

( 3 4 i )

I b — i > o, fl + i<o .

A,ttachons alors à chaque nombre réel n le nombre TÏ+, défini par les
relations suivantes :

Nous allons montrer, à la suite de M. Leray, que la convention
précédente ainsi que l'artifice d'écriture utilisé lors de l'étude du pro-
blème du sillage nous permettent de substituer aux systèmes (3.23) ;

(ltî0) Rappelons que les quantités OLX et p4 ont été introduites à la fin du para-
graphe 2 3 ; nous prions le lecteur de se rapporter à ce passage.

D^près la définition même de <x± et (3^ on peut avoir |3 1 <a 1 ; c'est notamment
le cas de l'obstacle convexe vers le courant où Ton a oq—[3; ^ u r a . Il est dès
lors indispensable, pour donner un sens au problème; de compléter les inéga-
lités pt<ia^ (31</?1 par Ja condition p*<.pi* &n définitive, les inconnues pi
et pz du problème appartiennent au domaine, non borné, du plan (pit p,2), limité
par les droites d^quations
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(3.24), (3.25) et (3.2Ô) précédents, le système unique

= V[l(s), W(l), oc -+- ( / / , - OM3 - (P -p\ )+. a, 6],

), a,b],

(3.4a) y

I

dont les inconnues^ et p'2 sont astreintes à être intérieures au domaine
non borné (3.40*

En effet, supposons que la solution éventuelle

^ ,

de (3.4^) vérifie, outre (3.41)? les inégalités

Alors, en posant

il vient

Ces inégalités, jointes aux conditions (3-4x)? montrent que la
solution considérée de (3. l\i) vérifie aussi le système (3.23).

Supposons maintenant que la solution éventuelle

de (3 .4 2 ) vérifie, outre ( 3 .4 i ) , les inégalités

P«i<*i P\ûP-
Alors, en posant

p2=ct,
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il vient
a-M/*':»— « ) + = « = ƒ > , , (3 — ((3— / ? ' t )

+ = Pu

(a-/a)+^o, (^-(3)-=o.

Ces égalités, jointes aux conditions (3.4i), montrent que l'élément
x = 'W> £~Z77' —~~~' aîJ°i vérifie le système (3.24).

Le cas p ' ^a , />'2^^ sera étudié d'une manière toute analogue; il
correspond au système (3.25).

Enfin supposons que la solution de (3.42) vérifie les inégalités

Alors, en posant

il vient
« + (P'2 - * ) + =

Ces relations, jointes aux conditions (3.41), montrent que l'élément

x — x\ l(s), T •> * a, P vérifie le système (3.26).

De plus, grâce à l'introduction du paramètre d'homogénéité v, les
fonctionnelles qui figurent aux seconds membres des relations (3.4s)
feront correspondre à un ensemble d'éléments l(s)9 a, b, a—p,27

pA — [3 un ensemble d'éléments de même nature; nous pouvons donc
considérer l'ensemble de ces transformations comme une transfor-
mation fonctionnelle unique, opérant sur les éléments x de l'espace
abstrait E (o, u, s, a, b, Jp1, jp2 ), en sorte qu'en désignant cette trans-
formation par le symbole^! x, \F(Z),-̂ -> -̂  -> a, (3 , les équations (3.42)
se réduisent encore à Téqualion unique

^ - , ^ a,

du type x = F(a?) déjà considéré.
Posons-nous alors le problème de la proue pour la configuration

auxiliaire du plan z, dépendant du paramètre #(o<£<i) et définie au
moyen des équations (3.3g); ce problème revient à chercher un
point a?*[Z*(j), a*, b*, ƒ>*, />*] de E (o, T;, J, a, 6 , ^ , p2) vérifiant les
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inégalités ( 1 3 1 ) ( 3 . 4 i ) e t l e système de relations fonctionnelles

-Px[?(s),W*(l),a*,b%

(3.43)

(a-pt)+_

I

b* —

i

i

i b*— i

i

1 ( 1

H- i a ~h i v D2

équivalent à l'équation unique

(3.44) x* = $\x*,

» « H- (j°2 ~ «)+i P — (P — ^ Î ) + Ï «*»

l a, (3].

Les raisonnements faits à propos du problème du sillage s'appliquent
encore à la fonctionnelle 3* de (3.44); on établit ainsi (132) que cette
fonctionnelle est complètement continue relativement à son argu-
ment ce et uniformément continue relativement à k dans l'inter-
valle o<£<i; la théorie de l'indice total s'applique donc à l'équa-
tion (3.44).

Cela posé, nous allons montrer que les solutions éventuelles
de (3.44) ne peuvent atteindre les bornes que leur assignent les

i° Les paramètres a* et b* vérifient les inégalités a*<^—i, 6*^>i
de par leur nature même ; on a vu d'autre part que les quantités 6*— i
et | r/*+ i | sont bornées inférieurement tant que les distances d\ et d\
sont différentes de zéro, c'est-à-dire pour o < i < i .

(1M) Le lecteur s'assurera aisément que la fonction W*(l)} définie par (3.49)?
atteint son maximum pour / = |3t et son minimum pour lz=ccl\ les inéga-
lités (3.4i) sont donc indépendantes de k.

(132) Les points essentiels de cette discussion, la minoration a priori des para-
mètres |a*-t- i | et b*—i, s'acquièrent comme pour îe problème du sillage.
Les raisonnements préliminaires aux théorèmes d'existence établissent alors la
continuité complète des fonctionnelles qui figurent aux seconds membres des
équations (3.43).
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2° On ne peut avoirp*=p*. Sinon, en effet, on aurait

« - r -^ î -* ) + =P- (P - jO +

avec
p\ — #^° et (3 — p*2Z°i

système de conditions qui admet la solution unique p* = p*. Dans ce
cas la longueur de l'obstacle serait nulle ; les constantes ^* et ̂ * déter-
minées par F équation (3.19), dans laquelle on aurait remplacé a et (3
par jo* et p* respectivement, seraient égales toutes deux à zéro. Les
équations (1.10), (1. io') et (1. 3i) montrent que —~~̂  = o ? la fonc-
tion l($), et par suite ^F*[/(^)], est donc constante [cf. au para-
graphe 25 la définition (3.20) de la transformation V] dans tout
l'intervalle (o, TÎ); d'après ( 1 . 24) on aurait

s*0 — W[l{s)], pour O ^ T T .

Moyennant cette relation les fonctionnelles P2[f*($), W*(l), a*< 6*]
et P< [/*(*), TF*(0> a% b*] [cf. les équations (A), (À'), (C), et (O)
du paragraphe 13] se réduisent respectivement à

20) 7

expressions où la fonction £ est supposée avoir été construite à partir
des périodes 200* et 200*.

On constate alors que Tune, au moins, de ces quantités est négative
quel que soit j j , oS^Si t ( I J i ) ; Tune, au moins, des égalités (3.43")
ou (3.43'") est impossible. c. Q. F. D.

(1<n) Posons, en effet.

et étudions le signe de la fonction ƒ (a) = /îta — Ç(a^i) dans l'intervalle o ̂ a ^ i .
Il vient

comme p ( aco! ) décroît de + 00 à ex lorsque a croît de o à 1, le minimum de ƒ ' (a )
dans Fintervalle considéré est atteint pour a ~ i ; en tenant compte de la
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3° On ne peut avoir

ƒ?* — a± ou p\ = p^

Si Ton avait p*=a, ? par exemple, le minimum de ^ f ^ ) ] serait
atteint pour 5 = 0; on aurait

L'intégrale qui figure au second membre de la formule (A) du para-
graphe 13 ne serait pas alors positive.

D'un autre côté, />*—jo* est une quantité inférieurement bornée

ds puisque(voir l'alinéa précédent); il en est dès lors de même de

la longueur de l'obstacle n'est pas nulle et que, dès lors, le para-

mètre ĵ—TĴ  est inférieurement borné (cf. § 27); /*(•*") es^ donc un

élément de E (o, T., S) qui ne se réduit pas à une constante;
comme ^F*(Z) ne se réduit pas identiquement à % (cf. § 23),
71 —^*[^(0] e s t supérieur à £ (s étant un nombre positif assez petit)
sur un ensemble de l'intervalle (o? TC) dont la mesure r\ est positive et
non nulle; d'après ( I .a4) , «?* s e r a distinct de 71. Il s'ensuit, en tenant

formule connue (cf. XXXt T. M.), on a

I) 2

II s'ensuit que ƒ'( 1 ) est positif; f (oc) est donc positive pour o<ot<i; le
maximum de ƒ (a) dans Tintervalle o ̂  a ^ 1, atteint pour a =r i, est égal à zéro;
f (oc) croît donc de ~oo à o lorsque a varie de o à 1. Ce résultat justifie les con-
clusions du texte toutes les fois que sQ diffère de o et de 7r. Pour traiter ces cas
extrêmes, il suffit de noter que pour s0=:o ou TT les expressions du texte se
réduisent respectivement à — 1 et à o (ou à o et —1); notre résultat est donc
tout à fait général.

A la vérité, nous avons admis encore que les paramètres \a\ et b étaient finis
(cf. § i 4 ) ; pour se débarrasser de cette restriction, il suffisait de raisonner sur
les expressions (1.5i')> (1.5iff) des fonctionnelles &'(i) et Q' (—i) , valables
pour ] a\ —oo> b =00; mais la discussion précédente aurait été un peu plus com-
pliquée.
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compte de l'alinéa précédent, que la quantité

est négative et non nulle.
En combinant les deux résultats de cet alinéa on voit que la quantité

[cf. Téquation (G) du paragraphe 13] est égale à la somme de deux
quantités négatives; l'équation (3.43W) ne peut alors pas être vérifiée.
Un raisonnement tout identique prouverait que p*=^ ^ .

C. Q. F. D .

Gela étant, observons que la configuration définie parles éléments
W*(l), d% d\, p*,pl {cf. § 13) qui vérifient les inégalités (3 .40 ,
satisfait aux conditions du § 2 5 ; dès lors, les raisonnements déve-
loppés à propos du problème du sillage s'appliquent et montrent que
les normes |]Z*(J)|| des solutions éventuelles l*(s) de (3.44) s o a t

bornées dans leur ensemble. Il s'ensuit que les valeurs prises par les
fonctionnelles P , [ / * ( J ) , ^ ( Z ) , p*, />*], (i = i, 2) sont aussi bornées
dans leur ensemble; il en sera donc de même des valeurs dejo*, p*
[cf. les équations (3.4a")? (3.42'") et les inégalités (3.40? lesquelles
sont satisfaites a priori d'après les alinéas 2 et 3J.

Ces résultats montrent que la racine éventuelle de l'équation (3.44)

est un élément de l'espace E(o, TI? J, a, b,pi9p2) qui vérifie une iné-
galité du type

Par suite, la solution x* en cause est un point intérieur à une hyper-
sphère ca de rayon borné, située dans l'espace E (o, TC, 5, a, b,pi,p2

y)
(a?* est donc étranger à la frontière a>' de o> quel que soit k,o<k<i).
Gela montre que l'indice total des solutions de (3.34) relativement
à (ü, indice dont nous avons établi plus haut l'existence, est indé-
pendant de k\ nous allons le déterminer en faisant k = o dans l'équa-
tion considérée.

Or, d'après ce que Ton a vu pour le problème du sillage, les para-
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mètres | a | et b qui sont solutions de (3.44) pour k = o ne peuvent
être qu'infinis, puisque dans ce cas rf* = d\— oo [cf. (3.39)]. D'un autre
côté, la fonction W*(l) se réduit alors à - [cf. (3.3g)]; elle est donc
indépendante de / pour k = o ; il en est donc de même pour la première
des transformations (3.43) ( r M) .

Dans ces conditions, Péquation (3.44) se réduit à l'ensemble de
deux équations seulement, (3.43") et (3.43W); pour £ = 0, les valeurs
des fonctionnelles qui figurent au second membre de ces relations se
réduisent à — Y2 (135), en sorte que le système (3.43) peut s'écrire,

2

lorsque k = o,

(3.45)
V/a

En définitive, il suffit, pour déterminer l'indice total des solutions
de (3.44) relativement à co, d'évaluer cet indice pour l'équa-
tion x = F(x) équivalente à l'ensemble de deux équations (3.45).
Or, de par sa définition même, l'indice en cause est égal au degré
topologique au point œ = o de la transformation a?' = x — F (ce) (voir
le début de ce paragraphe) équivalente à l'ensemble des transfor-
mations

l ,_ £
(3.45') " 2

(134) En se reportant à la définition de l'opération V[/(s), W(l), a, b, a, (3]
[cf. (3. 20)], le lecteur constatera que l(s) intervient dans V par l'intermédiaire
de la fonctionnelle W[l(s)] seulement.

TT 7T
(15S) EnefFet, p o u r ^ = o, W*[l(s)} = - p o u r O^5^TT; d o n c 5 0 = —> d'après (1.24).

2 2

D'un a u t r e côté , on a vu que p o u r | a | — b = 00, les fonc t ionne l l es £ 2 ' ( i )

et Q ' ( — i ) se r édu i sen t aux express ions ( I .Ö2 ' ) e t (1.52 f f)^ égales tou tes les deux
TT 7T .

à — 1 pour W*[/(s)] =r - etsl~ — ; il suffît de porter ces valeurs de 5 ,̂ de &'(—1)
et û ' ( i ) dans les relations (C) et (C) du paragraphe 13 pour justifier les
résultats du texte.

THESE J. KRAYTCHEIN KO 24
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opérant à l ' intérieur du domaine E ( 1 3 e )

dans l'espace à deux dimensions ( p n p2). Considérons le domaine F
de cet espace défini par les inégalités

a— PÎ>O, p1 — (3>o.

D'après la définition même du symbole m4", les quantités (a — p2)+

et (j)A — (3)~*~ sont positives à l'intérieur de F, nulles à l'extérieur et
sur ses frontières. Or, F est nécessairement intérieur à E, puisque
a<Ca<5 (̂ <CP> a <C Pi il en résulte que la transformation (3.45'),
qui est biunivoque, fait correspondre à E le domaine défini par

v/2 v/2

Le pointp^ =p2 = o est donc recouvert une fois et une seule, v étant
positif, de par sa définition même; par suite, le degré topologique
de (3.45') en ce point est égal à 1 (au signe près) (137). Ainsi, l'indice
total des solutions [intérieures à OJ et vérifiant (3 .40] ^e l'équa-
tion (3.44) e$t égal à 1 en valeur absolue; le problème de la proue,
tel que nous Pavons énoncé, possède donc au moins une solution.

C. Q. F. D.

Remarque. — II est intéressant de noter, avec M. Leray, que dans
certains cas particuliers les raisonnements développés à propos du
problème du sillage, manifestement plus simples que ceux qui pré-
cèdent, suffisent à établir le théorème d'existence pour le problème
de la proue.

I. Casoùtti = oc. — Dans ce cas les deux premières conditions (3.4i)
admettent la solution unique p2z=a^ = a; l'inconnue p2 est donc
déterminée à priori. Considérons alors dans le plan z la configuration

(n 6) Le lecteur est prié de faire la figure.
(1<i7) D'une manière précise ce degré vaut — 1 ; le signe — tient à ce que la

transformation (3.45'), égale au produit d'une translation par une symétriej fait
intervenir une symétrie.
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des éléments rigides définis par les éléments

(346) V(Z), «, Pu d\, d2] Pi

[On se reportera à (3.22) pour la définition de d\. ] Le théorème d'exis-
tence que nous avons établi permet d'associer à chaque valeur de
jöi(^^jö^P) au moins un élément ce = ce(pA) de l'espace E(o, TZ, S, a, b)
qui vérifie les équations du problème du sillage posé par la configu-
ration (3.46). Or, les éléments (3.46) sont des fonctions continues
du paramètre p^ ; chaque élément x(pA) correspondant dépendra
donc continûment de pA (138). Il s'ensuit que la fonctionnelle
P,,[/(.y), ^(l\ ciy b\ correspondant à l'élément choisi cc(pA) et que
nous écrivons, pour abréger, P<[a?(/>0], s e r a continue relativement
à son argumentpA.

Observons, par ailleurs, que l'hypothèse a = a4 entraîne (cf. § 15),

(3.4?)

pour (3,</>4< j3. Pour les mêmes raisons, il vient

(3.48) P1IXP1)] ^ o.

Ceci posé, supposons que la solution a? = #((3) du problème du
sillage posé pour la configuration W(l), a, [3, dAy d2 vérifie la condi-
tion (<39)

Cette inégalité, jointe à (3.47), prouve que o? = a?((3) est solution du
problème de la proue posé pour la configuration W(l)7 a, (3, di} d2.

(1SS) Gela résulte des propriétés générales des équations fonctionnelles du
type que nous considérons. Nous admettrons ce point essentiel du raisonnement.
D'un autre côté, rappelons, que d'après le théorème d'existence démontré
ci-dessus, à chaque groupe d'éléments (3.46) correspond au moins un élé-
ment -#(/?i) qui résout le problème correspondant du sillage; mais rien ne
prouve que cet élément soit unique et l'inconnue oc(pi) peut être à détermina-
tions multiples; mais chacune de ces déterminations est une fonctionnelle
continue de son argument pu et c'est une telle détermination que nous envi-
sageons dans le texte.

(in9) Nous supposons que a?((3) est l'élément qui se déduit par continuité de
la branche envisagée de la solution &(pi) en y faisant p i = (3.
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Supposons, au contraire, que Ton ait

Jointe à (3.48), cette inégalité établit, en utilisant la propriété de
continuité de la fonctionnelle P< [#(/><)] dans l'intervalle (3-i^pi^P,
l'existence d'au moins un élément oc(p^ tel que

L'élément x = oc^p^ vérifie donc le système (3.4^)', il constitue
encore une solution du problème de la proue posé pour la configu-
ration donnée.

En résumé, le problème en cause admet toujours une solution,
au moins, lorsque a1 = a (ou (3 = [3,,). Observons, enfin, que le
problème de la proue posé pour l'obstacle du type considéré, se
réduit au problème du sillage posé pour le même obstacle lorsqu'on a,
à la fois,

a = au fi = fit-

II. Cas symétrique. — Considérons le cas d'une configuration
symétrique par rapport à l'axe du canal. Nous appellerons (32 (ou a2)
l'abscisse curviligne du point C3 (ou B2) de la moitié supérieure
(ou inférieure) de l'obstacle en lequel W(l) atteint sa valeur maxima
(ou minima) (1*°); il est clair que C3 ou B2 sont symétriques relati-
vement à l'axe du canal. Nous nous proposons de montrer, en utilisant
uniquement le théorème d'existence pour le problème du sillage, que
le problème de la proue posé pour une telle configuration possède au
moins une solution possédant le même axe de symétrie que les éléments
rigides et assujettie, en outre, à vérifier la condition suivante : le

point de détachement P1 devra être choisi sur l'arc C2C de l'obstacle;
P2 sera placé symétriquement par rapport à l'axe du canal.

(14>0) Nous voudrions éviter les confusions entre les quantités <xu Pi d'une part
et les quantités <x2, j32 d'autre part. Dans le cas de l'obstacle symétrique convexe
placé symétriquement par rapport à l'axe du canal, on a

«,= (3, pt=« et as=p,= i ± J .
2
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Ea effet, soient P1 un point d'abscisse pA de Tare C2C($2<pi<$)
et P2 le point d'abscisse p2, symétrique de P., relativement à Taxe
(a</?2<ûu); il est clair que

__ tx - h (3

en sorte que la configuration symétrique formée de P2P< et des
parois JĴ  et fx2 dépend d'un seul paramètre, pA par exemple. Le
théorème d'existence du problème symétrique du sillage permet
d'affirmer l'existence d'au moins une solution x = œ(pJi) (WH) de ce
problème posé pour cette configuration et admettant le même élément
de symétrie, l'élément x = cc{p<) étant une fonctionnelle continue de
son argument jo,. On vérifiera aisément; d'autre part, que la fonc-
tionnelle P i [a : (^)] est négative (1/(2). Dès lors, le raisonnement se
poursuit comme pour l'exemple précédemment traité ; si P< [^((3)] £o
vérifie le système (8.42) et, par suite, constitue une solution du pro-
blème de la proue posé pour fa configuration symétrique donnée;
si Pi[a?((3)] ^> o, il existe au moins un élément oa = cc(pi)(^2<pA <^ (3)
tel que

P1[as{pl)\ = o;

l'élément x = x(pJi) vérifie donc le système (3.4 2 ) et constitue
encore une solution du problème de la proue posé pour la configuration
donnée. En tout état de cause, ie problème symétrique de la proue
admet donc au moins une solution symétrique. c. q, F. r>.

(1H) Rappelons que x{px) est un élément de l'espace E(o, TT, S, a, b) tel
que # = h.

(142) 11 suffira de faire remarquer que7 dans le cas envisagé, on a

W\tis)\ -

Cette relation permet de réduire l'intervalle d'intégration (o, il) à l'inter-

valle f o, - j dans les formules (A) et (A') du paragraphe 1 3 ; l'hypothèse

W[*(7r)]=W(p a) > ¥ [ / ( * ) ] pour

permet alors de conclure.
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Remarque, — Le cas de l'obstacle en présence d'une seule paroi,
[/,,, pour fixer les idées, s'obtient, évidemment, comme cas particulier
des théorèmes précédents; il suffit de faire â?2= oo dans les équations
des problèmes du sillage et de la proue. L'inconnue \a\ correspon-
dant à cette configuration est infinie (c/ . §§ 14 et 27); pour cette
valeur de a les fonctionnelles utilisées ne subissent aucune disconti-
nuité. Mais l'inconnue a étant déterminée a priori^ le nombre des
équations diminue d'une unité; par ailleurs les raisonnements et les
conclusions subsistent intégralement.

29. CAS où dA TEND VERS ZERO. — Nous nous proposons maintenant
d'étudier le comportement des solutions du problème du sillage,
dont nous venons d'établir l'existence, lorsque l'une des parois,
a, par exemple, se rapproche indéfiniment de l'obstacle (143) alors
que [/.a demeure à une distance non nulle de celui-ci. Il est à peu près
évident, a priori, que les difficultés analytiques ne sont pas essentiel-
lement changées si l'on suppose la deuxième paroi rejetée à l'infini;
nous ferons cette hypothèse qui nous permettra de simplifier sensi-
blement l'exposition

Considérons donc l'élément

qui vérifie les équations du problème du sillage posé pour la configu-
ration

a, (3, du d2=;ao

(nous savons, d'après le théorème du paragraphe 28, qu'un tel élément
existe); le régime de Helmholtz correspondant est alors entièrement
défini à l'aide des formules (1.23), (I .24), (1.43), ( i .44) , (1.5o).
Ceci posé, déformons cette configuration de manière à laisser l'obstacle
fixe [c'est-à-dire en laissant fixes les éléments 1F(/), a, [3] et en faisant
tendre dA vers zéro; nous avons constaté (c/. § 27) que l'élément
£ = £ Z(^), o, r correspondant dépend continûment de dA tant

(u ' ) Nous supposons essentiellement que l'obstacle vérifie les hypothèses que
nous lui avons imposées au paragraphe 23.
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que rf^oet que le paramètre (b — i) tend vers zéro en même temps
que dA. Or, les formules (1.43) montrent que, dans ce cas, co,, augmente
indéfiniment alors que — reste fini; le paramètre q [cf. (1.8)] tend
donc vers i. Il s'ensuit que, pour tf,, = o, la demi-couronne d du
plan Z se réduit au demi-cercle supérieur | Z | = i ; les fonctions ellip-
tiques p, £, a, grâce auxquelles on réalise l'application conforme du
domaine ÖL du fluide en mouvement sur rf, dégénèrent, alors que leurs
arguments, qui contiennent cô  en facteur [cf. par exemple (1.23)],
deviennent infinis; les fonctions 8(*>, q) correspondantes ne sont pas
définies, comme on sait, pour q = i. Enfin, au paragraphe 26,

on n'a établi l'existence et la continuité de —r^- que moyennant
l'hypothèse b^i. Ainsi, les formules de M. Villat perdent, telles
quelles, toute signification pour dA = o; nous sommes donc contraints
de renoncer à nous servir du plan Z et du domaine rfet à n'utiliser que
le plan t et le domaine ©. A l'élément l(s) nous substituons l'élé-
ment l(t) qui réalise la correspondance entre l'obstacle et le seg-
ment — i<^<i de ©. A l'élément e = e\l(t)9 o, , nous substi-
tuons l'élément e u(f), o, , ^ de l'espace E(—i, i, t% QO, 6) qui
variera continûment avec dK tant que d^^o. Mais il y a plus;
au paragraphe 28, nous avons prouvé que la fonction /(f), en admet-
tant qu'elle admette une limite pour <£, = o, est continue par rapport
à son argument t et que la fonction V(f) = W[l(t) \ correspondante
vérifie une condition i?rt(î), n étant un nombre positif arbitrairement
grand, même si Û?4 = O; cela justifie le passage à la variable t.
Tels quels, les raisonnements employés au paragraphe 28 ne nous
permettent pas d'affirmer l'existence d'une solution correspondant
à dK = o. Mais nous pouvons conclure affirmativement en employant
la méthode des images. La distance dA étant nulle, complétons la
figure en effectuant la symétrie relativement à jx, et posons-nous le
problème du sillage pour l'obstacle symétrique obtenu par la réunion

de BG et de l'arc symétrique CB,, placé dans un courant de largeur
infinie parallèle à p.,. Ce problème possède au moins une solution
symétrique par rapport à JJI, ; la portion de cette droite située en
amont de C constitue une ligne de courant pour le régime considéré;
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le point de bifurcation correspondant est alors confondu avec le
point C. Il en résulte que le problème du sillage posé pour l'obstacle
donné fixé à la paroi fji4 par son extrémité supérieure C possède au
moins une solution. Il existe donc au moins un élément /(*) de
l'espace E(o, i, t) relatif à la configuration dA = o\ la fonction
correspondante ^(t) — ̂ [^(O]» çVje n°us représenterons désormais
par le symbole lim^T(/), vérifie une condition i?n(ï), ^ étant un nombre
positif arbitrairement grand, dans tout l'intervalle — i£*^ ' • Ces faits
sont à la base des discussions qui suivent et nous permettront d'établir
que la fonction ^'(t) converge continûment vers la fonction lim"5r(/)
lorsque dA tend vers zéro.

Étude du paramètre t0 pour de petites valeurs de b — i. — Le
point t = t0 étant l'image de Zo = eiSo (cf. § 9 ) , l'équation de définition
de tQ s'obtiendra en éliminant Z — <?̂  entre les équations (1.24)
et ( 1 . 5o') ; on trouve ainsi les relations ('l44)

.49)

qu'on peut mettre sous la forme équivalente

-

De ces équations nous allons déduire la conséquence fondamentale
suivante : si la configuration, dans le plan z, se déforme de manière
que dt tende vers zéro (c'est-à-dire si le paramètre b correspondant
tend vers 1) le paramètre îQ tend vers ï et réciproquement.

On a d'abord

/o K N r% dt 1 , r 1 — t
(3.5o) ƒ - = = = = — a r g c h i + 2 r

en utilisant une formule d'approximation bien connue (cf. par exemple,
G. Halphen, Traité des fonctions elliptiques, t. I, p. 271) et en dési-
gnant par + . . . des fonctions qui s'annulent avec b — 1. D'un autre

(144) Cette relation résulte aussi immédiatement de Féquation (J .56) , en y
remplaçant O ( 0 par W(t).
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côté, on peut écrire

/ * + 1 77 —

(3.5i) / - =
J-x \/(i~ t'-

en posant

L'intégrale I, ainsi définie, reste bornée même pour è = i , puisque la
fonction "^(t) vérifie, on Ta vu, une condition £n(t) pour 6 > i .
(Notons que nous n'avons pas encore établi que I est une fonction
nelle de rf4, continue pour rf* = o.) En utilisant (3 .5o) et ( 3 . 5 i )
l'équation de définition ( 3 . 4g') de t0 peut se mettre sous la forme

•o - \ ^ i r i — toi f i
(3.02) —argch 1 + 2 °- -h TT \/2 log

V/2 L 6» — I J
= [7r-W(i) ] |^=argch[ 1 + - A - I H - y / â log 2 | -h I

( V2 L 0 — Ï J \

qui permet de discuter aisément le comportement du quotient _ °
lorsque b — 1 tend vers zéro. Deux cas sont à considérer :

et

Cas ou ̂ ( 1 ) ^ 7 1 . — Dans ce cas, le facteur [rc — V(i)] n'étant pas
nul, le second membre de (3.52) croît indéfiniment lorsque (b—1)
tend vers zéro; I étant fini, le premier membre doit augmenter au
delà de toute limite; cela exige que

h m — 00.
// = i 0 — 1

En utilisant le développement limité
arg chcc = loger -h log2 — -7—- H- . . .,

valable pour de grandes valeurs de a?, nous pourrons, dès lors, mettre
Téquation (3.02) sous la forme

(3.53) log( i -* 0 )+2 lo g .-

z= JLJI0O

ÏHhSE J. KRVVTCïfK>KO
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Le second membre de cette formule augmente indéfiniment comme
—— log(è— i ) ; cela exige que (i — tQ) tende vers zéro, de manière
que la quantité

demeure bornée; (i —10) est donc d'un ordre infinitésimal inférieur
à celui de b — i.

Cas où iF(i) = -ri. — Dans ce cas, la formule (3.52) se réduit à

(3.54) argch i-h 2 7 - + 2 log - v = Y- I + . . . .

Le second membre reste fini pour 6 = 1; cela exige que le quo-

tient l ^ ° soit borné tant supérieurement qu'inférieurement,puisque

l'intégrale I est bornée tant inférieurement que supérieurement (1*5),
les infiniment petits 1 — t0 et b — 1 sont donc de même ordre.

Remarque. — Au lieu d'envisager le cas d'un obstacle fixe BC, on
aurait pu supposer BC variable en fonction de dA (mais astreint à
vérifier, pour chaque valeur de dA, les conditions du paragraphe 25).
Le paramètre t0 correspondant à chaque valeur de dA serait encore
défini par l'équation (3.62), mais dans laquelle ^ ( 1 ) désignerait une
certaine fonction de dK. Si cette fonction est telle que

6 = 1

l'équation (3.52) prend la forme (3.53). Si, au contraire, la limite
de [ii —^ r(i)]log(è — 1) est finie pour b = 1, (3.52) est équivalent à

(3 .55 ) = - ch j 1 —!< log 7 h ï—I ( »
V J 6 — 1 2 ( L 71 J ° />- I 71 ) 2

qui se rédu i t à ( 3 . 5 4 ) lorsque [71 — 1 F ( i ) ] l o g ( è — i ) a une limite nul le .

(145) D'après les hypothèses faites, W(ê) étant continue, diffère de TT d'une
quantité non nulle sur un ensemble de mesure noa nulle.
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On peut préciser la manière dont ^F(i) doit dépendre de dA pour
qu'une telle circonstance se produise; nous écrirons W(i9dA) à la
place de "*F(i) pour rendre évidente cette dépendance.

D'après (3.28) nous avons

0 7 ~ IO7T D-

On en tire
in y IOTT3D2

T - d\

Or? d'après T. M. CXXII11? on peut écrire

ou

et où /(Xo) désigne une fonction holomorphe pour Xo= o.
En combinant ces deux derniers résultats, on est conduit à

l'inégalité
I IO7T3D2

dont on tire

où le symbole + . . . désigne encore des fonctions qui s'annulent (b — 1).
Gela montre que l'on a sûrement

lim [TT — W ( I , d,)] log j - ^ — = o,

moyennant la condition

hm ~-^ — = o.
d,=o «ï

La fonction l(t) étant continue, quel que soit dA, les résultats précé-
dents entraînent la conséquence suivante : lorsque la paroi (x< se
rapproche indéfiniment de l'obstacle, le point de bifurcation 5 = 0
(dont l'image dans le plan t a pour affîxe t0) tend vers une position
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limite, confondue avec l'extrémité supérieure C de l'obstacle. La réci-
proque est vraie.

Raisonnons, en effet par l'absurde. Si l im£ 0 ^ i , l'intégrale du

second membre de (3.49) conserverait un sens lorsque b tend vers i.
Il s'ensuivrait que l'intégrale

1 W(i)dt

\ J ( l — t ) ( Ù — t ) ( i - h t )

qui figure au premier membre de cette formule, resterait bornée
lorsque b convergerait vers i ; or, ce fait est incompatible avec l'hypo-
thèse W(i)yâ o et celle de la continuité de ^ ( ï ) ; donc lim£0= i.

C. Q. F . D .

La fonction /(/) étant continue quel que soit dA, le résultat annoncé
est établi.

Étude du paramètre ——pour de petites valeurs de dK. Nous avons,

en substituant W(t) k<J?(t) dans la formule (1.55),

1t!

Faisons alors t=i' dans la relation (3.49) ; multiplions-en les deux
membres par

j
1 — t

et ajoutons le résultat membre à membre avec l'expression de ù(t)
obtenue ci-dessus; il vient, après quelques transformations immé-
diates,

(3,36)
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l'égalité précédente ayant un sens même pour b = i pourvu que le
point t soit étranger au segment réel (—i, + i ) ; c'est là que réside
l'utilité de la transformation que nous venons d'effectuer.

Il suit de là que û( ï ) , et par suite T(z), reste bornée dans tout le
domaine è, excepté dans le voisinage du segment (— i, i); il en est ainsi,
en particulier, le long de la courbe G,, considérée au paragraphe 27,
qui joint dans © un point intérieur au segment (—oc, I ) à un point
intérieur au segment (è? +00 ) .

Nous avons déjà fait observer que la longueur de l'image deC, dans
le plan du mouvement était minorée par la quantité yc — j B différence
des ordonnées, finie et non nulle? des extrémités B et C de l'obstacle.
Comme d'après (1 .55) et l'équation de définition de t0 (14G)

dl b — i
il en résulte

t — /«
— V B ^ , A ! ƒ < b — t

(h.

La fonction T(z) étant supérieurement bornée sur C^, les hypothèses
faites sur C, montrent que Ton peut trouver une constante positive K ;

non nulle et bornée supérieurement^ telle que l'on ait en chaque point
de Ci, extrémités comprises,

Il suit de là, en appelant L la longueur du chemin C4 (L étant
finie, par hypothèse)

7C-7B^|A|KL,

inégalité qui fournit pour |A | une minorante non nulle; il faut
remarquer que ce résultat ne suppose pas que la distance dA soit
minorée. D'un autre côté, les raisonnements du paragraphe 25
prouvent que le paramètre | A | est borné supérieurement quelle
que soit rf<.

(liG) Cf. le renvoi (*3). Les calculs de ce reovoi montrent que

+t = — A(6 — to)it.
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Cela posé, les relations (1.33) et (1.55) permettent d'écrire, en
remplaçant ^ par sa valeur — A(b — £0)TC>

D'après (3.56) l'intégrale qui figure au second membre est bornée
supérieurement quel que soit br pourvu que b soit fini; comme elle est
positive et comme, par ailleurs, | A| est majoré et minoré? le second
membre est fini quelle que soit dK \ les infiniment petits dx et b — t0 sont
donc équivalents. C'est ce résultat que nous avions en vue.

Allure de la ligne libre étranglée entre Vobstacle et la paroi. — Effec-
tuons dans les plans z et t des homothéties ayant pour centres res-
pectifs le point C d'ordonnée zc et son image t = i , et de rapports

respectifs T-^— et _̂  • Nous poserons

Nous admettrons, comme ci-dessus, que l'obstacle se déforme
lorsque dK varie. Deux cas limites sont alors à considérer.

i° Cas où
lim[7T — "*F(i, di)] log-7 = o o .

D'après (3.53) l'homothétique t04 du point t0 se réduirait alors
à t* = — oo pour b = i. La fonction W(t) étant continue, W(t^) converge
uniformément vers ^ ( i ) dans tout l'intervalle — oo <^<i, lorsque t0

tend vers i. L'image du point ï = é a Taffixe constant t = i.
Dans le plan zAj la distance du point G à l'image de [/,4 reste finie,

en vertu des résultats du précédent alinéa.
La correspondance /(z) étant continue, l'homothétique du point de

bifurcation s'éloigne indéfiniment lorsque t0 tend vers i ; ̂ F(^) tendant
vers ^ ( i ) , l'image de l'obstacle dans le plan zA converge vers un demi-
plan d'extrémité G faisant avec [x1 un angle égal à ̂ ( i ) . En définitive,
on obtient dans le plan zA la configuration représentée sur la figure Ï I ;
il serait facile de construire le mouvement avec sillage correspondant;
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l'étude de la ligne libre correspondante ferait connaître le compor-
tement de X< dans le voisinage de G.

2° Cas où
lim[7r — W(i , d±)] log-7 = 0 .
d±=o O — I

D1après(3.54)l1homothétique^oi de tQ est à distance finie pour 6 = 1 :
cette formule fournit la distance CO, puisqu'elle permet de calculer
la valeur de iüi :

Comme l im 1 F(j )=: u présentement, ^F(^) converge uniformément
vers ri dans tout l'intervalle —oo<£<i . Quant au plan zi9 une
discussion analogue à la précédente montre que l'image de l'obstacle
se réduit à la limite au demi-plan parallèle à (^ et arrêté au point C;

Plan x

*

tig. IJ.

Image de p^

w
Planz%

Fig. ii

Image

•'.-c"b

bis.

de JJL,

Image de
l'obstacle

l'image du point de bifurcation et celle de la paroi seront situées à
des distances finies. La configuration correspondante est représentée
sur la figure 11 bis.

Étude de la fonction limite ù(t). — Envisageons maintenant une
suite dénombrable de configurations d(i = 1, 2, . . ., 00) caractérisées
par les éléments ^(7) , a, (3 et du dont les trois premiers, ne dépendant
pas de i} définissent un obstacle fixe; nous admettrons que les
distances du forment une suite décroissante telle que

=^ o.

A chaque configuration d{i^é 00) correspond, d'après le théorème
d'existence du paragraphe 28, au moins un sillage, c'est-à-dire au
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moins un élément ,3? = a? /,(/), o, T et, par suite, au moins une

fonction ^F[/((r)] et une fonction üi(^). On a vu que les fonctions ^[^(0]
appartenant toutes à l'espace £Jt\ étaient également continues;
d'après le théorème d'Arzela l'ensemble ^[^(z)] sera compact. De la
suite infinie "^[^(O] (* = I? 2> • • •> °°)5 n°us pouvons donc extraire
une suite partielle ^[£/(*)] (y = 1, 2, • • • ? °°) convergeant uniformé-
ment sur tout l'intervalle — I ^ ^ I vers une fonction limite ^[l{t)\
de l'espace i?a(ï) (

iA7)- Ces résultats permettent d'étudier le compar-
timent des fonctions Q/(î) correspondantes. Chacune d'elles, en effet,
est définie dans le demi-plan supérieur ©,- par les conditions frontières
suivantes :

®J(t) = W[?/(t)]~K pour — i g ^ / 0 / , ®j{t)-W[!j(t)] pour tQ£t£i,
0j(t) = o pour bj^l^oo, Tj(t) = 0 pour —°o^'^—1 et i^tûb;,

où £oy désigne Taffixe de l'image du point de bifurcation dans le plan %r

II suit de là que la suite üt(t) convergera vers une fonction limite Q(t)
qui résout le problème mixte de Dirichlet suivant :

= W[l(t)] pour — 1 ^ 1 , 0(O = o pour I < ^
—o pour — 0 0 $ ^ — i ,

la convergence est uniforme dans tout le demi-plan supérieur, le
voisinage du point t=i excepté. C'est ce qui résulte, en effet, de
l'expression (3.56) de £2(î)qui fait correspondre à toute suite con-
vergente de fonction ^[(/(z)] une suite convergente de fonctions Qj(t)\
des artifices analogues à ceux utilisés au paragraphe 10 permettent
de transformer (3.56) de manière que l'expression correspondante
de Qj(t) ait un sens pour — i<r<^ 1. En langage hydrodynamique,
cela veut dire qu'il existe un sillage limite correspondant au cas de
l'obstacle fixé à la paroi par son extrémité supérieure; les vitesses
tendent uniformément vers leurs valeurs limites dans tout le domaine
du fluide en mouvement, exception faite du voisinage du point r = 1.

(147) Gela n'implique nullement que l'ensemble W [ / Ï ( 0 ]
 n e possède qu*un

seul élément limite W[l(t).
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CHAPITRE IV.

Unicité des solutions du problème de Helmholtz.

30. GÉNÉRALITÉS. OBJET DU CHAPITRE. — Au cours du précédent
chapitre nous avons établi l'existence d'au moins une solution pour
le problème du sillage et de la proue posé relativement à la configu-
ration des parois rigides, définie dans le plan z au moyen des élé-
ments **F(/), <*, P, dx et d2. Dans ce chapitre, nous nous proposons
de discuter le nombre de ces solutions et, en particulier, à signaler
quelques cas où la solution est unique. Malheureusement, les résultats
acquis dans cet ordre d'idées sont loin d'avoir la généralité de nos
théorèmes d'existence; les modes de démonstration des théorèmes
d'unicité reposent essentiellement sur quelques hypothèses supplé-
mentaires de régularité et de forme [existence de la dérivée Wf(f)
höldérienne, convexité ou symétrie de l'obstacle, etc.] dont les
méthodes employées ne permettent guère de se passer (148).

Signalons aussi que notre discussion d'unicité nous a permis de
dégager quelques propriétés géométriques des régimes de Helmholtz
relatifs à certaines configurations remarquables des éléments rigides
(c/. §§ 54, 35). Parmis ces propriétés, citons la suivante : la dis-
tance dA de robstacle à ia paroi est une fonction croissante du débitai
correspondant lorsque l'obstacle (symétrique ou convexe) reste fixe.

Le plan général des recherches qui suivent est dû en gros
à M. Leray(M 9) .

Dans les premiers paragraphes de ce Chapitre, nous introduisons
les hypothèses complémentaires de régularité de l'obstacle qui

( u s ) Signalons, toutefois, les résultats annoncés par M. Lavrentieff dans une
Note récente des C. R. de PAcad. de VU. /?. S. S. Les énoncés de M. LavrentiefF
ne semblent concerner que le cas symétrique du problème du sillage. Les hypo-
thèses que cet auteur fait sur la nature de l'obstacle ont été énumérées dans le
renvoi en bas de la page 7.

( m ) En particulier, les quatre derniers paragraphes de ce chapitre suivent
de très près l'exposition de M. Leray.

THESE J. KRAVTGHENKO.
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légitiment la différentiation (au sens de M. Fréchet) des équations
deM. Villat.

Nous réduisons ensuite la discussion de l'équation aux variations
ainsi obtenue à un problème aux limites du type envisagé par
M. Weinstein, et nous indiquons, en utilisant des raisonnements de
M. Friedrichs, des cas où ce problème ne possède d'autres solutions
que zéro (45°). Les méthodes de M. Leray permettent alors de
conclure.

3 1 . NATURE DE L'OBSTACLE. DIFFÉRENTIATION DES ÉQUATIONS DE M. VILLAT.

— Au cours de ce chapitre nous admettrons que les conditions
imposées à l'obstacle au paragraphe 23 sont remplies; de plus, la
fonction Wf(l) sera assujettie à vérifier la condition de Hölder

\Wf{t)—Wf{l1)\<:COï}St. \l—l±\v- pour xil^h^fi,

d'exposant p- supérieur à - (134)- Nous introduirons l'espace linéaire,
norme et complet H[1(/), qui se composera de l'ensemble des fonc-
tions w(l) définies sur un intervalle fini et vérifiant dans tout cet
intervalle une condition de Hölder d'exposant [/.. Par norme |
de w(l) dans K^(f), nous entendons la grandeur

G étant la plus petite constante vérifiant l'inégalité

D'après ce qui précède, Wf(l) est un élément de l'espace H^(/). Nous
désignerons par E(a, (3, /, [/.) l'espace abstrait constitué par des fonc-
tions \P"(Z) dont les dérivées Wf(l) soient des éléments de HlJL(/). Nous

(33°) Pour cette partie de mon travail, je me suis servi de quelques résultats
de M. Jacob.

(1S1) L'utilité de cette restriction apparaîtra au cours de ce paragraphe; notons,
toutefois, que la discussion d'unicité du problème du sillage ne nécessite pas
une hypothèse aussi stricte; nous n'avons introduit celle-ci que pour unifier
notre exposé.
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appellerons Cip et C ^ les plus petites constantes telles que

et nous nommerons norme f ^ / ) ! ^ de W(l) dans E(a, (3, /, JJL) la
grandeur

1 ^ = {Maximum de \W (l)\ dans l'intervalle (a, p)-f-Cir }

-h { Maximum de | W(O ] dans l'intervalle («, (3) -+- Cw }•

Dès lors, il est clair que l'espace E(a? (3, /, (x) est linéaire, complet
et norme au sens de M. Banach. Nous allons montrer que moyennant
les hypothèses faites, les fonctionnelles des problèmes du sillage et
de la proue peuvent être différentiées au sens de M. Fréchet toutes
les fois que (a + î) et (è — i) sont distinctes de zéro.

Problème du sillage. — Au cours de ce paragraphe l(s), a, b ne
désigneront plus nécessairement les inconnues du problème du sillage
posé pour la configuration du plan z définie au moyen des élé-
ments **F(/), oc, (3, dA et d2 ; la fonction /(ƒ) sera un élément quelconque
de l'espace E(o, it, s) — f ce qui implique, rappelons-le, l'existence de

la dérivée ^ vérifiant une condition £n(s) dans tout l'inter-

valle o<^<7ij — et ne sera donc pas nécessairement croissante dans

son intervalle de définition; a et b seront deux paramètres assujettis

à vérifier les inégalités

a-+-i<Oj b — i > o,

moyennantlesquelles les fonctions elliptiques considérées par M. Villat
et construites à partir des demi-périodes &A et w3 correspondantes
[cf. (1.6)] ne seront pas dégénérées; les symboles tels que

Op[<ù±U, Gû1? (ùj]

par exemple, auront un sens.
Soient alors deux systèmes voisins d'éléments

W(l)} a, j 3 , l(s), a, b, dl9

W*(l)} a% (3% /*(*) , a\ b\ dl



Nous nous proposons de comparer les deux configurations dans le
plan z que les formules de M. Villat font correspondre à chacun
d'eux; pour abréger les écritures, nous poserons (152)

(

= (3*— (3,

Dans ces conditions ^ F [ / ( J ) ] subit au point Z = eu une variation
[puisque la fonction W(l) et son argument l(s) varient], dont la partie
principale (163) est donnée parla formule

(4-3) 8Wll(s)] = àW[l{s)] + W[l{s)]dl{s).

De ces définitions, il résulte que AW(l) est un élément de l'es-
pace E(a, (3; /, [/.), puisque cette fonction est égale à la différence de
deux éléments de cet espace. D'autre part, les fonctions l(s) envi-
sagées appartenant à l'espace E(o7 71, $)(*54), 8/(J) seront donc aussi un
élément de cet espace [cf. (4.2)]. Il suit de là que A^F[/(V)] et AW[l(s)]
envisagées comme fonctions de s, vérifieront les conditions de Hölder
d'exposant [x; cela montre que ^ [ / ( O ] 3/(•?), et donc, d'après (4.3),
o*F[/($)]. sont des éléments de l'espace H ^ J ) dans tout l'inter-
valle o<s<n. En se reportant aux définitions des normes dans les
espaces Htx(^); E(o, ix, s) et E(a, [3, /, [x) et en notant que

(lü2) Le symbole A est réservé de façon exclusive aux variations subies par les
éléments du plan du mouvement, c'est-à-dire par ies éléments connus à
Favance ; les quantités telles que ÀW(/), Aa, A(3, etc., joueront dans la suite le
rôle des variables indépendantes; au contraire? la variation d l(s), par exemple;

correspondant à deux configurations voisines données du plan z sera, dans le
paragraphe suivant, considérée comme inconnue à priori. Au cours du para-
graphe suivant, d l(s) ne désignera d'ailleurs plus la différence t(s) — l(s), mais
seulement sa partie principale.

(1S3) Relativement aux éléments AW(l) et èl(s).

(1U) On pourrait même affirmer que —_A existe, puisque Wf(l) vérifie une

condition de Hölder (cf. § 22) ; nous n'aurons pas à utiliser cette propriété.
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on établira aisément l'inégalité

(4.3') |[ »W[l(s)] Uji g {[| 3 Z(5) || }

Remarque, — En vue de la différentiation des équations du pro-
blème de la proue, il est essentiel de noter que les résultats qui
précèdent, et qui concernent la correspondance entre les plans z et Z,
peuvent être appliqués à la correspondance z = z(t). La fonction l(t)
qu'on envisagerait alors serait un élément de l'espace E(— i, i, i)\ il
s'ensuivrait que ^^ [ / ( î ) ] vérifierait une condition de Hölder d'expo-
sant [x dans tout l'intervalle — i<t<i. On aurait notamment
(4.3') | àW[l(t)] - dW[l(- i)]£consi. 11 + t l^const .^

puisque, d'après (1 . io'), la fonction /(Z) + 1 présente pour Z = i un
zéro double.

Grâce à l'introduction de /(*), on peut donc établir que pour s = o
ou J = 7Ï, o1ïr[/(^)] vérifie une condition de Hölder relative à s et
d'exposant af/..

Ceci posé, nous allons évaluer les parties principales des accrois-
sements subis par tous les éléments (paramètres et fonctions) qui
interviennent dans les formules de M. Villat.

L'équation (1.24), différentiée, définit la constante os0,

(4.4)

égale à la partie principale de (J*— sQ).
Des relations (1 .6), (1.6 ;), (1.8), (I .S7), OQ tirera les expressions

de ÖOÜ! , oco3, oy? oq et Bs^, en fonction de oa et Se, expressions qu'il est
inutile de former explicitement. Dès lors, la partie principale o£2(Z)
de l'accroissement Û*(Z) — Û(Z) subi par la fonction Û(Z), définie
par (1.23) ou (1.51), est donnée, en un point Z fixe, par la formule
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où $(s) désigne la fonction associée à 1F[^(^)] {cf. § 12), 8(e) la

fonction 6(p, g) de Jacobi, 9 et v* les quantités —?— et —
V ? • / / ' ^ 2Z7T 271

L'interprétation de ce résultat, dont le lecteur trouvera plus loin la
justification, est la suivante :

i° L'ensemble de deux premiers termes du second membre de (4.5)
définit une fonction F(Z) analytique dans la couronne C(q<| Z | < i) ;

régulière partout sauf pour Z = Zo et Z = Zo (Zo = eis\ Zo = e~lH) et
dont la partie réelle, nulle sur | Z | = j , est égale à ̂ [ A / ) ] sur j Z j = i.

2° Le troisième terme du second membre de (4.5) représente
une fonction F4(Z), analytique dans G, dont la partie réelle, nulle

sur | Z | = i, est égale à — J T ^ e " ) è-l pOur Z = qeh. [T(geis) étant la

partie imaginaire de Û(Z) = 0(X3 Y) + iT(X, Y) sur | Z | = ? . ]

Enfin F(Z) et F4 (Z) sont toutes deux réelles pour Z réel. L'ensemble
de ces conditions suffit pour déterminer sans ambiguïté chacune des
fonctions F(Z) et F1 (Z) et, par suite, la fonction Sû(Z).

Pour établir les résultats qui précèdent, nous partirons de l'expres-
sion ( 1 . 5i) de Û(Z), valable pour ^<
on trouve

i; en différentiant (1.5i)

- f - l <

relation où l'on a posé encore

:
2171

S

271 271

Or, la fonction 0(r, </) vérifie, comme il est bien connu, l'équation de



— 207 —

la chaleur

dv2 L àlogq'

dont on tire

dvdlogq 4^2

Ges deux relations permettent de remplacer les dérivées de 6(p, q)
relativement à q par les dérivées de cette fonction relativement à v; la
somme des second et troisième termes de (4.6) peut donc s'écrire

ou encore, en passant à la fonction $ ( J ) au moyen des relations

pour

7i pour

établies au paragraphe 12,

L 0 ( ) j

Cette expression est identique au dernier terme F ^ Z ) de la for-
mule (4.5). Dans (4.7) nous pouvons substituer aux fonctions 0(p, y),
les fonctions 'Çu et pw (avec Z/ = 2CÜ4^ Ü4 = 2 ( Ü ( ^ , M 0 = 2 W ^ 0 ) de
Weierstrass. On a? en effet?

On en tire successivement



— 208 —

en sorte qu'il vient finalement

x[

( M _ a,) \ds.

Pour achever l'identification de (4.5) et de (4.6), il suffira de
transformer la somme des premier et dernier termes de (4.6) en y

substituant à -~~~- son expression en X,u (rappelée ci-dessus) eL en se

servant de Téquation (4.4). Ainsi, la formule (4.5) est complètement
vérifiée. Pour abréger, nous poserons

(4.8) F(Z) = ^ -
«70

D'après sa définition même, F(Z) est une fonction analytique,
régulière pour g<\ Z| <^ i et uniforme dans la couronne C; si, en effet,
l'argument de Z varie de 2ri, l'intégrale de (4.8) s'accroît de la
quantité

[car £(M + 2-<*>i) = (w + 2Yji] égale précisément, en vertu de (4.4)5

à l'accroissement — changé de signe — du terme fini de cette formule.
Nous allons maintenant indiquer les conditions aux limites qui

déterminent la partie réelle de F(Z) dans la demi-couronne d.

i° La partie réelle de F(Z) est nulle pour 7j = qe1s. L'expres-
sion (4.8) de F(Z) est, en effet, valable pour |Z | = ç. Faisons
donc Z = qels dans cette formule et utilisons la relation

( 4.q) t ( u -\- (Ù.) — t u -+- f- y?
v u/ *N f ^ 2 pu — e
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(cf. VIIQ T. M.); Y]3 étant une imaginaire pure, £w, pu et pfu étant
réels pour w réel, la partie réelle de F (s) le long de | Z | = q se réduit à

quantité égale à zéro en vertu de (4.4).

2° La fonction F(Z) est réelle pour Z réel. Cela résulte de la
formule d'addition de la fonction X,u

(c/. CIII^ T.M.). Pour Z réel et positif, par exemple, u = ~ l°gZ est

une imaginaire pure ; u^ = — s est réel; le second membre de la formule

précédente est réel, puisque ip'u et itu sont réels. Notons que la
contribution de %Qu dans (4.8) est nulle en vertu de (4.4).

3° La partie réelle de F(Z) au point Z = etJ> est égale à oV[/($)].
Cela résulte du fait que le second terme de (4.8) est imaginaire
pour Z = eu et de la formule (1 . i5) de M. Villat qui résout le pro-
blème de Dirichlet dans un anneau. Il s'ensuit que la partie imagi-
naire de la fonction

est égale, pour Z = e'% à

( i ^ r ^ ~i

Diaprés le théorème de Fatou et Priwaloff (cf. § 11) cette expression
est un élément de l'espace H^(i'), puisque STF[/(^)] appartient à cet
espace.

Il résulte de ce qui précède que la fonction F(Z), définie dans rf, est
prolongeable à travers Taxe réel; elle est donc complètement définie

THTSF J KRAYTCHEMvO
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dansC par la donnée de l'élément o "*F[/(,?)]? pour une solution donnée
du problème de Helmholtz.

Nous allons maintenant étudier les conditions limites que vérifie
dans d la fonction F1 (Z), définie par (4. 7').

i° La partie réelle de F4(Z) est nulle pour Z = e<£. Telle quelle,
l'expression (4. 7) n'est pas valable pour Z = <?'% puisque, alors u = uA

pour s = Si et l'élément différentiel de (4.7') devient infini pour cette
valeur de l'argumenté. Comme la quantité [2.^11 p u -+- pfu] est régu-
lière pour u = o, l'expression (4.7') de F< (Z) se scinde en deux parties ;
la première F2(Z),

(u- ut)p(u - Wl)-h (a + u^piu-h ux)

n'a pas de sens pour Z = £'£; Télément différentiel de la seconde,
qu^il est inutile décrire, est fini et réel pour Z = ^?£, en sorte que sa
contribution à la partie réelle de F< (Z) est nulle à cause du facteur i
de (4.7').

Pour étudier les valeurs frontières de F2(Z), nous nous servirons
de l'artifice classique (cf. § 10) et nous écrirons le second membre
de (4. g) en y supposant d'abord | Z | je. 1 ?

(4.10) F t ( Z ) ^ -

X [ ( M — ) j (

Comme dui^^^dsJ le deuxième terme de (4.10) s'intègre sans

difficulté grâce à la formule

/ ( w — u i ) p ( u — w t ) ( i w ! ^ ( a — ux) Ç ( M — tfi) H- ƒ Ç ( a — ax) d u x
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et celle qu'on en déduit en changeant ui en — Ui\ on t rouve aussi que
pour Z = elt sa contribution à F 2 ( Z ) , égale à

est purement imaginaire. Quant au premier terme de (4.10), obser-
vons que le facteur entre accolades qui figure dans son élément
différentiel est réel pour Z = et& et présente un pôle de premier ordre
seulement lorsque e = ^; l'intégrale correspondante a donc un sens,
puisque $(5) appartient à l'espacei?n(j) pour sQ<s<r, et o<s<s0 et est
réelle; le terme considéré est donc, pour Z = e^it^s^), imaginaire
pure. c. Q. F. D.

20 La fonction F<(Z) est réelle pour Z réel. Nous laissons au
lecteur le soin de vérifier ce point, évident à priori. Il suffit de
s'appuyer sur les formules d'addition pour les fonctions Çu et pu.

3° La partie réelle de Fi (Z) est égale à — -—̂f~~̂  " pour Z = g eli.

En effet, l'expression (4.7') de F,(Z) a un sens pour Z = qe/e. La
formule (c/. VIIaT.M.)

P

montre que lesquantités p(u-+~uA), p(ii — «,), pf(u — iii), j
sont réelles le long de |Z| = j (15S), la partie imaginaire de Ç(w — M,)
étant égale à Y]3. Dans ces conditions, la partie réelle de l'expres-
sion (4. 7') de F, (Z) sera donnée, pour Z = q ele

7 par la formule

x p — e —,

On se rappellera que, pour Z — g eis, on a

!
TU



en remarquant que la contribution des termes constants de l'acco-
lade (4.7') est nulle en vertu de (1.16). Or. la relation de Legendre
(X6 T.M.) donne

ce qui permet d'identifier le second membre de (4. 11) avec la

quantité Je* ^^ogq calculée directement, à partir de (1 . i5).
C. Q. F. D.

Nous écrirons

17Ï

D'après ce que nous avons vu, o û ^ Z ) vérifiera le long de j Z | = 1
une condition de Hölder d'exposant \L9 puisque sa partie réelle, égale
à o T t ^ ) ] pour | Z | ===== 1, vérifie aussi une telle condition. II s'ensuit
qu'au point Z = Zo = elg* on a le développement limité

(4.1*') A ^

où le symbole . . . désigne une fonction de Z hölderienne, nulle
pour Z = Z0.

Remarque, — L'expression (4.6), et, par suite, (4.5), de Sû(Z) ne
dépend de a, ô, Sa et Se que par l'intermédiaire de 9(0, b) et
de Sgr(a, 6); d'après ce que nous avons vu au paragraphe 14 la
fonction q(a, h) se comporte régulièrement lorsque l'un des para-
mètres a et b (ou les deux à la fois) augmentent indéfiniment; la
formule (4.6) restera donc valable au cours de cette transformation.
Nous allons maintenant étudier la partie principale de l'accrois-
sement jf*(Z)— y(Z), égale à la différentielle ofÇL) calculée en un
point Z fixe. Nous avons, en différentiant (1.4), la relation

+ J _ i i ± . —
n t — b 71 (l — a){t — b)

dans laquelle les logarithmes interviennent avec les déterminations
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choisies au paragraphe 9, et le symbole S ̂ (Z) désigne la différentielle
de la fonction t(Z) [cf. (J .9)] prise en un point Z fixe.

Pour évaluer 8z(Z) nous utiliserons la formule (1bC)

9 -y-9 -7-—Y 3 log# -

(où le premier membre représente la variation subie en un point u
fixe) et celle qu'on en déduit en la dérivant par rapport à w; suivant
l'usage, u et 9 sont reliés par la relation u = 2 ^ 9. Nous poserons

(4. i4') ^ P " ~ à pi u -h 2cot p
fu àv.

D'après cela, le symbole Bp^ «représente la variation subie par p (2 w4 *»)
en un point v fixe. On aurait, avec les mêmes notations, une formule
analogue pour opfu.

Dans ces conditions, la formule ( l . i o ) , dans laquelle on pose

['ƒ.(!. 7)1

donne, après différentiation

d fp'u-p'r\ ,
dy \pu pYJ

(156) Le lecLeur vérifiei^a sans peine la formule du texte en différentiant la
relation

j ( )

dans laquelle p reste fixe; on utilisera l'équation

d^ 9 dB

et Ton introduira dans l'expression de ia dérivée un terme additif en dv pour

tenir compte de

un point Z fixe.

tenir compte de la variation subie par la fonction p = — p(Z, co2, co^ y) en
2 COj



De l'ensemble des formules (4. i3), (4. i4') et (4. i4") et (4. i5),
résultent les conséquences suivantes que, presque toujours, nous
pourrons vérifier directement.

i° La fonction S/(Z) est analytique et régulière sur le cercle Z = eh ;
3/(tf") est d'ailleurs réelle ; ce résultat est évident a priori puisque f(eis)
est une fonction réelle de s.

Au point Z = Zo = eis% nous avons le développement limité

formule où le symbole . . . désigne une fonction analytique présentant
pour Z = Z 0 un zéro d'ordre 2 au moins. Pour justifier directement
(4.16), il suffira dedifîérentier la relation (2.11) que Ton peut encore
écrire

2° La fonction / ( Z ) est régulière le long des segments (•— i, — g)7

(q. i) de l'axe des X? les points Z = ±q exceptés; dans les voisinages
de ces points on a

(4.17) â/(Z) = — ̂  9 — i ^ i log(Z ~h^) +série entière en (Z+g) ,

(4.i7') 3/(Z) = + ^ (J
q . - 2Ü 2 log(Z - y) + série entière en (Z - y).

T: (ZJ — rj) 7i

Ce* développements limités peuvent se justifier directement en diffé-
rentiant (2.9).

3° La partie imaginaire I o / ( Z ) de S/(Z) est égale à

Ïê/*(Z)— ötj>1H z——§\ogq le long de Tare ^I^.Ç^TT du cercle Z = ^

et à

Id/"(Z)=—èty%-\ =——- ëlogq le long de Tare o^s^sx du cercle Xz=zqeis.

La présence des constantes additives &ĵ  et Ŝ 2 dans les formules
(4.18) se justifie par la simple inspection de l'expression (4. i3) de S/,
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compte tenu des déterminations choisies pour les logarithmes de (t — a)
et de (t — b) qui y figurent (cf. § 9). Quant au terme variable de (4.12),
il ne peut provenir que de la partie imaginaire du terme

de (4. i3) [cf. ( l . io) ] puisque t est réel pour Z = qels et que la
constante SD est réelle. Tout revient donc à établir l'égalité

-T-

(k.iq) -£±J_ i l m a g , àf(ge^) z= J ^ ^ ~ i •
v y ; dt{qe1") & w ; t/,ç y

Or, l'argument w est réel pour Z — qels [cf. (4. i4')]? ^ s'ensuit que
les différentielles Sp, M et Sp'̂  zi correspondantes sont aussi réelles, ainsi
que op^y et 8p\ y [cf. par exemple (1.6 ' )] .

La contribution à l$t(gels) ne peut donc provenir que du terme

i^ov de (4. i5), égal pour Z = qeis à [cf. (4. i4")]

dt ds dZ . dt(qe") n f àr x . y \
a,? dZ du a5 Wi \ 4 2 a

On en tire la relation, valable pour Z = q eJ%

. d t s d t { q e l s ) s , . ^ d t ( q e ' * ) d q

qui justifie (4.19) et par suite (4,18).

4° La fonction of(Z) n'est pas régulière pour Z, = qelSi(cf. le §9);
dans le voisinage de ce point, on peut écrire

Pour vérifier directement (4.20), il suffit d'observer que les points
t = oo et Z = Z. se correspondant, on a, dans le voisinage de Z = Z ( |

d'après (1.4),



— 216 —

tandis que (l .9) et ( 1 . io') permettent d'écrire

z - z , +'"'

On a donc, en définitive, le développement limité

qui, differentie, conduit à la relation (3.18).
En résumé, ofÇL) est une fonction analytique de Z, définie dans le

domaine d\ §/(Z) est régulière en chaque point intérieur de d et sur
ses frontières, exception faite des points Z = d= q et Z = Z^.

Bemarque. — Les expressions (4. i3) et (4. i5) de ofÇL) et ot(Z)
font intervenir explicitement les paramètres S^4, S^2, §# et 06; telles
queues, ces formules ne sont donc valables que si ^ et ^2, & et b
restent finis; nous laissons au lecteur le soin de lever cette indéter-
mination apparente en utilisant les transformations du paragraphe 14.

Dans la suite nous aurons encore à nous servir de la diffé-
. u ddf(Z)rentielle—4r—^

ïi serait aisé d'en former l'expression explicite en dérivant par
rapport à Z les formules (4.i3), (4. i4) et (4.i5); mais nous nous
contenterons de signaler les propriétés suivantes de dS/(Z), faciles
à vérifier directement.

i° -'̂  • est une fonction analytique de Z, réelle le long des
frontières de la demi-couronne d, le demi-cercle |Z | = gf excepté.
Elle est régulière pour Z = eh; elle n'est pas holomorphe pour Z = Ẑ
etZ=±?.

20 —-——- est régulière pour chacun des segments —i<X<^—q.
q<^ X<i , les points Z = zbç exceptés. Dans le voisinage de ces points
on a, en différentiant (3.17') et (3.17),

dZ — {

2 ^ , àq
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3° —jj— est régulière le long du cercle Z — q eis, les points Z = dtg

[cf. (4.21) et (4.21')] et Z —Z< exceptés; en ce dernier point, on a
le développement limité

dZ ~ S " (Z —Z t)
2 H 7T Z— Zx

 + ' " *

qu'on retrouve directement en différentiant (4.20).

Remarque. — II serait aisé de vérifier que les différentielles §I2(Z),

S/(Z), -^ relatives aux cas du courant fluide limité par la seule

paroi \LA ou au courant illimité, s'obtiendraient en effectuant sur les
formules obtenues au cours de ce paragraphe le passage à la limite
utilisé au paragraphe 14. Lorsque [A2 s'éloigne indéfiniment, [̂  restant
à distance finie, Zi tend, on l'a vu, vers +q\ les relations (1.43)
et (1. 5o) montrent qu'à la limite / ( Z ) possédera pour Z = q un pôle
d'ordre 2; dans le voisinage de ce point, on aura

(4 .22) f — — A ' .; — - H !

en sorte qu'en dérivant il vient

Nous sommes maintenant en mesure de montrer que la transfor-
mation fonctionnelle V [ / ( J ) , XF(/), a, (3, #, b] définie par (3.36)
possède une différentielle au sens de M. Fréchet. On tire, en effet,
de (3.36), en tenant compte de ( 1.33"),

•ÔT(e")ds

le premier membre désignant la partie principale de l'accroissement
dl/(s) dL(s) dh(s) , - . l 7 ?e r T J •»

— 2 ^ •j—t que — j - ^ subit en un point L = eis fixe. Le deuxième
THKSE J. KRAVTCHENKO. 28
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facteur du second membre de (4.23) s'annule pour s = s0; d'après
(4.12) il se présente, en effet, sous forme de la somme de la quantité

?0— dT,(ew)

[qui possède un zéro simple pour s = s0 en vertu de (2.11) et de la
continuité hölderienne de S T̂  (e1A)] et de la quantité

qui s'annule comme s — sQ pour s = sQ en vertu de (2.11) et (4.16).

Il suit de là que l'expression (4.23) de —~r^ est régulière pour s = sQ

malgré la discontinuité du facteur — =r pour cette valeur
ff— (5 — 50)

de s, et vérifie une condition de Hölder d'exposant \L pouro<f<7t.
La relation (4.23) définit la fonction O L ( J ) , à une constante

additive près; pour déterminer celle-ci, nous utiliserons l'une ou
l'autre des équations donnant a ou [3 [cf. l'égalité(3.19) et les précé-
dentes] qui fournissent, après différentiation, les conditions

Les deux fonctions 0 L(/) que Ton détermine ainsi sont identiques entre
elles; en effet, en différentiant (3.19), on obtient la relation

ds

qui exprime la compatibilité de (4.23) et de chacune des équa-
tions (4.24).

Nous ferons remarquer que les parties principales o^4 et 0̂ 2 des
accroissements ^* — tyA et 4^ — ̂ 2 de tĵ  et ^2 interviennent dans
les formules (4.23), (4.24) et (4.240 P a r l'intermédiaire de dof(eiS),
c'est-à-dire par l'intermédiaire de (S^ + §^2) seulement; on s'en
assure aisément en dérivant par rapport à Z l'expression (4.11)
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de o f (TA). A cet égard la relation (4.24') peut être considérée comme
équation de définition de S î + ^ 2 \ résolue par rapport à cette diffé-
rentielle, (4.24') en fournira une expression linéaire et homogène
relativement à 3"*F[/(.v)], Aa, Af3, oa, ob et $s0.

Ces résultats entraînent les conséquences suivantes :
i° la fonction SL(j)est définie à partir des éléments W(l), oc, (3, l(s)}

a, b et de leurs accroissements À1F(/), Aa, A[3, Bl(s)} oa et ob [cf. (4.2)]*,
nous pouvons donc poser
(4.»4a) 3L(*) = W[/(5), W(l)} a, (3, a, b, à l(s), Af(/), Aa, A{3, 8a, ib];

2° la transformation fonctionnelle W ainsi définie est complètement
continue par rapport à tous ses arguments et est, de plus, linéaire et
homogène par rapport aux six derniers d'entre eux;

3° la transformation W fournit des fonctions S L ( J ) appartenant
à l'espace E(o, ri, j , JJ.).

Observons que ol(i) n'intervient pas dans W que par l'intermédiaire
de 8 V [ / ( J ) ] ; d'après (4.3) W ne dépendra pas de Sl(s) lorsque ^F'(0
est nul, c'est-à-dire dans le cas d'un obstacle rectiligne.

Nous nous proposons maintenant de montrer que la transfor-
mation W définie par l'équation (4.24 Û) est la différentielle, au sens
de M. Fréchet, de la transformation V définie par (3.36).

Pour abréger l'exposition des calculs qui suivent, nous conviendrons
de représenter par K des fonctions bornées des caractéristiques
géométriques de deux configurations voisines que nous envisageons.
Posons [cf. (4.2)]

Comme y(/i, s) peut encore s'écrire

T(A, s) = V'*[*(s) -h h à /(s)] - W»[l(s)] -4- V'*[/

il vient, d'après (4 . i) et (4 .2 ) et pour | h\ borné,

donc, a fortiori, [/. étant inférieur à 1 ( i 5 7 ) ,

(4.26) | Y(A, s) |^K {| à l(s) |*+ | A W'[l(s)) ̂  } ^

157) La dernière inégalité s'obtient en remarquant que, pour | x \ <. 1, on peut
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La première de ces inégalités donne

(4.27) ;!'(/*, S ) - Y ( ^ S ' ) ^1113/(0. + , A * " ^ ) ] , ^

puisque, d'après les définitions mêmes des normes dans les
espaces E(o, TC, S)—dont S/(J) est un élément — etE(a , (3,/, ;JL) auquel
appartient àW(£), on peut écrire

et
| I A Wf[l(s)] i^- | A Wf/(5')1 > |^ 2 !| A ^

D'un autre côté, y(A, .*), envisagé comme fonction de s, se présente
sous forme de différence de deux fonctions hölderiennes; on a, en
effet, d'après (4. i) et (4.2),

\t(h,s)-y(Jhs>)\

= 11 V*[Z(O -h A a /(*')] - ^*[/(s) + /i 3 /(5)] I - j *F'[/(/)] - W[l(s)] \ |

^ | const. | ?(s) — l{sf) -^ h à l{s) — h à l(sf) \v- — const j l{s) — l(sf) \

d'où

, 5 ' ) 1^ c o n s t . \ s — sf\v<

puisque les fonctions /(V) et 0 i{$) vérifient chacune une condition de
Lipschitz.

Appelons alors p une constante positive inférieure à 1; pour des
raisons qui apparaîtront plus tard nous la choisirons de manière

que p ̂ > —. Les inégalités (4.27) et (4.28) permettent d'écrire

(4.29) J y(h, s) - T(/i, s') | ̂  K { '| a I{s) II +

Cela posé, on tire de (4. 26)
= a/(5) f T ( A , S)dh.

choisir une constante bornée telle que

* \ ̂  const. | n - x |*\

Notons que les symboles K des deuxième et troisième termes de l'inégalité
peuvent n'avoir pas la même valeur.



En remplaçant [y(A, s)] par sa majorante (4- 26), on déduit de (4.3o)

] | ̂  Ü 3 ((s) jj f ; Y(A, *) I dh

^K|| 3/(5) H (1,3/(5) 11

puisque 1 — p est positif.
De plus, (4 .3o) donne

H f

Cornme o/(j) vérifie une condition de Lipschitz, l'inégalité précé-
dente entraîne, en tenant compte de (4.26) et (4 .29) ,

(4.3a) ] d^WC/̂ )] — «2^-[/(O1 l^K{ II 3/^) É H- |, AW[/(*)] ||t ^ ̂ ( '-P> | , _ ^ [Î P.

Les inégalités ( 4 . 3 i ) et (4 .32) expriment que 821F[/($)] constitue
un élément de l'espace ^ ( 5 ) (cf. le début de ce paragraphe); on peut
donc les condenser en une seule en écrivant

/ v ( i i 5 / / . v n . 1 A n r r > / . \ i n ) i+(Jt,tl—p)

Considérons alors une fonction w(s) définie par la relation

dans laquelle K ( J , s') désigne une fonction analytique, régulière de
ses arguments; d'après le théorème de Fatou et Priwaloff W(J) est
un élément de Hu(j). Nous avons, en appelant OOP(J) la partie princi-
pale de l'accroissement w*($) — w(s) qu e subit «f'(j) lorsque
s'accroît de W*[l(s)} — W[l(s)] :

s — s
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D'après (4.32) ou (4.33), le second membre de cette relation est
un élément de H^(x) vérifiant l'inégalité

(4.34') 11 «>*(*) - w(O - 8 <v(s) 1]^ K| f 3 /(*) l1 + } ï

Ce résultat général acquis, revenons aux équations du problème du
sillage. On tire de (1.24) et (4.4), eu égard à (4.3i) ou à (4.33),

(4.35) ! si - .Ç o-«âo |sK{| |3/(O l l + II AVl/COlüiit}1^1^.

Or, en combinant (1.33"), (4.12), (4.a3), (4.a4') et (4.33), on
trouvera, pour les parties principales de L*(J ) — L ( J ) — OL(J) et

— -j-^ ±-LA) des expressions de la tonne

g + 8 a f\

où K1; K2, etc. désignent des fonctions de s et sf qui seront; en outre,
des fonctionnelles continues des éléments ^F(a), /($), 0, 6, a et p
(lorsque ceux-ci sont assujettis aux restrictions du paragraphe 23,
précisées au début de ce paragraphe) qu'il est inutile d'expliciter.

La première intégrale qui figure dans cette expression est du
type (4.34); d'après (4.32) elle constitue un élément de H^(s) dont
la norme vérifie l'inégalité (4-33). D'après (4.3'), la somme des
normes du second et du troisième terme est inférieur à

Il en résulte, l'exposant i-\~ (JL(I — p) étant inférieur à 2, que les
normes de chaque terme de l'expression ci-dessus sont, au plus,
égales à

K{ y ii(s) || + Ü A W{/(s)] H^H- ! à* [ + | Ap | + i ««| H- | àb\ }^ (1"pl



de sorte, qu'en définitive,

ds

<; K I II 8 l{s) II H- II A ̂  [l(s)] ||, (J.-4-1 Aa | + | Af3 j -+- | Ba \ -f- | ib

Cette inégalité exprime que la fonction [ L * ( J ) — L(*) — oL(^)]
constitue un élément de E(o, TI, J ) ; elle montre, de plus, que

lorsque /*($), XF*(7), a*, [3% a* et 6* tendent respectivement vers /(*),
\F(/), a, (3, a et 6. En se reportant aux équations de définition (3 . 36)
de V, (4.24") de W et (4.2) de 8l(s\ A^F(Z), etc., il en résulte que
la transformation W est, au sens de M. Fréchet, la différentielle de
la transformation V (158).

Remarque. — Les conclusions précédentes subsistent encore
lorsqu'on remplace l(s) par la fonction Z(j); cette remarque nous
sera bientôt utile.

Lorsque l'un des paramètres a ou b (ou les deux à la fois) augmente
indéfiniment, les inégalités précédentes cessent d'être valables. Mais
il suffirait de retoucher légèrement notre exposition pour établir

(löS) Rappelons la définition de la différentielle au sens de M. Fréchet.
Etant donné un espace linéaire, norme, complet E, envisageons une transfor-
mation ^ - F ( x ) opérant dans cet espace* Nous dirons que F (a?) possède au
point cc ~ a une différentielle de M. Fréchet si Ton peut écrire

où la transformation d¥{œ—a) est linéaire et homogène par rapport à son
argument et où la transformation R(a? — a) vérifie la condition

Revenant à la transformation W? nous avons déjà noté qu'elle est linéaire et
homogène par rapport aux arguments èl(s), AW[l(s)]} da, àb7 Aoc et A(3;
Finégalité du texte permet alors de conclure.



l'existence et la continuité complète de W pour a = — oc (ou b = oo).
On peut, du reste, vérifier rapidement ce point essentiel au moyen du
raisonnement direct que voici.

D'après la définition même de V, on peut écrire, en utilisant la
variable auxiliaire

formule dans laquelle le facteur ^ + ̂ 2 a été défini au moyen de
l'équation (3.19). On a vu que :

i° le quotient ~̂—pjp est une fonction bornée des paramètres a et (3
lorsque ceux-ci sont bornés ;

20 la fonction T(V) est hölderiennepour — \<tf<i sauf pour /' = /0;
3° §T(V) est hölderienne dans le même intervalle et présente

pour tr= tQ un pôle simple;
4° ot(eis)est une fonction analytique de s pour o <^< 71*,
5° les résultats précédents subsistent pour a = — 00, ou pour b = co

ou pour a = — 00 et 6—oc.

De Tensemble de ces faits, on entraîne l'existence et la continuité
de SL(s) pour les valeurs infinies de a et de 6. c. Q. F. D.

Pour achever, il nous reste à différentier les fonctionnelles
D/[/(^), ~*F(7), a, $, a, ô]^ î=iy 1 [cf. le paragraphe 23 et notam-
ment (3.21)].

On frnnvA omi r la narhA nrin/»înalA À» rlp T̂ * T̂  l'pYnrPccinn

(4.36) A2{ }

en utilisant (2.g) et les développements limités

1 2 ( Z ) ~ £ ' ( ? ) ( Z — 7 ) - f - . . . e t 8 Q ( Z ) = — Q ' ( 0 ) a 0 + . . .

valables dans Je voisinage de Z = q. On vérifie aisément que l'élément



différentiel de l'intégrale (4.36) est fini pour Z = #; d'après (3.21')
et (2.9) la partie principale de cet élément est égale, en effet, à

Ô&(X; o)df{X, o) + fl(X, o)ddf(X, 0)=— 2 'Jy)a^o-h ...

On trouverait, pour la partie principale A1 de D*— D,, une
expression tout analogue.

Nous n'expliciterons pas l'expression (4.36) de A2 en y rempla-
çant oQ, df et dS/ par leurs valeurs (4.5) et (4. i3). Nous nous
contenterons de faire remarquer que cette opération permettrait de
définir A2 comme une fonctionnelle complètement continue des argu-
ments /(*), V(Z), a, P, o/(f), A^F(/), Aa, A(3, Sa et Sô, linéaire et
homogène par rapport aux six derniers d'entre eux. Les raisonnements
développés à propos de la transformation W, raisonnements qui se
simplifient du fait de l'analyticité de oû(Z) pour Z réel, permettraient
d'établir que la transformation A2 définie par (4.36) est la différen-
tielle, au sens de M. Fréchet, de la transformation D2, toutes les fois
que le paramètre a est fini; on a vu, en effet, que moyennant cette
hypothèse d>2 et, par suite o^2, sont finis {cf. § 27) ; Se, d'autre part,
n'intervient dans oD2 que par l'intermédiaire de df et rfS/, expres-
sions qui sont régulières pour a = — 00.

Problème de la proue. — D'après ce que nous avons vu au para-
graphe 23, le problème delà proue fait intervenir, outre V, D< etD2,
les fonctionnelles P< et P2 que nous allons maintenant différentier.

Il vient, en différentiant (1 . 5i'), et en tenant compte de l'équation

dv
que vérifie ô(^, y),

- ^ ƒ
log

THÈSE J. KHAVTOUBNKO. 29
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Dans cette formule les symboles 0, 6', etc. désignent les fonc-
tions 6(p, q) et leurs dérivées par rapport à la variable p = — et où

Ton a posé PO = - 1 •
La première intégrale du second membre de (4.37) a un sens; en

effet, son élément différentiel se comporte comme r^~2 dans le voi-
sinage de s = o, puisque Of — J y possède un zéro d'ordre deux, alors
que o"*P"[/(j)] y vérifie l'inégalité (4.3"); or, \L étant par hypothèse
une constante comprise entre--et i? 2— 2jx est inférieur à 1; cela
justifie notre assertion (159).

Un raisonnement analogue au précédent s'applique aussi à la
dernière intégrale du second membre de (4.87); dans le voisinage
de s = o le premier facteur de son élément différentiel se comporte
comme j a — puisque "SP* [/(*)] est lipschitzienne et que, d'autre part,

, s'annule pour $ = o (cf. § 13, remarque finale) — et le second
comme s~~2 puisque son numérateur y possède un zéro simple [la fonc-
tion 8(*>) étant impaire].

Nous laisserons au lecteur le soin de vérifier en détail que oû'( i)
définie par (4. 37) est la différentielle au sens de M. Fréchet de û ' ( i ) ;
il suffira de former l'expression

en utilisant les raisonnements développés pour W et de montrer
qu'elle tend vers zéro avec

Nous nous contenterons de le vérifier pour le terme de o2£î'(i) qui,
d'après (4.3o) et (4.87), s'écrit

(159) C'est ici qu'apparaît la nécessité des restrictions que nous avons dû
mposer à Tobstacle dès le début de ce Chapitre et qu^il ne semble pas possible

d'écarter sans que la formule (4.37) c e s s e d'avoir un sens. Or, les raisonnements
de M. Leray, dont nous allons nous servir dans la discussion d'unicité, reposent
essentiellement sur l'hypothèse d'existence de #&'(— 1) et de SQf(i).



Or, 331F(.y)] vérifie l'inégalité (4.32) dans laquelle, comme on l'a
fait remarquer, on peut remplacer la variable s par t\ compte tenu
de (4. 3"), il en résulte que le module du terme envisagé est inférieur à

c'est-à-dire, a fortiori, à

puisque l'intégrale du second membre est bornée en vertu du choix
même de p; on a7 en effet, 2|j-p^i. Cette remarque justifie notre
assertion.

Nous laissons également au lecteur le soin de vérifier que l'expres-
sion (4.87) de S Q'(i) peut aussi s'obtenir en dérivant par rapport à Z
l'expression (4. 5) de Sîî(Z), après avoir rendu celle-ci valable jusqu'à
la frontière | Z | = 1 du domaine d.

Nous remarquerons enfin, que la formule (4.87) est valable
pour a = — 00 et h — 00 ; la fonctionnelle 0 ft'( 1) ne dépend, en effet,
de ces paramètres que par l'intermédiaire de q(a, ô). L'ensemble des
conclusions qui précèdent s'étend sans difficulté à oû'(—1).

Remarque. — Au cours de ce paragraphe, nous avons considéré
deux symboles de différentiation -^ et 0; il importe de noter qu'ils
sont permutables; cela résulte sans difficulté de leur définition
En particulier, on a

relations que nous avons déjà utilisées au cours de ce Chapitre.

32. EQUATIONS AUX VARIATIONS DU PROBLÈME DU SILLAGE. PROBLÈME D'UNI-

CITÉ. — Considérons dans le plan z une configuration des parois
rigides définies au moyen des éléments W(l)} a, j3, dK et d2 ; nous avons
vu (c/.§ 28) qu'il existe au moins un élément x = œ\ l(s), ~—? j - - —
de l'espace E(o, -n, s1 a, b) vérifiant les équations (3 . 37) du problème
du sillage posé pour cette configuration. Les fonctionnelles qui
figurent aux seconds membres de (3.37) possèdent ( c / . § oi) les



différentielles de Fréchet puisque W(l) est un élément deE(a? (3, /, [/.);
le système des équations aux variations de (3.37), ou de l'équation
unique équivalente (3.38), s'écrira, d'après (4.24') et (4.36),

= \V[l(s), W(l), x, % a7 b, d l(s), A W(l), Aa} A(3, 3a, Bb]}

(4.38)

et —(— \

où /(ƒ), a, b désignent, répétons-le, les solutions de (8.37), AW(l),
Aa, A(3, Adi et Arf2 les variations des données et dont les éléments Ö/(V),

Sa et ob sont les inconnues (160).
Afin de conserver au système (4.38) un sens pour les valeurs

infinies de dh ? d2, a et 6, nous le transcrirons sous la forme équivalente

Ach

où nous avons omis, pour abréger, d'expliciter les arguments des
fonctionnelles du second membre. Pareillement, aux inconnues oa
et ob et aux paramètres d4 et d2, nous substituerons les éléments

^ S1 y ^

oa 00 1 1 . T - oa

-j~ et -j respectivement. Les facteurs a -4- 1

— étant numériques, l'ensemble des inconnues ol(s), ~, 5 et

Yj T7 peut être considéré comme un élément

(1G0) Précisons, pour éviter toute confusion, que les définitions des éléments
A 1 F ( / ) , Aa? A(3, A ^ et Ar/2, utilisées dans le texte, coïncident avec celles
données par le système ( k . 2 ) ; ces éléments sont donc donnés lorsqu'on déforme
la configuration des éléments rigides d'une manière connue. Dans ce cas ; les
éléments l(s), a, b correspondants subissent des accroissements l*(s) — i(s),
a* — a, b* — b dont les parties principales ô l{s)f ôa, db sont définies par (4 .38 ) ;
cela montre que les inconnues du système (4 .38) sont des différentielles
équivalentes, mais non identiques, aux différentielles définies par (4 .2 ) .
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de l'espace E(o, it, s, a, b). Dans ces conditions, les fonctionnelles
qui figurent aux seconds membres des équations du système (4.38),
seront, compte tenu de ce que nous avons vu au précédent paragraphe,

linéaires par rapport aux arguments A1F(Z), Aa, A(3, A( ~ )> Af ~ )>

et aussi par rapport aux nouvelles inconnues -—^—^> ~-7 ;

Pensemble de ces fonctionnelles définit donc une transformation
opérant dans l'espace E(o, rt, s, «, b), complètement continue rela-
tivement à tous ses arguments et notamment à l'argument

y compris pour les valeurs infinies des paramètres a, è, dK et d2. Il
suit de là que le système (4.38') est équivalent à une équation
unique du type de Fredholm

(k.39) dœ = d*[&v, x, W(l)} a, p, ^ , i -

où le symbole 0?^ désigne une fonctionnelle linéaire en Sa?; d'après
ce que nous avons vu, d&<(8xy ce) peut alors être envisagée comme la
différentielle de Fréchet de la transformation &>(x) figurant au
second membre de (3.38).

Cela étant, supposons que l'équation (4.3g) admette une solution
unique; la théorie des équations fonctionnelles de MM. Leray et
Schauder permet alors d'énoncer les résultats suivants Q6i) (cf. pour
les notations le paragraphe 28) :

i° l'élément a; = a? l(s)7 * ? , _̂ de E(o, ri, J, a, b) est une

solution isolée du système (3.87), où de l'équation équivalente(3.38)
dont (4.3g) est l'équation aux variations; à l'intérieur de <o l'équa-

( m ) Nous allons rappeler brièvement le sens de certaines loculions dont nous
aurons à faire usage. En reprenant les notations du paragraphe 28 , nous
appellerons E un espace abstrait, linéaire, norme complet; co un ensemble
ouvert, borné de E et co' la frontière de OJ; a et x des points intérieurs de co;



tion (3.38) ne peut donc avoir qu'un nombre fini de solutions a?.,,

2° lorsque les accroissements AW(l), Aa. A{3, A M )> ^ ( ^ ) s o n t

petits en valeur absolue, il existe au moins une solution

F (a?) une transformation complètement continue, définie sur E et qui fournit
des éléments de E,

Cela étant, posons

L'élément a étant une solution de l'équation J —o, on aura

a —F(a) = $ (« ) = o.

Admettons alors qu'il existe un nombre positif, non nul, p jouissant de la
propriété suivante : a? = a est la seule solution de l'équation fonctionnelle

intérieure à l'hypersphère
|| x — a || ̂ p.

Nous dirons, dans ce cas, que x^^a est une solution isolée de l'équation
considérée. Soit alors Thypersphère S(0) définie, dans E, par Téquation

Thypothèse précédente étant remplie, le degré d~d[<ï>f S(9)? o] (cf. § 28)
existera et sera indépendant de 6 ; en passant à la limite 6 -> o, nous appellerons
indice topologique i[$, a) de <D(a?) au point a le nombre entier i ainsi défini;
il est essentiel de noter que cette définition de i[<&, a] perd toute signification
lorsque la solution x — a de $>(a;) — o n^est pas isolée.

Supposons maintenant que Féquatiou $ ( a ? ) = o n'admette dans OJ qu'un
nombre fini de solutions isolées x •=. a} ( y = i , 2, ...} n) intérieures à w
(donc étrangère à sa frontière G/); dans ce cas, on peut définir n entiers tels
que /'[<!>, (ij\\ on démontre ensuite la relation

L'égalité précédente fait donc connaître une relation entre les i[®} at\, d'une
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du problème du sillage posé pour la configuration des parois rigides
(voisine de la configuration initiale) définie par

Wk(l) = W(l) -4- A W((), a* = a + Aa, p*= (3 -h A(3,

qui est voisine de a? = a? l(s), ——* , ^_ ; il y a plus : la solution occ

part, et le nombre d\oc ~ F (ce), OÙ, o], égal à l'indice total des solutions de
l'équation fonctionnelle

(I) x

sur l'ensemble GÙ (cf. § 28), d'autre part.
Un critère d'unicité résulte de cette remarque- Admettons que l'on ait réussi,

à établir a priori et relativement à Téquation (i) les propriétés suivantes :

i° L'équation (i) n'admet dans OÙ qu'un nombre fini de solutions isolées
aj (y = i, a, . . ., n). On peut donc définir l'indice i[&} a7] de chacune d'elles.

2° L'indice i($} &j)t de chacune de ces solutions vaut + i.
3° L'indice total d des solutions de l'équation (i) dans co est égal à -h i.

Le théorème rappelé ci-dessus permet dès lors d'écrire

Cette égalité entraîne j = i ; elle exprime donc que l'équation (I) ne possède
dans ÛÛ qu'une seule solution.

Du point de vue de la discussion d'unicité, il y a donc grand intérêt à savoir
former des conditions suffisantes pour qu'une solution éventuelle x = a
(intérieure à w) de l'équation (I) soit isolée et, dans l'affirmative, à savoir
déterminer l'indice î[$, ci] d'une telle solution. Dans cet ordre d'idée nous
utiliserons le résultat suivant, établi par MM. Leray et Schauder à la suite des
travaux de M. F. Riesz.

Si la transformation F (a;) admet dans le voisinage de la solution ce = a de (1)
une différentielle de Fréchet dF(ac-a) (celle-ci étant, rappellons-le; une
fonctionnelle linéaire et homogène), complètement continue et telle que la seule
solution de l'équation linéaire auxiliaire [(équation aux variations de (I)]

(II) {x — a) — d¥(cc — a) — o,

soit x — a^ on peut affirmer : i° que la solution ^ ^ a d e (I) est isolée, ce qui



de (4.39) est la partie principale de la différence (a?*— x) de x avec
l'une quelconque de ces solutions voisines;

3° l'indice topologique i[Bx — dêFÇox, œ), ox] de la solution ox de
(4.3g), supposée unique, est égal à celui de la solution x de (3.38)
correspondante ;

4° l'indice total d[x — F(x) , o>, o] des solutions de (3.38) dans o>
est égal à la somme des indices de chacune de ces solutions x}\ d'après
l'alinéa précédent, on peut en déduire

n n

(4.4o) d[x — &(&), w, o] = \ * *[# — &(&), x{\ = ^ ^ 2*f ôa? — cf&(àxj xt), dx],
1 1

Or, le premier membre de cette relation est égal à 4- 1 (cf. § 28).
Dès lors, les critères d'unicité pour l'équation (3.38) résulteront

de la confrontation de deux points suivants :

a. Former les catégories d'obstacles auxquels s'appliquent
l'ensemble des résultats précédents. D'après ce que nous avons vu,
la théorie de MM. Leray et Schauder sera valable pour un obstacle
donné lorsque l'équation aux variations (4.3g) correspondante ne

entraîne l'existence de l'indice /[<ï>, a~\ ; 'i° que l'indice z[ O, et] est égal à l'indice
en a de la transformation linéaire x — a — d¥'(x — a) au point considéré a.

Supposons, dès lors, que d¥(x) existe en chaque point de 03 et y vérifie les
conditions de régularité que l'énoncé précédent lui impose. D'après la première
partie de ce théorème, toutes les solutions de (I) ; intéiieures à UJ, SOÛL uâiit> ce
cas isolées; elles sont donc en nombre fini; sinon elles admettraient dans w au
moins un point d'accumulation (le raisonnement de Bolzano-Weierstrass reste,
en effet, valable dans un espace complet) et Fune, au moins, d'entre elles ne
serait pas isolée, contrairement à Thypothèse. D'un autre côté3 la deuxième
partie de l'énoncé nous permet de réduire la détermination de l'indice z[O, a]
d'une solution éventuelle x^za de (I) à la détermination de l'indice œ~a
d'une transformation linéaire, plus simple, que la transformation donnée. Ainsi,
dans le cas envisagé [existence et régularité de d¥(x) sur w] le problème
d'unicité revient à discuter le nombre des solutions de l'équation aux varia-
tions (II), de montrer que œz=a en est Tunique solution et à en déterminer
enfin l'indice.

Ces remarques justifient les raisonnements du texte.
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possède qu'une seule solution. L'alinéa 2° permet de donner à ce
critère d'applicabilité une forme plus pratique. Les solutions éven-
tuelles $œ de l'équation linéaire (4.39) orient, en effet, continûment
lorsque les variations A1ïr(/), Aa, À[3, Àd, et âd2 des données tendent
vers zéro.

L'indice de la solution ox de (4.39) reste constant au cours de
cette transformation des données. Il suffira, dès lors, de vérifier que
l'équation homogène en hx

(k .4O èœ=z d$ or, r , W(/), y, |3. -=-y -yi o, o, o, o, o ,

n'a pas d'autre solution que ox = o.

b. Déterminer l'indice i\ox— dêfi(oxy a?), oj d'une solution
éventuelle de l'équation (4.39) correspondante à un obstacle de
l'espèce visée au précédent alinéa.

Supposons que cet indice soit égal à + 1; l'équation ^4.4°) prouve
qu'alors n = i7 puisque son premier membre vaut + 1 ; cela veut
dire que l'équation (3.38) n'admet qu'une seule solution; nous avons
donc bien un critère d'unicité.

Nous allons, maintenant, traiter les problèmes posés par les
alinéas a et b.

Problème de M. Weinstein. — Nous nous proposons, en utilisant
une idée dont M. Weinstein s'est servi avec grand succès dans ses
travaux sur les jets liquides, de ramener Tétude de l'équation (4.3g)
à celle d\in problème mixte aux limites de la théorie des fonctions
harmoniques.

Reprenons les deux groupes d'éléments voisins du plan z définies
par (4.2). Nous rappellerons que les symboles oû(Z) et o/(Z),
définis par (4.5), (4.i3) et (4. i5) désignent les parties principales
des variations que subissent fî(Z) et ƒ (Z) en un point fixe Z du plan
de la demi-couronne d. Il en résulte que la partie principale oz(Z)
de la variation que subit en ce point la fonction -s(Z) s'obtient en
différentiant (1.14); il vient

ü2S=
THI se J, KRv^TG^^^Ko, 80
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G e l a é t a n t , p o s o n s (1fJ~)

(4 .43)

La fonction y(Z) ainsi définie fournit, en fonction de Z, la partie
principale de la variation qui subit le potentiel complexe ƒ en un
point fixe z du plan du mouvement. Pour le vérifier, il suffit de
différencier la fonction ƒ = ƒ [^(Z)] 5 il vient

En éliminant oz entre (4.42) et (4.43) on trouve la relation
entre -y, Sü et 0/

dz

compte tenu de ( 1 . i4), cette relation s'écrit

( t> (x(x ) — "H— h • ( *y — o f ) . — f, öim t

en regardant ƒ comme variable indépendante, ou encore

en multipliant les deux membres de (3.44) par -77» ou encore, sous

forme finie ou la variable indépendante n'est pas mise en évidence,

y = *r-lQ | fe& l èfd& - èü df]

Ces différentes formules prouvent que y(Z) est une fonction analy-
tique et régulière de Z pour q<\ Z | <[ 1 sauf, peut-être, pour Z = Zi9

Z = dzq. D^autre part, les fonctions $Q(ef6) et —*-̂ — étant hölde-

(l0-) Nous avons respecté les notations de M. Weinstein, mais nous devons
mettre le lecteur en garde contre la confusion possible entre les fonctions oc et (3
définies par (4.43), d'une part, et les paramètres a et (3, abscisses curvilignes des
extrémités B et C de l'obstacle, d'autre part.
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riennes pour o <^s<^s0, so<^s<^TÎ? il en résulte que les coefficients
de l'équation linéaire (4. 440 lesont aussi tout le long du cercle | Z| = i,
sauf, peut-être pour Z = Zo ; par suite, la solution y(Z) de (4.440 e s t

aussi hölderienne, en même temps que sa dérivée ' „ , pour ç<Z<i

sauf, peut-être pour Z = Z0, Z = ± i, Z = ± # et Z = Z<.
Nous nous proposons maintenant de faire connaître les conditions

limites que vérifie la fonction analytique y(Z) [cf. (4.43)], définie
dansrf lorsque les accroissements À *F(/), Aa, A|3, A ( J - j e t A ( ^ - j sont
supposés donnés; nous verrons : i° que ces conditions frontières
déterminent y(Z); 2° que la détermination de y(Z) à partir de ces
données équivaut à la résolution de l'équation (4.3g).

i° Conditions le long du cercle Z = eiA(o<s<n). — Éliminons T0(c")
entre (1.33") et la première équation (4.38), il vient, compte tenu
des équations de définition (4.23) et (4.24') de W

dil{s)_d8f(e«)
dl(s) "" df{e") { }'

Cela permet d'écrire, en utilisant la définition même de oiî(Z) et la
formule (4.3),

Portons la valeur de §Ll(els) ainsi obtenue dans (4.42) et servons-
nous de la relation

dz = eW dl,

valable le long de l'obstacle; il vient, en intégrant,

ôjs(e")= feW{iàldW-hd8l)-hi fe1^

ou encore

en désignant par Az(l) la variation qui subit Taf fixe z(T) du point
de l'obstacle d'abscisse curviligne /. La constante d'intégration a été
choisie ici de manière que oz s'annule avec §/ et kz(t)\ y, §s et où se
correspondront alors biunivoquement.

Portons maintenant la valeur de oz(e(s) ainsi obtenue dans (4.43)
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et tenons compte des égalités

Ö(eü) = W-7T+ïT pour
et

S2(e*)=iF-WT pour

on obtient la relation suivante, valable le long de l'obstacle

Comme of(eh) est réel, on en tire, en séparant le réel de l'imaginaire
dans la formule précédente et en tenant compte de (4.43),

(4.46') (3(eis) = — Imag. [ e ^ Q ^ A 5 ( 0].

Ainsi, Ja fonction harmonique (3 prend des valeurs connues le long
de Z = el% lorsque l'obstacle subit une variation donnée.

2° Étude du voisinage du point Z = i. — Nous venons de voir que
la fonction y(Z) est hölderienne dans le voisinage du point Z = i ;
d'après (4.46) on peut donc écrire le développement limité

où s(Z — i) désigne une fonction höiderienne, nulle avec (Z — i).
Nous nous proposons d'approfondir l'étude de y ( ƒ ) dans le voisinage

considéré; à cet effet portons la valeur de y — §ƒ ainsi obtenue
dans (4.4405 TJJ étant nul pour Z = i [cf. ( 1 . TO')]? il vient

le premier membre désignant encore une fonction hölderienne. Comme

= 0

ceci en vertu de l'égalité \-Â) — o la relation précédente permet
de former pour le premier membre de (4.47) le développement limité

^ [ Aa 4- e - ^ » A « (a ) ] { i — u'ft'(i) (Z — i) [ n - e(Z - i ) ]} .
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D'un autre côté, la fonction oû(Z) est hölderienne et de partie
principale réelle dans le voisinage du point Z = i ; on peut donc y
écrire

Portons alors dans la formule (4.44) les valeurs de (y — of) et

de o£}(Z) que nous venons de trouver et remplaçons-y -j? par son

développement limité (1 .36) , il vient (103)

(..48) | = [Aa + ^ M A s ( «

)] - h s ( Z - i ) .

C'est la relation que nous voulions établir; pour Z =— i on obtien-
drait, évidemment, un développement tout analogue.

3° Étude du voisinage du pointZ=Z0. — Les développements(2. i o)—

où a doit être pris égal à -1 puisque l'obstacle étudié est à tangente

continue — (4.12'), (4.16) et (4,16') permettent d'écrire l'égalité

(4.49) ^ â / - ^ ô ^ £ ( Z - Z 0 ) ,

où E(Z — Zo) a la même signification qu'au précédent alinéa. D'un
autre côté, il vient, d'après (1.23) et (1.27),

la fonction K(Z) étant hölderienne pour Z = Zo \ en combinant ces
deux résultats avec (4.49), on voit que

ƒ £^r 7
z

o
o ) R ( Z ) rfz;

d'après le théorème de Fatou et Priwaloif le second membre appartient
à l'espace H^(Z) pour Z = Z0 puisque la fonction e(Z — Zo) appar-

(1Gi) Dans la formule (1.36) le terme complémentaire yft_, (Z —1) doit être
remplacé par une fonction Ê(Z — 1); cela résulte, en effet, des hypothèses de
régularité faites au début de ce paragraphe.
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tient à cet espace et qu'elle est nulle pour Z = Z0. Or, le premier
membre de l'égalité précédente est égal à — ielOv[cf. (4.45)]; il en
résulte que la fonction y(Z)(Z— ZQ)"1 et ;par suite3 y(Z)-^[c/ . (2 . IO) ]

sont hölderiennes dans le voisinage de Z = Zo.
Gela étant, observons que Féquation (4.44') P e u t s'écrire

D'après ce que nous venons de voir, chacun des termes du
second membre de l'égalité précédente est hölderien [cf. (4 -49)]

pour Z = Z,,; il s'ensuit que \L vérifie dans le voisinage du point

de bifurcation une condition de Hölder: la dérivée —~—}- y existe
' ds J

donc et appartient à l'espace H ^ ) .
Remarquons enfin que la quantité y(<?*s°) est nulle; cela résulte, en

effet, de ce que T(<?"•) = — oo et S/(e's°) = o [cf. (4 . i6)] ; l'équation
de définition (4.46) de y(ew°) permet enfin de conclure.

4° Conditions le long de Vaxe réel Y = o du plan Z. — On a vu que

les fonctions -yj.> oil et of sont holomorphes et réelles pour Z réel,
sauf pour Z = z t i , Z=z t< / ; y(X, o) est donc holomorphe pour
— i ^ X < — q et ^<^X<^i . Cela étant, séparons le réel de l'ima-
ginaire dans (4.44); e n tenant compte de (4.43), on obtient la
relation

da dQ> d&p

valable sur les portions rectilignes de la frontière du domaine d.

Désignons alors par n la normale à cette frontière orientée vers
l'intérieur de d et utilisons les relations classiques entre les dérivées
des fonctions harmoniques conjuguées prises suivant deux directions
orthogonales; l'égalité précédente se transforme alors en la condition

5° Conditions le long du demi-cercle Z = qel\o<s<K). — Nous
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avons vu que les fonctions oj\ ~~r et où sont holomorphes pour | Z [ = ç

sauf pour Z ==± q et Z = Z,, ; y est donc holomorphe sur la portion
considérée de la frontière, les voisinages de ces points, peut-être,
exceptés. Séparons alors le réel de l'imaginaire dans l'équation (4.440
supposée écrite avec la variable s(Z = q els), il vient

après avoir posé
df — a9 + / 3+, 3Û = 30 -f- i àT.

En remplaçant dans l'égalité précédente o 0(q e") et o <\>(g eli) par leurs

valeurs tirées de (4.5) et (4.i8) h®{qe-) = — dT{^] ^ j , on obtient

l'équation différentielle linéaire

)_al|,1J = o pour

—L_LJ ' 12. } [ j3{y e™j _|_ ^ j , 2 j ;— 0 pou r o < s < ^ ,

qui définit fi(qe(i); en intégrant; on trouve

6 ( < 7 e ï J ) ~ 3+5 — ̂ e 1 ^ " 1 pour
( 4 . 5 i ) r 7 . ; T/

 r

p ( ^ r e t < y ) = r : — 0 + 2 — k 2 e w e ' p o u r o <c; s <C Si>

où ht et k2 désignent des constantes réelles dont nous allons préciser
les valeurs.

6° Voisinages des points Z = zpq. — Portons dans (4.45) le déve-
loppement (4.17) ainsi que les suivants :

il vient

Y(Z) = -r^-i2'(— ^) / log(Z -h q)dZ-h const. H- série entière en (Z -+- q).

Gela montre que y(Z) est continue dans le voisinage du point
Z = — q (ou Z = q) ; en particulier, les valeurs de (3(X, Y) calculées
le long de Y = o et le long de ] Z | = q tendront vers une limite
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commune lorsqu'on atteint le poiat Z = — y, en suivant l'un ou l'autre
de ces chemins. Or? d'une part, on a, d'après (4.5i) ,

et, d'autre part, on trouve, en séparant le réel de l'imaginaire dans
la formule (4.43), où Ton a posé au préalable Z = X(—i <^X<^ q)}

lim
\=—t

Le symbole oy1 désigne la variation subie parle paramètreyi défini
par(1.330-

En égalant les deux expremières de (3(—q7 o) ainsi obtenues, on
aboutit à la condition

ou encore, en tenant compte de (1.33), (3.21) et (4.36),

(4.52) /r l=A^1=A1.

D'une manière toute analogue, on trouverait

( 4 . 5 2 ' ) A-2 = — A ^ 2 .

7U Voisinage du point Z = Z^ — Les fonctions O'(Z) el oû(Z)
sont holomorplies pour Z = Z, ; par contre les fonctions ^ et S ƒ (Z)

possèdent en ce point un pôle simple [cf. (4.20)]; la formule(4.45)
montre alors que y(Z) présente, pour Z = Z n une singularité loga-
rithmique

(4.53) y(Z)=-i i^±i! i l [Û'(ZJ)3Z t + 3O(Z1)Jlog(Z-Zt)

4- fonction continue.

La nature de la discontinuité de $(qe(i) pour 5* = ,̂  [cj. (4. 51),(4.52)
et (4,5a')] laissait d'ailleurs prévoir ce résultat.

Remarque. — Les conclusions précédentes doivent être légèrement
modifiées lorsque l'une des parois, [x3 pour fixer les idées, s'éloigne à
Tinfini. Dans ce cas (cf. §§ 14et 27)le paramètre ^ se réduit à zéro;
Z< se confond avec q et le point Z = £ devient un point singulier
de Y ( Z ) . Portons alors, dans (4.45), les développements (4.22),
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(4.22') et les suivants :

On trouvera ainsi, en désignant par a, et a2 des constantes qu'il est
inutile d'expliciter,

(4.53') y(Z) = -^—^—T -f- a2 log(Z — g) -h fonction continue.
(6 — g)

En résumé, les calculs précédents conduisent à la conclusion
suivante : envisageons, dans le plan z, deux configurations voisines
caractérisées respectivement au moyen des éléments 1F(/), a, (3, dx, rf2

et ¥*(0 , «+ ,>8\<, rfîî soient

— x J x J a — i ^ -— i Ja •+-1 h

les solutions voisines des problèmes du sillage correspondants, Sa? la
partie principale de x* — x, solution de l'équation (4.3g) \cf. aussi
(4.2)]; la donnée de ces éléments suffit à déterminer complètement
la fonction analytique y(Z) et réciproquement, la donnée de xV(l),
a, (3, diy d2, A^F(Z), Aa? A(3, Arf1? A 2̂ de a? et de y(Z) détermine la
solution Sa? de (4.3g). La première partie de cette affirmation est
évidente, puisque les seconds membres des équations de défini-
tion (4.43) et (4.45) de y sont définis justement à partir de ^ ( 0 ?
a. S. di7 d2. de leurs accroissernents, de x et de BJÛ. Réciproquement,
donnons-nous W(l), a, p, du rf2, leurs accroissements respectifs,
l'élément x = x\l(s), —-—, T-̂ — et la fonction y(Z). L'équa-
tion (4.46) permet d'exprimer Sl(s) sous forme de fonction linéaire

^e Y' Ta—ÏY e t (h — Y)1' P ° r t o n s a l ° r s la valeur de ol(s) ainsi obtenue
dans (4.5i); le second membre de cette formule sera linéaire
relativement à j-——et • _ ( l 6 4); d'après (4.52) et (4.52') il en
sera de même des constantes &< et £2.

(1fil) Piappelons> ea effet, que les paramètres tels que Styi9 èty^, qui figurent au
second membre de (4,46), supposé explicité, s'expriment sous forme linéaire et

homogene de -. — et — .

THHSE J. KRAVTCHEN'KO. 31



Ainsi, les seconds membres des équations (4.51)sont des fonctions

linéaires des différentielles ;—^—^ et n — dont les coefficients sont
( a - f - 1 ) 2 (b — i ) 2

connus; comme par hypothèse, $(qeis) est donné, on obtient, en
faisant s = % dans la première et ^ = 0 dans la seconde des équa-
tions (4. 5i) un système résoluble de deux équations linéaires à deux
inconnues - et —. - • Les valeurs de ces deux différentielles

(a-hi)2 (Ö — 1)1

ayant été ainsi déterminées en fonction de W(l), a, (3, di9 rf2, des
accroissements respectifs de ces éléments et de a?, la condition (4.46)
fera connaître 8l(s) en fonction des mêmes éléments. La résolution de
l'équation aux variations (4. 3ç>) équivaut donc bien à la détermination
de la fonction analytique y(Z) de M. Weinstein.

Cela posé, résumons les conditions frontières imposées à la fonc-
tion y(Z) définie dans la demi-couronne d et holomorphe dans son
intérieur (1G5) :

i° y(eis) et €^y * existent et vérifient une condition de Hölder;

on a

d'après (4.4G') la partie imaginaire p(a") de "f(e") est une donnée;

2° ^ 5 envisagée comme fonction de Z, possède un pôle simple aux

points Z = ± i ; dans le voisinage de chacun de ces points on peut
écrire [cf. (4. 48)] les développements respectifs

dans lesquels les symboles m, m', rc et n' désignent des constantes
complexes données;

3° le long de Taxe réel Y = o, (3(X, o) vérifie la condition (4.5o);

(1G8) Rappelons que nous considérerons comme donnés les éléments W(l), a,
(3, du d2 et leurs accroissements respectifs; il en résulte que toutes les fonction-
nelles explicites de ces éléments doivent être regardées comme connues. Nous
regarderons aussi comme déterminé l'élément oc qui est solution du problème
du sillage posé pour la configuration donnée.



4° la fonction y(qeh) est analytique, régulière dans chacun des
intervalles o < \ r < ^ i , sl<^s<^r^J extrémités exclues; sur chacun
d'eux elle est définie à une constante additive près, a priori inconnue
(égale à — o<]>2 sur le premier intervalle, à SĴ  sur le second); y(Z) est
continue pour Z=àzq lorsque les distances dK et d2 sont finies;
y(Z) présente pour Z = Z, une singularité logarithmique tant
que Z^±q [c'est-à-dire tant que dn d2^ oo, cf. (4.53)]; toute-
fois le coefficient du logarithme est une constante a priori inconnue.
La formule (4.54) précise la singularité de y(Z) lorsque d2— ce ;
enfin, le cas dA = d2= ao a été déjà traité par M. Leray.

Nous appellerons problème de M. Weinstein le problème qui consiste
à déterminer la fonction y(Z) assujettie à vérifier l'ensemble des
conditions précédentes.

Bemarque. — Dans le cas du problème du sillage symétrique la
fonction (3, nulle le long de la portion de l'axe des Y intérieure à rf,
prendrait, par définition, des valeurs opposées aux points symétriques
relativement à cet axe.

33. LEMME DE M. K. FRIEDRICHS. — Pour discuter le problème de
M. Weinstein, nous aurons besoin d'un lemme très important, dû à
M. Friedrichs, que nous allons faire connaître.

Envisageons la solution u; = a;\ /(*), ->-? l d'un problème

du sillage posé pour les données "SP"̂ ), a, |3, dK et rf2; nous dirons que
cette solution vérifie l'hypothèse de M. Friedrichs lorsque, dans la
couronne d correspondante, on peut définir une fonction B(X, Y)
assujettie à vérifier les conditions suivantes :

iü B(X, Y) est positive dans son domaine de définition ;
2° B(X, Y) possède dans son domaine de définition les dérivées

partielles de premier ordre hölderiennes dans d et le long de ses fron-
tières;

3° B(X, Y) est surharmonique dans son domaine de définition;
cela veut dire qu'en tout point intérieur de ce domaine on a



4° Le long des segments i<X<—q et q<X<i de Taxe Y = o,on a

i dB __dT
B dn dn'

relation où T(X, Y) est la fonction de M. Villat construite à partir
des éléments W(l)9 l(s), a et b.

Remarque. — Dans le cas du problème symétrique du sillage le
domaine de définition de B(X, Y) se réduit à la moitié X>o? Y>o de
la demi-couronne d\ B(X, Y) vérifiera la relation (4.5o) le long du
segment £<X<i seulement.

Nous allons indiquer les catégories des profils qui vérifient l'hypo-
thèse de M. Friedrichs. Pour cela notons que la fonction P(X, Y) de
M. Weinstein, correspondante à une déformation quelconque de la
configuration des éléments rigides, satisfait à toutes les conditions
imposées à B(X, Y) à l'exception de la première (*co). Dès lors, on
pourra prendre B = (3 toutes les fois que l'on saura définir une varia-
tion des données de manière que la fonction f3(X, Y) correspondante
soit positive dans son domaine de définition et régulière pour Z = ZA,
Z = ± y . Or, faisons en particulier, subir à l'ensemble obstacle-
parois une translation As = const. Il est clair que les équations aux
variations des équations de M. Villat correspondantes admettent les
solutions évidentes

D'après (4.45) la fonction y(Z) correspondante sera égale à e~lQ{Z)

à un facteur constant près ; ce dernier se détermine au moyen de (4.46);
on a donc

(4.54) Y ( Z ) = — e-'û/" A=.

La fonction y(Z) ainsi définie sera régulière pour Z = Z1 et pour
Z = ztq.

Cela posé, envisageons le cas du problème symétrique; d'après ce
que nous avons vu au paragraphe 28, il existe au moins une solution

(166) Rappelons, toutefois, que (3 est, en général, discontinue au point Z —Z4

où B doit être régulière et que les dérivées de (3 ne sont pas> en général,
régulières pour Z = ± q.
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symétrique; celle-ci vérifie l'inégalité

-7r^0(X,Y)^o pour

Donnons alors à A* une valeur réelle et négative; (4.54) montre que

${X,\)=:elsïn91izïo pour j * = °'

Ainsi les solutions du problème symétrique du sillage vérifient toujours
Vhypothèse de Friedrichs.

Passons à l'examen du cas général. D'après les résultats du pré-
cédent paragraphe, y(Z) est continue dans le voisinage du point
Z = eUa et nulle en ce point; c'est ce qu'on vérifie directement
sur (4.54) en remarquant que T(eWo) = —oc. Toutefois la fonction
argy(Z) subit en ce point une discontinuité égale à TÎ; elle varie entre
les valeurs extrêmes

argAs-W[/(*„)] et arg As - Vf/(*„)] H- T..

Il s'ensuit que, dans le voisinage de Z = Zo, argy(Z) ne pourra être
compris entre o et it que si argA^ = 1F[/(fo)]î pour que (3 soit posi-
tive dans rf, il sera donc nécessaire de prendre

ce qui revient à faire subir à l'ensemble des éléments rigides une
translation parallèle à la tangente à l'obstacle au point de bifurcation.
D'après (4.54), on a alors

(k.55) (3(X, Y) = eT | Az \ sin {W[l(s0)} - 0(X, Y)}.

La fonction P(X, Y) ne peut donc être positive dans d que moyen-
nant la double inégalité

qui sera satisfaite si

puisque @(X, Y) atteint ses maximum et minimum sur Z [ = i. Or,
les inégalités (4.56) sont sûrement satisfaites si l'obstacle vérifie la
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condition suivante :

(4-.57) ^ [ / ( 5 0 ) ] - ^ L / ( 5 ) ] > o pour s-sQ>o

(dans laquelle les signes supérieurs et inférieurs se correspondent
respectivement), car ^[/(-r)] e s t compris entre o et r..

Dans ce cas on peut donc prendre encore B(X, Y) = (3(X, Y).
Une difficulté se présente toutefois. Le cas symétrique excepté^ la
position du point de bifurcation sur l'obstacle est a priori inconnue;
il sera donc impossible de décider, en général, si l'obstacle donné
vérifie ou non la condition précédente; mais celle-ci est sûrement
satisfaite lorsque WÇl) est une fonction décroissante de /, c'est-à-dire
lorsque l'obstacle est convexe vers le courant. Nous pouvons donc
énoncer : les obstacles convexes vérifient Vhypothèse de Friedrichs.

Remarque. — Les inégalités (4.55) sont, au contraire, toujours en
défaut lorsque

(4.5/) ^[Z(s0)]-W^(s)]>o pour s-sö%o.

Dans ce cas, en effet, on a

W[l{sQ)]-<P(s)=W[l(sQ)}-W[l(s)] + T>r, pour

Cela montre que la fonction [3 est négative le long de l'arc de | Z | = i
appartenant à d. De plus, (3 change sûrement de signe à l'intérieur
de rf, puisque (3(±ç, o) est positive d'après (4.55) et l'égalité
Oi *_ g, o i—~o a i o r s q u e Yv* jy s s t , u. a p r è s i ^ . ^ q . ^ nOioniorpixe u.ans

le voisinage des points Z = = b q. En particulier, la condition (4.57')
est sûrement vérifiée lorsque l'obstacle est concave vers le courant;
dans ce cas l'hypothèse de Friedrichs n'est pas satisfaite.

Donnons-nous alors une configuration des éléments rigides vérifiant
l'hypothèse de Friedrichs; considérons une solution (3(X, Y) du
problème de M. Weinstein correspondant à une déformation
quelconque des données [nous excluons, toutefois, le cas où [3 serait
proportionnelle à la fonction B(X? Y) dont nous avons postulé l'exis-
tence]; nous appellerons A tout domaine d'un seul tenant en lesquels
les lignes d'équation (3(X, Y) = o décomposent la demi-couronne d\



d'après cela, la frontière A' d'un domaine A pourra comprendre, outre
des lignes S = o, des portions de la frontière de d. Gela étant, on a le
résultat suivant :

LEMME DE M. FRIEDRICHS. — Toute f routière A' qui ne comprend aucun
arc des cercles | Z | = i et | Z | = q le long duquel (3 serait différente de
zéro, contient nécessairement le point Z = Z^^ dans ce cas, y(Z) ne peut
pas être holomorphe en ce point ( i 67 ).

La démonstration repose sur l'inégalité

dans laquelle C désigne un contour d'intégration fermé et rectifîable,
(3 une fonction harmonique quelconque, régulière à l'intérieur de C et
dérivable le long de G, 80 une fonction surharmonique et positive
quelconque définie à l'intérieur de C; le quotient —- est supposé borné

dans C; l'égalité ne peut avoir lieu que si (3 et (30 sont proportionnels.
Pour établir (4.58), il suffît de transformer le premier membre en
l'intégrale double étendue à l'intérieur de C; moyennant les hypo-
thèses faites, cette transformation sera légitime; il vient

Les deux premiers termes du crochet qui figurent sous le signe ff
sont manifestement positifs; ils ne s'annulent que si [3 et (30 sont pro-
portionnels; enfin le terme

est positif puisque (30 est surharmonique et positive; ce terme est nul

(1G7) Gela veut dire, lorsque les parois fxt et JJU sont toutes les deux à
distance finie et lorsque les hypothèses de renoncé sont vérifiées, que la diffé-
rentielle ^ ' ( Z O a Z . - b ô ^ Z a ) ne peut être nulle [cf. l'équation (4.53)]; si p..
est rejeté à l'infini, les constantes ax et a% ne peuvent pas être nulles toutes les
deux [cf. (4.53')].
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si [3 est proportionnelle à (30, c'est-à-dire si (30 est une fonction
harmonique; cela démontre l'inégalité (4.58). Ceci étant, raisonnons
par l'absurde et supposons que le lemme de Friedrichs soit en défaut;
il existerait alors un domaine A le long de la frontière A' duquel la
fonction (3 de M. Weinstein serait régulière et nulle — à moins que A'
ne contienne des portions de Taxe Y = o. Soit la fonction B corres-
pondante à la configuration donnée dont nous avons admis
l'existence; comme les fonctions B±[3 sont surharmoniques et
comme, par hypothèse, (3 ne change pas de signe dans A, nous
pouvons poser

(30=B-h J3 si (3>o dans A
OU

p o = B — 3 si {3 < o dans A.

Grâce à ce choix de jÜ0, ona

la formule (4.58) s'applique donc au domaine A puisque les fonc-

tions p et ~~ sont régulières dans A et bornées sur A' en même temps

que les dérivées -J- et - p - Dans ces conditions la contribution au
^ dn dn
premier membre de (4.58) des portions de A' le long desquelles (3 = o
est nulle. Il en est de même du restant éventuel de la frontière A',
constituée par des segments de l'axe des X; en effet, nous avons, en
chaque point de cet axe,

dB
dn
B

dn

p
dn

B
dn

± [3 Po

[cj. l'équation (4.5o) et la 4e condition imposée à B]; cela montre
que l'élément différentiel de (4. 58) est nul le long de Y = o.

Ainsi l'intégrale (4.58) est nulle lorsqu'on prend pour contour
d'intégration C une frontière A' de l'espèce visée par l'énoncé. L'une
des deux conséquences suivantes en résulte : i° ou bien [3 et (30 (c'est-
à-dire (3 et B) sont proportionnels; 2° ou bien A' atteint le point Z = Z1?
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où (3 ne doit pas être régulière, auquel cas l'emploi de la formule
(4.58) devient illégitime (1G8). c. Q. F. D.

3 4 . UNE PROPRIÉTÉ DES CONFIGURATIONS VÉRIFIANT L'HYPOTHÈSE DE

M. FRIEDRICHS. — Considérons une configuration vérifiant l'hypothèse
de Friedrichs. Modifions-là infiniment peu en laissant l'obstacle
invariable de forme et de position (ce qui se traduit par les condi-
tions : A V ( / ) ^ o? À^(/) = o, Aa = À(3 = o) et en faisant subir aux
parois (supposées d'abord situées à des distances finies) les transla-
tions Aû?t et Ad2 dont l'une au moins n'est pas nulle. Nous nous
proposons d'étudier certaines propriétés de la solution (3 du problème
correspondant de Weinstein :

i° D'après (4.460 j3(X, Y ) = o le long de [ Z | = i.

i° D'après (4.48) la dérivée -— est nulle pour Z = ± i.

3° D'après(4.5i)et(4.52), ona
s)=z oi\>±—kdie^6"} pour

eis) =— <5̂ 2 + àd^e7^6^ pour

Les alinéas i° et 2° prouvent que les points Z = d z i sont les
origines des lignes d'équations (3(X, Y)=j3(i , o ) = o intérieurs au
domaine d.

En effet, la correspondance z = z{f) permet de définir la fonction
"v( f\ Hans 1P rlnmaïnp T?(r f la fiaiirp o\ mil nnçcprïfi rlanQ 1A vnicînacrrf»
t w / ~~ \-y * " o " — —/ " i — f—' * '— - o -

du point ƒ = o2 une tangente continue. L'emploi du théorème
de M. Magnier devient alors légitime; des relations

on peut donc conclure que [3(^, ^) prend des valeurs de signes
opposés dans le voisinage ^< o du point ƒ = ç2; cela veut dire qu'une
ligne d'équation J3 = o est issue de ce point vers l'intérieur de F. Il
en résulte que le point Z = i (image de <p2) est commun aux frontières

(168) Dans le cas du problème symétrique ies raisonnements sont ies mêmes,
sauf qu'il y a lieu de remplacer le domaine d par la demi-couronne circulaire
| Z | ==i, X^o, Y^o; (3 est nulle le long du segment (qy i) de O Y; on a, de
plus, Zt— iq.
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de deux domaines A définis au paragraphe 3 3 ; cela justifie notre
assertion. Aucune des lignes j3 = o issues de Z = z t i ne peut aboutir
à un point Z = eis\ sinon elle formerait avec Tare correspondant de ce
cercle | Z J ===== x un domaine sur la frontière duquel la fonction harmo-
nique (3 (régulière à l ' in tér ieur) serait nulle et continue, donc nulle
dans tout le domaine d\ or ceci est contredit par les équations ( 4 . 5 i )
et ( 4 . 6 2 ) ; P(<7#") est var iable sur | Z | = q puisque les variations àd^
et Àrf2 ne sont pas nulles toutes les deux.

D 'au t r e pa r t , en ver tu d u l e m m e F r i e d r i c h s , aucune des lignes ( 3= o
issues de Z ==fc 1 ne peut a t te indre Taxe d e s X ; elles ne peuvent donc
about i r qu 'à des points du cercle f Z j == gr. Cela é tant , donnons-nous
une configuration symét r ique et déplaçons les parois , sans modifier
toutefois l 'obstacle, de manière que Ad^ = Ad2. Dans ce cas
l 'hypothèse de Fr iedr ichs est satisfaite; de plus les conditions
frontières imposées à j3 seront symétr iques par rappor t à Taxe Y = o
(si Ton se borne aux solutions symétr iques dont nous avons établi
l ' exis tence) ; on aura , en part icul ier : O<J>, = ÛV}VI Z< = ig. Les lignes
(3 = o, issues des points Z — ± 1 ne peuvent aboutir au point
Z = iq ( 1 6 9 ) ; elles a t te ignent donc les points Z = qeiz et Z — qeii7l~B) où (3
est régul ière ; cela exige que la fonction 8 y soit nulle, c'est-à-dire
que l 'on ait en ce point {cf. l 'alinéa 3°)

a^t = 3vp2 = A dt e
T(?i£ » = A d% eTto#*K

Cela mont re que les accroissements &Ĵ  et Adi sont de même signe. Il
y a p lus ; d 'après les théorèmes I et II du paragraphe 1 7 T{qeiz) est
négatif; on en t ire

la^KIA^i.
Or, nous avons vu que

[cf. la démonstration de la formule (4.52)]. Nous pouvons donc
énoncer :

Si Von déforme une configuration symétrique de manière que

(169) En ce point, en effet, la fonction y présente une singularité logarithmique
[cf. (4.53)] : d'après le théorème de M. Magnier, Z = iq peut être l'origine d'une
seule ligne d'équation (3 = o au plus.
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Vobstacle demeure invariable de forme et de position alors que les
parois pM et JJI2 subissent des translations égales et de sens contraires
(Arf̂  = Arf3), les accroissements correspondants des paramètres o^A et oy^
{donc des paramètres oty2 et tyz) ^ont du signe de Adx (àe Ad2).

Envisageons maintenant une configuration dissymétrique vérifiant
l'hypothèse de Friedrichs; modifions-la infiniment peu de manière
que

AW[l(s)] = o; Az(l) = o; Aa — A(3 = o; A ^ = o; ArfsF£o.

Cela revient à laisser l'obstacle invariable de forme et de position,
de laisser la paroi (jM fixe et à imprimer à la paroi \J<2 une transla-
tion Ad2 dans le sens Oy. Étudions la solution (3 du problème de
M. Weinstein correspondant. Seules les conditions frontières le
long de |Z | = 2 changent par rapport au précédent alinéa; nous
avons en l'espèce

fi(qeis) =: ctyi pour

$(qeis) =— dty.>-h Ad2e
T^ pour

Chacune des lignes d'équation (3 = o, issues des points Z = ± i ,
aboutit nécessairement à un point Z = qeh\ soient zA et e2 les argu-
ments des extrémités de ces lignes. Les raisonnements développés à
propos du cas symétrique prouvent que les quantités £1 et E2 ne
peuvent être égales et que l'une d'elle, zi7 par exemple, est égale
à s^ Je dis qu'alors £2 est nécessairement inférieur à s<. Sinon? en
effet, la fonction (3 serait continue pour Z — qeih, E 2 ^ ^ , et par suite
nulle en ce point; cela entraîne, eu égard aux conditions frontières
imposées à (3 et à Thypothèse ^ < EL>,

La fonction {3 serait donc nulle sur tout l'arc E2<^it de
d'après le lemme de Friedrichs- cela exige que le domaine A attenant
à cet arc, atteigne le point Z = Z< ; comme on ne peut avoir zi — e2,
notre assertion se trouve justifiée.

Il suit de là que fi(qeîs) s'annule dans l'intervalle o<^<^; cela veut



dire que o'|>2—• Ad2e
nfrels} possède un zéro dans Tin ter valle considéré.

Le raisonnement s'achève alors comme au précédent alinéa et nous
pouvons conclure :

Si Von déforme une configuration vérifiant Vhypothèse de Friedrichs
de manière que Vobstacle et l'une des parois demeurent invariables de
forme et de position alors que la deuxième paroi^ JJL2 (OU JJ^), pour
fixer les idées, subit une translation égale à A<f2 (pu à AdA), les accrois-
sements correspondants des paramètres o<j;2 et S j 2 (ou o^1 et 8y^ ) sont
du signe de àd2.

Cet énoncé s'applique, en particulier, au cas de l'obstacle convexe
placé dans un canal de largeur finie (i10)-

Ne supposons plus que la configuration soit symétrique, mais
admettons toujours qu'elle vérifie l'hypothèse de Friedrichs, je dis
que si l'obstacle demeure invariable de forme et de position, les
égalités Arf,, = Arf2 — o entraînent t3 = o (donc, en particulier,
o^i = o et 8̂ î2 — o).

(l70) Ce théorème a déjà été établi dans les cas particuliers suivants : obstacle
symétrique concave vers le courant (M. Weinstein); obstacle circulaire convexe
(M. Jacob). Les méthodes de ces auteurs sont sans rapport avec celles du texte.

Voici comment on adapte le raisonnement au cas du courant de largeur infinie.
Considérons un obstacle vérifiant l'hypothèse de Friedrichs placé dans un
courant limité par une seule paroi plane \i1} par exemple, p.2 étant supposée
rejetée à l'infini. Laissons l'obstacle invariable de forme et de position et
imprimons à ^ une translation Ad±; nous allons étudier la solution du pro-
blème de Weinstein correspondant. Dans ce cas, $d̂  — AdieI^et'i= (3^eI*J pour
0 = t9 = 7r! ^e point Za est confondu avec Z nr q et la fonction y(Z) peut y posséder,
outre une singularité logarithmique, un pôle de premier ordre [cf. (4-.53')J.
D'après le théorème de M. Magnier une seule des lignes d'équation (3 = o,
issue de Z = zhi, peut atteindre Z = q-} d'après le lemme de Friedrichs, une
ligne (3 = o doit aboutir nécessairement à un point | Z | = q en lequel (3 soit
continue. Le raisonnement s'achève, dès lors, comme dans le texte; il prouve
en outre que (3 = o si Ad±^z o (cf. la démonstration de ce fait dans le cas où la
distance d2 est finie). Les résultats ci-dessus s^ppliquent, en particulier, au cas
d'un obstacle convexe vers le courant, placé en fluide indéfini limité par une
seule paroi plane.



D'après Palinéa 3% en effet, nous avons, dans le cas actuel,

àty± pour Si < s ̂  TC,
V y ; r w ' ) — 8tp2 pour o^

Nous noterons encore Z~qe*Ei etZ=qe1E* les affixes des points auxquels
aboutissent les lignes d'équation {3 = o issues de Z = ± i . Si Ton
a s^jét^ la fonction [3 est continue pour Z = gr6fel; elle est donc
nulle en ce point puisqu'une ligne (3 = o y aboutit; d'après (4.69)
cela exige que l'un, au moins, des accroissements ô u ou o^2 soit nul.
Ainsi, (3 est nulle le long de l'un, au moins, des arcs o<s<^s^
ou SÀ<^S<K du cercle |Z| = gr; d'après le lemtme de Friedrichs, le
domaine À, dont cet arc fait partie, doit atteindre le point Z = Z1;
cela entraîne zl = si. D'une manière toute semblable on établirait
l'égalité £0 = Vi c e ' a montre que le point Z = Z, est l'origine de deux
lignes d'équation (3 = o. Or, le théorème de M. Magnier prouve
qu'une telle disposition des lignes {3 = o dans le voisinage de Z = Zi

est incompatible avec l'existence d'une singularité logarithmique en
ce point; [cf. (4.43)]. La contradiction à laquelle nous venons
d'aboutir ne peut être levée que si (3 = o, c. Q. F. D.

Ainsi, le problème de M. Weinstein n'admet pas de solutions autres
que (3 = o lorsqu'il est posé pour une configuration vérifiant V hypothèse
de Friedrichs et lorsque les variations des données A ̂ (Z), A z(J)} Aa, A(3,
^[rT)el &\jr)sonl identiquement nulles. D'après les résultais du
paragraphe 52 cela revient à dire que Véquation aux variations (4 . L\ 1)
admet la seule solution tx = o; par suite Véquation (4.39) possède une
seule solution lorsqu'elle est posée pour un obstacle vérifiant Vhypothèse
de Friedrichs.

Ce théorème, fondamental dans notre discussion d'unicité, cons-
titue une extension d'un résultat analogue obtenu par M. Leray dans
le cas du fluide illimité (*71); d'après ce que nous avons vu au

(171) Signalons, toutefois, que ce théorème avait déjà été établi par M. Wein-
stein dans le cas de l'obstacle symétrique concave et de courbure suffisamment
faible et étendu depuis aux obstacles concaves symétriques de plus en plus
généraux par MM. Hamel, Weyl et Friedrichs.



paragraphe 3 1 , il permet d'appliquer les critères d'unicité de
MM. Leray et Schauder à l'équation (4.3g). Il nous reste maintenant,
pour pouvoir conclure, à préciser les indices topologiques des
solutions éventuelles de celle-ci.

3 5 . DÉTERMINATION DE L'INDICE TOPOLOGIQUE DES SOLUTIONS DE L'ÉQUATION

AUX VARIATIONS DU PROBLÈME DU SILLAGE. TlïÉORÈMES D ' U M C I T É . — L ' é t u d e d e

l'indice de l'équation (4.3g) que nous allons entreprendre repose sur
la propriété d'invariance qu'exprime l'énoncé suivant :

Reprenons l'équation (3.34')

et supposons encore qu'elle satisfait à toutes les conditions énumérées
au début du paragraphe 28; supposons maintenant, en plus, que
pour toute valeur de &, appartenant à l'intervalle o<&<i, cette
équation admette l'unique solution a? = a?(A); dans ce cas, l'indice
topologique i\x — F (a?, £), #(£)] de celle-ci est indépendant de h.
Dès lors, admettons que l'on ait réussi à construire une équation

vérifiant toutes les hypothèses de l'énoncé précédent et qui se réduise,
pour k = i} à l'équation (4.39) (l72) e t P o u r & = o à une équation dont
la solution ait un indice connu ; celui-ci sera alors égal, d'après le
théorème d'invariance, à l'indice de la solution de (4.39).

Voici comment nous procéderons pour construire l'équation (4. 6o).
Étant donné une configuration W(l), a, (3, dK et rf2, envisageons la

solution a? = a? /($), —-—• , _*_ du problème du sillage correspon-
dant, $($) et Û(Z) les fonctions de M. Villat et de M. Levi-Cività
correspondantes. Nous associons à cette configuration un sillage

(l72) L'équation (4. 3 g) est supposée correspondre à une configuration assujettie
à vérifier l'hypothèse de Friedrichs; d'après les résultats du paragraphe précé-
dent, ce fait assure l'unicité de la solution de (4.3g) et par suite l'existence de
l'indice topologique de celle-ci.
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auxiliaire (dont les éléments seront marqués de l'indice 1) tel que

Pour vérifier cette dernière condition, il suffira de prendre, et
c'est le choix que nous ferons, un obstacle rectiligne d'inclinaison
IF'(/') = £„ [cf. l'équation (I .24)]; les paramètres ty\ et ^ pourront
être quelconques; on peut prendre ^ = 1 ^ , ; ^ = ^2. Cela étant,
considérons la configuration C(/c) dépendant du paramètre k(o<k<i),
construite à partir des éléments de M. Villat

<&(stk) = k$(s)-+-(i — k)$](s), a, b, tyi et d;2

et qui se réduit pour /c = i à la configuration donnée C(i) et pour
k = o à la configuration auxiliaire C(o) que nous avons associée
à C(i). D'après les formules (1.6) et ( 1 . i5) on a

(4.61) Q(Z,*) = #Q(Z)4-(i —/c)Q'(Z).

Je dis maintenant que si C(o) et C(i) vérifient toutes les deux
l'hypothèse de Friedrichs (173), C(£) la vérifie aussi pour toute valeur
de A, o<A<i. Soient, en effet, B4(Z) et B(Z) les fonctions de
Friedrichs de C(o) et de C(i) respectivement; nous allons vérifier
que l'on peut prendre pour la fonction B(Z, k) de C(/t)

Il est clair d'abord que la fonction B(Z, k) est réelle et positive.
Nous allons établir que cette fonction est surharmonique. Pour

cela, observons que les expressions

ont toujours un sens, puisque B(Z) et B4(Z) ne s'annullent pas, par
hypothèse^ dans le domaine d\ il en résulte que les dérivées partielles
de deux premiers ordres de (BZ, k) existent et sont continues à l'inté-
rieur de d, puisque les dérivées de B(Z) et B4(Z) le sont. Ceci posé,

(17!) II en est bien ainsi en ce qui concerne C(o) si Ton choisit, comme nous
l'avons fait, pour obstacle correspondant un profil rectiligne.



un calcul facile conduit à la relation

A B(Z, k) = A-B *-> Bv1-^ AB + (i — A:)BAB7* ABÂ -h A* (A:

dB dB, dB «

Les deux premiers termes du second nombre sont évidemment
négatifs; puisque, par hypothèse, les fonctions B et B, sont surharmo-
niques. D'autre part, le facteur k(k — i) n'est pas positif, puisque

Tout revient, dès lors, à prouver que l'accolade qui figure au second
membre est positive; or, cette accolade est une forme quadratique
en B, B,; son discriminant; égal à

/ dB <*Bi dB dB, y

est négatif; la forme est donc définie négative tant que les fonctions B
et B1 ne se réduisent pas à des constantes. Cela montre que la fonc-
tion B(Z; k) est bien surharmonique.

Enfin on a, en dérivant logarithmiquement l'équation de définition
de B(Z? k) (le long des segments —i^X = —q et <7^X<i de
Taxe Y = o) et en tenant compte de (4.6i),

i dB(Z,k) _f i dB i dBv _ dT dTl __ dT(X, Y.k)

Cela achève de justifier notre assertion.
Dans ces conditions, le résultat final du précédent paragraphe

s'applique à C(£); nous pouvons donc affirmer que l'équation aux
variations (4. 39), posée relativement à la configuration C(£), possède
une seule solution, quel que soit k, o<k<i ; cette équation, dépendant
continûment du paramètre A, est du type (4.60); par suite, l'indice de
la solution de (4. 3g) supposée écrite pour C(i) est égal à l'indice de la
solution de cette équation supposée écrite pour C(o), c'est-à-dire pour
un obstacle rectiligne placé dans un canal à bords rectilignes. Or,



dans ce cas, la première équation du système (4.38'), équivalente à
l'équation unique (4.3g), est indépendante de ol(s) (cf. § 51);
l'indice cherché ne change pas si Ton déforme la configuration de
manière à éloigner à l'infini les deux parois ^ et p-2; à la limite, en
fluide illimité, l'équation (4.3()) ne dépendra pas de oa?, ce qui veut
dire que l'indice de la solution de l'équation (4.3g) posée pour la
configuration donnée est aussi égal à + i . Nous pouvons conclure :

Uindice topologique d'une solution de Véquation aux variations
(4.39) supoosée écrite pour une configuration vérifiant Vhypothèse de
Fnedrichs est égal à + 1.

Les résultats rappelés au paragraphe 52 permettent d'en déduire
successivement les énoncés suivants :

Vindice topologique d'une solution de Véquation (3.37), c est-à-dire
de Véquation du problème du sillage, posée pour une configuration
vérifiant Vhypothèse de Friedrichs est égal à + 1.

Le problème du sillage posé pour une configuration vérifiant
Vhypothèse de Friedrichs possède une seule solution.

A l'heure actuelle, on connaît deux espèces de configurations
auxquelles s'appliquent les énoncés qui précèdent : les configurations
symétriques (obstacle symétrique placé symétriquement dans un
canal) et les configurations (symétriques ou dissymétriques) avec
obstacle convexe vers le courant (y compris le cas du fluide limité
par une seule paroi plane).

56. PROBLÈME DE M. WEINSTEIN POSE POUR UN SILLAGE EN PROUE. —

Considérons la solution d'un problème du sillage. Nous nous propo-
sons de discuter le problème de M. Weinstein correspondant au cas
suivant :

i° La configuration donnée vérifie l'hypothèse de Friedrichs.
20 L'une des lignes libres, la ligne libre X2, pour fixer les idées,

présente à l'extrémité inférieure de l'obstacle un détachement en
proue.
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3° La déformation de la configuration est caractérisée par les
données suivantes :

Cela revient à prolonger tangentiellement l'obstacle (174) d'un arc
infiniment petit Aa et à laisser invariables les autres données. Dans

ces conditions, ia dérivée ^ est nulle au point Z = x puisque la

quantité û ^ 1 ) e s l n u U e [cf- (4= «48)]. Dès iors, les conditions fron-
tières imposées à (3 sont identiques à celles qu'on obtiendrait en
faisant Aa = o. Il s'ensuit que le problème de Weinstein, que nous
avons envisagé, ne possède d'autres solutions que (3 = o. Aussi la
fonction y(Z) correspondante est constante dans d; elle est donc
identiquement nulle puisqu'elle vaut zéro au point Z = els° (cf. § 52)
où elle est continue. D'après (4.44)j il vient alors

le second membre de cette relation ayant un sens pour Z = i puisque
la quantité û ' ( i ) est nulle [cf. (1.36)]. En différentiant l'égalité

précédente et en se rappelant que les opérations 8 et J^ sont permu-
tables, on trouve

Le premier membre de cette relation a encore un sens pour Z = i
(cf. § 31), où nous avons établi l'existence de la différentielle o£î'(i);
il en est par suite de même du second membre. Or, d'après (4.46),
on peut écrire

àf(i) -h àa = o
et l'on a, par ailleurs,

{
(17*) Avec une courbure nécessairement finie puisque nous nous bornons aux

profils le long desquels Wf(l) est continue. Nous ne nous préoccupons pas pour
le moment de la validité physique de cette configuration (cf. § 13).
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puisqu'en vertu de ( l . i o ' ) la quantité ,y est nulle. En

portant ces résultats dans la formule précédente, on établit le résultat
fondamental suivant

en reprenant la notation déjà utilisée au paragraphe 15 [cf. ( 1 .
Le raisonnement précédent montre, en outre, que l'on a, en même

temps,

(4.62') JÖ'(-i) = o,

toutes les fois que la ligne X, présente aussi un détachement en proue.

57. THÉORÈMES D'UNICITÉ POUR LE PROBLÈME DE LA PROUE. — L'égalité
(4.62) va nous permettre de faire connaître quelques cas où le
problème de la proue possède une seule solution.

I. Cas de la configuration symétrique. — Considérons un obstacle
symétrique placé symétriquement dans un canal. Nous prendrons
le milieu O de l'obstacle pour origine des arcs. Nous appellerons P<
(ou P2) le point de la moitié supérieure (inférieure) de l'obstacle d'abs-
cisse pi (ou jt>3); on pose p^ =•—p2 et l'on a o^pi <

 :- Posons-nous

le problème symétrique du sillage pour la configuration symétrique

formée par les parois (jii et (JL3 et l'obstacle P2Pi (contenu, de par sa

définition même, dans l'arc donné BC/; d'après le paragraphe 55 ce pro-

blème n'admet qu'une seule solution symétrique x\ l(s)9 —-—? qui

variera continûment avec pA ; il en résulte qu'à chaque valeur de />1, il

correspond une valeur et une seule de la quantité ('75)? P 2 = — £2'(i)
que nous noterons

P P ( )

(17î>) Cf. la formule (C) du paragraphe 1 3 ; on se rappellera que, dans le cas

symétrique, s o = —.
2
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la fonction du second membre étant continue. Représentons alors
dans un système d'axes rectangulaires pAy P2 les variations de P2 en
fonction de pA. A chaque intersection de la courbe P 2(p0 avec Taxe
des pA correspondra une solution du problème de la proue posée pour

l'obstacle BG donné (solution dont nous aurons à discuter la validité);
aux racines de l'équation Pa(jpJ|) = o, il y aura lieu d'adjoindre

pi = ! : si | a quantité P 2 ( - I est négative (cj. § 25). Or,
2

d'après l'équation (A) du paragraphe 13, on a, compte tenu des
changements de notations ( i76)

< O

Cela montre que le problème symétrique de la proue posé pour la
configuration donnée admet au moins une solution. Si, en effet,

: ) ^ o , la solution symétrique du problème du sillage posé

pour l'obstacle BG résout le problème de la proue posé relativement

à cet obstacle. Si, au contraire, P 2 ( - — - )^o la fonction continue

Pa(/>i) admet au moins un zéro dans l'intervalle " ^ i ^ o ; à

chacun de ces zéros correspondant une solution du problème de la
proue.

Occupons-nous maintenant de la validité des solutions du problème
de la proue dont nous venons d'établir l'existence. Au paragraphe 15

(17G) La dernière inégalité du texte résulte du fait que la fonction Ç — s est

décroissante dans l'intervalle O^S^TT et que la quantité —^-^ ——- est infé-

rieur à l'unité. On se rappellera aussi que [cj. CVI^TMJ
/*

et que
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nous avons vu que l'inégalité (1.42)

c'2>o

constitue une condition nécessaire de validité locale; or, d'après

(4.62) et (4.62'), cette inégalité exprime [en remplaçant dans (4.62)

Aa par — A/?< ] que la pen te -^ de la courbe P 2 en un point d'intersec-

tion avec Taxe des p^ est positive; au contraire, aux points communs
<5P

à Po et à OpA en lesquels -^ <^ ° correspondront des solutions

inacceptables du problème de la proue ( i77)- Considérons alors le cas
d'un obstacle symétrique en accolade; pour de telles configurations,
la quantité c', est nécessairement positive lorsque la ligne libre A2

présente un détachement en proue [cf. ( 2 .12 ) ] ; il s'ensuit que la

pente ^—- de P 2 sera positive en les points où P 2 ( J P 0 = o [cf. (4 .62)] .

Gela montre que l'équation P 2 = o ne peut avoir qu'une seule solution ;
il suffit de se rappeler que la fonction P 2 ( j ^ ) est continue, et que,
d'autre part, elle ne fait correspondre qu'une seule valeur de P 2 à
toute valeur de la variable. Nous pouvons dès lors conclure (*78) :

Le problème symétrique de la proue posé pour un obstacle symétrique
en accolade, placé symétriquement dans un canal, possède une seule
solution; d'après le théorème du paragraphe 18 cette solution est
nécessairement acceptable.

II. Cas de Vobstacle circulaire convexe vers le courant. — Pour
pouvoir appliquer le lemme de Friedrichs à des obstacles non symé-
triques nous sommes obligé (dans l'état actuel de la théorie) de les
supposer convexes vers le courant. Le théorème du paragraphe 18
justifie d'autre part l'intérêt qu'il y a à se limiter aux profils en

accolade; dans ce cas chacun des arcs OC^ et B1 O (cf. la figure 8)

(177) Dans le cas du fluide indéfini, M. Leray, en partant des formules de
M. Villat, a construit un obstacle symétrique auquel correspondent trois solu-
tionSj au moins, du problème de la proue, certaines <TeiiLre elles pouvant être
inacceptables.

()7S) Dans le cas de l'obstacle circulaire convexe ce résultat avait été établi
par M. Jacob avant les travaux de M. Leray,



doit être réduit à l'unique point O en lequel le profil doit posséder
une tangente continue. Or, étant donné une configuration dissymé-
trique, le point de bifurcation O a une position a priori inconnue; il
s'ensuit que les résultats des paragraphes 18, 35 et 55 ne pourront
s'appliquer simultanément a priori que si le profil donné BC vérifie
la condition suivante : quel quel soit le point O? intérieur à BC, la

courbure des arcs BO et OC n'est pas croissante lorsqu'on se déplace
sur chacun d'eux de B ou de C vers O; il est clair que le profil
constitué par un arc de cercle est le seul à jouir de cette propriété.
Supposons donc notre obstacle circulaire et admettons, pour plus de
simplicité, que son rayon est égal à i; dans ce cas, il sera défini par
l'équation intrinsèque

(fc. 63)

Les parois [x1 et p.2 sont à des distances quelconques de ses extrémités
B et C (en particulier l'une d'elles, ou les deux à la fois, peuvent être
à des distances infinies); nous supposerons que les valeurs de dK et
de d2 sont fixées une fois pour toutes ( l79); dans ces conditions, la
configuration des élémeats rigides est entièrement déterminée par le
couple des paramètres (a. 8) vérifiant les inégalités

(17Î1) Nous supposerons de plus que les distances dx et d2 sont assez grandes
pour que le demi-cercle

soit tout entier intérieur au canal. Lorsque cette hypothèse n'est pas vérifiée,
le raisonnement se simplifie (cf. la fin de ce paragraphe).

Notons que le demi-cercle ne rentre pas dans la catégorie des obstacles visés
par Fénoncé du paragraphe 2 3 ; en effet, dans le cas envisagé nous avons

en sorte ' ne vérifie pas une condition J?n{$) (n > i) pour j ~ o ou s — TT;

les raisonnements du paragraphe 28 tombent alors en défaut. Toutefois, les
raisonnements exposés par M. Leray dans son Mémoire des Commentarli
Mathematici Helvetici permetteot encore de tourner cette difficulté et d'établir
tous les théorèmes d'existence et de validité dont nous aurons à faire usage au
cours de cet alinéa.



- 263 —

d'après le théorème du paragraphe 33 le problème correspondant
du sillage admet une solution et une seule. Nous pouvons donc
caractériser celle-ci par le point de coordonnées a, (3 intérieur au
triangle OMN dont les sommets

Fig. i2.

P.

Pz

M et N ont pour coordonnées respectives (it, a) et (o, u). Tous les

obstacles P2Pi intérieurs à l'obstacle BC donné, et, par suite, les
sillages qui leur correspondent, seront caractérisés par un point
(j)a, jp,) intérieur au triangle afify. Nous aurons donc discuté le
problème de la proue posé pour BC si nous savons déterminer les
sigues des quantités û '( i) et Î2'(—i) ou encore, ce qui revient au
même, les signes des quantités P2 et Vu fonctions de p{ et de p2

[pour la signification dejo, etp2 (cf. § 23)] ; nous écrivons donc
F2=P2(pup2), P1 = Pi(/>i,/?2).

Or, considérons un point (j>2, p^) tel que
P2(/?i,/?>) = Q} Pi(p±,p<>) < o.

L'arc correspondant P^P^ étant en accolade, la condition (2 .12) de
M. Leray est satisfaite; (4.62) montre que Ton a, dans ce cas,

( k. 64 ) P2 (pu P« -+- àp2 ) èp. < o.

Au contraire, si en un point (^2,^1) on a
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on aurait, en un point (ƒ>_,+ cp2, jo,) infiniment voisin,

(k.65) P, (ƒ?,-!- dpujh)àfh>o.

Le même raisonnement prouve qu'en un point (p^ + op^ p4 + op^)
voisin du point (p^J^i) en lequel on aurait P, = P 2 = o , on a les
inégalités

Pi(/>1+ opu p2-h àpt) àpi> o, P2(/>i-f- àpu p2-i- op2) ô/>2<o.

Les fonctions P,, et P2 étant continues (t8°) dans OMN,ilsuit de là que
les points du triangle OMN? dont les coordonnées vérifient le système
P4 = P 2 = o? sont isolés et, par suite, en nombre fini.

D'après (4.64) e t (4.65) chacun d'eux est commun à un arc de
courbe d'équation P,=:o ? le long de laquelle P2<^o, qui y possède
une tangente horizontale et à un arc de courbe P2 = o, le long de
laquelle P^ <̂  o, qui y possède une tangente verticale (i8* ).

Cela posé, désignons par A tout domaine appartenant à OMN à
l'intérieur duquel on aurait

PAjhjPi) <o, P-i{jh,p>) < o.

Nous appellerons AMa frontière de A et nous l'orienterons dans le sens
des rotations positives. Je dis, d'abord, qu'il existe au moins un
domaine A. En effet, d'après (4.63), m\t) atteint ses maximum et
minimum pour / = a et / = (3 respectivement; la nature des détache-
ments en ces points est connue. Nous pouvons, dès lors, écrire

PaO?!, O)>O
Pl(7T?/>2) > O

(180) Cf. les formules (C) et (C;) de la remarque finale du paragraphe 13.
Nous introduisons ces quantités à la place de Qf(i) et &2'(—i) pour assurer un
sens à nos formules en les points M et O. Pour a ~ (3 — n par exemple, l'obstacle
se réduit à un segment infiniment petit horizontal; &'(i) et £l!{—i) sont alors
infinies alors que les expressions de P2 et P± correspondantes ont encore un sens.

(J81) La forme des expressions des différentielles dQ(~ i) et ô&(i) montre que

les dérivées partielles -r-^ et - ^ existent dans tout le triangle OMM ; les rela-
àpr dpz

tions (k.62) et {k.fa') prouvent que les dérivées -~- et-r-^ existent le long des

lignes d'équation Pj=:o et P2 —o respectivement. Nous pouvons donc affirmer
que ces lignes possèdent des tangentes en chacun de leurs points.
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et puis, si l'on fait p, =p2,

cos —
2

sin —
2

, .

car il vient [c/. (1. i4)] (182)

Les fonctions P4(/>M p2) et P3(pi, /)3) étant continues dans le
triangle OMN, il existe un domaine A attenant au côté OM du
triangle OMN et dont la frontière À' contient le segment OM.

Je dis maintenant que le domaine A dont nous venons d'établir
l'existence est unique. Étudions, en effet, la portion A" de la fron-
tière A'de A (supposé quelconque) qui soit intérieure au triangle OMN.
Cette portion se compose : i° d'arcs L4 d'équation P^ = o le long
desquels on aura : P2<^o; 2° d'arcs L2 d'équation P 2 = o le long
desquels on aura : P,,<^o; 3° de points en nombre fini, communs à
un arc L̂  et a un arc L2.

a. La portion A" ne peut se réduire à une courbe L, (ou L2). En
effet, aucun arc L,, ne peut joindre deux points différents du contour
du triangle OMN, les valeurs de P, étant différentes de zéro îe long de
ce contour, le point M excepté. Il s'ensuit que si A" se réduisait à L4y

on aurait dû avoir A'= A"; A" serait une courbe fermée, intérieure au
triangle OMN (le point M éventuellement excepté), admettant en
chacun de ses points une tangente. L'intersection de A" avec les droites
d'équation jp3 = £ (convenablement choisies) se composerait de deux
points au moins ; appelons alors s, t\ celui d'entre eux dont l'ordonnée r\
soit minima; le point s, r\ + or\ serait alors intérieur à A si l'on
prend OY) positif et assez petit; nous aurions

(182) On se reportera au renvoi (17C) pour la démonstration des inégalités du
texte.

THESE J. KRAVTCHENKO.
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et
Pi(e, v; + dm) Sn<o.

Or, cette inégalité est contredite par (4.65). La ligne L, (ou L2) ne
peut donc avoir de tangente verticale (ou horizontale). Nous pouvons,
dès lors, affirmer que chaque A" (et, par suite chaque A") contient au
moins un arc L, et au moins un arc L2; cela montre que chaque A'
contient un point Q au moins,

6. La portion A" ne peut contenir qu'un point Q. L'alinéa a établit
l'existence d'au moins un point Q [de coordonnées (y2, <y4)] sur la
portion A" considérée. Les conditions P4 = o, P2 <^ o valables le long
de L̂  et les conditions P2 = o, P1<^o, combinées avec les inéga-
lités (4.64) et (4.64;) prouvent qu'en ce point les arcs L1 et L2 se
croisent de manière que la portion de A attenante à Q contienne
l'angle ]>Sq\ \ p^faï c'est cette disposition qu'indique la figure 12.
Il s'ensuit (et compte tenu de la façon dont A' a été orientée), que
chaque point Q sera Y extrémité de l'arc L̂  qui y aboutit et V origine
de l'arc L2 issu de ce point. Or, ceci n'est possible que si chaque por-
tion A" ne contient qu'un seul point Q.

c. Toute frontière A' atteint les deux points O et M. Sinon, en effet,
A' serait ou bien complètement intérieure au triangle OMN, ou bien
contiendrait l'unique point M (ou O) de son contour. Dans l'un
comme dans l'autre cas, A' contiendrait au moins un arc L1 et au
moins un arc L2, l'un de ces arcs étant complètement intérieur
à OMN; il s'ensuivrait que A' posséderait deux points Q, ce qui,
d'après l'alinéa b est impossible.

d. Toute frontière A' ne contient qu'un seul arc MQO intérieur au
triangle OMN. D'après les alinéas b et c, A' contient au moins un

arc MQN composé de l'arc MQ et de l'arc QM; d'après l'alinéa 6, le

sens positif sur chaque arc MQO est MO; or, cela n'est possible que
si A ne contient qu'un seul arc de cette espèce.

De l'alinéa d7 il résulte bien que le domaine A contigu au
segment MO est l'unique domaine A. c. Q. F. D.

En résumé, l'arc OQM partage le triangle OMN en deux régions.
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A l'intérieur du triangle mixtiligne OMQ et sur son côté recti-
ligne OM, nous avons

Pi<o, P2<o.

Le long du côté curviligne MQ (arc L.,), on peut écrire

P!=ro, P2<o

et, le long du côté curviligne QO (arc L2), on a

P2~O; P,<0.

Dans aucun point de OMN extérieur au domaine OMQ (domaine A)
on ne peut avoir

II n'existe qu'un seul point Q dont les coordonnées vérifient le
système PH = P2 = o.

Cela étant, abaissons de M les perpendiculaires MH et MH4 sur ON
et MN respectivement. Le triangle OMQ n'empiète pas sur le rec-
tangle MHNHt, ainsi construit; il suffit de rappeler, en effet, que

Tare QO = L2 (ou Parc MQ = L2) ne possède pas de tangente paral-
lèle à Op2 (ou à Opi) [cf. l'alinéa a\. L'ensemble des résultats qui
précèdent se lit sur la figure 12.

Nous sommes maintenant en mesure de discuter les boluticns dû
système

r VÎ(P\}P*)Û°7

intérieur au triangle at3y. Plusieurs cas sont à distinguer.

i° Le sommet y, est intérieur au triangle mixtiligne OMQ. Nous
avons alors

Pi((3,a)<o, P2((3;a)<o.

Le systèmejp< =• J3, p2 = a constitue donc une solution du problème
de la proue. Cette solution est unique. En effet, le point Q est exté-
rieur au triangle a(3y; l'un des points de détachement, au moins,
doit être confondu avec l'extrémité de l'obstacle; nous devons donc
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prendre ou p} = [i, p2—p2 ou JÖ2=GC, p ,= jö t . Or, en un point

(j91 = 3, pù=:p.2
s) commun à Tare MQ et au côté J3y, nous avons

(de par la définition de L2= MQ)

Gomme p2<C a> les coordonnées du point envisagé ne résolvent pas le
problème de la proue; on écartera de même les points communs a hA

et à ay. c. Q. F. D.

2° Le sommet y est intérieur au triangle mixtiligne OQH.
Le point y est, dans ce cas, extérieur au domaine A; ses coor-
données a, (3 ne vérifient plus le système (4.66). Le point Q, d'autre
part, est extérieur à a[3y; on doit avoir encore

Une discussion analogue à celle de l'alinéa i montre que l'hypo-
thèse p2=a est à écarter. Au contraire, les coordonnées pA = [3,
jo2 = Jp2 d'un point commun à (3y et à L2 vérifient le système

Comme, dans ce cas, jo2^>a, le point considéré est une solution du
problème de la proue posé pour l'obscacle donné. Et cette solution

est encore unique, puisque l'intersection de OQ avec une droite
d'équation p^ = const. se réduit à un point unique. Les conclusions

précédentes subsistent si y fait partie de l'arc OQ.

3° Le point y est intérieur au triangle mixtiligne QMHt. Une
discussion analogue à la précédente montre que, dans ce cas, le
problème admet encore une solution, et une seule dont l'image est à

l'intersection de l'arc MQ avec la droite d'équation p2 = a. Les con-

clusions subsistent si le point y est situé sur l'arc QM.

4° Le point y est intérieur au rectangle MHNH< ou situé sur
le périmètre de celui-ci. Le point Q est alors, ou intérieur au
triangle a,8y, ou situé sur son pourtour. Une discussion analogue



— 269 —

aux précédentes montre que, dans ce cas, le problème admet une seule
solution dont l'image est confondue avec le point Q.

Nous pouvons donc conclure :

Le problème de la proue, posé par un arc de cercle situé dans un canal
à bords rectilignes (ceux-ci étant à distance finie ou non) admet une
seule solution lorsque le demi-cercle adéquation (4.63), dont Vobstacle
donné j ait partie, est intérieur au domaine du /laide.

L'extension de ce résultat au cas général est immédiate; les raison-
nements qui précèdent ne sont pas, en gros, à modifier. Toutefois,
l'existence des points du triangle ONM dont les coordonnées vérifient
les inégalités (ou Tune d'elles) P̂  ̂ > o, P2^> o, n'est plus certaine a
priori, puisque la fonction lF(s) ne devient ni nulle, ni égale à TI; en
particulier, le domaine A peut recouvrir tout le triangle OMN; cela
permet de simplifier la discussion.
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