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SUR LES

SYSTEMES DIFFERENTIELS DU SECOND ORDRE

QUI ADMETTENT

UN GROUPE CONTINU FINI DE TRANSFORMATIONS

Introduction.

La détermination des systémes différentiels du second ordre, dont
les courbes solutions admettent un groupe continu fini de transforma-
tions, a fait ’objet des recherches de Lie dans le cas d’une seule équa-
tion y"= f(xyy'). Le groupe admis par une telle équation peut
comporter : un, deux, trois ou huit parameétres. On se propose ici
d’examiner comment ce résultat s’étend a un systéme de plusieurs
équations : on suppose les dérivées secondes & fonctions holomorphes
des dérivées premiéres «; au voisinage de o, = o. La détermination
des espaces, dont les géodésiques admettent un groupe, est un cas
particulier de la question proposée.

La méthode suivie par Lie constitue une application de la théorie
des groupes : tous les groupes sur deux variables ayant été déterminés,
on examine, relativement a4 chacun d’eux, s’il existe une équation
qui 'admette. La considération des étres géométriques associés a
I’équation sert, d’'une part a éliminer a priori certains cas inutiles,
d’autre part 4 exprimer sous une forme indépendante du choix

THESE GUERARD DES LAURIERS, 1
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des variables certains des résultats; et notamment, le cas dans lequel,
I'équation étant réductible a y"= o, ses solutions sontles transformées
des droites du plan dont ’ensemble admet le groupe projectif général.
Nous nous placons ici &4 un point de vue plus analytique et utilisons,
pour 'un et 'autre objet, des symboles covariants attachés au systéme
donné.

D’autre part la détermination compléte du groupe devient rapi-
dement, lorsque n augmente, un probleme trop compliqué pour que
la méthode de Lie permette d’obtenir le moindre résultat. Il est
nécessaire de tenir compte, si possible au stade de ses équations
de définition, des conditions limitatives imposées au groupe du fait
qu’il est admis par un systéme. En retour, les conditions de structure
permettront souvent d’obtenir beaucoup plus rapidement un résultat
implicitement contenu dans les équations de définition. On ne peut
done, en rigueur de termes, parler ici de méthode; sinon d’une
méthode de balancement qui envisage, tantot les conditions propres
au groupe comme tel et qui seraient le fait d’'un groupe quelconque,
et tantot celles qui résultent des équations de définition a partir
du systeme différentiel proposé. Il est d’ailleurs impossible de préciser
a priori le rythme de ce balancement; et ce qui se trouve ici réussir
au moins partiellement, c’est plutot I'absence de méthode jointe a la
systématisation d’un point de vue : mettre en relation des éléments
covariants ouinvariants attachés au systéme avec des éléments de méme
nature caractérisant le groupe. En ce qui concerne ces derniers, ce
sont les racines caractéristiques de la partie linéaire des transforma-
tions du premier ordre et le nombre de ces mémes transformations
qui s’introduisent le plus naturellement. La mise en ceuvre des con-
stantes de structure elles mémes n’est malheureusement pas conforme
a la nature de la question : & une méme structure peuvent en effet
correspondre certains groupes admis par un systéme différentiel et
d’autres qui ne le sont pas.

Indiquons rapidement la marche de ce travail :

Le Chapitre 1 précise le mode de représentation du systeme diffé-
rentiel proposé : il n’est pas toujours indifférent de faire choix d’un
parametre distinct des variables (systtme S) ou de prendre I'une
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d’entre elles comme paramétre (systéme L). Le cas dans lequel ces
deux modes de représentation coincident est celui des systemes G qui
conviennent aux géodésiques.

Le Chapitre I excepté, le présent travail sera limité aux systemes G.
Nous indiquerons ultérieurement comment les résultats eobtenus
s’étendent aux systémes S et L; il suffit, en ce qui concerne la cova-
riance (Chap. II), de conventions judicieuses, mais la généralisation
des chapitres suivants exige des calculs considérables.

Le Chapitre II définit des ¢léments covariants attachés au systéme
différentiel; indique les conditions nécessaires et suffisantes pour que
celui-ci soit réductible a @)= o; définit, a 'intérieur de certains
systémes covariants, des systémes covariants plus restreints qui
peuvent étre nuls sans que les premiers le soient.

Le Chapitre III donne les équations de définition du groupe;
détermine les systémes qui admettent un groupe dans lequel figure
au moins une transformation du second ordre; étudie, I’existence
de transformations du second ordre étant exclue, la limitation du
nombre des transformations du premier ordre; précise enfin la distri-
bution de leur ensemble (désigné par v): on ne peut en effet choisir
arbitrairement celles qui doivent étre envisagées comme indépen-
dantes.

Le Chapitre IV étudie le comportement réciproque des transforma-
tions d’ordre o et 1. Si I'on désigne en effet par Y une transformation
d’ordre 1 et par X, les transformations d’ordre o, on a

(1) Y:Z 0: X,

13

les 0; étant d’ordre 1. Sil’on réduit les transformations a leurs termes
de I'ordre le moins élevé, ’égalité (1) vaut, en y réduisant les 0; a leur
partie linéaire. En particulier, 4 une égalité

(2) Y =6X
correspond, pour les termes de 1'ordre le moins élevé, une égalité
(2") Y=6X.

Les égalités (2') résultent immédiatement de la distribution des trans-
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formations de y supposées connues. Mais il est fort utile de savoir dans
quels cas une égalité (2') permet de conclure a une égalité (2). En
d’autres termes, les deux transformations X et Y forment un couple,
c’est-a-dire sont proportionnelles : en résulte-t-il que X et Y forment
elles-mémes un couple ? En d’autres termes encore, le fait queles deux
transformations X, Y forment un couple au second ordre prés [ce
qu’exprime I’égalité (2")] entraine-t-il que ces mémes transformations
forment un vrai couple conformément & I'égalité (2). La disparition
des transformations du second ordre inclinerait & le penser, mais la
réponse n’est affirmative que sous la condition X(6) £ o.

On considere alors 'ensemble de tous les couples existant dans le
groupe et on les réduit simultanément 4 une forme canonique. On
trouve en général un sous-groupe du groupe linéaire.

Enfin on peut examiner 'influence de I'existence des couples sur la
détermination du groupe : le probléme se trouve ramené aux seules
variables qui n’interviennent pas dans les couples. Mais nous laisserons
de coté ce point qui a d’ailleurs un intérét surtout théorique.

Le Chapitre V concerne la détermination des termes du premier ordre
des transformations de vy. Il comprend essentiellement deux parties
qui se réferent aux conditions imposées au groupe par le systéme
différentiel d’une part, a la génération du groupe a partir de certaines
de ses transformations d’autre part.

On remarque aisément que l’existence de la transformation
T=w,p,+... entraine celle du groupe projectif général, parce qu’elle
impose aux symboles R!,,, qui jouent un role analogue a celui des
symboles de Riemann, la forme qui caractérise les systémes 2 = o. Ce
cas étant exclu, aucune transformation de y ne peut avoir toutes ses
racines caractéristiques égales, & moins qu’elles ne soient simulta-
nément nulles.

Il est dés lors naturel de chercher s'il n’existe pas d’autres condi-
tions auxquelles doivent satisfaire les racines caractéristiques de toute
transformation de y. L'examen des conséquences différentielles des
équations de définition conduit a

pe=pj + Px—+ P

La non réalisation de cette condition entraine ’existence du groupe
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projectif général. On peut évidemment assigner des conditions plus
restrictives, qui viennent d’ailleurs se superposer aux précédentes;
leur non vérification entraine bien des conséquences covariantes, pour
le tenseur Rj;,, mais non pour le tenseur R’,, dont la considération
suffit, eu égard aux résultats visés dans ce travail.

Apreés avoir admis 'existence dans y d'un certain nombre de trans-
formations satisfaisant aux conditions précédentes, il est nécessaire
de déterminer toutes les transformations indépendantes auxquelles
donne lieu I'application de I'opération crochet. On montre, dans ce
but, que l'itération de cette opération [(AX)X]X... conduit a un
résultat identiquement nul lorsque les racines caractéristiques de X
sont nulles. Dans le cas contraire, le méme processus scinde A en
groupes distincts, de telle maniére que pour tous les termes @ x; p;
appartenant & un méme groupe, la différence (p;---p,) (prise dans X)
soit la méme. Il suffit de former le tableau de ces différences, que
nous désignons sous le nom de multiplicateurs, pour obtenir les
transformations dont I’existence est liée a celle de A.

Ces données suffisent pour déterminer complétement les termes
du premier ordre de vy dans les trois cas :

G. M. [groupe maximum : (n —1) (n — 2) -+ 3 parameétres]| (n quelconque);
G. S. [groupe sous-maximum : (2 —— 1) (72 — 2) + 2 paramétres | (2 quelconque);

n =3.

Le Chapitre VI comporte la détermination du groupe et corrélative-
ment du systéme qui 'admet dans les trois mémes cas :

Ou bien en s’appuyant sur la théorie des couples [ Chap. IV]. y com-
prenant un ensemble de transformations x;p, + ... (¢, £ prenant les
mémes valeurs), cet ensemble entraine I'existence de p,, x;p;. On
détermine alors facilement la forme des autres transformations.

Ou bien en utilisant les formules de structure. Elles sont dites régu-
lieres lorsqu’elles ont la méme forme que siles transformations étaient
réduites a leurs termes de 'ordre le moins élevé. Les cas d’irrégu-
larité, d’ailleurs peu nombreux, peuvent étre facilement déterminés
par la considération de I’équation

.Z=(TZ)+ aU,
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dans laquelle T et U sont des transformations données (supposées
appartenira y), Z une transformation inconnue, H et a deux constantes
données (par la considération des termes de I'ordre le moins élevé).

Des calculs auxiliaires considérables n’ont pu étre insérés dans le
texte; on s’est borné a développerles cas les plus simples, susceptibles
d’illustrer sans trop de longueur les considérations générales placées
au début de chaque chapitre.

La numérotation des équations est indépendante pour chaque cha-
pitre; et, sauf mention contraire, un renvoi doit se prendre dans le
chapitre ou il se trouve.

La numérotation des résultats et celle des définitions concernent
I’ensemble de la rédaction.

Monsieur E. Cartan a eu la longue patience d’examiner ce travail;
il nous a donné pour sa mise au point les plus judicieux conseils.
Nous lui en exprimons toute notre reconnaissance. Nous remercions
aussi M. Garnier et M. Valiron, qui ont bien voulu se joindre & lui.
M. Vessiot, qui nous avait suggéré cette recherche et M. Picard qui
en a accueilli les résultats aux Annales de UEcole Normale, voudront
bien trouver également ici I’expression de notre gratitude.



CHAPITRE L

EQUATIONS DE DEFINITION DU SYSTEME DIFFERENTIEL.
CHOIX DU PARAMETRE.

Les courbes solution d’un systéme différentiel qui admet un groupe
demeurent invariantes dans leur ensemble par une substitution
quelconque du groupe. Si ces courbes sont représentées paramétri-
quement, le paramétre attaché au systéme sera en général modifié au
cours de la transformation, c’est-a-dire que les points des différentes
courbes solution qui correspondent & une méme valeur du paramétre
ne sont pas en général transformés les uns dans les autres par le groupe.

La question de savoir si un systeme différentiel admet un groupe
requiert donc la détermination des systemes qui sont équivalents au
systéme proposé, a un changement du parameétre preés.

Soit donc

x,ﬁi...x’r’,—i—... S, (i=1,2, ...;5n22)

I

(S) @ =fi+ flz.+.. '+fl£1--./',,
/
un systeme différentiel du second ordre.
Les f sont supposées fonctions holomorphes de leurs arguments
Z,, &, ..., 2, dans le domaine ou on les envisage.
Les @ sont fonctions d’un parameétre ¢

/____d'];i

" dz.l'i
i — T e o

X, —
de’ T ae

Le développement (S) suppose que les S; sont des fonctions holo-

morphes des (%) dans le domaine <%‘i—‘> = 0; nous nous placons
\ 0

dans cette hypothese.
Nous nous proposons d’examiner la relation entre le paramétre ¢
du systéme (S) et le paramétre 6 d’un systéme X équivalent au sys-



teme (S)
dz.’l,'i . X da;
* z =5+ |@)
dgxl . ddx‘
Formons
d*x, 1 cix_n d*z;  dx; d*z,
() dzi  [da, '\ dt de dt ae
di
dx, dz; . dr, dx;
. Sl dt Sn dt o Zl dO n dﬁ
dz, \* dz,\* ’
dt df )
d’ou
dx, dzx;
(S .
\dt) oy dEn 5 dm
] " db
( 2 ) ” (l.ib‘p1 dJ/'I-F dx, " dx,,1 d.Z‘,.p dxl. db >p
N gt ) Py |
ot ; d.Z‘,,‘ dxrp‘ dxn n d[l/‘,«l dx,.ﬂ dxi
¢I‘,...7~P‘W A W) _¢76_ —_ CPF“""PW W _670_.
[p=o0,1,...,00; rp,=1,2,...,n0; i=1, 2, ..., (n—1)].

On supprime, comme il est d’usage, les signes de sommation

inutiles.

On peut, de la relation (2) (ou de celles qui s’en déduisent en

. .. . ., . db
modifiant lavaleur de ¢ si n23), tirer sans intégration la valeur de 7

2 condit; A e di : 0 9 4 -
a condition que _ n'en disparaisse pas. Or, pour que - disparaisse,

il faut

"t dx"x
[

db

db

e
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Les %%‘ ne pouvant étre liés par aucune relation indépendante

d*x,
des —7 on en conclut
(3) fl:O: T .rr:dt.olg . r,,+ ELP/‘:J . 1,,+- <ot 5:,,911 - (P;é 2).
Alors (42 disparait des relations (2) qui se réduisent a
dt)
(4) Sa— o= &+ el w,.

P,. Deux parametres t et 8, qui correspondent & deux représentations
différentes d’un méme systéme (S), sont liés par une relation du type

(el
(qui peut s'obtenir sans intégration), @ moins que le systéeme (S) ne se
réduise a

(G) &z, = fisx; i+ 2, R.

R étant une forme indépendante de i

R=p+p,x) + g, @pz5+. ..,

En particulier, si 'on n’a pas f)=¢)o la fonction H est une fonc-
tion holomorphe de ses arguments pour des valeurs de ceux-ci qui
rendent non nulle I'une des expressions

L dx,\ dx, o da, \ da,”
j’d_O)W_<j’ )|

D,. Les systémes (G) comportent comme cas particulier les équations
des géodésiques d’un espace riemannien, d’oi leur désignation. Les sys-
témes (S) sont ceux dans lesquels les variables x,, x,, . .., x, jouent un
role symétrique en regard du paramétre t qui ne figure d’atlleurs pas
explicitement dans les équations. Enfin nous désignerons sous le nom
de systéeme (L) un systéme du second ordre de la _forme

dx, 4 , dx, . d‘[,‘,t d.l‘,P .
(L) 7 =J'"+/ r “+...- Y il e —+...= Ly
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les [ sont des fonctionsde x,, . . ., x,;les indices i, r,, ..., r, prennent
les valeurs 1, 2, ..., (n—T1).

C'est en effet sous cette forme que Lic les a considérés pour déter-
miner les groupes qu’ils peuvent admettre.

Retenons donc que si un systéme (S) n’est pas réductible & un sys-
teme (G), on peut obtenir tout systeme équivalent 2 (S) en posant

® 7 ="(=|a)

d’ou 'on déduit successivement

AE T de | O, ) T d, O

a0 db [ JH dx, JH dixs]

d

et, en substituant dans (S),

6 Tt o d6+dﬁ a0

d? x; dx; [ 0logH dz, 0dlogH d*x,”
_ d0 J

dx, o pi d.l',.‘ d‘z’,,g dxrp
H?.f -+ Hf =g e WL, et et et

Les équations (6), résolues en dd;‘
remplacé H par sa valeur, donneront un systeme X équivalent a (S),
mais écrit avec le parametre 0.

En ce qui concerne les systemes G, il est aisé de trouver directement
des conditions analogues. Soient

» el dans lesquelles on aura

d*xz, ., dz, dz, dz,
() w ot Ll i T T
d‘zxi dél‘r a’xs d.Z'l'

(2) a0 =Y a T a

deux formes équivalentes du méme systéeme. On obtient immeédiate-

ment, en calculant & '21—6"— a partir de la premiére forme,
ari da, dzg
ar R e G T

vy P T a T dz,
) dt 5
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Et comme il ne peut exister aucune relation entre les —

db
f d$,‘ dxr
(4) j}lk"' CP%LZS}MA"F‘ Er Wy, R:Eal1 1,,_;_27"' dtp,
d db db dzx, dx,, dz, »
(7 gplos g Teg =RE oG =R Tyt

P.. Les conditions nécessaires et suffisantes, pour que les deux formes
envisagées pour le systtme (G), l'une (S) relative au paramétre t,
Uautre (X) relative au paramétre 0 soient équivalentes, sont

— '
Ji— o= g i+ cpw,.

Ces conditions montrent a nouveau que la réductibilit¢ d’un
systeme (S) a un systéme (G) constitue une propriété indépendante
du choix du parameétre.

Les quantités p et w, sont des fonctions arbitraires des « : on peut,
en les modifiant, obtenir tous les systemes (X) équivalents au sys-
teme (S). Pour un choix déterminé des g, w,, I'équation (7) permet
de passer effectivement de la forme (S) a la forme (X) : w,, @, « sont
en effet, le long d’une courbe solution, des fonctions de ¢, et (7) cons-
titue une équation differentielle. Elle établit, sur chaque courbe solu-
tion, la loi de correspondance entre les deux paramétres, mais cette
loi varie en général d’'une courbe a I'autre et c’est pourquoi ¢/ est
impossible de l'obtenir sans intégration. On peut d’ailleurs lever
'indétermination de ¢, w; par les conditions

p=o, EQQAZEJ{A+()L+1)G);C:U (k=1.2,..., n),
(8) 7 ‘
G:Idtefjm(“ avec f(t) =R +—2m,%-

1l correspond une fonction f(z) & chaque choix des w. Dans le cas
particulier ol Z représente les géodésiques d’un espace a n dimensions,
il existe un choix des w tel que 6 soit, pour chaque géodésique, une
fonction linéaire de I'arc.

Enfin si deux paramétres ¢ et O répondent 'un et 'autre aux deux
- 24 , , , -
conditions (8), on a %: o. Le parametre d’un systeme assujetti aux

THLSE GUERARD DES LAURICRS 2



—_ 12 —

conditions (8) est déterminé & une substitution linéaire prés, ce qui
souligne le caractere intrinséque de celles-ci.

P,. Notons qu’étant donné un systéme (G) on peut faire apparaitre
ou disparailre de ses équations telle forme R donnée arbitrairement :
il suffit d’un choix convenable du parameétre.

Les systemes (G) se présentent donc dans I’étude de 'équivalence
des systemes (S) entre eux. Nous allons les rencontrer a nouveau a
propos de I'équivalence des systémes (S) et des systemes (L). Les
solutions d'un systeme (S) dépendent de (2n—1) constantes
arbitraires; celles d’un systéme (L), de (2n—2) seulement. Un
systeme (S) n’est donc pas en général équivalent & un systeme (L),
mais il est aisé de préciser a quelles conditions il doit satisfaire pour
jouir de cette propriété. Les valeurs des %711 calculées par les

formules (1) a partir du systéme (S) proposé doivent dépendre
. da; .
exclusivement des rapports —— - Les expressions
da,

dr,
dt

dx,

t’c‘ﬁ" - Sn.

(8) S

doivent donc étre des fonctions homogeénes et du troisicme degré
dz

o

Réciproquement d’ailleurs, si ces conditions sont satisfaites, le
systeme (S) est bien équivalenta un systeme (L). 1l en résulte que, étant
donné un systéme (L), on peut toujours, d'une infinité de maniéres,
trouver un systeme (S) qui lui soit équivalent, au moins sil’on n’impose
aucune restriction a la nature des coefficients de celui-ci. Il suffit,
dans les équations

A Sn_
(8) __(—l{—_——.':—fi-t—:]“<$ —_

en

) 2. , . . dr,
de prendre pour — - un développement arbitraire en — et de calculer

les autres dérivées secondes. Mais si 'on suppose, comme nous I’avons

Ly
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. dx,
fait, que les S, sont des fonctions holomorphes des(d >dans le

domaine de <Cilz> =o, il n’est plus vrai qu’il existe un systeme (S)

équivalent & un systéeme (L) choisi arbitrairement. Dans les conditions
de régularité précisées :

P.. Un systeme (S) et un systéme (L)) sont équivalents si et seulement
st ils sont équivalents a un systéme (G). 1l est aisé de le voir sur les
équations (8) :

a. soit en partant des premiers membres | systéme (S)].

Comme ce sont des fonctions homogenes du troisieme degré
holomorphes dans le voisinage des valeurs o, ils se réduisent & des
polynomes du troisiéme degré. Deux groupes homogenes, d’un

méme degré différent de deux en <de >, et appartenant 'un & S,

Pautre a S, satisfont a
dzxy,
dr

MTnf@:m

T dt

d’ou 'on déduit immédiatement le résultat.

b. soit en partant des seconds membres | systéme (L)].
Les L, deviennent, si l’on y remplace dz, parf"l—‘[—‘des fonctions
homogénes de degré o en ?— Comme ils doivent étre holomorphes

dz,
aprés multiplication par < - ils ne peuvent contenir que des

C , drx .
termes du troisitme degré au plus en ——. Par suite
n

: dx,, dz, dz, .
:Z'f’l"" —— dw’: [i5 14, 7ay ooy Pp i1, 2, oo s, (n—T1)).

rda, dix,

p=0

Les équations (8) s’écrivent

de, d*x, dr, d*x, d.En> dl,> <i@>’
@ e~ a ar S\ a) g dt
(9) dx, dx\ dx, dau dx, d.rw
- \f" di dt > dt S dt dt

(rys, u, v, w*n).



— 14 —

Mais tous les termes du premier membre contenant en facteur

501t7ti sml;—d—[’f-, il en est nécessairement de méme de tous ceux du

second. Et comme, dans le dernier groupe, u, ¢, w sont différents
de n, 'un au moins de ces indices doit étre égal a ¢ et la solution la

L , . L &z
plus générale des équations (g), linéaires en Tif;’i(lcz 1,2, ...,Rn),
conduit au systéeme (G)

A’ x; :/l<dxn>?+ <f’ dx,w)% - dx, dxz, N ﬂlfi R,

dr dt "dt ) dt Tdt dt T de
d*ax, . dx, dxg dx,
R L i T

On voit de plus que, si 'on écrit les systéemes équivalents (S) [ou (G)]
et (L) sous la forme

drx;  ,; dx, dzg dx; i dz,, dz,
de —frs‘—dT ar -+ ar p,‘“_,,.P—_—dt e |

p="n

d*z; Fig F dax,

P dx, dr, dx; ( . dx, dx.,-)
d-%',': _ n’JaTn —+ K b

dx, dr, dx,\ " dx, dz,

on a, entre les coefficients des deux systémes, les relations

h— £k M —— R oo A fn
Ft—= nny I‘l/‘ - tl/"“"'i‘/n/""ej ni

Fl=—=off,— el 3FLj=— 1y % (., k7= ).

nn’

(10)

Les relations (10) montrent que Fi, est indépendant de %, comme il
résultera d’ailleurs de considérations ultérieures concernant la
covariance. On vérifie de plus, conformément a une précédente
remarque, que la forme R n’intervient pas dans les relations (10).

Si un systeme (S) ne vérifie pas les conditions (S) (p. 10), il est
équivalent non pas 4 un seul systéeme (L), mais & «' systemes (L).
[ 11 pourrait d’ailleurs étre considéré comme un systéme (L) particulier
de I’espace & (n + 1) dimensions. ] On pressent par la 'importance de
la distinction des trois types de systemes : (8), (L), (G), en ce qui
concerne les groupes de transformations qu’ils peuvent admettre.

Désignons par L, les systemes (L) (oo') auxquels équivaut un
systeme (8). Désignons par I' le groupe éventuellement admis par le
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systéme (S) et par v, le groupe éventuellement admis par le systéme L.
Le groupe vy, ne fait pas nécessairement partie de I'; il faudrait pour
cela qu’une transformation quelconque de v, changeat toute solution
de (S) en une autre solution; on est bien assuré qu'il en est ainsi
pour les solutions qui appartiennent & L,, mais non pas pour celles
de Ly, quel que soit ). Considérons inversement le groupe I et un v,
déterminé. Désignons par y 'ensemble des transformations de I' qui
lui sont communes avec v,. Du fait qu’elle appartientaI', une transfor-
mation de vy est indépendante de A; en sorte que l'ensemble v
demeure le méme, quel que soit le vy, qui a servi 4 le déterminer.
L’ensemble y forme d’ailleurs un groupe puisque le produit de deux
quelconques de ses transformations appartient encore simultanément
aleta Y-

Mais I'existence de I' n’entraine pas celle de vy, ni inversement.
D’autre part, y peut s’identifier 2 chacun des vy, eux-mémes semblables
entre eux, I' étant plus ample que y. On peut montrer effectivement
que le groupe maximum admis par les systémes (S) est plus ample
que le groupe projectif général qui est maximum pour les systemes (L).

Terminons par un exemple ces généralités relatives au choix du
parameétre. Considérons le systéme

d®x;
el Ipoy — A et et
(s) T (xi=A;et+ B, e ).

Entres trois quelconques des a, il existe une relation linéaire et
homogéne; on achevera de déterminer les courbes solution par leurs
projections sur I'un des plans de coordonnées que nous appelle-
rons 0y. On trouve un systéme de coniques qui dépendent de trois
parameétres

(C) Az + 2Bzy + Cy?+ 4(AC — B?) =o.

Passons du systeme s & un systéme /

Az,  dPz; (dx,\*  dx d‘zxn'
dt dx, de

de 7 dx}

den\* _ o( . 42 daps
) T O\ Ay’ U T,

La valeur de
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A . d>x, .
doit étre compatible avec 7;—”— =ux,. On obtient
d*x, 1 o dx,
a2 = e\ Y e gz,
avec
I dx,
oP ~ 00 dz, L " dx, o
o, oz, dz, dz, @ - o
0
duay,
On peut prendre par exemple
d*z; Z; xn,  da

dzl — xi+ h @i+ A dx,

S’il existe au moins deux valeurs de 7, on retrouve les relations
linéaires ax;+ Ba,+ yx,=o, et le systéme / comprend en outre
I'unique équation

A /2 }/———.’I:l)-'/
(l/\) Yy = 2 h ’
(Co) ax*—axy+B=o (?\':.6),
y —ax 2__ . 3
(Gy) ( 5 ) x2=%  (Azo).

Toutes les coniques (C;) qui correspondent & une méme valeur de A
sont tangentes aux deux droites : @ ===y —A. Une famille (C,)
déterminée ne coincide donc pas avec la famille C. Il y a seulement
équivalence entre C et I'ensemble des (C,), c’est-a-dire entre s et
I’ensemble des (4).

Larecherche des groupes correspondant aux systémes /est simplifiée

par la considération des multiplicités solutions que les changements
de variables respectifs

X . 1 A
—=u; [i=1,2,...,(n—1)]; — =y ou Ly =
In “Ln

raménent a des multiplicités linéaires qui admettent, dans I’espace u,
¢, le groupe projectif général. En effectuant le changement de
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variables inverse, on est conduit aux groupes

1’;.1‘5.2 lrs(_)d;.jf'., Zn df (6 k=1,2,...,n);

0z;

dxk

RSN, L of B
5;[ ZA‘L}B—J—?:n ‘25:1—11 5 VTA,—,;II—/[ [/(___I,I,...,(n-——l)]-

d 9 0 .
(o) { Zx [W;ﬂ,}:{”\d_i%—g;%]’ ‘xl"_f' [/ k=1,2,..., (n—1)];

n ()f ()f 0
X [$112 .%Sd ——l—}dxn] 5 \/ n_'_)\_dll,
s =1
(1) ] - of '
xt\/xﬁ—f—l}‘x;d? (i=1,2,...,n);
s=1 s
ij;f;c [/, k=1,2,..., (n—1)]; mndil [l=1,2,...,(r—1)]

Tous les groupes () sont semblables entre eux et semblables au
groupe projectif général.

La recherche du groupe admis par le systeme s conduit aux résultats
suivants

Y TR N P
Ti;c__xima ij——--l'zx/cz -T"(')';‘ (l, k-——l, 2y vuey n),

s=1
(F) nin—+1) .
[n2 + (—z_)J parametres, (Tity Twt) = 2 Ti— /Ty

\ (Uis Un) =0, (T, Unt) = ek Uu~+ ek Upn.
Le groupe v, effectivement indépendant de 2, est

of - e
) rld_vcz [i=1.,2,...,n; k=1,92,...,(n—1)].
Nous remarquerons sur cet exemple que la similitude des groupes v,
n’entraine pas que ces groupes fassent partie de (I'); et qu’on ne peut
pas méme déduire du nombre des parameétres de (I') une limite
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supérieure du nombre des paramétres de vy,. Il faudrait ici que I'on
eat

]l(n_lf_g)é@

-+ n? (r23).

1l importe donc, 4 chaque étape de la résolution du probleme, de
distinguer deux cas : celui des systémes (S) et celui des systémes (L).
On est utilement guidé par la considération des systéemes (G) qui
constituent comme un noyau commun aux deux cas. Pour ne point
trop alourdir le présent travail, nous nous bornerons 4 développer ce
qui concerne explicitement les systémes (G). Avant d’aborder cette
étude, nous rappellerons et étendrons quelques considérations de
covariance.

CHAPITRE I
ELEMENTS COVARIANTS ATTACHES AU SYSTEME DIFFERENTIEL.

Le fait d’admettre un groupe constitue pour un systéme différentiel
une propriété invariante par toute substitution effectuée sur les
variables. Les relations qui traduisent cette propriété, étant donc
invariantes dans leur ensemble par une telle substitution, ne doivent
faire intervenir que des éléments covariants attachés au systéme.
Nous nous proposons de construire plusieurs ensembles covariants
attachés au systéme différentiel donné : simple extension des procédés
habituels du calcul différentiel absolu. Nous chercherons surtout
a déterminer I’ensemble des conditions auxquelles se trouvent soumis
certains systémes covariants du fait que quelques-uns de leurs ¢léments
sont assujettis a prendre des valeurs numériques fixes. Ceci revient,
en fait, & mettre en évidence une covariance plus restreinte a I'intérieur
de systémes covariants déja obtenus.

Le changement de variables

ai=hi(¥1, Yas -y Yu) (i=1,2,...,n)

fait passer du systeme

(r=m, ra.:ﬂa, L)

d*x; . dx, dx ‘_dxi - R dxa_*_
dr = Inar @ a’t<' TheTg T
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au systeme

d*y; ; dyr dys dy dzx, ;
T =g 7{7*‘}72‘1<9+9“ dz“+"‘> (6= gh pu=Flas --)-

Etl'on a
i P d.),l. G 0‘%«1 d\fvap
Pay...ap= dw,,fa,...a,,a}: d)’a,, (P;éz),
i _ 0y | s Oy Oy Pz,
e = 0z s [fa3 5)7 m - ay; d}’k] ’

i d}’L ()2.)@‘ Jdzx dxg
Pji :[Efo?@‘* ’ ] =

0wy dzg | dy; Oye

dy; dyk

On voit donc que tous les f sont covariants & ’exception des f;A

D,. Il est possible de définir, & partir des [, des symboles cova-
riants jouant par rapport au systeme différentiel le méme role que les
symboles de seconde espéce de Riemann a 'égard d’un espace riemannien

n
i df/ll dﬂ’\ i fs L fs
(1) M= G +2 (fls S — Js Ji7)-
s—=1

Il est facile de vérifier la covariance. D’autre part, RY,, a les mémes
propriétés de symétrie que le tenseur riemannien, auquel d’ailleurs
il se réduit pour ceux des systémes G quireprésentent les géodésiques
d’un espace de Riemann (').

On peut également, au moyen des symboles /', étendre au systéme
différentiel la théorie de la dérivation covariante attachée d’ordinaire
a une forme quadratique.

Le systeme que I'on obtient par dérivation d’un tenseur n’est pas en

(1) On sait que, dans la géométric relativiste d’Eddington, la présence d’un champ
électromagnétique est liée a la non-intégrabilité des longueurs comme la présence d’un
champ de gravitalion & la non-intégrabilité des directions. Les symboles R ici définis
peuvent étre associés a un espace pour lequel il n’y a pas intégrabilité des longueurs;
les systémes G constituent alors les équalions des lignes d’univers d’un tel espace. Du
point de vue des espaces A connexion projective développé par M. E. Cartan, on peut,
a tout systéme G, associer d’une maniére intrinséque un espace a connexion projective
normale, donl les géodésiques sont les courbes inlégrales de G; landis qu'il y a une infi-
nité d’espaces a connexion affine admettant ces courbes pour géodésiques.

THESE GUERARD DES LAURIERS. 3
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général un tenseur. Mais on vérifie aisément que, si & et v, sont
des tenseurs,

1 rs

) d'r‘l
ai//:: df, ks &y

x
dn :
Nk = a;l + flns

sont encore des tenseurs.
En général, X34 4> étant un tenseur,

a;

OX G+ +fim \

14, ‘a; ag... un...a a,

(2) XGigegm] ) = d;v; . E S X E JinX b,...;ﬂ’f.
iu

iu .

est encore un tenseur.

Nous appellerons dérivation covariante par rapport au systéme
différentiel donné et nous désignerons par [ 'opération exprimée par
la formule (2). Nous désignerons, comme il est d’usage, par une
virgule la dérivation ordinaire.

A la permutabilité de I'ordre des dérivations correspond dans le cas
de la dérivation covariante

a,

l
a - a m UG «
(3)  XGugmosm e — XGigzom k= 2 Rl XG0 om -— 2 R i Xb1..‘1(zl?f.b,.

iu b;

Le tenseur R!,, est lui-méme susceptible de dérivation covariante
et les symboles R satisfont, comme il est facile de le vérifier, aux trois
types de relations

(4) R+ Riy=o,
(5) Riy + Riy+ Rip=o,
(6) Riag/y + Rigyja+ Rjyap=—o.

La relation (6) se réduit a I'identité lorsque deux quelconques des
trois indices «f3y sont égaux.

Pour que les symboles R’ soient des symboles de Riemann, il est
nécessaire qu’il existe un covariant double symétrique a; dont les
dérivées covariantes soient nulles. En écrivant

Qixn=—= 0,
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on retrouve immeédiatement
; -k

La condition est par conséquent suffisante.
Indiquons deux propriétés presque intuitives des systémes cova-
riants f et R.

P;. La condition nécessaire et suffisante pour que I’équation

(7) Jay...aq,=0 (p#A2; an, @yy ooy apFT; a4 ..., ap, [ fixes)

soit invariante par tout changement de variables est que le systéme f soit
de la forme

0, sii/,

i g i i
(C) fa1‘..ap~—8a1)\a,‘..a,,+~--+5al,)\a1,..n,.v1; 5/——§ 1, si l:]

Ao, 5,, €St Un systéme covarrant assujetti a la seule condition de symétrie
par rapport & deux quelconques de ses indices. On sait d’ailleurs que le
systtme &} est lui-méme un tenseur.

Nous noterons tout d’abord qu’une propriété tensorielle demeure
inchangée si 'on remplace la substitution a laquelle elle est attachée
par une substitution linéaire et sil’on suppose que le systéme covariant
considéré est un systeme de constantes. On pourrait établir la propriété
indiquée en utilisant une série de changements de variables convenable-
ment choisis. Il est plus rapide de remarquer qu'a I'équation (7) doit
correspondre un systéme covariant nul extrait du systeme f% . La
dérivée covariante de ce systéme est elle-méme nulle, et, comme on
peut supposer que les f sont des constantes, on obtient

(7/) - .f;i'/l.ffi;u-”,. "T_Zflglllzj;{l...i-.‘.al, =0 (a'ly ey ap# ")'
q,r ag
Supposons que parmi les indices a,...a,, « soient égaux a a,

B égauxa b, ..., yégaux ac.
La relation (7") s’écrit

"“ﬁl‘hf(’z....a Db coc afr;‘hf/l‘n...u boobeoce sz"‘hfa...a bo.be...c=0.
~— N — ~— S ~— —

« B 7 I ¢ @ B oy—1
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Les quantités /%, pouvant recevoir des valeurs arbitraires, le coeffi-
cient de chacune d’entre elles doit étre nul; on en déduit, entre les f,
des relations algébriques qui permettent de poser les formules (C).
On vérifie ensuite la covariance du systeme 7.

P,. La condition nécessaire et suffisante pour que I’équation

(8) Rj,=o (j, ko l10y k=1, n23: ¢, j, k, [ fixes)

soit invariante par tout changement de variables est que le systéme R soit
de la forme

(9) R =i (i — hix) + el hju— €ibjr (&), kyl=1,2,..., n),
Aji, étant un systéme covariant, symétrique ou non.

La dérivée covariante du systéme (réduit & des quantités constantes)
qui correspond a I'équation (8) doit étre nulle

- ﬁr R;/\/ -+ f/i/RIIU -+ _flll/\ R}'rl -+ fllzl Rj‘kr =0 ( i #J’ k; l)'

En prenant par exemple A=j, puis r>£j, k, [, le premier terme
donne
Rji=o (r#j, k, 1),

puis les deux suivants
Ri-k[: o, R;"r[:O (l‘;fl.)

En appliquant la dérivation covariante aux nouvelles équations
obtenues, on voit que les seuls R}, non nuls ontun indice inférieur au
moins égal a 'indice supérieur

(10) Rly= Riy (i, k £ 1),
(II) R§j1: Rfjl-{-— R}i/ (/{:])

Les relations (10) permettent de définir pour n2 3 les symboles
)\j/: R;zl: Rﬁ/:. . e
Compte tenu de (11), on peut alors écrire

(9) Rj = & (hs— hix) ~+ €hhjr— eihjr. (c)
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Ces formules, établies pour n> 3, valent encore pour n= 2, car on
peut toujours poser dans ce cas

R112i2)\12—)\?1, R;12:)\22)

12 R .
(r2) Risi==200 — Ayay R%,, =2y

Les relations (9) n’imposent plus aucune condition aux R.

Supposons vérifiées les relations (9) ou (12). Désignons par Ay
et A, respectivement le systeme définialgébriqnement au moyen des R
qui correspondent & un choix (y) et a un choix («) des variables. En
remplacant les R par leur valeur dans la relation

. Oy, 0oy 0zy ()xa
Rjpre= rifyp oo =t =— ——
day dy, yi Oyi’
on voit que le systéme A, est covariant.
Il est en outre soumis, pour n= 3, a certaines conditions diffé-
rentielles que I'on obtient en substituant, dans (6), les valeurs (9)

(13) 15/‘//{:7.”//‘ (7123)

La restriction n23 est essentielle : car pour n=2, la relation (6) se
réduit par (12) a une vdentité.

P.. Il résulte des relations (g), et de la covariance des sys-
temes R}, A, que le systéme

(@) f (Jk#£1),
(b) [Rllnzl_‘ R/A/l] (1‘7 J# k: l);
- (e) [Riz— 2RE,— Ry (i, ky 15£)

est un systéme covariant.

Supposons en effet que les expressions (a), (b), (¢) prises dans le
systéeme y soient exprimées en fonction des grandeurs du systeme x :

(V) (a), ou (D), ou (¢),==combinaison linéaire des R/;; du systeme 2.

Le premier membre est identiquement nul si et seulementsi les (R),
ont la forme (9); mais cette forme étant covariante pour les R, il en
résulte que les seconds membres sont identiquement nuls si et seule-
ment si les (R), ontlaforme (g). Or, comme on le verra dans un instant,
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lorsque les R ont la forme (9) on peut choisir arbitrairement les A .
Il est donc nécessaire que, lorsque les R ont la forme (g), les seconds
membres de (V) qui doivent alors étre nuls ne contiennent pas les 2. En
d’autres termes, ils ne peuvent contenir que des combinaisons des R
qui soient indépendantes des 2. Or les seules combinaisons de cette
nature sont précisément(a), (b), (¢).

P,. On peut établir qu’étant données des quantités R, satisfaisant
aux relations (4), (5), (6), il leur correspond ¢ ffectivement un systéme [,

P,. Lorsque n23 la condition nécessaire et suffisante pour que le
systeme [, soit réductible par un changement de variables a la forme
J=c¢ i+ ¢,p, est queles R, aient la forme (9).

La condition est nécessaire comme le montre le calcul des R & partir
des formules (1) olt 'on remplace les /*, par leur valeur.

Mais on peut procéder de maniére & montrer simultanément que les
conditions indiquées sont nécessaires et suffisantes. 11 suffit de revenir
aux formules qui donnent les (F',), en fonction des (/7,).

P (2 Do) 98 9
" 9y, Oz

ox, ox, ox,’"*
On veut avoir dans le systéeme y
Fiy=¢R;+ ¢ R,.
En multipliant ces relations par Ul dli, et sommant par rapport
P P oz dxy, P PP
aux indices j, £, il vient

Py 0y 0)1(1. 0%) ‘)”(1{ 9w,

+ 5—Jin= 5 LS Y Sy
dxy0xy — 0x," " day \\ 0y dx; Jdxy,

Les R, sont fonctions des y; d’autre part, ces relations doivent
demeurer vérifiées, un changement de variables quelconque étant
effectué sur les @, lequel d’ailleurs laisse inchangé chacun des y. Il en
résulte que, dans une dérivation par rapport a x. les y doivent étre
considérés non comme covariants mais comme invariants. Etlarelation
précédente s’écrit /

. 0%) /0.
‘) /‘//L—-) //L<I{s M/ —I_‘)//(l'{‘ —(}TZ‘—;> .

(3
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Les quantités ng‘% sont donc elles-mémes des covariants et 'on

peut poser

dys
dexl——Pb

Réciproquement, si I'on peut trouver des solutions y de I’équation

V== 01 )= QrY L

satisfaisant d’autre part 4 la condition Dr) # 0, la réductibilité sera
D(x)

assurée. Mais, en ce qui concerne cette derniére condition, il suffira
de choisir convenablement les valeurs des dérivées premieres.
Les équations en y s’écrivent encore

Y yn==01Y -+ Pr)i-

Compte tenu des valeurs des R}, les conditions d’intégrabilité,
obtenues par (3), donnent

Y0~ 04z) — ¥a0ue+ y2bm=o0
avec
0= %16 — puyi -+ prpr-

Les conditions d’intégrabilité seront identiquement satisfaites si
les 0,; sont nuls, c’est-a-dire si I'on peut déterminer les fonctions ¢
par les conditions

0= P10k — Nk

Les conditions d’intégrabilité de ces nouvelles équations se
réduisent, compte tenu des équations elles-mémes et des valeurs -
Di N
des R}, & )
Mgn= Lingke

Oronavu que ces conditions résultent précisément des relations (6)
lorsque n > 3.

Et Uon voit de plus que U'on peut choisir arbitrairement les valeurs
initiales des o;, par suite celle des R; et enfin celledes A j,=—(R; .+ R;R)).

P,,. L.e méme calcul établit que, lorsque n=2v, la condition
4 e . > "t t g ]
nécessaire et suffisante, pour que le systéme /', soit réductible par chan-
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gement de variables a la forme f' =<, p,+ ¢;p,, est
)\u/k:: )\zlc/u

le systéme covariant ., étant défini par les équations (12).

Remarques. — 1. Il résulte de la, et on le vérilie aisément, que des
conditions dutype(g)et (13), vérifiées pour lesR!,, etles 2, demeurent
satisfaites quand on substitue aux /), les valeurs /%, + <" 0,4+ €0,

II. La précédente réduction vaut séparément pour chaque valeur
de I'indice supérieur ¢; ceci permet d’effectuer une réduction au moins
partielle dans les cas ot les changements de variables dont on dispose
sont assujettis a certaines conditions.

D, III. Nousdironsen général qu'unsystéme f,
aux relations

est C s’ satisfait

ap

(C) Ja, a,.:%)\aﬂ ay =t .—f—EZ,Ja,

ap—y)

Ay, 4, €tant un systéme covariant symétrique d’ordre (p —1).
Nous dirons encore que les R',, qui ont la forme (9) sont C, ils ont
effectivement cette forme lorsque les [, sont C.

CHAPITRE TII.

LES EQUATIONS DE DEFINITION DU GROUPE
ET LA LIMITATION DU NOMBRE DES PARAMETRES.

SECTION I. — TI'ORMATION DES LQUATIONS.

Nous nous proposons d’exprimer que le systéme

d*a, ,, dx, de, dx, ., "
(Go) ae g ar A =l

admet un groupe que nous supposerons défini par I'ensemble de ses
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transformations infinitésimales. Soit

of

oz,

Xf= 2@, .., @)
r=1

I'une quelconque d’entre elles. Nous supposons qu’on obtient, en la
d.l‘i d2$j

prolongeant, les transformations subies par —=, —=(").

Associons & X la quantité infiniment petite u; les accroissements

d?x

qui résultent pour @, a —7= de application de X sont, en négligeant

X
de’
les termes en u d’ordre supérieur au premier,

da; = u’i,
dx; d 0z dx
0t = — 0, = u == r
de — dt Oz, dt

~drx; d 3 i"ﬁ‘ 1 [ 0F d*x, a9t civ_, dxg
aw —a|\a )| T\ o dE T 9m, ow, At dr |

,

Les transformées par X des équations (G, ) sont par conséquent, en
désignant pour plus de clarté par 0 le parameétre du nouveau systeme
et en développant les seconds membres de (G,),

d"’[l‘i

o ddﬁ‘\

(Gu) a0 =1t <x 2{—6)
[()F‘ COF 9 de, <d‘gi 0 da, dxs>] .
+u - Fr4 —+ u?.

oz, dz, 0z, d0  \ Oz, 0z, 0z, 00 di
do

Pour que le systéeme (G) admette la transformation X, il est néces-
saire et suffisant que les deux systémes (G,) et (G, ) soient équivalents.
Oron avu[P,, p. 11] que deux systemes (G) sont équivalents si et
seulement si S '
Jh— Q= gjwr+ 0,

d’ol, compte tenu de (G,),

i ) ; iy T ) .
Bk~ Sl — Jrabli— Jirllk— S &" = gjwi—+ & 0.

(*) Dans le cas contraire, les systémes du second ordre ne se distingueraient pas de
ceux du premier.

THESE GUERARD DES LAURIERS. 4
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Il est facile de mettre le premier membre sous forme covariante
=t — J5&
&= (&1)) xSkl r— x| s
&l k= G JhEr— Sl — L — [ St — fo R e
Les ¢quations cherchées prennent la forme
(G) £ i+ R = o+ gho.

Ces mémes équations peuvent s’obtenir par la méthode classique
de Lie en mettant le systeme (G) sous la forme équivalente

d?x,

dx,
dx}

= Fi4- F.
dor,

LR dx, dx, dx; [
"dz, dz, dx(

., dx, dx
" dx, dx,

les F ayant les valeurs (1. 10) (p. 14).

SECTION 11. — L’ORDRE DIFFERENTIEL DU PROBLEME.

Le groupe admis par le systéeme différentiel étant supposé fini, on
peut calculer les dérivées d’un certain ordre des & en fonction des
dérivées d’ordre inférieur. Nous dirons que le probléme est d’ordre p si
les dérivées d’ordre p sontcalculables sans que les dérivées d’ordre (p — 1)
le sotent. On voit immédiatement sur les équations (G) [on (L) ou (S)]
qui contiennent les dérivées secondes des & que le probléme est au plus
d’ordre trots. Nous allons montrer qu’il est seulement du second ordre.
En d’autres termes, pour une transformation quelconque du groupe,
les développements des &, supposés analytiques, commencent ou bien
par des (ermes constants ou bien par des termes du premier ordre.
Il résulte évidemment de la covariance que la propriété vaut simulta-
nément pour tous les &.

Les équations de définition du groupe sont

(G) 2+ R = g+ hw;.

Une méme dérivée troisieme pouvant étre obtenue de deux fagons
différentes, il en résulte des conditions de compatibilité

& im— &= 12— 12/, = Riniz¥),— RipEYs.



— 99 —

Et, en calculant le premier membre & partir des équations G elles-
meémes, on obtient

(1) (G Pt} ( W — wyr) + ghwj— ehwi
avec
(2) O5ke= Rjuyys2* + Rieks/j~+ R /a+ Rine 51— R

Cette expression demeure la méme si 'on y remplace chacune des
dérivées covariantes par la dérivée ordinaire correspondante; a la condi-
tion évidemmentde faire la substitution simultanément sur tous les termes.

Appliquons, aux équations (1), la dérivation covariante par rapport
a I'indice A, et remplacons les dérivées secondes par leurs valeurs tirées
des équations (G). En désignant par £ un ensemble linéaire de termes

entietenk, il vient

2 Ry o1+ Rl 0+ Rjjy o -+ Rl 0,

= e Ry oo+ &j(wpu— o) + & wjum— o m—+ £.

Supposons tout d’abord n23. On peut alors prendre k=h=j;
i, J, [£. D’on _
[;R}},w,: £,

Si les R:;, sont différents de zéro (7, j, [5£) on peut donc calculer
tous les w; en fonction des & et des &/;. Et, en substituant dans les
équations (G), on aura

L i inéai g
2 = fonction linéaire de %, £,

le probléme est du second ordre.

Pour que le probléme soit d’ordre supérieur au second, il faut done
que 'une au moins des équations

Riju=o  (§l#)

demeure vérifite quel que soit le systéeme de variables adopté. Il en
résulte que tous les Rj,, sont C [P, p. 22]. Et I'on peut alors,
puisque n23 (P, p. 24) choisir les variables de telle sorte que

Jiv=€jpi+ €ipj
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Le systéme proposé G est donc réductible a la forme
x',f:x;[z Paye..y T « w]
p=0

Si n=12, on peut toujours |P,, p. 24] déterminer un systéme
covariant 2 tel que les équations (II. 12) soient satisfaites. Les
équations (1) prennent, dans ces conditions, la forme

e[ Ar— Au]+ A ji—efA jp=o
avec
Aje= RjaysE -+ Rk =+ NjsE ke — @i

Prenant dans ces équations i=4k, j=1[, i5£j; puis i=j=k=£]1,
on en conclut

A/k: o, soit ).//c/SES—&- 7\.@1:?/,‘—{— )\jsa‘g//k: ke

En appliquant la dérivation covariante par rapport a l'indice A et
utilisant les équations (G)

7\/k/sas,//z+ 7\.\-1-//,25//'—}— )\/,\-//,Ex/k—}« LQ}‘M‘ ®j, —+ )\;,;: ®;—+ 7\,71 wk] = wj;/—+ termes en ﬁ

Permutons £ et A et retranchons les résultats obtenus. Les termes en @
donnent
W yen— Ok — (Mt — 2en) @) — Ajpon—+ Ajjwp.

Mais cette expression est identiquement nulle si 'on tient compte de
la forme C des symboles Rj,,(n = 2). On obtient donc

(3)  (Mjrs— Rjsyi) 5 n+ Dok — Maayw) 5/ (hjyn— Rjnys) 25/ x = termes en E.

Appliquant la dérivation covariante par rapport a I'indice / et tenant
compte des équations G

3 (hptyn— Mur) 01+ (Mggr— Mie) wr—+ (Nga— M jgr) 0k + (Maggn— b)) 0= £.

Prenant enfin I="h=j, k>£j; on voit que 'on peut calculer w; &
moins que
Ajkys— jjjk= 0.

Mais, dans cette derniere hypothése, on peut [P,,, p. 25] faire un



choix des variables tel que
Jie= ejpn-+enp;.
Le résultat est donc le méme que pour n2 3.
P,,. Etant donné un systéeme (G) (pour lequel on a nécessaire-
ment n22):

ou bien le probléme est du second ordre;
ou bien le systéme est réductible, par un choix convenable des variables
et du paramétre ¢ x; = o.

Les multiplicités solutions
;= A;z,+ B; [i:I: 27--'!(”—1)]

admettent alors le groupe projectif général et le probléme n’est évidem-
ment pas du second ordre.

Le systéme constitué par les équations G est alors un systéme
complet; on peut calculer les dérivées troisiemes des £ et aux valeurs
initiales de &, £\ w, correspondent autant de paramétres arbitraires.

Si un systéeme du type

(4) zi=z,(psx})

représente les géodésiques d’un ds?, 'espace correspondant est a
courbure constante. Un tel espace existe si et seulement si il existe un
systéme covariant symétrique double aj tel que aj;,=o. Des

relations
Qjkjth— Qjrhl=— 0,

on tire alors, en remplacant les Rj,, par leur valeur,

Rl = &i(hes— hiz) + €khji— el [2jr=— (pje—+pjP)]s
2 (Ain— M) @jr—+ Njnar + hanaji— jpagn — huajn= o.

En prenant, d’une part j =1, k=h; d’autre part h=j =152 h, on
obtient trois équations homogeénes renfermant les quatre inconnues :
Ay Mans Auzs Aune On en tire aisément :



ou bien : ay,= AA;. La condition a;,,= o donne alors

d 9 2
hp=o,  Iu= .0_;_;, ds' = (df),
ou bien : A;,= Aay,. Les conditions X, = A, donnent alors, les ag,
n’étant pas de la forme X2, : A;—=o0, A est donc une constante. Les
symboles R;;, de premiére espéce ont d’autre part pour expression

Rju=a;Riu=a,(eg\Na,— ejAap) = A ajpau— ajoy .

L’espace a donc la courbure A.

On peut enfin ramener tout espace a courbure constante a une
forme canonique. Le systéeme (G) correspondant étant réduit a la
forme 4, si 'on remplace %, par sa valeur Aaj, on obtient

Aajr=—(pjr+ p;pr)-

On peut donc poser p;= 0‘%
1 < o f of d_f\

V=R dx; dxy, d_—x, ozz )’

f étant une fonction de point, non linéaire puisque a;, n’est pas de la
forme A ;.

Remarques. — 1. On parviendrait au méme résultat sil’on recherchait
les systemes G pour lesquels le sous-groupe v, formé par les transfor-
mations du premier ordre dans le domaine d’un point quelconque,
coincide avec le groupe linéaire général. Pour qu’il en soit ainsi, il est
nécessaire el suffisant que toute relation entre les &', £ disparaisse.
Les équations (1) prises pour jkiz£i(n2>3), oulesrelations (3)(n22),
montrent respectivement que les R, doivent étre C, ou bien qu'il
faut A= Ay

Le nombre maximum des paramétres de y est donc inférieur a n2.
Nous le déterminerons a la section suivante.

II. Le probléme est encore du second ordre pour les systémes (L).
Pour les systemes (S) il existe plusieurs cas d’exception dans lesquels
le probléme peut d’ailleurs étre complétement résolu.
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SECTION III. — LA LIMITATION DU NOMBRE DES PARAMETRES.

Le probléme étant supposé du second ordre, les équations de
définition du groupe ou leurs conséquences différentielles permettent
de calculer les dérivées secondes des £. L'ensemble v des transforma-
tions du premier ordre dans le domaine d’un point forment un sous-
groupe du groupe total. Ce sous-groupe y est déterminé si 'on en
connait le nombre de parameétres et la structure. Or, le fait, pour le
groupe, d’étre admis par un systéeme différentiel lui impose certaines
conditions. Mais, tandis que la limitation du nombre des paramétres
résulte immédiatement du nombre des conditions indépendantes qui
lient les dérivées premiéres des &, la structure du groupe n’est pas
directement déterminée par des ¢léments covariants attachés au
systeme. La forme des fonctions & demeure un intermédiaire
nécessaire. Nous donnerons ici la limite supérieure du nombre des
parameétres de vy, en méme temps qu’un choix possible de celles de
ses transformations qui sont indépendantes, réservant pour les
chapitres suivants la détermination compléte du groupe dans le cas on
cette limite est effectivement atteinte. Nous désignerons pour cette
raison ce groupe sous le nom de groupe maximum ou G. M. Il est clair
que cette détermination ne constitue qu'une premiere étape : la suite
des nombres de parameétres possibles pour un groupe admis par un
systeme est une suite discontinue; la premiere discontinuité sépare
le groupe maximum du groupe projectif général. La suivante est égale
a I'unité. Nous le montrerons en déterminant effectivement les groupes
et les systémes pour lesquels le groupe vy a un parametre de moins
que le groupe maximum et que nous appellerons pour cette raison
groupe sous-maximum G. S. Enfin nous montrerons au dernier
chapitre que, pour n= 23, le nombre des paramétres de y peut prendre
toutes les valeurs depuis zéro jusqu’a la valeur maximum.

P,.. Lorsque n2>3, le maximum du nombre des paramétres de Y
est(n—1)(n—2)+ 3.

Il suffit pour le montrer d’établir que les équations [G’, p. 29].
considérées comme des équations algébriques en £, Efk, sont au



nombre de (3n—5) indépendantes au moins. On suppose évidem-
ment que les w;, ont été éliminés et que les R ne satisfont pas a la
condition C. Il résulte de cette derniére hypothése qu'on peut supposer
non nuls tous les éléments du systéme covariant : (P, p. 23)

(®) ( e (k1D Ru—Riu (f, 1Z7, k),

| Riy— Riy— Ry, Ry — 2R, — Ry (i, 7, k, 1£).

On considérera d’ailleurs comme impossible toute relation entre
les R qui ne serait pas covariante.

1. — n25.
a. Les équations

pix=o0, phi=o, plu=o (J, k U, 15£; J, k, lfixes; ¢ variable; {32/, &, 1)
permettent de calculer tous les &, (=2, 3, ..., n) en fonction des
autres derivées. Chacune des équations contient en effet une seule
des dérivées £, affectée de I'un des coefficients R}y, R}, i lesquels
ont été supposés non nuls.

b. Les équations

phr=o, Phe=0 [k=3,..., (n—1), n]

ne contiennent aucune des dérivées £, (Y=12, ..., n) sont indépen-
dantes par rapport aux (27— 4) dérivées
E{cﬂr o [k=3,..., (n—1)]; £y En

comme on le constate aisément en se reportant a I'expression des pj;;.

c. Il existe donc bien (3n-—5) relations indépendantes entre
les E%.
On voit de plus que I'on peut considérer comme étant calculables

(J) % (i=1, 2, ..., n); go(J=3,.., n); e [k=3,..., (n—1)].

Cette remarque nous sera évidemment fort utile dans la détermination
effective de vy.

La détermination précédente vaut encore pour n=14,. Nous en
donnerons cependant une autre, commune aux deux valeurs n = 3, 4.
Elle permet le choix d’un ensemble un peu différent de I’ensemble ().



a. Les équations
P224=—=0, P32y =0, Pi1a =0

permettent de calculer les £, en fonction des autres dérivées

& £ 2
—Ris n=4 0=—Rj},, R}, R},
Ry — RSy, R3,. n=3 d= R}, (Ry;—Ri)
Rzl‘i‘.’ R;n"“‘an*le Bziz'*‘P‘?n

Les facteurs ¢ sont donc toujours des éléments du systéme C supposé
non nul.

b. 11 existe 4(n=4) ou 2(n=23) équations qui ne contiennent
pas les &, et qui sont indépendantes par rapport a £,8% 8% 2%,

P 2 2 i - _ L 1 s
G2 E,a E,a e n=4 0=2R},;(R},,)
1 1 1 — _ 1
Pras--- 2R3y, R}, n=3 0=—2(R1,,)?
1 1 1 1 1
P3za--- Ri;,  Ris, Ri;.+Riy,
Pras--- 2R3y,
1 1 1
Prage-- Ris. R

¢. Onwoit donc qu’on peut considérer comme calculables
(9" E% (k=1,2,..,n); £ (i=3,..,n); EY% (si n=4) (au lieu de E3}).

P,;. Lorsque n =2, Yy comporte au maximum une transformation;
et les racines caractéristiques (') en sont nulles. Le nombre des transfor-
mations du premier ordre qui sont indépendantes dépend en effet du
nombre des équations (3)(p. 30) qui sont indépendantes, soit

(Mays— M) E/n—+ (Mjoyn— Mjays ) B8 e+ (Asgyn— Asayz) E5/ ;= termes en E.

Il faut £>£h, et en prenant j=~5A ou j=4/ on trouve la méme
équation

(1) = M) e+ 2 (hjje— My &+ (Mrje— haryj) = termes en &.

(1) Cest-a-dire les racines de A(p) = | (Ei)o—cip | =o.

THESE GUERARD DES LAURIERS. 5
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En posant
7\11/2— 7\12/12 a, Assjy — Aayp=0.

le tableau des £/, relativement aux deux équations est

1 zt c2 c2
Eh o BL Eh &
b —a 2b
2a —b a

D’autre par(, la condition nécessaire et suffisante pour que le
systéeme se réduise & un systeme (C) (admettant par conséquent le
groupe complet) est (P,,, p.25) : a=o0 b=o0. De plus, a et b
forment un systéme covariant. Il existe donc deux équations indé-
pendantes en £, et le groupe (y) des transformations du premier
ordre comprend au plus deux paramétres. Mais un groupe (y) a deux
paramétres est réductible a 'une des deux formes :

ZyP1y  XaPo; Py Pr—= PaZrPoy  TaPs.
La substitution de ces deux transformations dans les équations (1)
donne dans les deux cas (a),= o, (b),= o. Le systéme covariant a, b,
nul dans le domaine d’un point quelconque, serait doncidentiquement
nul. Par suite le groupe () comporte une seule transformation. Siles
deux racines caractéristiques ne sont pas nulles simultanément,
cette transformation peut se mettre sous I'une des deux formes

PLZL Py P2 P xypy+ (214 22) Py
ce qui entraine encore a =o0, b=o.

Groupes Y & [(n—1)(n — 2) + 2] paramétres.

P,.. Lorsque v a le nombre maximum de paramétres, on peut donc
prendre pour tableau des Efk calculables

r1

%] I
£ N 2
Les termes calculables cor-
. respondent aux points
(n—1) situés sur les traits.
1 n
b . " n

I 2 . (r—1) n
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SL Y a un paramétre de moins, il dout exister un terme calculable de plus;
nous wvoulons montrer qu'on peut prendre £', comme nouveau terme
calculable. Posons pour abréger

[ — r2 23 zn o,
Jy—=ensemble de £°, 2", ..., £ ;

J pp— %2 2 c2 c3 n—1
Iy= » a,27§,,! sy Gy G ©y Qun—1

© — nouveau terme calculable.

On peut évidemment, quel que soit le nombre des parametres de v,
et par conséquent le nombre des termes calculables, conserver pour
ceux-ci le méme ensemble. Le mot méme peut avoir deux sens :

«. les combinaisons calculables relatives aux nouvelles variables (y)
sont les transformées par covariance des combinaisons calculables
relatives aux anciennes () ;

B. les combinaisons calculables sont formellement les mémes
pour (x) et pour (y). L’ensemble J, est remplacé par v, ..., v} et
de méme pour I'ensemble J,.

Bornons-nous au changement de variables
(V) Yi=y; V=& (X2 ..y Xn) (E=2,..., 1)

par lequel aucun terme de J, ne se change en une combinaison
contenant des termes appartenant a J,, ni inversement.

n
Si « était 'un des &', (V) montre qu'une combinaison ¥ «,&' a
El )l

=2

coefficients arbitraires serait calculable. Il en serait par suite de
méme de chacun des Z,‘,, et, comme cela ne modific pas ’ensemble J,,
le groupe (y) aurait un nombre de paramétres supérieurs a celui qui
a été assigné.

On peut donc raisonner sur le seul ensemble J, et sur le tableau

cn—1 n
2 [ 2

2,2

(n—1)
-l

2 . . (pn—1) n



Considérons la forme linéaire

F=Y (Zzpr  [(EoiZol;

r, s prenant les valeurs qui correspondent aux seuls termes calculables
appartenant & J, et & u. Abstraction faite de u, F a une racine carac-
téristique nulle et une seule.

Sil’on prend u dans la derniére colonne, F n’aaucune racine nulle.

Si 'on prend « en dehors de la derniére colonne, I conserve une
racine nulle.

La condition nécessaire et suffisante pour qu’il soit impossible de
prendre « dans la derniére colonne est donc que laforme & constituée
avec les termes caculables de y d’indices 2, ..., n, et qui contient F
comme cas particulier, ait un invariant nul. Or cette condition n’est
pas remplie, car les équations g, =o(jklz£1) donnent comme

calculables les combinaisons <E{'j— ; E;), et parsuite les&,(j=z2, ..., n).

On peut donc prendre « dans la derniére colonne : soit £%. On a alors
pour J,

%, %, B4, ER et dautres & (r,sZn, k).

m™m

Une substitution sur 2, et x, seuls montre alors qu’on peut remplacer
cet ensemble par &%, &, £, £7.

Nous verrons qu’aux groupes y ci-dessus déterminés correspond
effectivement des groupes admis par des systémes du second ordre.
Nous désignerons en général par

G. C. Groupe complet; groupe projectif général
(Y comporte n® transformations);
G. M. Groupe maximum, G. C. étant exclus
{Y comporte [(n —1)(n —2) + 3] transformalions};

G.S. Groupe sous-maximum
{Y comporte [(n —1)(n —2) + 2] transformatt’ons§.

Signalons en passant que le G. C. ne comporte, relativement aux
systemes (L), que (n— 1)(n— 2) paramétres. La méme limite vaut
pour les systéme (S), sauf les cas d’exception liés & ceux qui con-
cernent I’ordre différentiel du probléme (p. 32, R. II).
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CHAPITRE 1V.

ETUDE DU GROUPE y DES TRANSFORMATIONS DU PREMIER ORDRE.

Le groupe (T) admis par un systéme différentiel ne comprenant pas
de transformation du second ordre, les équations de définition ne
peuvent laisser arbitraires :

a. qu'un certain nombre des (&'), soit vy;
B. qu’un certain nombre des (&), soit v,

Systeme G............ wi(n—1)(n—2)+3
Systeme L............ vi$(n—1)(n—2)

A P'ensemble 3 correspond le groupe y des transformations du
premier ordre appartenant & I'; a4 I'ensemble « le groupe vy, des
transformations d’ordre zéro.

Nous désignerons en général par ¥ une transformation y réduite
aux termes du premier ordre; par y, une transformation d’ordre zéro
réduite i sa partie d’ordre zéro. Nous désignons enfin par des points,
dans une transformation déterminée, des termes qui sont d’un ordre
supérieur a celui de tous ceux qui sont écrits dans la méme trans-
formation.

Les deux ensembles o et 3 ne sont pas indépendants I'un de 'autre,
et il est important de noter que :

St vy comporte une transformation du premier ordre : Y—+..., Yo
comporte toutes les trans formations

d?

d—xk+ (k=1,2,...).

Il suffit pour le montrer de donner aux différentes variables x; des
accroissements arbitraires respectifs (z,),. L'un quelconque des £, &*
par exemple, devient

() [0t (200]) = B (21, 2 - 20) D (@0 S

ox
=1

—+ termes d’ordre supérieur en (a,),.
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Or les transformations de y, demeurent évidemment d’ordre zéro.
Le nombre v, demeurant le méme, a toute transformation vy, de y doit
correspondre, dans le domaine du point arbitraire (x,),, une trans-
formation du premier ordre. En d’autres termes, il est possible
d’associer &4 y, un ensemble de transformations d’ordre zéro telles
qu’une combinaison convenablement choisie de toutes ces transfor-
mations demeure da premier ordre. Or si dans le développement (1),
on suppose que les £ appartiennent & une transformation de v, les &%
sont d’ordre zéro. Chacun des (), demeurant arbitraire, il doit
correspondre & chacun d’entre eux une transformation d’ordre zéro
indépendante. Le terme en (£%),, sera précisément (£%),; il suffit de
raisonner de la méme fagon sur chacun des & pour établir la
proposition.

Toute transformation Y de y peut alors se construire au moyen des
transformations X de v,

P
Y=Y 06X (p<v),

yv=1

O, étant une expression qui commence par des termes du premier
ordre.

D.. Nous dirons, lorsqu’une telle égalité a lieu, que I’ensemble
des X et de Y forme un systéme d’ordre p. En particulier, lorsque p =1
nous dirons que I’ensemble (X, Y) forme un couple.

On sait le role fondamental joué par les fonctions 6 dans la
similitude des groupes. On retrouve ici une circonstance semblable.
Les équations (G’)[ou (L")] ne comprennent en effet que des termes
du type

Riusern Riub, Rk

Si 'on écrit ces équations pour une transformation Y et si 'on se
borne a la considération des termes d’ordre zéro, on peut négliger
dans les £ tout terme d’ordre au moins égal & deux. C'est-a-dire que
on peut substituer y & y. Les conditions obtenues concernent les
valeurs initiales des R. Mais U'ensemble y demeurant le méme dans le
domaine d’un point quelconque, on peut lever cette derniére restriction.
Il restera a traduire en termes covariants la relation ainsi imposée
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aux R. Le cas le plus simple est celui dans lequel I'existence du
groupe (I') exige que tous les R soient C. Le systeme admet alors le

groupe projeclif général; cette remarque permet d’éliminer un bon
nombre de cas parasites.

On peut également, sans avoir recours a la covariance, lever la restriction
qui concerne les valeurs initiales, st I'on est assuré que la tranformation

du premier ordre considérée vy, demeure la méme dans le domaine d’un
point quelconque.

Il existe des transformations du premier ordre lorsque les équations
de définition du groupe et leurs conséquences différentielles laissent
indéterminés quelques-uns des £,. Supposons qu’au paramétre arbi-
traire 2 corresponde une transformation du premier ordre T,. Les &, que
comporte T, dépendent d’une seule arbitraire et sont par conséquent
liés par

(R) (n?-—1) relations indépendantes

que I'on peut toujours supposer résolues

(') &= ACs+ B, (") &= AjE%/8+ cjl?
(i, j=1, 2, ..., n, sauf la combinaison /i =a, j = ).

S’il existe un couple au second ordre preés, le degré d’arbitraire
compatible avec la résolution qui conduit aux relations 7’ permet

toujours de supposer que ce couple est xgp,+. ... Les relations 77"
donnent alors

(Ao) (Aj))o=o.
Soit © le tableau des coefficients des &', dans les relations R. On peut
en ex(raire (n*—1) déterminants & (n*—1) rangées. Soit 4} le déter-

minant obtenu en supprimant dans % les coefficients de .
Les conditions A, se traduisent par

(d))o=0, quels que soient i, j, sauf d§.
En d’autres termes :

A,. Il existe une substitution V, telle que tous les déterminants d,
un seul excepté, aient une valeur initiale nulle.
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Plus généralement, le nombre des termes du premier ordre qui
figurent dans une transformation du premier ordre est égal au nombre
des déterminants & & valeur initiale non nulle. Nous désignons par :

A. Conditions pour qu’il existe une substitution V telle que tous les
déterminants d soient nuls, un seul excepté.

Si A est satisfaite, A, I'est aussi. Mais si A n’est pas satisfaite, les
conditions 7/ qui sont covariantes ne peuvent I’étre, et il n’y a pas
de couple. Il se peut évidemment que A, soit néanmoins satisfaite, car
les réductions correspondantes ne portent que sur les termes de
Pordre le moins élevé; mais ces cas, que I'on peut obtenir & priori en
raisonnant sur les termes de I’ordre le moins élevé, ne peuvent corres-
pondre 4 aucun groupe défini comme appartenant 4 un systéme diffe-
rentiel. On peut donc toujours supposer, pour les groupes qui
intéressent ici, qu’aux conditions A, correspondent des conditions A.

Les conditions A valent évidemment dans le domaine d'un point
quelconque; puisqu’elles ne font intervenir que les coefficients du
systeme; il résulte de la gqu'un couple au second ordre prés peut toujours
étre pris sous la méme forme quel que soitle point considéré. Les résultats
qui dépendent de I’existence du couple et qui sont attachés au systéme
vaudront donc, eux aussi, en général.

Mais, sil’on considérait plusieurs couples simultanément, on ne serait
plus assuré de I'existence d’une méme substitution V permettant de les
ramener simultanément & une forme réduite. L'étude de y conduira
a une substitution V, permettant de ramener y (et en particulier les
couples qu’il contient) & une forme réduite, et ¢’est ainsi que nous
procéderons pour I'application au cas n = 3. Mais nous ne pourrons
plus alors déduire immédiatement d’une condition imposée aux
valeurs initiales des R la méme condition liant les R eux-mémes.

La présente section ne considérant qu'un seul couple, on peut y
supposer que ce couple conserve la méme forme dans le domaine d’un
point quelconque.

Nous ne reproduirons pas ici les calculs de type élémentaire qui
permettent d’obtenirlaforme imposée aux R par’existence de certaines
transformations du premier ordre; nous mentionnerons simplement
(p- 93) les résultats utiles. On notera que ces conditions, qui sont



— 453 —

nécessaires, sont, au moins en général, loin d’étre suffisantes. Pour
obtenir des conditions nécessaires et suffisantes, il etutfallu considérer
les équations (G’) elles-mémes, et par conséquent tenir compte des
termes qui ont été remplacés par des points. Les paragraphes suivants
fixent quelques cas généraux dans lesquels les conditions nécessaires

quirésultent de 'examen des termes du premier ordre sont également
suffisantes.

SECTION I. — LES TRANSFORMATIONS FORMANT COUPLE.

P,,. Siun systeme (G) admet les deux transformations

X :Z ap,+... (@, b,, const.),

=1

Y = édz]h ibsa:s + <ia,b,#o R

=1 s=1 =1

on a nécessairement

=0, 0:2 bos+....; avee L=X,Y=Y, oubien T=(XY).

§=1
Ce qu’on peut exprimer briévement en disant qu’ur couple au second
ordre prés est un vrai couple.

La condition Za,b,5< o permet de ramener les deux transformations
envisagées a la forme

X =ps,

n

Y=uazp, +2 eps (&="fonction du second ordre au moins).

s=1

Les équations de définition du groupe, réduites aux termes d’ordre
zéro donnent alors

(2) (Epk)o+ €ifsk— (&) S+ el ) = L+ <k,

et I'on en déduit les premiers termes du développement des £.
Un calcul simple montre alors que le crochet de Y avec

V=[Y(YZ)) —Z+ (f!,+2%).Y,

THESE GUERARD DES LAURIERS.
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étant du second ordre, doit disparaitre
{Y(Y(YZ)]{=(YZ) avec Z=(XY)—X.
On en déduit successivement
(fli+28)e=0,  (fis)o=0.  [Y(YZ)]+(YZ)=o0.

Cette derniére condition permet d’étudier les £ comme fonctions
de x, et montre que ce sont des polynomes du second degré. La trans-

formation
P (e )Y L —[pa(ps Y)]

etant du second ordre doit disparaitre : les £ sont du premier degré
en x,, et il faut [p, (p, Y)]=o. L’application des mémes principes
permet enfin de demontrer ’existence d’un vrai couple

&, Y=a,Z; (ZY)=& avec L=X ou XT=(XY).
On etablit, en suivant une marche semblable que

P.s. St un systeme (G) admet les deux trans formations :

X=ap-—+... (a,, b, const.),
Y=[2b,z)|Zap]+... (2asb,= o),

cet ensemble est réductible a I’une des quatre formes

) X=p, Y =x, Lpﬁ— € Ty P +Z (2 ..., .rn)ps:l
s=3
[(e==oour1; (XY)=0];
(1) X=pr1+ops, Y=ua| pi+ éx‘zpz -l—-Z NS (€= s Ly, Xy, ..., Tn)Ps
s =3 .
(XY)=Y];
! [~ n -
(I11) \ X=pi+aps, Y= LPH— x4 p, +Z NS (€™ "1 g, The on's ) Ps
<
S—h |
[(X Y)=Y +Ty; (X T23):0];
(IV) X:p1+$2P2, YV:.TQ P1+w1p4+x{’pb+2 ns(e—“a?g, Zge onny J;n)})q
s=3 _J

[((XY)=Y + Tyy; (X Toy) =Tas; (X Tyu)=0].
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En résumé, si un systéme (G) [ou un systéme (L)] admet un couple au
second ordre prés : X, Y=0X+... (o étant du premier ordre), ce
couple entraine 'existence d’un vrai couple st (X¢),% o.

Lorsque (X9),==0 on n’est plus assuré de l’existence d’un vrai couple.
Cette circonstance se présente cependant certainement lorsqu’il existe
déja un vrai couple Z, LZ avec Z(L) £ o et de plus : ou bien (o) £ o,
ou bien X({) £ o.

La question se pose alors trés naturellement de chercher a ramener
les couples & la forme la plus simple. Les propositions précédentes la
résolvent quand il s’agit d'un couple pris isolément. La réduction
simultanee de plusieurs couples fera I'objet de la section suivante
dans laquelle nous nous bornerons toutefois aux seuls vrais
couples (P,;).

SECTION II. — LA FORME CANONIQUE DES COUPLES.

Il résulte des considérations précédentes qu'a un groupe linéaire,

envisagé comme groupe y possible, correspondent un certain nombre
de couples de I' : X, Y =oX. X désigne dans toute celte seclion une
transformation d’ordre zéro; on I'appellera transformation de base
du couple. o est la fonction multiplicatrice; elle est, comme Y, du
premier ordre. On se propose de determiner les formules de structure
qui lient entre elles les transformations X,, X,, Y,, Y, qui interviennent
dans les couples.
Le résultat est le suivant :

P,.. Stun groupe I' est admis par un systéme G ou par un systéme L,
on peut [sauf un cas d’exception explicité ci-dessous | choisir les trans-
Sformations de base X,, ..., X, des différents couples Y,= 3.X,, de telle
JSacon que

(X, X)) =o, X, (9x) = const.

La méthode employée est toujours la méme. Outre la covariance, on
utilisera le recours alternatif a des conditions imposées aux transfor-
mations tantot parleurs équations de définition, et tantot du fait méme
qu'elles forment un groupe. Le succés n’est d’ailleurs pas seul a
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justifier cette méthode : la proposition énoncée ne valant que pour
des groupes admis par des systémes différentiels, il est normal de tenir
compte de cette hypothése et de celle de I'existence d’un groupe d’une
maniére simultanée.

A. — Conditions d’existence et normalisation des couples.

Le couple : X, Y = ¢ X satisfait toujours a la condition
(X, Y)=aX+bY ouéquivalemment X¢—=a+ b9 (a, b, constantes).

On montre en effet aisément, soit en raisonnant sur le groupe, soit
en utilisant les équations de définition, que la transformation
[(X Y)—aX—0bY], qui appartient évidemment au groupe, doit
disparaitre. (a et b sont des constantes qui s’introduisent dans le
développement en série des £.)

Il résulte d’ailleurs de I'origine de a et b que si @ estnul b I'est aussi.

Mais il peut se faire que la transformation X intervienne dans
plusieurs couples Y,= ¢,X.

Les fonctions ¢, satisfont aux relations Xo;=a;+ 6;9,. Kt]’on obtient

(YY) = (arpi— aipx) X + (br— bi) 9,92 X.

La transformation (b,— b,)9;9,X appartient donc au groupe; et,
comme elle est du second ordre, on doit avoir

br=b,= b et, par suile, Xoi=a;+ bg,.

Si les @ sont nuls, b I'est aussi.
S’il existe un @ non nul, a, par exemple, on peut remplacer X par

X=X+ —?—Y,:: <I+ ~b—q)1>x.
a, a,
On a alors
(Y )= XY)=(X¢X)=a, & avec :E:(x-r-g—@,))(.
1

Relativement & la transformation de base &, b est nul pour Y, et par
suite pour tous les Y. La proposition P, est alors établie.
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D;. Nous dirons qu’une transformation de base X est mise sous forme
normale ou normalisée quand elle satisfait & (X 9X)=aX. Il n'y a
qu’une seule forme normale si a est non nul, une infinité si a est nul.

B. — Réduction des systémes de deux couples.

On vient d’examiner le cas dans lequel deux ou plusieurs couples
ont, a un facteur pres, la méme transformation de base. On considére
maintenant le cas de deux couples dont les transformations de base
sont différentes. Il convient de distinguer a nouveau deux cas selon
que les fonctions multiplicatrices sont ou non fonctions d’'une méme
variable.

1. — Couples dont les fonctions multiplicatrices
sont fonctions d’une méme variable.

Les transformations de hase sont alors nécessairement distinctes.
Dans le cas contraire il existerait une transformation du second ordre.
En prenant pour variable @, la fonction multiplicatrice de 'un des
deux couples, on se raméne, compte tenu de la normalisation, a

X, —add_f _|_V £5psy ’o: b dj Z ' p, (a, b, constantes);
Y, ==z X, Yg_ch2 (¢ =a+ Bxi+...).

On forme aisément deux transformations appartenant au groupe
et qui, étant du second ordre, doivent disparaitre, savoir

(7) (Xi o)+ (X, Y) —a(t+28)Xo—b(1—28x)X,
(8) :<(P_x‘)(X1X3)+a[<P/~—-(I+26<P)]X2+b[<%/—I+2Bx1JXl:0:
(9) (YuYy) —aoX,+ bz X,

=z 9 (X, Xq)+a(x1,cp—cp)Xo—+-b<xl—$> ,==o.

Sia=o0,b=0,(8) donne (X X,)=o0. On a d’autre part
Xi(zy) =o0, Xr(@)=0o (h=r, 2).
P, est établie.
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Siaz£ooubz£o(ouabs£0),la comparaison de(8)et(y)conduit,
puisqu’on ne peut avoir aucune relation X, = {(x,).X,, a 'une au
moins des deux équations

2

(10) xio'+ 9o —2z,(1+ Bg)] =o, + z; —2x,9 + 2Bz =o.

< e

Mais la seule fonction réguliére du type ¢ =, (1 + .. .), solution

de I'une des équations (10), est la méme pour ces deux équations,
savoir

2
1— By

CP:

Pour poursuivre la discussion on supposera par exemple as£o.
(Si l'on avait @ = o, b £ o, il suffirait de prendre ¢ pour variable z,.)
Une substitution sur les « d’indice différent de 1 permet alors
d’annuler les & d’indices correspondants et le groupe comporte
les quatre transformations

X1:P1, 2:b(l—ﬁwl)2p1+z avec Z_—_—Z 7 Pse

s=2

Z,

Y1:x1p1, Y‘l:bxl(l_@xi)p1+ 1_@1-1

z,

2022‘ - .. d“Z__
(YiT)_de‘c—?—;f avec T=(Y,X,)+ Xy, d’ou b—a—c?_o.

Et alors [(Y,Y:) — Y.+ 6Y,| permet d’achever la détermination de

Z—=(1—Bz)B dB:O).

\ 9z,
Il en résulte que le groupe contient les quatre transformations
P Ty Pa; B, z,B—bBzip, (p1B)=o.

S’il existe d'autres couples construits avec une fonction de z,,
il leur correspondra semblablement des ensembles de transformations

C, z,C—cyzips (p1C) =o.



Si tous les produits ¢y sont nuls, tous les couples analogues X,, Y,
se réduisent au type B, x, B.

Il n’y a alors qu’une seule fonction multiplicatrice, x,, et les
transformations de base p,, B, C... sont permutables entre elles.

SibB o, on prendra pour nouvelles transformations de base

X\= Xi—BY, = (1—f3z)p | ou § X\ = (21+k)ps;
Xy=(Xo4+BY;)=5b(1— Ba)pi+ B équivalement 2X;:(1‘1+/{)P1+P2.

qui sont permutables.

Tout autre couple est alors réductible a la forme C, x,C et
satisfait & la condition (BC)+ C=o. Cette condilion permet de
ramener [’ensemble des couples a la forme

@) f Xy =pi, Xo=p2, X,—=e ™7, (p12,) =0, (p:Z,)=o,
LY, —eetiip,, Yymelvtup,, Y= L, Zy(ev+)=o, (X,Xz)=o.
Les conditions (X,X,) = o résultent de ce que ces transformations
sont bases de couples normalisés.
Il existe effectivement des systemes qui admettent de pareils
ensembles de couples.

2° Couples dont les transformations de base sont distinctes et dont
les fonctions multiplicatrices sont indépendantes :

n

Xy=ap, +‘£,2P2'+‘2£_3ps; Xe=n1p:+ﬁpz+2 0’ Pss

1 §=3

Y, =z X, Y, =z, Xo.

La réduction 4 la forme normale étant supposée effectuée, « et f3
sont constants.

La méthode consiste a extraire du tableau des crochets des
quatre transformations X,, X,, Y,, Y, entre elles une combinaison
qui, étant du second ordre, doit disparaitre : les équations de
définition de £* et v' permettent d’évaluer cet ordre sans former
explicitement les transformations. Nous résumons dans le tableau
suivant les résultats d’une discussion assez longue.
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C. — Réduction simultanée des couples d’un groupe
qui ne comporte pas de systéme &.

1. Détermination intrinséque des couples.

Considérons I’ensemble de tous les couples relatifs & une méme
transformation de base X; ¢, X, ..., 9,X; les couples peuvent,
comme on I’a vu, étre normalisés simultanément et deux cas peuvent
se présenter.

D,. Ou bien X(9,) =o quel que soit . Nous dirons alors que X
est intrinséquement indéterminé ou bien en abrégé, que X est 1. 1.

Ou bien il existe des valeurs de o pour lesquelles X(¢,)==0 (et
comme pour les couples normalisés ces valeurs sont des constantes,
on peut supposer qu’il n’en existe qu'une). Nous dirons alors que X est
intrinséquement déterminé, ou en abrégé que X est 1. d.

On apercoit immédiatement la portée de ces dénominations.
Si X(@,)=o0 quel que soit «, on peut prendre pour transformation
de base I'une quelconque des ¢, X & la place de X sans que I’ensemble
cesse d’étre normalisé. Si, au contraire, I'un des X(o,) est non nul
et si 'on prend ¢,X pour transformation de base, la normalisation est
détruite et on devra 'effectuer a nouveau relativement au choix ¢,X.
En d’autres termes, lorsque la normalisation demcure invariante
par le choix de la transformation de base, nous dirons celle-ci i. i., et
nous la dirons i. d. dans le cas contraire.

Enfin nous disons qu’il y a détermination ou indétermination
intrinseque de X, parce que nous envisageons ici les fonctions
multiplicatrices ¢, qui sont relatives 4 X elle-méme. Le choix definitif
de I'une des ¢, X comme transformation de base dépendra évidemment
des autres couples existant dans le groupe; et ce second principe
de détermination est, lui, extrinséque a X.

La distinction entre les deux catégories i. i. et i. d. est encore
précisée par la proposition suivante.

P ;. Pour que X soit ¢. i., il est nécessaire que X({)=o, ¢ étant
une fonction multiplicatrice d’un couple quelconque.

THESE GUERARD DES LAURIERS 7
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Lorsqu’il existe ¢ X, c’est-a-dire lorsque la fonction multiplicatrice ¢
est relative & X elle-méme, la proposition se réduit & la définition.
Nous supposons donc que ¢ est relative a une transformation
distincte de X et que la fonction multiplicatrice relative 4 X n’est pas
elle-méme fonction de ¢. On peut donc prendre X,, ,X,; X,, x,X,.
Et en supposant que, par exemple, X, soit i. i., on est conduit
a poser (comme p. 49)

Xizap1+£.m+22‘1)n 2”—"77P1+Z n’ps  (n70).

§=3 s§=3
1 n’est autre que X,(¢,) et doit étre supposé non nul : dans le
cas contraire la proposition serait établie.

Il suffit de reprendre les calculs dont le tableau de la page 50
résume les résultats pour montrer qu’il existe alors dans le groupe
une transformation WX, avec X,(W) =~ o. Par suite X, seraiti. d.,
contrairement a I'hypothese.

2. Les transformations de base X peuvent étre choisies de telle facon
qu’elles sotent toutes permutables entre elles.

a. Soient deux transformation X,, X,, t. d. et mises sous forme
normale. — Le cas des systéemes & étant exclu, les fonctions
multiplicatrices associées a X, et X, sont ou bien identiques ou
bien indépendantes. Dans le premier cas, on pourra remplacer X,
par X, = X, + kX, de telle facon que X, soit i. i. Nous supposons
donc indépendantes les fonctions multiplicatrices que nous pouvons
par conséquent prendre pour x, et x,. Alors (¢f. p. 50) on a
nécessairement

(14) (X,X;)=7X, oubien (X,Xy)=pX,

A ne sont pas nécessairement constants, et en toute hypothése

(15) [X4(X4X5)] =0, [ X5(X4Xe)]=0o,

c’est-a-dire que, si X, et X, ne sont pas permutables, il suffit

de substituer & I'une d’entre elles le crochet (X,X,) pour réaliser
cette condition : il y a d’ailleurs conservation de la forme normale.
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Puisqu’on peut toujours réduire un ensemble de deux trans-
formations i. d., il suffit donc d’établic que si I'on suppose réduit
I'ensemble X,, ..., X,, on peut réduire I’ensemble X,, ..., X,, X.
Les crochets de X avec I'un des X,, ..., X, ne peuvent étre que

I'un des deux types (14). Nous distinguerons ces deux cas par
des indices de nature différente

(X,X)=a,X,, (XuX)=a,X.

Les X,, X, representent, dans leur ensemble X,, ..., X,, et
sont toutes, par hypothése, permutables entre elles.
L’identite de Jacobi conduit respectivement aux conditions

(16) X, XiX, X,(ap)=o0, Xi(a))=o0 (yZk); Xglar)=o, Xi(ag)=o.
Les conditions du type (15) donnent semblablement
[X,(X,X)] =0, X,(a,)=o, [X(X,X)]=(Xg,X,)=o.

Pour toute valeur de j pour laquelle a, n’est pas nul, remplacons X,

par X, =a,X,. La fonction multiplicatrice rp’J:%’ relative a4 X/
J
répond a la condition

X;(9,) = a, X1<%> =X,(9,)-

Les X restent normalisees. D’autre part, d’apreés (16),
(X)X,) = (0, X, i Xp) = @, a4(X, Xg) = o,
(X)Xo) = (2,X,Xs) = a,(X,Xy) =o.
On peut donc supposer nuls tous les a,
(X,X)=o0, .., (X;X)=o0, (XuX)=ayX, ..., (XX)=aX;
(17) XXX doune Xi(a,)=o et [X(X;X)]=o0 donne X(ay)=o.

On réduira les a d’indice grec a étre nuls en procédant de proche
en proche. Si a,=#o on prend X'=4a,X. On montre, comme
ci-dessus, qu’en vertu de (17) la transformation X' demeure
permutable avec chacun des X, et normalisée. On aura en outre

(X'Xz)=o0, (X'Xg)=(axX Xg)=[azas— Xg(as)]X = asX.
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On est donc dans fes mémes conditions avec X’ ou avec X,
mais le premier des a, est annulé. Un nombre suffisant d’opérations
permettra de les annuler tous.

b. Soit maintenant Z, VL un couple i. i.; X,, {,X; désignant un
quelconque des couples i. d. — Les crochets des Z entre elles
sont nuls, puisque la condition Z({ ) = o entraine

(GZe Y Zi) = $uYu(ZiZy).

Il reste a2 montrer qu’on peut annuler |es (X.Z). Z(9,) étant
nul, puisque Z est i. i., il résulte du tableau page 50

(18) (X,Z)=NZ, [X,(X,2)]=0, [Z(X)Z)]=0 (j=1,2,..., m).

Comme on peut prendre nul I'un des A, par exemple &, relatif
au systeme des deux couples X, et Z, il suffit de montrer que
si Ay ..., A, sont nuls on peut annuler %, supposé d’abord
non nul. Prenons 2'=(X,,,Z) =1, Z.

(X,Z') = [Xpa (X Z)) + [Z(Xpa Xi) ] =0 (i=1,2,..., k),
(Xt Z') =[Xp1 (X1 Z)] =0, d’aprés (18).

D’autre part, la nouvelle fonction multiplicatrice §' = ALP donne
k+1

2 ()= M%Z('Am:o.

On est donc bien dans les mémes conditions avec Z' qu’avec Z,
mais on a annulé A,,.

3. Réduction a une forme canonique des X {. d. et indépendantes
(c’est-a-dire linéairement distinctes) et des couples qui leur corres-
pondent.

a. Le groupe comporte toutes les xp,. (i=1, 2,..., m. — Les
conditions (X, X;) = o permettent de poser

X.=p, (i=1,2,.... m).
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A chacune de ces transformations correspond une fonction
multiplicatrice @; telle que I'on ait

Xi(9:) =1, X[ Xe(9:)] =0 (1), [Xk(9:)] [Xi(@x)] = const.,

d’oun

s=1

Xi=ps Y, = 0. X;= <xi+2 as T+ bi>Pt

(ai==o0; aib; indépendantes de z,, ..., Z,; ayaf=const.)

(Y YR) + [ Yu(Y, Yi)] + 2(ahaf) Y= 24t 0, X4

Par conséquent, toutes les transformations U;=a;¢;X,; appar-
tiennent au groupe.
Envisageons alors

Xy =py, Y= (2, + alz,+ by)p,

et séparons les autres transformations en deux groupes que
nous distinguerons par des indices grecs ou latins.

a. Les X,Y, désigneront les couples tels que a,a’=o.

Si ay=o0 et a®=o0, ¢, est indépendante de X, et Y, indépendante
de x,.

Si a,% o et a} = o, il existe a,9,X, et’on peut substituer i ¢, X, la
transformation (@, — a,9,)X, dans laquelle la fonction multiplicatrice
a la méme forme que ¢,, mais ne contient plus @,; 9, ne contient
d’ailleurs pas z,. Remarques analogues si a,= 0 a} = o.

Si donc il n'existe que des indices grecs, on pourra remplacer Y,
par Y,= (&, + b,)p,, et la substitution y,=3,+ b, raméne le
couple X, Y, a p,, z,p,.

B. Les X,Y, désigneront les couples tels que a,a)<o.

Comme il existe (X,Y,) = a:‘pk, la substitution x,= a’y, permet de

conserver formellement la méme transformation de base %J-:— touten sup-

(1) Un caleul simple établit que X;[Xx(9:)]=o0 chaque fois que X;X;X; sont
permutables.
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posanta’=X,(9,) = 1. Lacondition afa} = const. exige a,=const.,
en sorte que le groupe comprend 9, X;, ¢,X,. S'il existe deux indices
latins au moins, on forme

(0rXs 0. X)) = e Xo— afoi Xy, (00X 90 Xa) = 91X — ah9: Xy,
Si a) = o il reste 0, X;; si a; £ o, il existe a; ¢, X, et par suite
afCPIXk‘“ (afc)o[CPle— a; <P1X1] - (a?‘ai)o(?ixp

Cette transformation étant du second ordre, on en conclut @, = const.
et il existe encore ¢, X,.

En résumé, les af sont des constantes et le groupe contient
tous les ¢,X,, I'indice 1 jouant ici le role d’un indice latin.

Désignons par ; I'ensemble des termes d’indices latin contenus
dans o;, et supposons pour fixer les idées que les indices latins
soient 1, 2, ..., p. Si parmi les formes 9,0,,..., 9,, ¢ seulement
étaient indépendantes (¢ <p), on pourrait prendre ces ¢ formes
indépendantes pour variables &, @, .. ., «,. Chacune des fonctions g,
étant multiplicatrice pour tous les p; (i=1, 2, ..., p) cette
circonstance est invariante par ce changement de variables.

Les transformations d’indice latin s’écrivent donc

\

P Tu={ z:+ 2 a’koxc+b,~k)pk (k=1,2,..., p;1=1,2,...,9; g <pP)-

G=p+1

Par suite, toutes les transformations de base p,., ..., p,
seraient i. i. et non pas i. d., contrairement a I'hypothése.

Les formes ¢; étant indépendantes, le groupe contient toutes
les transformations T; (¢, k=1, 2, ..., p). Les indices ¢4 prennent au
moins deux valeurs, puisqu’on a supposé I'existence d’indices
latins distinets de 1,

(TuTu) = (zi+ digzo—+ by) p

Gette transformation peut jouer le role de Ty, et si 'on effectue
la substitution

(19) Vi= @i+ dig s+ by,
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il vient, en désignant par un accent les nouvelles valeurs

P
, .
Ta=ax.pr (i, k=1,2,...,p), ’a::pa—f-za?apc;
s =1
P m
tk__ ok —
Us' = @2 Qapr @&—xa+2 Ao s+ 2 afzs.
y=1 T=p-+1

En formant les combinaisons

P P
(XaTw),  Xa— D (XaTw)=Xa,  uXa— DUy (Ti 9aXa),
A=1

A=t
on voit qu’aprés la substitution (19) le groupe comporte les couples

Pk T pPr (l.a kzh%---:P)?

N

Xo= Pa, (.pa 2 a?xa>pa:@5(z (a=p=+1,..., m)

\ C=p—+1

On peut donc opérer sur les indices grecs (c’est-a-dire ceux
dont la valeur est supérieure & p), comme on a opéré initialement
sur 'ensemble des indices.

L’ensemble des indices 1, 2, ..., m se sépare donc en un
certain nombre de systémes

UJi-. ke Ofa.. hkyy ooy ipfpe. . kp.

Le groupe comporte toutes les transformations ,y, dont les
deux indices appartiennent 3 un méme systéme.

Pour determiner les transformations qui correspondent a deux
indices de systéemes differents, nous reprendrons l’analyse 4 un
autre point de vue. Retenons a cet eflet ’existence de toutes
lesxp (1=1,2,...,m).

b. On peut faire un choix des X i. d. tel que toute fonction
multiplicatrice qui leur est associée réponde a X, (¢,) = const. — Etant
donnée une transformation ¢p,, on voit immediatement, en formant
ses crochets avec x,p,, qu’elle se décompose en ajz,p,, b,p,; a;, b,
etant independants de x,, ..., x,. L'existence simultanée des
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transformations p;, aj p;, ac,taf‘,pi conduit aux conditions

alk,oc

(20) Jhs = ckols+ ek, JB=fps+ o). ?;:P&—pi
(i, J, k=1, 2, ..., m; a, B quelconques).
Il peut y avoir parmi 1, 2, ..., m des indices & relativement
p y P

auxquels a?= o, a, = o quel que soit 7.
L’indice A compose alors & lui seul un systéeme partiel auquel
correspondent les seules transformations p;, «;,p,. On a
Xh(x}l):I, X/(.ﬁ},):O.

Nous laisserons ces indices de coté et considérerons le tableau
des a; dont la diagonale est 1

I a; ad
al 1
a, I
M s

Nous dirons avoir ordonné une suite des quantités

ai (ifixe; s prenant plusieurs valeurs successives),

af  (k fixe; s prenant plusieurs valeurs successives).

lorsque toutes les quantités a} (ou a*) nulles ont un indice s supérieur
2 l'indice s de toute quantité a}(ou a!) non nulle. En d’autres
termes, pour le fragment de rangée (ligne ou colonne) considérée
dans le tableau des af, tout «} nul est, aprés 'ordination, a droite de
tout ¢ non nul; tout a’ nul est, aprés 'ordination, au-dessous de
tout a’ non nul. Considérons la premiere ligne et la premiére
colonne, et ordonnons celle de ces deux rangées qui comporte
le plus d’éléments non nuls.

Si, par exemple, on a a ordonner la premiere ligne, on effectuera
une permutation des colonnes 2,3, ..., m, et bien entendu la
permutation corrélative dans les lignes 2, 3, ..., m, la premiére ligne
demeurant, dans son ensemble, inchangée. On aura alors

af, af, ey aqx¢0; a1;1+1:0’ a[{‘—i—E:O’ e, a';‘:—_o

ou bien
1 1 1 . 1 — 1 J—  J—
al, al, ..., a)*o0; @p1==0, @y s==0, ..., @p==0.
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Et p,22, car, dans le cas contraire, I'indice 1 serait du type A.
L’ordination de la premiére ligne étant ainsi effectuée, il peut se
faire que le fragment

I
Wt Whasy  +eey A (ou afr™, aln+2, ..., alt)

de la premiére colonne (ligne) comporte des @ non nuls. On
ordonnera ce fragment, ce qui exige une permutation des lignes
(colonnes) p, +1, p, + 2, ..., m et la permutation corrélative dans
les colonnes (lignes) p,+1, p, + 2, ..., qui commencent toutes par

zéro. On aura alors

Whotty Uppany ooy QJ 05 @y 11==0, @j +=0, ..., QH=0
ou bien

anty alt? L aliZ o af*t=o0, af**=o0, ..., aP=—o.
La substitution

73

ye=dhxr (k=2,..., p1) ) Y= (k=2,..., p1)
ou bien &
T _ 1
‘ylw(f’;‘ (1“1’1+17""‘]')g m=dix; (I=p—+71,...,q)

ramene alors les @) qui y figurent & étre des constantes; les condi-
tions (20)donnent par conséquent, dans I’hypothése des lignes comme
dans celle des colonnes,

(A) pl=pt (h=2,..., q:; q:22).

Il en résulte que tous les a) dont les deux indices sont au plus
égaux a ¢, — en d’autres termes ceux qui sont inscrits dans le carré
formé par les ¢, premiéres rangées (lignes et colonnes) et que
nous désignerons par T, — sont des constantes. De plus, exté-
rieurement & T,, la premiére ligne et la premiére colonne de (T) ne
comprennent que des éléments nuls. On opére alors sur les deux
secondes rangées, comme on a opéré sur les deux premiéres.
C’est-a-dire qu’on effectue successivement 'ordination des fragments
des deux secondes rangées extérieures 4 T,. On aura par exemple

alt? aptt, L, al o, ait=o0, ..., al=o
ou bien
2 2 2 . 2 —_— 2
WF ity AFysy o vy Ay FE 05 Ap 1 =0, ..., Ap=0.

THESE GUERARD DES LAURIERS. 8
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On effectue la substitution, d’ailleurs compatible avec celle qui
a été déja effectuée

yr=asa, (k=qi+1,..., pa); }1:-[5 (I==pa+1...., qs),

et I'on en conclut comme précédemment, par application de (20),
(B:) pr==p/ (A=qi+1, ... )

Si, extérieurement & T,, les deux secondes rangées étaient nulles
on considérerait les deux troisiemes rangées, ce qui conduirait a

(B)) pi=p! (A=gqi+1, ..., ¢5)

On voit donc que s'il existe, extérieurement a (T,), des @} non nuls
appartenant a 'une des ¢, premiéres rangées — disons la p*m —
on aura des relations

(B,) ol =op! (A=q1+1, ..., qp; P<q))
qui se soudent aux relations (A,) et donnent par conséquent
(A)) ol =p! (A==1. ..., ¢p).

La conclusion qui valait pour T, vaut donc pour le tableau T,
formé par les ¢, premiéres rangées; et, extérieurement a T,,
les p premiéres rangées (lignes et colonnes) sont identiquement
nulles. On ordonnera alors les deux rangées d’ordre p—+1, ce
qui conduira a un tableau T,, et ainsi de suite.

S’il est toujours possible de former un tableau empiétant sur
le précédent, le dernier tableau coincidera avec (1) et, les égalités A
valant pour tous les indices, tous les a, seront des constantes.

Si un tableau (T;) déterminé ne peut étre dépassé, c’est qu'exté-
rieurement & lui les rangées qui le composent sont identiquement
nulles

1 at' | o 0
(Tv)
P42 m
| 1 Upy “en ap,q
ay 1 0 O Pl m
apt 1 P 77 i
/ P42 -+2
(T) ) (T")
) 0 I aply '}') 'l
e
( T/) a,; . e 1
o o] aiit 1
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Les indices qui figurent dans le tableau (T') sont alors tous
distincts des indices qui figurent dans le tableau T,. Les a) (7, £<P)
ayant été ramenés a4 des constantes, il n'y a plus a s’occuper en
ce qui concerne (T') des variables «,, ..., ;. En reprenant sur (T")
et relativement a x,,,, ..., x, le raisonnement fait sur (T), on
établira que tous les @ non nuls qui y figurent peuvent étre
ramenés a étre des constantes.

c. Forme canonique des X, Y i. d. — On peut alors reprendre
I'analyse des pages 55-58 a ceci prés qu’on considérera les aj comme
constants.

Les indices 1, 2, ..., m étant, comme on I’a vu, séparés en systemes,
Uy Jiy oo.r ki Gy, Ja  eeey Ko e y Jpy oeer kpy

il existe x,p,- Toute autre transformation ¢p, se décompose en
transformations : bp, ou «,p, (u=¢). Or l'existence de trans-
formations dont les deux indices appartiennent soit au systéme u soit
au systéme ¢ exige respectivement
K s A pl Ay A i ko A8
Saly e 08 egol,,  fup = ek pls+ e ph
Jis=elps+ ol SRp=cl B+ ef ok
S'il existe une seule transformation «, p,, on doit avoir
Wp=EdogF efon,  fus =08+ o,
d’our I'on tire, en prenant o = k, =1, puis « =k, =},
p:é: og= p'é

Mais alors les deux systémes u et ¢ ne forment qu’un seul systéme
et le groupe comprend x, p , quels que soient 7, et j, appartenant
respectivement au systéme u et au systéme .

Les X i. d., indépendantes el les transformations qui leur
correspondent sont donc réductibles 4 un certain nombre de systémes
distincts

pzqv quy ceey ]’k,,; xt,,P/,,; bquz,, (‘J:l; 2, "'JP)-
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Les b ne dépendent d’aucun des x qui figurent dans les ,p, ;
i, et j, peuvent prendre l'un et l'autre toutes les valeurs qui
appartiennent au systéme q. Mazs il n’existe aucune tranformation dont
les indices appartiennent & deux systémes différents.

4. Réduction a une forme canonique des 7 i. d. et indépendantes,
et des couples qui leur correspondent.

La réduction relative aux X i. d. étant supposée effectuée, les
conditions (X,Z )=o, (ZZ,)=o0 permettent de ramener ces
transformations Z indépendantes &

Do (d=m—+1.....m~+ ).

Toute fonction multiplicatrice ¢ répond alors a la condition 7}, = o.
D’autre part, on établit comme ci-dessus que toute transformation {p,
se décompose en transformations du type

a*x Py Bps (o, B ne dépendant que de Zpy 4y - -1 Tn)-
En désignant par £ un indice de méme systeme que ¢, il vient
(Zrp, Al x,py) = AL 2pPy, d’ou at—=af=...=a*

L’ensemble des couples relatifs a la transformation Z se sépare
donc en autant de groupes qu’il existe de systémes distincts d’indices
relativement aux X i. d.

o . A —_—
Pas  AGZ, Pas Wpas  baps (g=1,2.....p)
’
et 'on a

g — 2lgn? g0 ((J—— AP a o

ap = &30+ &ps Jov=eapf -+ efpg (e, b quelconques),
N AN (N} A o S
Jigp ==& P + €400, ay, = (p¥—pl)ag (r=m-+p-+r1,...,n).

On ne pourra donc prendre égal & une constante que I'un des af

supposés non nuls. Mais le groupe ne peut comporter simultanément :
x, pa et , p,. Ceci entrainerait en effet o = ¢, et les deux systémes u
et ¢ ne seraient plus distincts.
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5. Réduction des autres couples.

S’il existe dans le groupe dés transformations qui soient bases
de couple et autres que celles qui ont été explicitées, elles n’en
sont pas indépendantes et sont par conséquent de la forme

nm—+p
’-2‘ Eps+ Z °Poy (p:X)=o, (peX) =0,
s—1 p=m—+1
e AN | _dﬁi — dq" - 0O.
Y =oX, © -_Z asx-+ Y, 9z, o, e o
s=1
Si X est i. 1., X(;) doit étre nul et
=0 (s=1,2,...,m); (zjp; oX)=a;z;X.
Le couple proposé se décompose donc en
‘ m+
_ o - —
(21) ) X = 2‘ P ajz;X, bX
N ' GC=m-+1
\ (87, @,, b ne dépendent que de Zy y 1, - -+, Zn)-

Si X est i. d., on montre aisément, par crochet avec x;p;, 3;p;
que le groupe contient a;x;X, 9&/p;, t/p;, et que
ayt/ = const. (j, k=1,2, ..., m).

A des transformations prés qui ont déja été obtenues, on peut
donc ramener le couple a la forme (21), c’est-a-dire a4 un couple 1. 1.

D. — Réduction simultanée des systémes &
4 leur forme canonique.

Nous nous bornerons ici & de sommaires indications sur la ligne
générale d’une enquéte qui s’inspire toujours des mémes principes.
Elle comprend trois étapes.

1. Forme imposée par Uexistence d’un systtme & aux autres couples
existant dans le groupe.

Parmi les couples dont se compose &, on distingue ceux qui
font intervenir les transformations dites principales

P e"‘(7‘1+-“'a)];l H D2 el "1+-’L‘2)I)2|
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On les normalise. Le second par exemple aura la forme

Xo=eletrp,  Y,=[elmtm) — (]|p,==[1 — e~@+2) | X, = 9, X5, X,(9s) =1.

On considére un couple n’appartenant pas 4 &, mais supposé
normalisé : X, Y =10X.

Les résultats de la page 5o s’appliquent alors aux deux couples
normalisés XY et X,Y,, et la condition X,(g,)=1 permet de ne
retenir que quatre cas, savoir (¢f. ibid.) : 3 qui donne lieu
a deux cas possibles, 5, et enfin (XX,)=o0. Les conditions
indiquées page 50 montrent alors aisément qu’il faut

d I
X [e—l@ta)] = o, d—j;#o, a@—lle' 5%];&0

ou bien
(XX,)=o, d’ou (pX) =[X (elst))] ps.

Une alternative semblable se présente dans la comparaison des
deux couples X, Yet X,, Y,.

On montre a partic de la que les transformations principales
d’un systéme exceptionnel & (c’est-d-dire d’'un ensemble de deux
couples intrinséquement déterminés qui ne sont pas simultanément

normalisables et permutables) étant ramenées & la forme
(22) P e—(T1+'L‘21P1; P2 g("1+1'z)p?;

les autres transformations du groupe qui donnent naissance a des
couples sont nécessairement de la forme

n

(23) AZ, e—uZ, e:Z avec Z:Y(pl—p2)+2§*ps.—_y(p1-p2)+Z,

§==3

(24) X, ¢X avec X:oz(p1~—~p2)+E£5Ps:0((p1—])2)+‘5{

s==3

(A, @5 a. y; £, ¢ étant indépendants de z; et x,).

Les conditions de crochet imposées aux transformations e==Z
et X qui sont bases de couples montrent qu'une substitution laissant
invariante la forme de & permet d’annuler « et y.
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2. Réduction simultanée de tous les systemes &.

Un premier systtme &, ayant été ramené a la forme (22), les
transformations principales du second ne peuvent étre que du
type (24); les couples (23) sont en effet i. i. Les équations de
définition montrent alors que les transformations principales de &,,
soit X, et X, ne peuvent répondre 2 une condition X,=0X,. Ceci
permet de mettre &, sous la forme

Ps et ":r*":s)p."; P e("'s+xt)])4_

La réduction se poursuit ensuite de proche en proche.

3. Forme des autres couples.

Il reste a réduire les couples du type (23) et ceux du type (24) qui
ne sont pas des systemes &.

En ce qui concerne les premiers, les conditions de la page 5o
montrent que les Z des couples (23), associés au systeme & de
variables principales @, et x,, ne peuvent contenir aucune des
variables principales des autres systémes &.

En sorte qu’on peut étendre les conditions (23), (24) 4 'ensemble
des systémes &. Ceux-ci mis a part, les couples qui existent dans
le groupe sont de la forme

n

U=e?*Z avec X = oty (p1— pa) + o (ps— ps) +-..+ 2 & ps;

s=2K+1

V=ew1Z; W=2\Z avec Z:Y2(Pt‘]’2)+YA'(P?—]M)—!—-.-—% 2 e ps;

sv=2K+1

aucune des variables @, ..., x,, ne figure dans aucune des
fonctions «, v; &, {5 0, A.

On montre alors successivement que les crochets (X,X,), (U,Uy),
(X,U,) sont nuls. Une analyse assez minutieuse établit que les
systémes différentiels qui doivent étre résolus, pour annuler

dans X, et dans Z les formes du type a,(p, —p,)—+ ..., sont
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des systémes complets : le recours aux équations de définition
est, une fois de plus, requis. Les Z étant ainsi réduites, (U;U,)=o0
donne (Z;Z,) =o.

P,,. Résumé des résultats de ce chapitre.

1° L’ensemble des systémes exceptionnels &; peut étre entiérement
séparé.

P2i-1, P2i l

e"(”'zi~1+~’"zi)1)_,l._1 , el —1+~'"ai)p_2i (

(I=1,2,..., K).

2° A chacun de ces systémes peuvent étre assocvées des trans formations
formant couple

exi— 7, e, A\Z, 7= 2 & ps-

s=2K+1

3° Il peut en outre exister dans le groupe d’autres couples : X,9X

[¢f. 5°].

4° On peut choisir les variables x,, x,, ..., x.x qui interviennent
dans les systémes &; de telle fagon que les £, {, o, ) ne contiennent
aucune de ces variables et que les X, 7 ne contiennent aucun
desp;(i=1, 2, ..., 2K). Enfin

(Xl-Xk):o, (Z[Z}C)ZO, (XiZk):O.

5° Les couples X, o X non associés a des systémes &; se réduisent a

Couples i. d. Couples i. i.
Pfq’ ZiyPjq (q:I’ 2, "'!P)' PR
— 1 —o0:
Les indices i, sont tous supérieurs a 2K et X= Z & Po (-X)nXP-) =0;
leur nombre total est supposé égal a m. I=2K-+m+1
Pour: chacune des valeurs de q, i, et j, BX, a,x; X, bpj,.
doivent prendre toutes les valeurs du ! 1
systéme correspondant. Les. .E’, {2, B, a, ne C'OI‘mennent que les x dont
Uindice est supérieur a 2K+ m + p. Et
il en est de méme des §. Enfin (XZ)=o,



CHAPITRE V.

CONSEQUENCES QUI RESULTENT SOIT POUR LE GROUPE,
SOIT POUR LE SYSTEME DE L’EXISTENCE
DE CERTAINES TRANSFORMATIONS DU PREMIER ORDRE.

Aprés avoir déterminé au Chapitre III le nombre maximum des
parameétres de vy, puis au Chapitre IV le comportement réciproque des
transformations d’ordre zéro et des transformations d’ordre un, il
nous resterait 4 déterminer effectivement le groupe (vy) et les systémes
qui lui correspondent. On peut, dans ce but, chercher & étendre aux
systémes d’ordre supérieur les résultats qui ont été établis pour les
couples. Mais ceux qui concernent les systemes triples, et que nous ne
mentionnerons pas ici, n'ont déja plus la simplicité de ceux qui
concernent les couples. En sorte qu’il y a lieu, pour déterminer v,
de faire en outre appel & d’autres principes que ceux qui ont été
développés jusqu’a présent. La remarque suivante sera d’une fréquente

application : I'existence de la transformation Exspé.—l—. .. entraine
s=1

celle du groupe projectif général, parce qu’elle impose a tous les R

une méme forme C. (D,, p. 26). Il y a donc une certaine limitation &

priori dans le choix des transformations qui constituent (y). Le

présent chapitre a pour but de la préciser.

SECTION I. — REDUCTION D'UNE TRANSFORMATION DU PREMIER ORDRE
A SA FORME CANONIQUE.

D,. Etant donnée une transformation linéaire Xa,xp,, rappelons
qu’on appelle équation caractéristique de cette transformation I’équa-
tion o

A(p)=|daj—¢jp|=o.
Pour abréger, nous désignerons par la lettre o, affectée ou non d’un
indice, une racine quelconque de cette équation. On sait que les p sont

THESE GUERARD DES LAURIERS. 9
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des invariants relativement & toute substitution linéaire effectuée sur
la transformation.

Nous ne reproduirons pas le détail d’une analyse a peu prés
classique, également utilisée pour ramener une substitution linéaire
a sa forme canonique. On établit d’abord qu’on peut supposer
aj=o0 (1 <j). On montre ensuitec que les variables se séparent en
groupes n’ayant entre eux aucun élément commun, chaque groupe
étant associé 4 'une des valeurs distinctes prises par les ¢, et com-
prenant autant de variables qu’il y a d'unités dans lordre de
multiplicité de la racine 7 envisagée. La réduction dépend alors de
la réduction séparée de transformations du type

e —1

2 2 asx, 4 pux, | P

(=1 §—1

Mais la transformation pXa,p, étant invariante par toute substitution
linéaire, la réduction est ramenée i celle de transformations dont
tous les ¢ sont nuls.

Soit donce

1,2

e W1
T= E al x.pr
rs

une transformation dont tous les ¢ sont supposés nuls. Le déter-
minant |a;| est nul. Supposons qu’il existe un mineur a (n—p)
rangées non nul, tous les mineurs & (n— p + k) rangées étant nuls.
Il existe alors exactement p formes linéaires indépendantes y, =o'l
telles que T(y,)=o. En prenant ces formes pour x,, ., ..., x,, on
annule les p premiéres lignes du déterminant des aj. Tout les p étant
nuls, le déterminant

A= a}| (i, k=p+1....,n)

est lui-méme nul. On supposera qu'il existe un mineur a (n—p—p,)
rangées non nul et 'on prendra pour z,.,, ..., ©,,,, p, formes
linéaires qui doivent étre indépendantes par rapporta x,, ..., z, (ce
qui exige p,<p). Alors les p, premieres lignes du déterminant A, sont
nulles, et 'on continuera de la sorte jusqu’a avoir atteint la valeur ».
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Les indices se classent donc en systémes partiels

L2, oo p; P, oo PP e (P EPite R pe) T L0
[P2pi2..2py; B=0 (i=1,2 ..., p)]

Les & d’un systéme déterminé sont des formes indépendantes par
rapport aux « du systéme immédiatement précédent, mais qui
peuvent contenir en outre des a appartenant a tous les systémes
précédents. On peut alors poser (lire par ligne)

cpHl - = 12— Zppr—) — Cp+pL— .
==y, Erii=ary, ceey P =),y SPTPA=2);

et =y b, PP = s - o EPPTR=2p,

Les ... représentent, aprés chaque lettre x, des formes linéaires des
appartenant aux systémes qui précédent. Enfin comme on ne change
pas la forme réduite obtenue, en ajoutant 2 un z déterminé une forme
linéaire des & de tous les systémes qui précédent le systéme auquel il
appartient, on peut, en commencant par les « d’indice le plus élevé,
supprimer dans le tableau précédent tous les points. Si I'on groupe
alors les termes écrits dans une méme colonne, on voit que chacun
des « de la premiére ligne donne lieu & une chaine

17 col. : &y ppia—+ ZpiaPprip . .- dern. col.si py=p,: @\ ppip,+ L pyPpt-pripy o oe
2° col. : @y ppia+ Xpis Ppiprat. - » SUP1>> Dot Xp,Ppip,-
1,% ,n

P,,. Etant donnée une transformation T = Z a’x,p,, on peut la

rs

réduire a une forme canonique, de telle sorte que :
A un ¢ non nul correspond

(Tp) pleapr+ (21 + @) pat. oo+ (g1~ 24) Py

(q peut étre égal a 1, mais & la méme valeur de p peuvent correspondre
plusieurs ensembles tels que le crochet précédent).

Au ¢ nul, s’il existe, correspondent un certain nombre de chaines sans
indice commun du type (")

(ro> (1'11)2+ TP+ Xr—1Pr) + (xk+ql7k+q+1+- .ot xk+/z+1171c+h) +...

(1) Il est clair que le nombre et la longueur des chaines sount les mémes quelle que soit
la maniére dont on effectue la réduction.
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SECTION Il. — LA FORME CANONIQUE DES EQUATIONS G'.
i = €i (o1 — wiyr) + ehwj— efwjr  (p. 29)

On ne considere ici que les termes d’ordre zéro qui résultent de la
dérivation d’une transformation d’ordre un.

A. — On peut toujours, relativement 4 une transformation déterminée,
substituer aux R}, des symboles ¢/, qui leur sont équivalents &
une forme C prés, de telle facon que les w;; soient nuls.

Lorsque les Rj, sont C, [D 3, p. 26], la substitution dans les
équations (G’) donne

(1) 0= hy B+ hjsZ.

Inversement, étant donnée une transformation (1) du premier ordre,
si 'on peut déterminer des quantités A, satisfaisantaux équations (1),
les équations (G") prennent la forme

i s [ s i P
Ok 5=+ Pjail -+ Pirsir— Pk == 0
avec
ik == Répy — i (hee — hae) — ehhjr+ efhjpe

Pour montrer que les équations (1) considérées comme équations
en A;; admettent au moins un systéme de solutions, nous supposerons
la transformation proposée (T) mise sous forme canonique. Les
indices se séparent alors en groupes de telle facon que les & qui
appartiennent & un groupe ne dépendent que des variables de ce
groupe. Il en résulte que les équations (1) contiennent :

1. Si j et | appartiennent au méme groupe, des 1 dont les deux
indices appartiennent 4 ce méme groupe.

Groupe d’une racine non nulle. 11 suffit, pour résoudre par rapport-
aux A de ce groupe, de commencer la résolution par les A ayant les
indices les plus élevés.
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Groupe de la racine nulle. Nous désignons respectivement par leur
dernier indice les différents systémes en lesquels il se scinde

(o) @ipa-tXaps—4.oa Ty Pa—+ Zo i1 Pora -+ L1 P3 Foo o Zg_y Pi—+ 0.Po1~+ 0. Pora=4e ..

—— ———— S— ——

Systemes & ] o B+1 (5+2).9

Les indices auxquels correspondent des & identiquement nuls sont
considérés comme constituant chacun un systéme.

On constate sans peine que la résolubilité des équations (1) est
assurée si et seulement si 'on a w,3=no0 chaque fois que ni 2, nizgne
figurent dans la transformation ('T'). Mais cette condition résulte alors
des équations (G,) elles-mémes. On a successivement

(& — 1) @xa = ploa - Do -+ - - 0250 = 0 comme on le constate ]
xe ae T o T rex en formant les expressions p
oxL— 1 o
.
(oc—x)wgazz PBya= O, (a+1)w,3-m3a—:z Pa\3 = 0.
s=1 s=1
Il suffit de faire jouer ensuite 2 vy, ..., ¢, (8+1), (¢ + 2) le role

qui est joué par 3 dans ces deux derniéres équations. Ceci suppose
qu’il existe un groupe « non réduit i zéro |[comme les groupes
(6 +1), ete.]. Dans ce dernier cas, il existe certainement des groupes &
racine non nulle, soit

plawp,+ (zi+x)p,+ ..+ (s + 2,) p.l;

« et 3 désignant alors deux indices quelconques qui correspondent
a la racine nulle, on obtient

1

[.0)1:522 P&s3== 0.
2. Sij et l appartiennent @ deux groupes distincts, des A, ayant un

indice appartenant a chacun de ces deux groupes.

a. Aucun de ces deux groupes ne reléve de la racine nulle

plspr -+ (i~ x2) pr oo (Lamy =+ Za) Pa) (a21);
ol xqpy+ (Zg+ Zgi) Por oo o (Zo—y+ 23) o) (a<<qgb).
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o. Conditions imposées aux o.
Supposons que j soit du groupe a et / du groupe b

p(h+ €al at) + o (A ephjipg) == 0y

(eq=ep=1, sauf e, o0 sij = a; ep=o0 si [=b),

si¢ + o5~ o, larésolution ne présente pas de difficulté : il suffit de
commencer par les indices les plus élevés. Lorsque p +o=o0, il vient

- 1
(2) Cabyr 1— & h) 1= -P'w,zz W)

La somme des valeurs des indices qui affectent les deux quantités A
qui figurent dans une équation est la méme pour ces deux quantités et
égale &

JHl+1=A+1 (¢q+12A<a+b).

Le systéme (2) se sépare donc en systemes partiels tels que, pour
chacun d’eux, le nombre A ait une valeur déterminée; et, comme
aucun des 2,, ne figure a la fois dans deux systémes partiels, il
suffit d’examiner la résolubilité de chacun des systemes partiels.
Pour A=a—+ b il existe une seule équation qui exige w,=o. De
méme, pour A =g —+ 1, il existe une seule équation qui ne conduit
d’ailleurs a aucune condition de compatibilité. Lorsque

(¢ +2)sAs(a+0b—1),

il existe pour chaque valeur de A plusieurs équations. Si I'on prend
par exemple des valeurs décroissantes pour j et croissantes pour /, le
terme négatif d’'une équation est le méme que le terme positif de la
suivante. On n’aura aucune condition de compatibilité, 2 moins que
le premier terme de la premiére equation et le dernier de la derniére
ne se trouvent disparaitre. Pour qu’il en soit ainsi, il faut que j puisse
prendre la valeur @ et [ la valeur 6. Alors la somme des w, tels
que j + {= A doit étre nulle.

J=a (=A—az2q, Aza-+gq; l=0b, y=A—b>1. Az2b-+1.

Comme A<a + b —1,0n enconclut b2g—+1,a22;c’est-a-dire que
chacun des groupes a et b doit renfermer au moins deux termes.
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On peut toujours supposer que le systéme b renferme au moins
autant de termes que le systéme a. Alors

a+qsb—+1, b+1SALa+ b —1.

En tenant compte de w,,=o0 w,,= 0, on obtient le groupe de condi-
tions symétriques

(3) No,=0 [(i+j)=Al; [(a+q)S]b+18a+0,
o
i, j appartenant I'un au groupe a, ’autre au groupe b.

. Les conditions imposées aux w;; sont conséquences des
équations (G").

Soit a établir, en supposant 7 du systéme b et j du systéme a,
(4) Oy Bp—y jpt oo B7T=0 (j21, k=b+j—a2q).

Désignons par « et 7 deux indices distincts du groupe a, par  un
indice du groupe b

PIchE {)Rlﬁza+1+ URl{i+1z<x+ PRL‘BHAa_ PRLB—zjoc: W8,

en convenant que, si la valeur d’un indice excede la limite tolérée par
le groupe auquel il appartient, 'on doit annuler la quantité corres-
pondante.

En donnant & 7 les A valeurs du systeme a (on sait que 4 > 2), sauf la
valeur o, on obtient

(5) (h—1)w3 =¥ [PRy,0 -+ R, 0 ];

l
la sommation étant étendue a toutes les valeurs de 7 qui appartiennent
au systéme a, « compris. Si I'on considere, dans I’égalité (4), deux
termes consécutifs exprimés au moyen de (5), le terme en ¢ de la
premiére parenthése et le terme en o de la seconde se détruisent. 1l ne

reste donc que le terme en o de lapremiére parenthése, soit » R, et
I p +1i]

13

le terme en ¢ de la derniére, soit ZR‘MH,,. Or ces deux termes sont

13
nuls en vertu de la convention faite sur les indices.
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Si A==1, les conditions imposées aux o se réduisent a wy,=o,
w,,=0. Si le systéme & renferme plus d’un terme, on montrera par
la précédente méthode que w,=o0; comme gf,=o0, w, est nul
également. Si les deux systemes a et b renferment un seul terme, o7,
et o), sont nuls; il en est de méme de ©,; ;.

b. L’un des deux groupes reléve de la racine nulle

pleipi—+ (@~ 22)po-+. o+ (Luei =+ Xa) Pa);
ZyPyiri~+ ...~ 24— py ou bien o.p, [a<<qg<(b—1)],
P (P34 Ausa3) 4 Aa3s = 0as (et, groupe a; (3, groupe b).

Si la valeur d’un indice excede la limite tolérée par son groupe la
quantité correspondante est nulle. On peut alors résoudre de proche
en proche a commencer par les indices les plus élevés.

B. — Les équations G’ réduites,
pour une transformation mise sous forme canonique.

Nous supposons que la transformation pour laquelle sont écrites
les équations (G’) est mise sous forme canonique eta pour racines
caractéristiques : ¢o, £g, ..., ¢/» . ... Nous désignons par ¢ un indice
du groupe auquel est associé p,, b correspondant a gg, etc.

L’équation [p} ,]= o donne
(6) (34 py-+ o — Do) Phea €8 Ploscat €Dy Pheria

+e.05 Pleari— & Pa.pld =o.
1. ¢ = 0,810 (oucoud)est seul de son groupe ou dernier de son groupe;
2. e =1,s1b (oucoud) n'est pas le dernier de son groupe;
. &/z-0,sia est scul de son groupe ou premier de son groupe;
(7) . &= 1,sian’est pas le premier de son groupe;

5. On peut encore faire e =— 1, &’

=1 et convenir que, si unindice excede
les limites tolérées par le groupe auquel il appartient. on annule le

terme qu’il affecte.

On se servira de I’équation (6) pour remplacer, dans cette méme
équation, les p,,, qui y figurent affectés de e’, en fonction de
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symboles ayant au moins un indice plus élevé. On obtient ainsi, en
prenant pour a la premiére valeur du groupe a,
!

riste!

(pg +py~+ P8 — Pa)? Prca=(— 1)"29@9% 05 P8er s ey

rsl

(avec r+s—+t=p)

avec la convention (7°) sur les indices.

Il suffit de prendre p=3¢—(b+c—+d) en désignant par ¢ la
valeur maximum des indices des groupes «3yS pour annuler le second
membre.

Si 'on donne ensuite & a la seconde des valeurs de son groupe,
e =0 comme on vient de I’établir.

On voit donc que

(8) 0% 4=0 chagque fois que p3~ py - p3— paF 0.
St pg+ gy + ps— o= 0, l’équation (6) montre seulement que

(9) pa=o, sauf peut-étre lorsque a est dernier de son groupe,

d moins que py =0, p3—+ py—+ p§==0.

Ce qui précede suppose les g, non nuls, mais demeure valable pour
les p nuls moyennant les conventions suivantes :

Remplacer, dans les facteurs (p3—+ ¢; + p5— pa ), les racines nulles
par o.

Remplacer, dans les termes en c¢'. les racines nulles par 1.
Adopter la convention (7°) en se référant a la forme (I'y) (p. 69)
pour la forme canonique du groupe qui correspond a la racine zéro.

P,,. On voit donc que les racines caractériques de toute transfor-
mation (T) doivent satisfaire a l'une des conditions

p{j+pY+pa—pa:O, 2pa+p3—pY:0, Pa—"P@:Oy Po—=0
(PapapyPa =),

dans le cas contraire, les valeurs initiales des R seraient toutes C en
un point arbitraire, et par conséquent en tout point. On a déja signalé
que la permanence de conditions partielles imposées aux Rj;, est liée a
la permanence de la forme canonique de y quand on passe d’un point
a un autre [cf. p. 41].

THLSE GUI'RARD DES LAURILRS, 10
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Pour n=3, les racines caractéristiques, supposées non nulles, de
toute transformation, doivent satisfaire a ’une des deux relations

2P+ Pg— Py=0, Pat+pg=o.

D,. Il est aisé, lorsque n=3, de former le tableau complet des
équations (G”), dans lequel I’élimination des v, introdurt naturellement
le systéme covariant déja défini page 23.

(R) Rjy=al, Rjy—Rly=br=—10by;, Rj—Ry—RE=c/  (Jkl).

Nous désignerons par (G") les équations ainst obtenues.

SECTION 1II. — L’APPLICATION DE L’OPERATION CROCHET
A UNE TRANSFORMATION DONNEE.

A. — La transformation est i racines caractéristiques nulles.

Etant données deux transformations appartenant & un groupe, leur
crochet appartient également &4 ce groupe. On peut se proposer de
déterminer a quelles transformations distinctes on aboutit en répétant
cette opération. Soient donc

A :2 aixspr, X :2 Eraspr (a, ¢, constantes),
rs rs

deux transformations linéaires et homogénes. Formons A,=(A,_,, X)
avec A,=A. Lorsque les o de X, supposée mise sous forme canonique,
sont tous distincts et ne satisfont i aucune relation p,—ps=p, — s,
on voit immédiatement que le groupe contient séparément : a;x;p;
pour tout couple de valeurs distinctes de zj, et Za,x;p;. Nous nous
proposons d’examiner comment il convient de modifier ce résultat
lorsque les ¢ de X ne répondent plus aux conditions précédentes.

P,,. 1. Lorsque toutes les racines caractéristiques de la transfor-
mation X sont nulles, U’vtération de I’opération (A, X)X, ... conduit a
un résultat identiquement nul. Le nombre des opérations nécessaire pour
atteindre ce résultat est égal a (2k 4 1) en désignant par k le nombre



— 77—

maximum des termes qui appartiennent a@ une méme chaine dans la
Jorme canonique de X.

X=&ps+Zypy~+...+ Loy Put Lart Para+. .+ Lhg P+ o o+ Losra Peratee+Td_s Pd

Groupe a. Groupe b. Groupe d.
[k = plus grande des différences (& —1), (b —a —1), ..., (d —c--1)].

A::za,fxsp,., A=A, (A, X)=A;, (A, X)=Aui.

Nous désignons en général par:
<

m, un quelconque des opérateurs p; que ne figurent pas dans X.
AInSi Py, Pasis Posrs -« -3

7, un quelconque des opérateurs p; qui est le premier de son groupe.
Ainsi py, Pases -+ -3

7, un quelconque des opérateurs p; qui occupe dans son groupe le
rang h;

£, une quelconque des variables x; qui ne figure pas dans X.
Ainsi @y, .., Xy « ..y T}

£, une quelconque des variables x; qui occupe dans son groupe la
derniére place. Ainsi @,_,, @y, ..., Tay}

£, une quelconque des variables @; qui occupe le rang ~ dans son
groupe supposé numéroté a partir de la fin.

Par définition méme de £, il n’existe pas d’expression = ou £ dont
I'indice soit supérieur a4 4. L’ensemble des w, est identique a
I’ensemble des p; et 'ensemble des &, & celui des ;.

L’égalité (A; X) =A,,, donne

(10) Coefficient de m, dans A; 4
= coefficient de m, dans A,— [ X (coefficient de 7, dans A;)].

(H) Supposons que dans la transformation A;, les coefficients
des m, dépendent seulement de

zi—w gi—a+1; ) Ek [Ot:O, I, ..., (L“'I)]

Comme on a évidemment X(&,)=E&,,,, il résulte immédiatement
de (10) que la condition (H)est encore vérifiée pour A;,,. Or, dans A,,
les coefticients des , ne dépendent que des « qui figurent dans X,
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c’est-a-dire de £, &,, ..., & (non de &,). La condition (H) vaut donc
pour A, et par suite pour tous les A. Dans A, ,, les coefficients des =,
ne peuvent donc dépendre que des &,.,, Eiiay ..., Cest-d-dire qu’ils
ne peuvent dépendre d’aucun &, et par conséquent d’aucun «. Ils sont
donc identiquement nuls. En général, les =, disparaissent de
A/ i405(s20). La transformation A, , ne contenant plus aucun des m,
et par conséquent aucun des p,, est identiquement nulle. On a

dailleurs
kin—u, 2k+152n —1.

B. — Décomposition des transformations A,
lorsque X a des racines caractéristiques nulles.

La transformation X étant supposée mise sous forme canonique,
nous en groupons les termes de la maniére suivante :
n

. Q)
ensemble des termes qui sont de la forme Z c,x,p, et que nous
désignons par Y; =t
ensemble des autres termes que nous désignons par Z.

Z comprend un certain nombre de chaines du type déja envisagé et
qui proviennent les unes du ¢ nul, les autres de ¢ non nuls :

Z:(xapoc+1+- . -+xa—1pa) + (xgpssa—+. ..+ oA Py) ..
(a<<B, <y, ...).

Mais, en toute hypothese, les p qui correspondent & des indices
faisant partie d’'une méme chaine sont tous égaux et1'on a

Y =2p.ax,p. avec Pu==Pur1=". . ==Pay P§= P41 =="..= Db

L’ensemble des termes de Y qui ont un indice commun avec I'un
quelconque des termes d’'une méme chaine de Z constituent donc un
ensemble Xaz,p,, lequel est permutable avec toute transformation
linéaire et homogéne portant sur les mémes indices. Il en résulte

(11) (YZ)=o0 et, par suite, [(BY)Z]=[BZ)Y],

B étant une transformation quelconque. Si donc on prendles crochets
successifs de A avec Y et Z, le résultat est indépendant de 'ordre
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dans lequel on effectue les opérations, ce qui permet de poser

(11 bis) L[(AZ)Z). .. Z YY...Y | =(AZ/YH).
J k

Enfin on voit aisément que les indices des chaines qui constituent Z
sont disposés de telle facon que les p de Z soient tous nuls.
La transformation & analyser est

A=A, (Y+2)], (Y+2), ..., (Y+Z)).

Les ¢ de Z étant nuls, les crochets (AZ?) sont nuls pour p>2k -1
(k étant le nombre ci-dessus défini). La permutabilité des opérations Y
et Z permet alors d’écrire, pour p22#k,

(12) { Ap=(ot,YP) + G} (oy Y1) 4= LA (o YPI2H) (p22k).
I

avec o, = (AZ7)

C. — Transformations qui résultent de A
par itération de Vopération X.

D,. Nous appellerons multiplicateur du terme x,p,, relativement a la
trans formation Y = 2 0, &, pr, la quantité (g,—p,). On a en effet
r

(zp, Y)=(p,— p.)2,p,-

De Y dérivent n* multiplicateurs dont n sont identiquements nuls.

Etant donnée une transformation A = Xalz,p,, on voit que chacun
des ensembles de termes de A, dont les multiplicateurs ont la méme valeur
numérique, fait séparément partie du groupe; la remarque vaut encore
pour le multiplicateur zéro.

Considérons maintenant litération de l'opération X =Y +Z. Si
I'on désigne par a, b, ..., ! les multiplicateurs non nuls dérivés
de Y, la transformation A, se présente, d’apreés (12), sous laforme

Ap=[ar( )+br( )+...+0( )]
+Chlar( Yoo+ ()] o+ G [ar2h () - 2R )],

les parenthéses du (g + 1)*™ crochet représentant des ensembles de
termes extraits de la transformation a,= (AZ?), soit &. Les ® étant
indépendants de p, on donnera & p w(2k+1) valeurs consécu-
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tives ((~ étant le nombre des quantités a, b, ..., 7). Le déterminant
des © est, a un facteur numérique pres, égal a

(a.b.. F™0[(a—b) (a—c)...(k—1)]=P,

= étant la plus petite des valeurs prises par p.
1l en résulte que chacun des ensembles @ fait séparément partie du
groupe.

P,,. Les transformations qui dérivent d’une transformation A par
wtération de Iopération X s’obtiennent donc de la fagon suivante :

L. On met X sous forme canonique et on la décompose en deux
trans formations

Y =Z3p.2,p, — autres termes de X (transformation dont les p sont nuls).

2. On forme les multiplicateurs de Y, c'est-a-dire les n* quan-
utés (p,—p,)-

3. On forme les crochets : ay= A, a,=(AZL), ..., jusqu’d obtenir
un résultat identiquement nul, ce qui arrive aprés (2n —1) opérations
au plus.

4. Appartiennent au groupe tous les ensembles de termes extraits
d’une méme transformation o, et dont le multiplicateur a la méme valeur.

Lorsque les ¢ demeurent arbitraires, toutes les quantités (¢, — p,)
sont inégales.

5. Le nombre de conditions distinctes qu’on peut imposer aux ¢, en
écrivant que certains multiplicateurs deviennent égaux, est au
maximum (n — 2). Si, en effet, il existait (n — 1) relations
indépendantes du type p,—p,=p,—p,, liant par conséquent les (n—1)
quantités (p, —o,) (k=2, 3,..., n), toutes ces quantités seraient
nulles. Or, dans le cas qui nous occupe, les ¢ ne peuvent étre égaux
que s’ils sont tous égaux a zéro.

D. — Les racines caractéristiques et la structure.

En appliquant le processus d’itération qui a servi a établir P,,, on
peut montrer directement que dans les formules de structure du



— 81 —

groupe qui font intervenir une transformation donnée X, soit
(TZX) =X+ )\;Ta}

on peut choisir les T, de telle facon que les constantes de structure A
qui leur sont associées soient précisément égales a certains des
multiplicateurs de X. Nous n’insisterons pas sur ce résultat connu.

P,,. S¢(XY)=X, l'un au moins des p de Y est non nul; tous les p
de X sont nuls.

Si, en effet, tous les o de Y étaient nuls, U'itération [(XY)Y]Y, ...
conduirait 2 un résultatidentiquement nul, tandis qu’elle doit toujours
donner X.

D’autre part si I'un des ¢ de X était non nul, on pourrait ramener X
a la forme

n
X=a,pi+ (21 L) prt o4 (Zyos + 2y py+ Z &P

S=q+1
les & ne contenant que ., ..., 2, Une combinaison des conditions
deérivées de I'identité (XY) = X conduit & I'impossibilité g =o.
P,.. Il en résulte qu’on ne peut avoir a la fois
(XY) =X, (2Y) =Y.

P,,. St (XY)=1Z, la somme des ¢ de L est nulle. (Vérification
immeédiate.)

P.,. Sila transformation Y est du type Xgo,x,p,, on ne peut avoir la
structure
(X,Y)=¢X,, (X Y)=X; + X, (e=ooui).

En itérant en effet 'opération Y et en désignant par Z, 'ensemble des
termes de X, qui correspondent au multiplicateur o, de Y

2 afZ,:e<kX1+2 Zt), quel que soit 'entier £.

13

Ceci est impossible sie=1. Sie=o0, il faut «,=—o, mais alors (X, Y)=o.
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SECTION IV. — DETERMINATION DES TERMES DU PREMIER ORDRE
DES GROUPES MAXIMUM ET SOUS-MAXIMUM.

Nous nous contenterons de donner deux cas de détermination
qui laissent entrevoir la méthode employée. L’examen de tous
les cas entraine des calculs trop longs pour qu’il soit possible
de les reproduire ici; on en trouvera les résultats page 93.

A. — Le groupe maximum (n —1)(n —2) + 3 paramétres.

On obtient ce groupe en laissant arbitraires les &, non calculables
et en adjoignant & chacun d’entre eux une forme linéaire construite
avec les &/, calculables.

Xy P

Ly P Xy Pa X2 P cee ZTaPno Lo Pn—1

X3 Pa X3 Pn—2 &3 Pn—

Z P1 ZnP3

Zn—aP1 | Zn—aPs Ln—o2Pr ... a —1
Zn—1P1 | ZnaPs  Xn—a Pu ZLn—1Pn—2

Tnpy | Zaps  Taps ... TnPns TnPay  Tnpn

Les traits pleins joignent les emplacements des termes calculables.
On a encadré en pointillé les transformations qui seront remplacées

parles Ty [/ =3, ..., (n—1)].
n—1
(I) Tab:xapb+2 Psxsp.e+U
(@, b=3,...,n(a%£b); a=2, b=3....n; b=1,a=1, ..., n; a=b=n],
n n—1
(2) U:miz 055[’5'*‘2(7\31‘5)172’ T:U+2 PsZspPs-

s=3 sHEL =2

§=2
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A chacune des T, est associée une T dont les coefficients sont
particuliers a cette T,. U, T ne désignent que des types de
transformations. On notera les conditions de crochet

(U, U)y=layp,(=V), (U,V)=o0;
(3) (T,U)=U, amoinsque a=2o0ub=1. Cependant (T, U)="U.

1. Substitution des T,, aux T, pouri =3, ..., (n—1).

Cette substitution se trouve effectuée lorsque n=3, 4, si on
choisit I'ensemble J’ (p. 35). 11 y a lieu de I'effectuer, en général,

parce que les transformations T, permettent une application facile
de la théorie des multiplicateurs.

n—1 n—1

Tm:xnpt"_z P ZsPs—+ U, T,= $1Pn+2 OsZ,Ps—+ U,

§=2 g=2

n—1

(TmTzn) - Pszn— o Tp= ZpPn— (I -+ gplat)xtl)t+2 Tyl Ps—+ U="Ts,

§=1

sl

Si p,0,%—1, les crochets (T,7T,) et (T.,T.) permettent
d’annuler p, o et par suite 7 :

(4) Ton=Znpn— x,p,~+ U.

Comme on peut supposer ici n>5, il existe, au moins, deux
valeurs pour 7,

[(Tlchnn); (Tnann)] =ZpPn— TrPr—+ U.

Cette transformation étantdistincte de toutes celles qui correspondent
aux termes calculables, on doit supposer

%) PO, =—1 [t=3, ..., (rn—1)].

Nous commencons la réduction par les deux transformations
n—2

Toppn1= (@n + Pr—1 xn—i)pn—-i +2 PsZspPs—+ U,
s=2
n—2

Trhsn= Zn— Pn—t On—1Ln—1Prn—1 +2 OsZspPs—+ U.
s=2

THESE GUERARD DES LAURIERS 11



— 84 —

La substitution y,=x,+ ¢, @, , permet, compte tenu de
Iexistence de T,., Tin, T, [/, k=2, ..., (n—2)] et de la
condition (5), de prendre

n—2

Tnn—i = ZpPn—1 + U: Tn—1 n=— Zn—1 Pn— ‘1_2 G2, P, + U (: Tn.—1 n—1 )>

§=3
n—2e

Tow= xapb+2 0,2sps+ Az pr+ U.

On remplacera la désignation T, ,, par la désignation plus
cohérente T, ,, ,; a et b prennent les valeurs du début, sauf
a=(n—1)b=n. Nous laissons de coté I’ensemble
(6) Tor (k=1,3,...,n); Tu (i=2,3,...,n).

Comme I'on n’effectue jamais de substitution de la forme

i=a -+ ha, ou ), =+ g, (I #Z1, 2),

Uensemble & demeure entiérement caractérisé du fait qu’il existe (n—1)
transformations indépendantes de chacun des deux types : x,p, (k# 2);
z,p,(I£1).

On montre alors que, & étant excepté, les arbitraires h qui inter-
ptennent dans les T,, doivent étre nuls. 11 suffit de séparer en trois
groupes I’ensemble T,,— &, pour lequel on a d’ailleurs (T, U) =U

a=b=r, a=b=n
l[@a=3,....(n—2),n; b=3,..., (n—1); a£b)]
(Tasy, Tuna) =M Zn1Pnas— xnpn) + U =75.

()

Si A £ o0, les multiplicateurs, relativement 4 G, de ,p,(0, —1, 0u 1)
et de x,_,p,(—2) sont toujours différents. T,, donnerait donc
naissance a deux transformations distinctes

a=3,...,(n—2); b=n,

” §
( ) (Tam Tn n—1 ) =ZaPn—1+ )\(xn—jpn—1 — xn]’n) + U.

Or T,,, qui fait partie du groupe (a), ne renferme pas de
terme en A. Il suffit alors de remplacer, dans le raisonnement (a),
® par T = (Tam Tn n—1 ) - Tan—‘l .

(¢) a=(n—1); b=2,...,(n—2).
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Comme en (b), relativement &

= (Tn—i by Tnn—1) - Tnb-

En sorte que, sauf la substitution de T, ,_, 4 T,_, , et la suppres-

. ’ . al
sion corrélative du terme x,_, p, , dans les sommes Z o, x,p,, le groupe
S

conserve la méme forme. On recommencera la méme opération
sur le couple de variables 2, ,x, : substitutionde T, », o & T, ,;
introduction de termes Az, ,p, dont on démontre qu'ils sont nuls;
suppression de x, _,p,_, dans la forme Xo,2,p,.

L'ensemble & étant excepté, on peut donc prendre pour les
transformations du groupe

T, =z, p.+ rix,p,+U (i=1,3,...,n);
Ty= pr+ ajpxsp,~+ U /=3,...,n; k=3, .., (n—1); jZk]

2. Forme canonique du groupe.

Considérons la transformation
T :Z p.T.=piz p,+ <E Ps’"s>$2])2+ 0z ps+. . .+ puZnpa—+ U.
SF£2

Les racines caractéristiques o de T sont (de par la disposition
des termes de U)

Pu 92:2 Psrsy PH LS Pm

s

Il n’existe entre o, et les autres ¢ aucune identité de la forme

(6) Pg:z asps avec 2 a;—I.

sFA2

Une telle identité entraine en effet £r,= 1, et la transformation
Z,TZZZ xsps+ U
s=1

a alors tous ses p égaux a 1 : par suite tous les R sont C.
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D’autre part les multiplicateurs de T, dans lesquels g, n’intervient
pas, peuvent étre choisis tous distincts et non nuls. Les multiplica-
teurs, dans lesquels g, intervient, peuvent donner lieu aux égalités

Pe—pP. =0 ou P2=P:5
Po— Pr=pPi— P, ou Pa=Pk+ P — Pj;
Po—Pr="Pr— ou Pa=2pr— Pj;

P,
-

p—p=p—p ou p=E4F

or toutes ces égalités sont du type (6) : elles sont par conséquent
exclues.
Il en résulte que les o de T sont tous distincts et non nuls. Une
substitution
Y= @i+ h@y, Y= By Pl

permet donc d’annuler tous les termes de U. Cette substitution
ne modifie d’ailleurs pas I’ensemble & puisqu’il existe x,p,+ .. ..
La transformation T est alors mise sous forme canonique; et, comme
tous ses multiplicateurs sont différents, le multiplicateur de T; est nul,
tandis que ceux des termes des U sont tous non nuls. Enfin le
multiplicateur de x;p, est différent de tous les autres. D’ott

Ti:xtpz'*‘ rZo P, ’I‘lk:xlpk! Tu:xlph Tzk:xs]’k-

On détermine les valeurs de r; en ultilisant les équations (G') et Py,.
Si n24, il existe pour chaque valeur de ¢ =3, ..., (n—1) deux
transformations au moins : T,,, Tg,; Tsy, Tg (2, B~ 1, £). On en
conclut facilement que seuls peuvent étre non C les R qui ont
pour indice inférieur 2, n. Mais x,p, entraine R}, , = o.

nn

Il faut donce R}, , £ o, et toute transformation X¢;2;p; doit satisfaire a

nn2
20+ Pn=1p, ou 22 PsTs—P1— Pny
SH#£2

I 1 .
Ti= o Tn=— > r=o (i#£1, 2, n).

On constate que la conclusion vaut encore pour n =3

(G.M.) Z, Pk [t=2,...,n; k=1,3,..., (n—1);
\ ZsPny 224 1+ TPy, Zyp1—+ XpPn.
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B. — Le groupe sous-maximum (n —1)(rn — 2)+ 2 paramétres.

La marche générale est la méme que dans le cas précédent,

mais requiert des calculs plus laborieux. On a vu (p. 37) qu'on
pouvait partir de

Tw=2a.ps +E psx,ps—+ U avec U= x1<2 a*p,> -+ <Z },xs>p,

§=2 SFE2

[ab=3,...,n(ab); a=2,b=3,...,n; a=1.....n (b=1)].

s =3

T:Epsﬁsp¢+U, (TT)=U, (TU)=U, (T,U)=U.

On montre que les seules valeurs des arbitraires aA qui soient
compatibles avec la non existence du groupe complet sont les
valeurs nulles, La demonstration repose sur I'égalite de toutes
les racines de T,_, ,, soit & la racine g,, soit i la racine g,_, de cette
méme transformation. On doit, de plus, distinguer les deux cas n>5,
n=1/,, ce dernier donnant lieu & un groupe y qui lui est propre.
On obtient cing formes possible reproduites page 93.

SECTION V. — DETERMINATION DES TERMES DU PREMIER ORDRE
DU GROUPE Y POUR 7 =3.

A. — Rappel de quelques résultats utilisés dans cette section.
(A). Si(XY)=X]c¢/. P,,], ou bien

3
X =2, py+ xyps, Y:E(k—}— P)xx Px
k=1
ou bien

X =uap,, Y=azpi+ (a+1)xyps+ ax;ps+ (B, + Y23) ps.
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(B). Si(XY)=o, les ¢ de X étant supposés nuls, ou bien
3
X =z, py+ @, ps. YZPExpo— o p; -

k=1
ou bien

X =z, p,, Y —a(@,pi+ zop:) + ax py+ (Bay+ Y23) ps.

(C). Il résulte de P,, (p. 75) que les o de toute transformation
répondent a 'un des cas suivants :

Deux racines au moins sont égales :

Racimes mégales : p,, pg, (po+ pg), 0 #- (1= pa)-
Pa Pa Pa Pa Pa 1 I 2 o o
] —Pa  —Px —2pa 20 1 I 2
200+ P8 p3 ) o o 3 —1 0 3 o

(D). Pour toutes les transformations ayant deux ¢ égaux (omn
prend o, = g,) les multiplicateurs sont les mémes

Pr—=P1=0 P1— P2=0, P1— P3—=— 2;
b =0, B gm0, g py=—;

Po— P =2, P3— Re= 2, P3— ps=o.
(E). Les équations (G”) (p. 706) étant écrites pour un groupe ¥y
envisagé comme possible, il doit étre possible que certains éléments
du systtme R [Ds, p. 76] soient non nuls : nous les indiquerons
en les faisant précéder d’un ?
B. — Groupe y 4 quatre paramétres.

L. Structure abélienne (X,X,)= o.

Nous pouvons distinguer a priori les trois cas suivants :

a. Une transformation au moins, X, par exemple, a trois p distincts.

X,=Zp.a,p..



Les (X, X,) étant nuls, il vient (P,,, p. 80)
X, = 2z ps.
Il existerait, séparément, ap,.
b. Une transformation au moins a deux ¢ distincts.
Xi=a(@\pr+ 2ypy) + baysps+cap  (az%c)

Les autres X sont de la forme (B)
12
Z alz, p,+Yx,p, avec  baj=—o.
Si b~ 0, X est dutype de X, etil ne peutyavoir quatre transformations
indépendantes. Si 6 =o, (X,+ AX) devant avoir une racine double
quel que soit A, il en est de méme de X et la conclusion est la méme.

c. Toute transformation a ses trois ¢ nuls. 1l y aurait alors, au
maximum, trois transformations.

Q2. Structure non abélienne.

Y étant la transformation la plus générale du groupe, il existe
alors X telle que (XY) = X.

a. Toute transformation X satisfaisant ¢ (XY )= X est réductible a
une chaine a un seul terme.

X ne peut alors avoir en effet que I'une ou l'autre forme
réduite (A) : x,p.+x,p;, x,p,.
Supposons X=ua,p,~+ x,p;, et par suite Y-—_Z(p—kk)xkpk.

k
L’existence de a! x,p, entraine celle de (P,,)

Ly=a,x,p, + a3z p, Ly=a; x,ps—+ a3 23 o,
Z,=a'xyp;, Li=a,zp , ;= ajz,p,.
Comme Z; ne doit pas scinder X, ses p sont en progression

arithmétique. Il faut alors Z, =1 Y; car, dans le cas contraire, Z, — pY
donnerait Zz,p,. L’existence de Z, scinderait X. Si Z, existe

(XZy) = aj(@1p1— 23p2) + @ (2, ps— 23 p2),
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dont les o ne sont en progression arithmétique que si a,=a;.
Dot Y =,p, — xyp..

Si Z, n’existe pas, Z, et Z, existent nécessairement, et Y a la
méme expression.

On voit alors que, dans I'un et lautre cas, il existe une
cinquiéme transformation.

b. On peut supposer Y =2p,2,p, et (X,Y)=1X, (=1, 2, 3).

Considérons les formules de structure (X,Y) =c,,, X, (s =1, 2, 3, 4;
=1, 2, 3) (en convenant Y =X,).
Leur réduction & une forme canonique dépend de I’équation

(7) AN =|cur— &h|=o0 (¢, k=1, 2, 3).

Les racines de (7) sont prises parmi les six différences ¢, — ¢, des
¢ de Y. Or I’égalité de trois de ces six nombres entraine p, = p,=¢,
et donc =o, ce qui est impossible (P,;) puisque (XY)=X.
Donc A(A) n’a pas de racine triple.

Placons-nous dans I'hypothése ou Y, ayant un o double, ne

serait pas réductible & Xp.a,p,; (X,Y)=X, et (A) donnent

(8) { Xi=a1p) Y =axpi+ (a+1)zspy+oazsps+ (Bay+y23)ps

avec Y=« ou Y:a,—i—l.

D’autre part (7) a certainement une racine nulle; dans le cas
contraire ses racines, prises parmi les multiplicateurs non nuls
de Y, seraient (D) : , A, — 2. Si ’on prend par exemple

(9) Y =a(x, pi—+ 2yps) + bayp,+ czyps,

aux deux valeurs opposées correspondent : ou bien x;p, et x,p;;
ou bien @x;p, et x,p,. Le crochet donne, dans les deux cas, une
transformation dont le multiplicateur est nul.

Or a une racine nulle de (7) correspond une transformation Z
telle que (YZ)=o. Car on ne peut avoir a la fois (P,,)

(YZ)=Y, (X, Y)=X,.
Si I'on prend Y sous la forme (9), avec b £ o, la condition (YZ) =o

donne
L=o(x,p, + xyps) + Bayp,+ YX3Ps.
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Siay—cds%£0(G") donne R =o. Par suite
7 —=uxzp,.

Revenons alors & (8). Soit y=a; on peut alors supposer a =o
dans Y. La transformation permutable avec Y, est alors, comme
on vient de le voir, x,p,, et, sans modifier (X,Y)=X,, on peut
annuler 3 dans Y. De méme si y=a +1.

Enfin, A(%) ayant au plus une racine double, les seules irrégularités
qui peuvent se présenter dans la réduction des formules de

structure (X;Y)=c¢;,X, sont incompatibles avec la condition
Y =XZ¢xp; (Pyo).

c. Détermination du groupe. Y =Xgx:p; (X;Y) =1, X,.

X; est une chaine &4 un terme si 2,54 0, ou bien si Y a deux p égaux;
dans le cas contraire X;= Xo,2,p,. Comme il ne peut y avoir trois
transformations X¢,2;p, indépendantes, il peut exister : ou bien trois
chaines 4 un terme

ZeP1;  X3P1y  XyPsy YIZPi«?UiPi, 1al; (G”> donne91:292—|—pa;

ou bien
Zypr—+ AT, Py, TyPa—+ Bayps,

et deux chaines 4 un terme que (G”) permet de déterminer facilement.

C. — Groupe Y & trois paramétres.

On peut trouver trés rapidemment leur structure. Considérons
I'équation caractéristique relative a la transformation générale
désignée par X,

AMy=|ciyp—edh|=o0 (7, k=2, 3).
Lorsque A(A) a une racine double non nulle, on peut prendre pour X,

la transformation qui correspond a la racine double

(Xh X)) =X, (Xy X)) =aX,+ X, + X,

SiI’on annule @ en remplagant X; par X; + aX,, XX, X, donne

2(XeX3) = [(X:X3)X, ]

THESE GUERARD DES LAURIERS. 12
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et comme A(A) n’a qu'une racine double prise égale 4 1,
(X2 Xg): 0.

D’autre part, pour qu’a une racine nulle de A(\) ne corresponde pas
de transformation permutable avec X, il faut que cette racine soit
double. Dans le cas contraire, on aurait (X, X,) =X,, (X,X,)=X, ce
qui est impossible (P,,). Mais si A(x) a une racine double nulle et
que (X, X,)=X,, (X, X,)=X,, 'équation caractéristique relative a X,
a certainement une racine non nulle; il suffira de partir de X, et non
de X,.

1. Il n’existe pas de sous-groupe abélien.

A()) a, par conséquent, deux racines distinctes non nulles

(X, X,) =171X,, (X1 X5) = p Xy, (X, X,) = a;X;;
X, XX, a,—o, a,=— o, ay(A+p)=o (A+p)=o. Cas o.

2. Il existe au moins un sous-groupe abélien (X, X,)=o.

Sil’on a également (X, X;)=o0. Soit (X,X,)=a,X, qui donne les
deux cas: B, a,£0, a,=a,=0; Y/, a, ou a;%o.
Si (X, X,)=a,X, et par symétrie (X,X;)=6,X;; I'un des a et 'un
des 6 étantnon nuls X, X, X, : a;6,X,= b,a,X,. Si donc : 21 = % =,
1 2
X,— A X, est permutable avec X, et X;; par suite, il faut supposer

a;=b,=o0. D'ol deux cas : v, qui comprend 3 pour a,=oet ¥, et 3.

P,.. Structure d’un groupe a trois paramétres

(a) (XoX,) =Xy, (X3 Xy) =X, (X1 Xy) =X,
(B) (X X)) =X, (X5X,)=o, (X1X;)=o;
(1) (X2 Xy) =X, (XiXy) =pXy, (XiX,) =03
(9) (X X5) =X, (X3 X)) =X+ Xy, (X3 X,)=o.

11 suffit ensuite d’appliquer a chacun de ces cas les principes qui ont
servi a déterminer y. De méme pour v,.
Les résultats sont récapitulés dans le tableau ci-aprés.
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Groure y RELATIF AUX G.C., G. M., G.S. g1 A n=3.

n
Pky ZiPrs Xy 2 xepr, (L, k=1,2,...,n)

k=1

Zipr, [I=2,...,n; k=1,3, ..., (R —1)]; ZoPn; 22, p1+ X305 24Py~ ZpPn

1 zipr, (i=2,...,n;k=3,...,n); Z3p1; T1P1— T2Ps ?R!,,

2 xpr— & TnaPr—1, (1=2, ...,n; k=3, ...,n);

ZaPny TyP1-+ XnPn—+ )\[L‘n——1pn——1; ZoP2 — 2&nPn+ M- Zn—1 Pn—1 ?R§2n
3xpu [i=2,....,n;k=1,3, ..., (n—1)]; 22p1+ Xap2; 21 p1~+ zapn? Ry,
4xi]7k;(i:27-~')n;k:37"':n);x?Pl;xipi ?R;“,
5 zipi, [i=2,...,0; k=13, ..., (n—1)];

ZyPns TiP1+ PXaPs—+ (1— 2p) ZapPn ?RY,,

J?I.P:s; ‘%Pa; xipi; x1P1+xipi (l: 2, 37 4) 9 R;Slg R?HQ

y' 1
1 z PiZiPiy P1== 2P+ P3; TaPy; X3Py; T2Ps ?al
2 22 pr+ Zypy; TPy TPy TaPis TPy OU TyPy ?a}
3 z\p1; Taps— T3Py TaPy; XyPy 2e2=—c}
4 x,py; T3ps; Xapy; TaPs 28,5
LY pieipi, pr=2p2+ps; @ps; @spy (Ta) si pri3,1,1) ?a}
2 32y py+ Zapo—+ (2o + Z3)Pss XaPy; X3Py ?al
3 536‘1171-*— ZaPs 3‘7/'3]73; ZoPry T3Pyt XyPs ?af,
4 oz pi+2yps; X3py; Typy+ Ty Po ?al=0b,,
5 2y pr— Zap2; T1Pa; Tapy ?cl=—c}
6 @api; @3pi; @,ps ?a;
7 Z PiZiPis ZyPy; TaPs pr=2p:+ps? al; po==07? by,
8 (&4 &3) pi—+ 2335 XZ2Py; ZyPs ? al
9 &P+ Zypy; Xyps— 2Z3P3; T3Py OU Zypy OU T3 Ps ?al

10 ZyPy;y XaPs— T3Py LoPy ? cg
1" ZyP1y XoPo— T3Pgy; XyPy OU Z3Pe c;:':—c?s

12 x,ps; x3ps; x4ps ?2bg,
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Groure 1 RELATIF AUX G.C., G.M., G.S. gt A n=23 (suite).

n =23y, 1 2 P:Zipis TaPa

2 (@1+ @) py~+ @3 ps; Taps ? al

3 3@y pi+ @opa—+ (a4 23) py; Taps ?al

4 2, pi+ 2Py XTaP1 20,5

5 Sa,p;+ @ ps+ 32, ps; X3P+ Zapy ?al

6 21 p1— 22p2—+ 32, P35 Zapr+ Zaps ?2al=c?

T 22y p1= 2apss Zapr~+ Z3ps ? al = by,

8 ZyP1+ AX3P3; LaPa—+ @-%Pa )

9 (21 X3) p1—+ L2 Py — X3P35 Tap; OU T3Py ? a}, c?
10 x2p1; @sps—+ x5 ps ?al, by—=al
11 zpi; zaps ? al, al
12 2.p15 xaps ?al, ai, by

n =3y, 1 Z . i Pi

2 2 pi+ (21 + &) pa+ ax3ps (e =0, —1, 3)
3 x3ps—+ x4 ps
4 X2 Py
5 T2 P1—+ Ty Ps
n—2 T2 Pr
CHAPITRE VI.
DETERMINATION DES GROUPES MAXIMUM ET SOUS-MAXIMUM

(n QUELGONQUE)
ET DE TOUS LES SYSTEMES G QUI ADMETTENT UN GROUPE (n=3).

SECTION I. — UTILISATION DES MULTIPLICATEURS
POUR LA DETERMINATION DE LA STRUCTURE.

A. — Méthode géneérale.

Soit un ensemble de transformations dont on ne mentionne que les
termes de 'ordre le moins ¢levée

Ti=zpi+... (iZk); T:Z Cr&rPr—+. .., X;:’pi—{—...,
r=1
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Le groupe y des T,T |il peut y avoir plusieurs transformations
du type (T)] étant supposé déterminé, il convient de lui adjoindre
des transformations d’ordre zéro : X,=p,+.... La transformation X,
existe certainement lorsque l'opérateur p, figure effectivement dans
I'une des T,;, T, mais cette condition n’est pas nécessaire.

On a defini (D,, p. 79) le multiplicateur de T, relativement
aT = <p,‘— o).

Nous poserons encore

(U)m ou (V),,—= ensemble des termes a}x,p, dont les multiplicateurs

[relativement & (T)] sont tous égaux a m.

P,s. L'équation
( T = Zp,2, p,, U : transformations données;
H.Z=(ZT) +a(U), « Z : transformation inconnue;
( H, a : valeurs numériques données
admet pour solution

si a=o0, Z=(V)y, les coefficients des termes de V demeurent indéterminés;
. a
st a0, mzH, Z:(V)H—Q—H_m(U)m;

st a0, m=H, aucune solution.

Considerons alors une formule de structure relative a deux trans-
formations X,, T déterminées

(X, T)=p. X+ (U)p 4 (ViAo A= (W) (ks oo, L)
Il suffit de remplacer X, par X, +3 k(V)H— oy — (W) pour
obtenir
(1) (X,T)=1p,X,+ (U),,

L’identité de Jacobi donne, relativement & une autre transforma-
tion, T'=ZX¢, z,p, (p, =0o0)
e (X, T) + [ (U), T ] = [(X,T") T ];

(X,T') est du premier ordre; et comme [z, p, 1" |=Az,p, [(U),, T']=(V),
Par suite (Py)

(2) [(U)e,T']=0, (X, T')=(U'),,.
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On forme de méme a partir de (1)

(3) % (pe—py=+pi) (XiTpe) = [(XiT)a) T] 4+ [Tr(U)g,]
avec (X, Tj;)=eXz+...;

“ g (Pt pa) (XeXz) = [(XeXp) T] — [Xi (V)5 ] + [ Xe(U)y,]
avec (XaT) = paXa=+ (V)gy-

On en déduit, par application de P,,, la forme des formules
de structure. Elles sont dites réguli¢res lorsqu’elles ont la méme
Jforme que si les transformations étaient réduites a leurs termes de
Uordre le moins élevé. | Ce qui arrive par exemple pour (X, T) (X;T')
lorsque le grouge y qui est donné ne comporte pas de T, dont
le multiplicateur soit égal a p,.] Cette méthode permet de déterminer
rapidement celles des formules de structure qui sont irréguliéres
dont on indique la nature en les faisant précéder du symbole I. S.
Il est commode de former un tableau

X1 X2 .o Xn.——1 X,, T;,‘ ces Tkl m{’,: pji— pg—l—— P/I
2 S N
P1+ Ps m e mi
Xpes | o1+ pPnot PotProt .- mit ... mj!
P11+ Pn P2+ Prn cve Prn—1tPn m;; .o mirt

Les irrégularités proviennent de 1'égalité, a I'un des nombres de la premiére ligne
[auxquels il faut adjoindre zéro, multiplicateur de T], de I'un des nombres des
lignes suivantes.

B. — Application au cas n —=3.

1. Régularité des crochets (X;T).

P,,. Lorsque le groupe y comporte la transformation T =Xp,x.p,
(pr5% 0), on peut choisir les X;=p;~+ . .. de telle fagon que les (X;T)



— 97 —
soient réguliers, sauf peut-étre

T=oxzp— zp,+ xrps LS. (XiT) =X+ ATx;
T= api+bxpi+ 221pi, LS. (X, T)=X;+ pTu
ou bien (1) (X;T)=2X;+ 2vTy,.

D’aprés 1, il ne peut y avoir d’irrégularité que si les racines
de T sont liées par une relation p,=g¢g—p,. D’autre part ces
mémes quantités (que l'on suppose non nulles) sont liées par
, .

I'une des deux relations (P,,, p. 76) : 2p,.=0,— ¢1» pa—t pr=0.
Il résulte de la que les valeurs des p qui correspondent & des
cas d’irrégularités sont entiérement déterminées. Certains de ces
cas s’éliminent, soit que le systtme ®R (p. 76) se réduise a
zéro par G, soit & raison de I'identité de Jacobi.

Remarque. — Les résultats précédents reposent sur deux conditions :
1° les transformations T; qui font partie du groupe répondent
a (Ty, T)=1(pr— ;) T;s; 2° I'existence de T, entraine que certains
des symboles a, b, ¢ (p. 76) sont nuls. Or il arrive que le groupe
comporte des transformations du type T;,;=a;p,~+ x;p, (¢ ] k ). Mais
I'on constate que T;; satisfait aux deux conditions précédentes exac-
tement comme T;;; en sorte que Py, vaut pour les'T,; comme pourlesT;;.

2. Transformation T effectivement linéaires et dont aucun ¢
n’est nul.

Lorsque la structure est entiérement réguliére

(XiT):,DiXu (Xixk)::o; Xi:Pi: T:Z PsZsPs (P#O),

il est utile de savoir a priori dans quelles conditions un tel ensemble
peut exister.

3
. ~ A
P,,. Le groupe X;=p;(i=1, 2,3), T= ZPastu ne peut étre
s=1
admus par un systeme G que st T a l'une des deux formes suivantes :
T = hapi+ 22:ip,~+ ZiPrs % les fir et les Riy %f,j, Sl Riwj= fifix
T=oxp+ xp —axipe § sont G, excepte | fli, fi;;  Rj=Ry=Riy=fif}.

(Y) Car 'l existe & la fois Tz et T4; la structure est réguliére.
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Compte tenu des transformations p,, les équations de définition
de (T) donnent

(po—p,— pr) fr=¢ 1+ gL w,.

Par suite tous les f sont C, 2 moins que les invariants ne satisfassent &
des relations

(6) (6%) pr=2p, (6% p=p,+p (Yk¥).

De plus, étant supposé que les f ne sont pas tous C, il faut encore
exclure le cas dans lequel tous les R le seraient. Les ¢, doivent donc
satisfaire a des relations (P,,, p. 76)

(7) Pa—t pp=0, 20c==Pa— Pb-

Enfin on peut calculer les R directement a partir des /. On voit
facilement que s’il n’existe qu'un seul f non C, il doit étre du type /.
Mais, dans 'hypothése p,20, les f de ce type sont précisément
toujours C. Il doit donc exister au moins deux fnon C, et par consé-
quent deux relations du type (6,) ou (6,) :

deux relations distinctes du type (6,)
p.=2p,, p.=—2p; ne satisfait pasa (7); Pi=20;,, P;= 2P%;

deux relations distinctes du type (6,), I'un des invariants est nul, cas
exclu; une relation (6,) et une relation (6,). Compte tenu de (7)

Pe=20 /=Pt Pi

SECTION II. — DETERMINATION DU GROUPE MAXIMUM
(n Au MOINS EGAL A 3).

A. — Méthode.

Dans tous les cas mentionnés par le tableau de la page 93, il existe
un ensemble de transformationsx,p, (¢, k prennent un méme ensemble
de valeurs: 3, ..., n par exemple). On peut alors faire etat des propo-
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sitions démontrées en général au sujet des couples i.d. L’ensemble
précédent est immédiatement réductible a la forme réguliére p;, ; p;.
On détermine alors facilement la forme de toute autre transformation
appartenant au groupe :

Transformations du premier ordre. .. .. i P— [pa + 2 Epe—+ A 2 x.\.p_g]
s=1ik
. , Y
Transformations d’ordre zéro. ........ Xo =P« —{—2 VoPo+ p.z Z; pi
o i

Z, k, indices appartenant au systéme proposé;
g, indices distincts de ceux de ce systéme;
£9,v%, u, fonction des @ d’indice grec; A est une constante.

A partir de ces formes générales, il est facile de déterminer, dans
chaque cas, I'expression des transformations qui font partie du groupe
sans rentrer dans le systéme a;p,. Enfin, les équations de définition
du groupe donnent la forme du systéme différentiel qui lui correspond.

On peut ¢galement employer la méthode des multiplicateurs. Elle
donne, comme on I’a vu, lesI.S. et, a partir de la, la forme du groupe.

Dans le cas présent, y contient (p. 93, G. M.) (n — 1) transforma-
tions indépendantes du type T =r,2,p,. La transformation T la plus
générale T=p,x;p; renferme alors en effet (» — 1) arbitraires; il ne
peut donc exister entre les p, quels que soient les , qu'une seule
identité. On connait d’ailleurs la forme de cette identité. L’un au
moins des R}, étant non C, on doit avoir

(8) Pi=pj~+ Pr-+ pr-

Nous appellerons nombre de termes d’une telle relation le nombre
des quantités p qui y figurent effectivement, compte tenu du coef-
ficient de chacune d’entre elles. (On suppose que tous les coefficients
sont entiers et que la plus petite de leurs valeurs absolues est I'unité.)
La relation précédente est a quatre termes si £/, k, I, méme
lorsque jkl deviennent égaux; elle n’est qu'a deux termes si i=j.
Il est clair que si I'on introduit un nombre quelconque d’égalités
entre les indices d’une relation linéaire entre les ¢, la parité du
nombre des termes demeure la méme. Cependant, lorsque / =j, £ =/,

THESE GUERARD DES LAURIERS. 13
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la relation 2 0,= o doit étre écrite p, = o et elle devient, par conséquent
relation 4 un seul terme. En dehors du cas dans lequel la relation (8)
se réduit 4 ¢,=o0, le nombre des termes de (8) demeure toujours pair.

Or, les relations qui doivent exister entre les p pour que des irrégu-
larités de structure s’introduisent sont respectivement :

(@) relativement & (X; T)..... Pi=pPr— P, OU O
(b) » a(X;Tp).... pi+pr—pj=(pi—pz)ouo
(e) » a(X; Xj)..... (pi—+pj) =prouoou pr—p

Les relations (a) et (b) et la premiére des relations (c¢) ont un
nombre impair de termes. Elles ne peuvent donc, en aucun cas, dériver
de la relation (8) qui en comporte un nombre pair. Seules sont a
quatre termes les relations (c¢) des deux derniers types. On obtient
alors immédiatement celles d’entre elles qui dérivent de (8) :

Lorsque (8) est a quatre termes : i 2 jki.
(I' S)i Pi=pj+ Pr+ Pu (l':./‘: k:l¢); (Xou XG):}‘T“{i (e, ﬁ:Y:j: k’ l)
(L.S.), pi==2p;+ P1 (4, ], L 7); (X, X;)=2ATj.
Lorsque (8) est d deux termes : p,+py=0 (a Z b); alors po—+ pp+ pi= pi-

(L. Sy); (Xa Xp)=2AT, (Xa, X;) = . Ty, (Xp, Xi) =vTa.

B. — Structure du groupe maximum G.M. [(n —1)(n — 2) + 3]
paramétres.

On voit, en se reportant a la forme du G. M. signalée page 93 (n23)
que la transformation la plus générale du type Zp.x:p; est

T=oxp,+ x23ps—+ rn(X1p1+ Znpn) +Z rixipi,
i=3
P1=2 —+ T'n, P2=1, pi=r; (1=3, ..., n).

La seule identité qui existe entre les p est p,=2p,+ p,. On peut
alors appliquer (1. S.),

(I.8.) (XeXpn) = ATy,
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C. — Forme du G.M. et du systéme correspondant.

Lorsque 2 =o, la structure entiérement réguliére implique I’exis-
tence du G. C. Par suite, on peut prendre A =1.

X,=p, [i=1,2....,(n—1)]; (X Xp) =Ty, [Xe (X Xn) ] =X,
d’ou 'on déduit

| SN
Xn:Pn+ ;xipu Tn:l/‘apv

Les crochets (X,, Tj,), tous réguliers, donnent ensuite
Ty =z, ps, sauf Ton=ypn-+ (I—Sx‘jpl.
Enfin on achéve la détermination de la transformation la plus
générale
T=ZXp.2,p,+ & (2n) ps

(les £ étant du second ordre), en écrivant (X,T)=¢,X,. Compte
tenu de ¢, =2p,~+ p,, on obtient &= o. Le résultat est mentionné
pages 106 et 107; le groupe étant connu, on en déduit facilement un
systeme qui 'admet et les solutions de celui-ci.

Rappelons enfin que, dans ce cas comme dans tous ceux qui suivent,
le passage du groupe y (tableau p. 93) au groupe effectivement
admis par le systeme peut s’effectuer par application de la théorie
des couples.

SECTION IIl. — LE GROUPE SOUS-MAXIMUM (7 AU MOINS EGAL A 3).

Nous ne reproduirons pas le détail des calculs qui permettent la
détermination du G. S. Notons que chaque détermination d’un type
de groupe et du systéeme associé doit étre complétée par les conditions
nécessaires et suffisantes pour que le groupe effectivement admis par
le systtme ne comporte pas de transformation supplementaire. On
précise, en utilisant les multiplicateurs de la transformation
T=2Xp,x,p, la plus générale, la forme d’une transformation supplé-



— 102 —

mentaire de . Il lui correspond, pour les cocfficients du systéme, des
conditions dont il suffit de prendre la contradictoire.

Il existe trois types de groupes G. S. que I’on rapprochera du G. M.
G. M. 3% mpe [i=2 . oni k=18, (n=n)];  pat | 2ips;
Zy1P1 = TaPni 24Py TaPss Zs P

G.S.1 % Pr;  xpr (L k=3,...,n0);  p, ap, ¢(&)p
T [¢(2.) non homographique].

Pk; Ly Pr [i:27"-)n; k:1,3,...,(n—1—1)]; -Z'1P1+1‘npn
Pry Zapn+E(22)P1;  @ine5# const.

G.S.1I

ou, au lieu de p,,  pp+ ;x‘ip“ Pds n 7 CONSL.
(Les o} désignent les coefficients fi;, mais envisagés 4 une forme C prés.)
G.S.III ‘ P1y Pay Py XeXyPyy, Pi— wzﬁ.a]h; Z3Psy  XyPsy
| Zpy Tpt+xp; (i=2, 3, 4).
G. M. o . G.S.I
P1== 20y + Pn P I N -
"
Zy = xpxy, Z,—o . o e e Noe e e e e z";:i, x\xy,, aH=o
x1:§ax§+@x2+y . . R e xy=ko(x)+1
axy+ dxp+y=0 .. .. .l L= My + Pz
A&y —+ 2, +v,=o . . . . . . .
[i=3,...,(n—1)] . AN . . . .
G.S.III (n=4%)
G.S.1I ® ® Py=p2+ 3+ p,
Py = Pn . T xy = 2(x3 &, — 2, 2y &
xz:g/x;x’m xy—=o e e e . .. Zh=o (i=2,3,4)
dx, 2
%—:a[ch’(xg)]-q—)\ . o e . . e v ;y=(ba—af)x}+ hxy+ p.
2
==Xyt VYV eieeeneenae.. Zy=ax,+ o, z=bxy,+f
X, = o, e+ v, . . . .
[(=3,...,(n—1)] . o . .
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Les schémas précédents indiquent les distributions des transforma-
tions dans les différents cas. Chaque . indique une transformation a
laquelle correspond un paramétre indépendant et par conséquent un
coefficient non nul. © indique un coefficient non nul, mais égal & une
combinaison des parameétres qui figurent déja dans le tableau

G. M. pi=20:+ 0n; G.S. II p,=o0n; G.S. IIT o, =0y + P53+ Pse

On voit alors immédiatement que les trots cas du G. S. sont irréductibles
les uns aux autres :

(). Soit en raisonnant sur la composition de v.

Désignons par = le produit des ¢ de la transformation la plus
générale extraite de y et par =, le produit de ses p non nuls lorsque =
est nul.

G.M. w dépend de [(n — 3)*~+ 1] arbitraires; G.S.I w=o;
G.S.III 1 dépend de [(n — 2)2+1](=5) arbitraires; G.S. Il m—o.

Et I'on distingue les deux cas G.S.I et G.S.Il en considérant m, qui
est égal au mineur principal relatif a £,

G.S.I m dépend de [(n — 2)*-+1] arbitraires;
G.S.II m, dépend de [(n — 3)*+ 1] arbitraires.

(B). Soit en raisonnant sur les courbes solutions.

Ces courbes dépendent d’une fonction arbitraire pour G. S. |
et G. S. II, tandis que ce sont des paraboles pour G. M. et G. S. III.
Les courbes G. S. I et G. S. II sont des courbes planes, et ces deux
ensembles coincident en ce sens que toute courbe de I'un de ces
ensembles se retrouve dans ’autre. Mais on ne peut dire que les deux
ensembles coincident si I'on tient compte de leur distribution. Les
courbes M de I'ensemble G. S. I qui correspondent & une courbe
donnée m du plan des x,2, peuvent étre situées dans un plan
quelconque, tandis que ce plan est déterminé a une translation prés
pour 'ensemble G. S. II. En d’autres termes, la courbe m étant donnée,
I'ensemble G. S. I comprend toutes les transformations (linéaires)
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quichangentles Mles unesdanslesautres. Tandis que dansle cas G.S.1I,
ces mémes transformations permutent en méme temps différentes
courbes . Enfin on peut encore dire que, dans le cas G. S. I, lafamille a
deux paramétres de multiplicités a (n—r)dimensionsx, =ko(x,)+ 1
demeure invariante par le groupe. Tandis qu’il n’existe pas de telle
famille dans I'ensemble G. S. II.

Une remarque analogue s’applique aux deux ensembles G. M. et
G. S. IlI. Les multiplicités a deux dimensions

I 2
m xL:;“x§+@x2+Y:

(G-M.) oAZy+ 0, + Y =0;

m' ( 21=(ba—af)z;+ Azy+ W,
(G.S.III) | ;= boay—+ B

coincident bien dans leur ensemble. Mais, dans le cas G. M., on obtient
toutes les courbes qui correspondent 2 une m donnée en associant
a celle-ci un plan quelconque, tandis que ce plan est, dans le
cas G. S. III, assujetti & appartenir au faisceau @, =a«, x,=o.
Les multiplicités a (n — 2) dimensions m sont invariantes par G. M.
tandis que les 7' ne le sont pas par G. S. III.

Tous ces résultats valent pour n=3.

SECTION IV. — DETERMINATION POUR n = 3
DES SYSTEMES DU SECOND ORDRE QUI ADMETTENT UN GROUPE.

Dans un grand nombre de cas, I'existence du groupe considéré
entraine celle du G. M. Il est utile de les connaitre.

P,.. Conditions suffisantes pour I’existence du G. M. :

1° le groupe comporte X;, T =ZXp,x,p,, T,y =@y, p, + .. .

2° les o, supposés non nuls ne sont proportionnels ni a 1, 4, 2; ni
az2,1,—I;

3° la structure est la suivante

(XiXp) =o, sauf (X,X3)=1aTy; (X;To) = Xy (XiT) =p:X;.
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Si A =o, la proposition n’est autre que P,,. Si Az£0, soit A=1
on obtient

X1:Pu X2:P27 qupa-‘- éxﬁpu T‘n:-TeP:-

Le crochet (X,T)=yp,X; montre ensuite que T a la forme

régulicre Zpsxapé. En se reportant aux équations (G)(p. 28), on voit

que seul le symbole f, =, peut étre non C. On est bien dans le
cas du G. M.

Dans tous les cas mentionnés page 93, ou le groupe y comporte
effectivement des transformations, on utilise Py, P.y, Py, Py,
et la méthode ci-dessus indiquée pages 95-9G. Mais le détail de
Papplication ne souffrant pas d’étre résumé n’a pu trouver place ici.

Lorsque v est identiquement nul P,; (p. 92) donne la structure
du groupe. On obtient facilement les groupes et les systémes
correspondants. Les quinze fonctions o', sont solution d’un systeme
ditférentiel ordinaire. Leurs valeurs initiales demeurant arbitraires,
on pourra toujours les choisir de telle fucon que le groupe ne comporte
pas de transformation supplémentaire. Celle-ci serait en effet du
premier ordre et imposerait aux valeurs initiales des ¢/, des relations
que l'on peut toujours supposer non vérifiées.

LE CAS n=2.

La structure du groupe est connue (P,;) puisque celui-ci
comprend au maximum trois transformations X,, X,, T,,. Mais on
constate que le groupe complet existe sauf dans les deux cas

1° X, =p,, X,=p,+xp,; l'existence d'une transformation
supplémentaire entrainant celle du G. C., il suffira d’écrire (P,,,
p- 25) Auu— hpz20 pour l'un au moins des couples de
valeurs 4;

2° X,=p,. Il suffira de spécifier que les ¢ ne satisfont pas aux
conditions qu’impose le cas 1°.
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TABLEAU DES SYSTEMES DIFFERENTIELS

Systeme differentiel (3 une forme G prés). Solutions du systéme.
1
G M 2, =ux,27 x,:;ax?_,+ﬁx2+y
Z, =o0

ALy + 0x, +Y =0
Ny + e+ v,=o0 [{=3, ..., (n—1)]
n quelconque, Y : [(n — 1) (n — 2) -+ 3] paramétres.
6.8.1=200a, 2= M (@) + e
" =N+ (=3, ..., n)

x, =0
” ”(.’L‘ ) d.’l?
G.S. I x,:Hxan 2 =alLe (@) +)
x,=o ZLp == A3~ Vn

=,z +v, [I=3, ..., (n—1)]

n quelconque, v : [(n —1)(n — 2) + 2] paramétres.

G. S. III 2|, =2(xy2, — &, %))z, 2, = (Bp — ag)x3+ Ay + |
Zz,=o0 Xy= ALy + P
x,=PBx+0

n=4,v :[(n—1)(n—2)-+ 2] = huit paramétres.

I &) = f"(a3) 2} @ = g% S (@) 4+ Ay + p
x;:o
Xy X3
=0 “ B =V

n=23, v : trois parametres.




QUI ADMETTENT DES GROUPES.

— 107 —

Groupe admus.

Valeurs des R}/xl non C.
Conditions nécessaires et suffisantes
pour que le groupe
ne comporte pas de transformation supplémentaire
d’ordre 1,
ou bien comporte une transformation supplémentaire
d’ordre zero.

pala=1, 2, o (n—1)]; pn—*—%w‘é’l’i

epili=2, ..., n; k=1,3, ..., (n—1)]

Zy Py~ XpPny 221 P+ LaPoy ZoPn

RI

gap— 1

n quelconque, v : [(n — 1) (n — 2) + 3] paramétres.

Prs ZPr, 22pi(l, k=3, ..., n)
P Z1Py, CP(d?:')Pj

Pay @ Z 2. X, n'existe pas

zpli=2, ..., n; A=1,3, ..., (n—1)]

Xy Py XnPr; TaPn—+ ¢ (Z2) P1

"

+
Ri = — 4 (4= 2 ), o (a) = 22K

Si ¢ = e® il peut exister p,

" A
R}, = [‘?L?] #o

n gquelconque, v : [(n — 1) (n — 2) + 2] parameétres.

P1y P2y Ps = X2, P1y Pr— X225 Py
ZyPiy ZiPs
X, Py Ly P+ X4 Pr ([:Zy 3y 4)

—_— | J—
B-‘K‘.’n'—'R4‘]2_’_ I

n=4 v :[(n—1)(n—2)+4 2] =huit paramétres.

P1y P2y Z2P1y X Piy 221 P11+ Za P2

Xy=[1+(y—@)alps+ <éx})" @@)Pl ;

SV o. Pour Pexistence de Xj:

si B=y:f'=kx;+p ou f”:%%—ce‘ﬁ"*

|-

Py =g o (g - )l

w2

siB=o :f”::gL(I—I—-Y.%';)

n =3, 7 : trois parameétres.

THESE GUERARD DLS LAURIERS.

14
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TABLEAU DES SYSTEMES DIFFERENTIELS

Systéme différentiel (2 une forme C prés).

Solutions du systéme.

’9

1 (=)

"
W a= ey
"
x'\=o

@ = &, (fo, -+ 92))
Zy=o
zy =y (Y| + g

VI

"
Z1—0

”
ZXy=—=0

22+ aZs—+ B+ Y=o

zy+of(2;) +d=o

o= a( [, + 9a4)

zy=a (Y2, + gay)
./; é’) (P) q)) E; C . fOnCliOns de Xy

= axy+ 3
Aa 1
Ty== — aj— [L(ze— )]+ 0

ry— Az a2y, = B(2,— Az, x))®

1! — 9 D
Z\=A e\ 2+ Be g2
Thy=a\ 'y + A e T2

(A, B: const.)

VII

U
Ly=—=0

t\=o, Zh=o0
3 [ S(@a2) 2y + &(zy20) 2 |

VIII .

X, —=x

A, B : const.

n =3, v : trois parameétres.

n=3, v : deux parametres.
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Groupe admis.

Valeurs des R}, non C.
Conditions nécessaires et suffisantes
pour que le groupe
ne comporte pas de transformation supplémentaire
d’ordre 1,
ou bien comporte une transformation supplémentaire
d’ordre zéro.

pl, [72; X3 n’existe pas
ZyPy, 2X4 Py Xy Pa, Xy Py + f(2,). P2

Py Pss X, n'existe pas
Xy P+ Z3P3

n — [ !
Deux tr. £p, + {p; j//;ﬁ’: Z’él

P1y P2+ Azipyy pa
X\ Pr— Lo Pa

A, A
Tap2== 5 XiPsy TaPrt - Ty Ps

5 4
R,m__——‘}j —+ o (sym. 1, 3)
2 4
On n’a pas

= - —=-/- avec — =0
) v Jo&o— 9ot

3.0, AB
Ry p=— > BA@, Riy,=— ==

2
AB#o

n =3, vy : trois parameétres.

P1—+ Zap2, P2y P

S
ZoP1 p Z3Psy T3Py

Py Za2P1y, X1 Py

byy=R},,— Ry, =—Ae ™1+ (g ——A2> e
. . 3A

cl—=— ('f —_—— ——e

? by, ¢3; 2 ne doit pas étre réductible par

ys==H (xyx;) & G (@) 2,2

n =23, v : deux parametres.
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TABLEAU DES SYSTEMES DIFFERENTIELS

Systéme différentiel (2 une forme C prés).

Solutions du systéme.

IX &) = f(xy) 23
&= 2g(2) 2,

x'\=o

X 2y,=o0
— 2
Ty = X, 2

3 _—
'\ = — 23w} — 2m, 7y

Xlxr_15{ (v+wﬁf,

olp )

"___
Zy=—0

) g f” J
Xy ==Xy gw2+713

xnﬂ:%{%2 Q»}

zy=o [ 8

s
2= o, [gx’z—i §7 ]

XIII x) = foz? +2gx,2y+ hx'?
xy=o0 /> &, h : fonctions

Zy—o de zyx,

n =3, y : deux parameétres.

: fonctions de 2

d*z,
dx?

dxg
dz,

dxg
dz,

&,

'2f(x )e4f€(l's)dl'x
— Yeifs’(tudzg

ayebe

EQ ex(r+)) e—-fic“(rl‘*’)‘)

o (Tq-+1)
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Groupe admis.

Valeurs des Bj‘/.[ non C.
Conditions nécessaires et suffisantes
pour que le groupe
ne comporte pas de transformation supplémentaire
d’ordre 1,
ou bien comporte une transformation supplémentaire
d’ordre zéro.

P1y P25 T3Pry 24 P1 - ZaPo
{X3:Ps+(0‘ + Bz;) (21 py+ 23 ps) + Y22 P2 }

1
P P2y P3+ 3 x‘%]h— Z3Ps

ZAP1y, LoPo— T3P3

P1, P35 X n'existe pas

Zyp1y Z3(1-+ 22) 1+ [P
/> & : fonctions de x,

P1s P3y ZaPi, z,p1+ fps

Xo=po-t+a(x\pr1+2.p;)

- (Brvrt-ya) (axpict ) — § 1o |

P11y ZaP1y X3Py

al=Ry,,=—(f'+fg), bie=g'— g% JfgZo
1

Exclusion de f=hAx,+ 1, & Z;+ .
3

I

Pour X :
S =Bas—27)f; g+ (a+2pm)g=0

2 3
c3=—1, cg=—1

=[]t

w=— 52 {(f) + 5 7]

&7 0, al ou ajz*o

L [() 35

g7 o0, al ou al#o, X, existe si :

S=fok A
3 (7)=0- 07

=g fi =8/
Non réductibilité a G.S. I; G.S. I

l@g—
I

n =3, v : deux parameétres.
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TABLEAU DES SYSTEMES DIFFERENTIELS

Systeme différentiel (2 uue forme C prés).

Solutions du systéme.

XIV ) = (2, — Az xy)?
"o ro
x, = 2Bz &

-”—-—
Xg== O

XV z) =2 f(a) 2,2}
@y =28(2,) 2y}

xy=ah(x,)x\x,

XVI o=z, 2}
ry=—3aix? — 22,2, 2,
+ 2h(@3) (22, + @] @
Zy = u(zs)[xijx? + 22| 2y |
+ v (x)

XVII 2y =o
xy=1(b-+3a+3l)a}
+(b—a—3l a2\,
+ alxix|\ &y + ax,x
zy=(l—2b+ 2kl)xix?
+ 2kax,
+ (26— )z &+ (2

n=3, y : un parameétre.

A=2B, z,=— 22\ (23— 1)+ p(z—Y)+

7= = (@ — )
+ Bu(z,—v)*
+2Ba(z,— )+ B
d£1

3

dzy=— (2Ba,+ &) dx,

3B—A=Co, dv;=

dz o [ fdx
i:ae.’jf X3y

dt

iﬁ”‘ — ag S oan
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Groupe admis.

P+ Ax;ps, pay ps
24 Pr+ XaPr— TP

P1, P2y Z4P1— TaPs
{ Xs=p;+ 2z p, )

I
Pu Pt 5 XIp— 2,222

ZyP1— Lo P2

{ XJ:P:) }

1

P P, Prt+2,p,+ l<2 ZIp,— w;p;)

ZyP1— Ty P2
a, b, k, I : const,

Valeurs des R} 42 bon C.
Conditions nécessaires et suffisantes
pour que le groupe
ne comporte pas de transformation supplémentaire
d’ordre 1,
ou bien comporte une transformation supplémentaire
d’ordre zéro.

ci:QB—A, cg:—~2B, [1“:AB.Z'1
A ou B#o

bo=g —f—(8*— /%,
el=h(g—3f)—H,c?=h(f—3g)—H,

h=o;etl'onnapas: — o =f=g

el=1+uFo
Pour que X existe, & et ¢ : const.

c;:k<b+g>¢o

n=3, vy : un paramétre.




— 114 —

TABLEAU DES SYSTEMES DIFFERENTIELS

Systéme différentiel (3 une forme C pres). Solutions du systéme.

XVIII «,=o f> -+, x : fonctions de &,
Zy=fa] + 28,2, + ha'}
oy = pa + aatyly + gl
XIX 2] = fz}} + 2 82,2, + hx}? Sy -.., x : fonctions de z, x4
Zy=0 Pty T2

"o ’9 ) ’9
Zhy = Qag + 2§ XX + Y&

n =3, y : un parametre.

Systéme différentiel.

XXI x| = [l zl.a,
Slhi=e"9}, Jhi=09h UFk)
Sli=e"e], fjj'j“2f£fj:<?§j-2<?;§j (J# k)
Sl=e9), (/s k=2, 3)
 — 2fj/." =e (g, — 2cpj.|) Les ¢ sont fonction de x;

XXII o} =fix,,
=0 s = (Pe—p,— pK)9ja (ps=10)
q\>5~,‘,2: o Les f ne différent des ¢ que par une forme C
XXIII 2 =fi,z, z,

| A— i — lp2 20! 3l
@ik —0 Pin 3= Pik— EjPuk— €xkPuj
Plka=o0 Les f ne différent des ¢ que par une forme G
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Groupe admis.

Valeurs des R;M non C.
Conditions nécessaires et suffisantes
pour que le groupe
ne comporte pas de transformation supplémentaire
d’ordre 1,
ou bien comporte une transformation supplémentaire
d’ordre zéro.

P1y Z1p1

XX 2= fal+ se® gxyxy + ha'}

ry=ethoal + 2e oy + g2

n=3,7:

¢ 2 A3
? bya, by, C3, Cy

S +.., x fonction de x;
P11+ Zap2, Pa *

| S
x2p1+ ; wépg

un parameétre.

Groupe admis.

Conditions pour que le groupe
ne comporte pas
de transformation supplémentaire.

P
P2t Z1Py

I
2 i+ e |a(@y)] ¢ pr+ @y pa+ €™y

P1
Pe
P3+ P14 P1—+ P22 Do

THESE GUERARD DES LAURIERS,

Les valeurs initiales des ¢, considérées

comme solutions d’équations différentielles,
> demeurent arbitraires. Elles seront choisies
de maniére & ne pas satisfaire aux conditions
qu'imposerait I'existence d’une transforma-
tion supplémentaire.

15
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TABLEAU DES SYSTEMES DIFFERENTIELS

Systéme différentiel.

XXIV  z}=fl .,

3 _— [N 1l _ ohpt P L
Phra==0 Phn, s k)P a— 1P (P — 0, — PR) Pjin
Piha=0 avec py==1I, py=1I, ;=0

n=23, G : trois parameétres.

XXV x; =f'x,x,

9l =0 Pk = (p— p;— PR PG (pa==0, py=0)

n =23, G : deux paramétres.

" ___ £ rot i J—
XXVI i _f,,x,.xJ Pjaa=0

n =23, G : un paramétre.

I 2\—=ae*xf+cemax)

Zy=de a2+ bz} a, b, ¢, d: const.
n =2, G : deux parameétres.

"o /2 ’9
II ), =ax?+ vy,

xy=0x? o, ¥, 0 : fonctions de z,

n =2, G : un parameétre.
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QUI ADMETTENT DES GROUPES (fin).

Groupe admis.

Conditions pour que le groupe
ne comporte pas
de transformation supplémentaire.

P1
P2
P+ 2 py+ (2 22) ps

P1

P2 P12y Py

P1

P+ py

Les valeurs initiales des ¢, considérees
comme solutions d’équations difterentielles,
demeurent arbitiaires. Elles seront choisies
de maniére a ne pas satisfaire aux conditions
qu'imposerait 'existence d'une transforma-
tion supplementaire.

n=3, G : trois parameétres.

Remarque de méme nature.

n—=3, G : deux paramétres.

| Remarque de méme nature.

n==3, G : un paramétre.

a, b, ¢, d, o\
nerépondent | 1 b—=1,c=o0o,d= <§>
@ aucune ) 9

des trois
conditions.

a == 0, d=—o
3b+2=3a, a(a—1)=3cd

n=2, G : deux parameétres.

@, Y, 0, ne vérifient aucune des {rois mémes
conditions.

n =2, G : un parameétre.
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