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PREMIÈRE THÈSE.

SUR

QUELQUES NOTIONS FONDAMENTALES

L'ANALYSE GÉNÉRALE

INTRODHCTION.'

L'Analyse générale a pour objet l'étude des transformations d'un élément
abstrait de nature quelconque en un élément également abstrait. Sa première
notion fondamentale est donc celle de transformation. Les transformations les
plus importantes sont celles qui sont continues ou biconlinues. L'étude des
transformations continues embrasse les théories sur les transformations
linéaires, les polynômes abstraits, les différentielles abstraites, etc. L'étude des
transformations à la fois biunivoques et bicontinues, c'est-à-dire des homéo-
morphies. permet d'introduire la notion de dimension et celle de ligne dans
F Vnalyse générale.

Le présent travail constitue une tentative pour étudier systématiquement
quelques notions fondamentales de l'Analyse générale. Parmi ces recherches,
les unes concernent des notions qui se rattachent aux transformations conti-
nues. Les autres ont pour objet l'élude de notions qui relèvent de la notion
de transformation bicontinue.

Le premier Chapitre est consacré à la notion de pol\ nome abstrait et surtout
à la recherche d'une représentation d'une fonction abslraite continue par une x l A

limite de polynômes abstraits, avec convergence uniforme, ce qui constitue un / ,^ 'v
prolongement de travaux de M. M. Fréchet |3J, ['i], [5] ( ' ) . Nous sommes v <* ^ •'
parvenu à résoudre ce problème pour les espaces d'une certaine catégorie, v*' 4 >

y /,
assez étendue, laquelle comprend plusieurs espaces fonctionnels importants.^ v-\ , \ / ' '

Le second Chapitre est destiné à la notion de différentielle. La définition* ^>" ^
adoptée est une généralisation de la définition opératoire donnée par ^
M. J. Hadainard [I] dans l ' \na l \ se classique. M. Fréchet [10] a généralisé -**'*
cette définition de M. Hadamard à l'Analyse fonctionnelle et indiqué la possi-
bilité d'une généralisation à l'Analyse générale. INous montrerons que la diffé-
rentielle au sens de MM. Hadamard-Fréchet dans l'Analyse générale consene
les propriétés les plus importantes de la différentielle classique.

( J ) Les cliillVes entre crochets renvoient à la hiblio^raphie r q e t é e à In lin du Mémoire.

THLSL K* h AN
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Dans le troisième Chapitre, nous nous occuperons de la notion du type
homogène de dimensions, notion obtenue par la localisation de la notion du
type de dimensions de M. Fréchet. D'ailleurs, l'idée de formuler cette nouvelle
notion a été brièvement indiquée par M. Fréchet [13], Nous ferons voir les
avantages que présente cette nouvelle notion sur l'ancienne. Nous montrerons
ensuite qu'on peut étendre tout ce qu'il y a d'essentiel dans la théorie du type
de dimensions, à la théorie du type homogène de dimensions.

Enfin, nous étudierons dans le dernier Chapitre, la notion de ligne. Nous
donnerons une caractérisation topologique pour Tare simple, ainsi que pour
la demi-droite topologique, dans des espaces abstraits très généraux. Nos
caractérisations présentent l'avantage de ne pas faire intervenir la considé-
ration de compacité. De sorte que, même dans le cas très particulier des espaces
distanciés, nos caractérisations nous paraissent encore nouvelles.

Les espaces où nous nous placerons dans les divers Chapitres sont de plus
en plus généraux. Dans le premier Chapitre, les espaces considérés sont cer-
tains espaces distanciés affines vérifiant cinq conditions supplémentaires. Pour
le second Chapitre, nous envisagerons d'abord les espaces distanciés vectoriels,
et ensuite les espaces distanciés affines. Dans le cours du troisième Chapitre,
nous nous placerons dans les espaces distanciés. Enfin, pour le dernier
Chapitre, les espaces considérés sont ceux que nous appellerons espaces de
F. Riesz. La catégorie des espaces de F. Riesz est d'une extrême généralité.
Elle comprend comme cas particuliers les espaces ( f ) de M. Fréchet
([']> P- *ö3) ainsi que les espaces accessibles de M. Fréchet ([1], p. i85) et par
suite les espaces de M. Hausdorff.

Les principaux résultats des Chapitres I, III ont été énoncés dans deux Notes
insérées aux Comptes rendus de F Académie des Sciences (K. Fan, [1], [2]). Pour
ne pas êlretrop long, j 'ai laissé de côté des recherches se rapportant à la notion
d'espace dans l'Analyse générale, dont les résultats ont été résumés dans une
Note présentée à l'Académie des Sciences (K. Fan, [3]) et dont le détail sera
publié ailleurs ( ' ) .

J'exprime ici ma profonde reconnaissance à M. M. Fréchet qui m'a guidé
dans mes premières recherches et n'a jamais cessé de me donner des précieux
conseils et des encouragements, sans parler du parli que j'ai tiré de l'étude de
ses travaux qui sont à la base de toute l'Analyse générale. J'adresse également
mes vifs remerciements à MM. J. Hadamard, E. Cartan, E. Borel, H. Villat,
J. Pérès, G. Bouligand et H. Cartan pour le bienveillant intérêt qu'ils ont
bien voulu me témoigner.

(i) Au cours de l'impression du présent travail, DOUS avons publié ailleurs deux Notes
(Fan, [ 4 ] , [ï>]) et un Mémoire (Fan, [6]) , qui constituent un prolongement du
Chapitre IV du présent Mémoire.



— 3 —

PREMIÈRE PARTIE.
Les transformations continues.

CHAPITRE I.

NOTION DE POLYNOME ABSTRAIT.

Ce Chapitre est consacré à la notion de polynôme abstrait et surtout à une
représentation d'une fonction abstraite continue par une limite de polynômes
abstraits.

1. POLYNÔME ABSTRAIT. — Nous appellerons fonction abstraite toute transfor-
mation ponctuelle Y = F(X) d'un point X d'un espace abstrait en un point Y
d'un espace abstrait distinct ou non du premier. Soient <êM <S., deux espaces
distanciés affines ( ' ) et Y = F(X) une fonction abstraite définie sur l'espace &K

tout entier et ayant ses valeurs appartenant à <S>. Nous dirons, avec M. Fréchet
([2], p. 75), que ^ = F ( X ) est une fonction abstraite d'ordre entier n ou un
polynôme abstrait d] ordre n (^'), lorsqu'elle est continue sur &t et telle que
sa différence A ("+ I )F(X) d'ordre n-\-i est identiquement nulle sans qu'il en
soit de même de sa différence d'ordre n. Nous posons ici

( i )

avec, en général

( 2 ) A

de sorte que A(/'4"1)F(X) dépend de 71 + 1 accroissements A<X, . . . , A ^ + ! X
de X qui sont indépendants.

2 . UNE QUESTION DE M. FRECHET. — On sait, depuis Weierstrass, que toute
fonction ordinaire continue peut être représentée comme limite d'une suite de
polynômes. M. Frécliet [3], [4] a étendu ce théorème aux fonctionnelles
continues qui sont définies : i° dans l'espace (C) des fonctions continues ( 3 ) ;
20 dans l'espace (L 9 ) des fonctions de carrés sommables ( 4 ) . Pour traiter un

( ! ) Cf. M. FRÉCHET, [1J, p. iij/j.

("*) M. FnfiCHET a introduit la notion de polynôme abstrait dans le cas beaucoup plus
général où les espaces 61? S» sont deux de ceux qu'il a appelés espaces algébrophiles.
Cf. M. FRGCHET, [2] , p. 76.

(") Cf. M. FnfcCHKT, [1 ] , p. 88.
(v) Dans M. FRÙCIIRT, f 1], p. 90, l'espace (L9) est désigné par (Q|).



cas beaucoup plus général, le même auteur (M. Fréchet, [5]) a envisagé une
certaine catégorie d'espaces qu'il a appelée la catégorie T. Ce sont certains
espaces distanciés affines, à savoir ceux qui satisfont aux quatre conditions
suivantes :

I. Les distances sont inaltérées dans toute translation.

II. A chaque point X est associée une suite (finie ou injinie) de nombres
réels a1,, x.2, . . ., x,n . . . , qu'on peut appeler les coordonnées du point \ . Un
point \ avec coordonnées xK, x, xln ... sera désigné par \=(x ^x.^ . . . , #„ , . . . ) .

III. Ces coordonnées étant des fonctionnelles du point X :

on suppose que ces fonctionnelles sont du premier ordre au sens donné plus haut.

IV. // existe des points E,A tels que pour tout point X avec coordonnées
, x.2, . . . . xllf . . . , on ait

\— lim X",

où

Il est facile de voir que tout espace de la catégorie T est séparable. On sait
qu'il existe des espaces distanciés affines non séparables, tel est par exemple
l'espace (Df()) de M. Fréchet ([1], p. 97). Il en résulte donc qu'il existe des
espaces distanciés affines restant en dehors de la catégorie T.

Pour toute fonction abstraite continue \ = F( \ ), dont les variables \ et Y
restent dans deux espaces de la catégorie T, M. Fréchet [5] a donné une
représentation de F(X) par une limite triple de polynômes abstraits. Et il a
proposé de chercher à obtenir un énoncé plus rapproché de celui de Weierstrass
en remplaçant la triple limite par une simple limite et en précisant les
conditions de convergence uniforme. Nous allons donner une solution de la
question ainsi posée par M. Fréchet en remplaçant la catégorie T par une
certaine catégorie T\ Cependant, même en restant dans la catégorie T, on
peut déjà remplacer la triple limite, comme nous allons le montrer, par une
double limite ^Th. .'>), et dans un cas particulier par une simple limite (Th. 1).

3. DÉVELOPPEMENT D'UNE LONCTIONNELLT CONTINUE. — Dans un espace de la caté-
gorie T, nous appellerons ensemble borné tout ensemble de points dont les
coordonnées de rang n sont bornées, quel que soit 71, les bornes pouvant
d'ailleurs varier avec n.

Tout ensemble compact et fermé ^appartenant à un espace de la catégorie T)
est un ensemble borné. En effet, pour un rang n fixe, la coordonnée a?„ = 6„(X)
e>l une fonctionnelle continue du point X. Et l'on sait que toute fonctionnelle



Rj

continue dans un ensemble compact et fermé est bornée dans cet ensemble (̂  • ).
D'après un théorème dû à M. Fréchet ( [7] , p. 5), tout ensemble compact

d'un espace distancié peut être considéré comme faisant partie d'un ensemble
compact et fermé. On en déduit alors que tout ensemble compact (appartenant
à un espace de la catégorie T) est un ensemble borné.

TIIEORÈMK I. — Soient & un espace de la catégorie T et D un ensemble borne et
fermé de points de &. Toute fonctionnelle Y = F ( \ ) qui est déjinic, bornée et
continue sur D, peut être représentée sur D sous la forme

(3) Y=lim v#l(\)

d'une limite de fonctionnelles d'ordres entiers ç,,( \ ) (-) .

Démonstration. — On sait que la fonctionnelle F ( \ ) continue et bornée
sur l'ensemble fermé D peut être prolongée par une fonctionnelle 9*(X)
continue et bornée sur l'espace & tout entier ( J ) . On a, d'après la condition IV
du paragraphe 2,

En vertu de la continuité de ^ ( X ) , on a

(4) Sf{\) = \\

pour tout point X = (a?,, #2 , . . . , xin . ..) de &.
La valeur de sF(f/1E" + . . . + u,,E"t) pour n fixe, ne dépend que des

nombres //,, . . . , un. On peut donc écrire

(5) *„(!!„ . . . , tf,J=r5(HIE'1<4-...-W/,iE£).

$ # I ( K I , . . . , O est une fonction ordinaire réelle de n variables réelles
*/,, . . ., un\ elle est définie pour tout point (M, , . . . , un) de l'espace carté-
sien (R,i) à n coordonnées. Elle est même continue sur l'espace (R,,) tout entier
[en vertu de la continuité de ^ ( M et en tenant compte que le point
//, E"-4-. . , + UnE^ dépend continûment du système de nombres //i? . . ., un}

quand n reste fixe (*)].

(') Cf. M. FRÉCHET, [6] , p. 8, ou [1] , p. 236.

(*) On verra dans la démonstration que cp„(\) sont définies et continuer non seulement
dans l'ensemble D, mais dans l'espace 6 tout entier. Sans cela la proposition « o#;(Xj sont
d'ordres entiers » n'aurait pas de sens.

P ) Ce théorème a été démontré d'abord par M. II. Tietze [1] dans le cas d'un espace
distancié et plus tard par P. Urysohn ([1 ], p. 2o,3), dans le cas plus général d'un espace
normal.

(*) Cf. M. FRÉCHET, [5] , p. 187.
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L'ensemble D étant borné, il existe une suite de nombres positifs M15

ML>, .. ., M,,, . . . telle que, pour tout point \ de D, on ait

(6) \*n\ = \W)\±Mn {n = l,2, . . . ) •

D'après le théorème classique de Weierstrass , pour toute valeur fixe de
l'entier n, on pourra trouver un polynôme P,,(// , , . . ., un) tel qu'on ait

pour
. . - , \uH\<Mn.

On a alors, en vertu de (6),

( 7 ) | P « ( a ? i , •', x n ) — ® n ( x u . . . , œ n ) \ < -

pour tout point X = (xiy a?2, . . . , x,n . . .) de l'ensemble D, quel que soit
l'entier n.

En combinant les relations (4)? (5), (7), on obtient

En posant

(9) <

on obtient la représentation ( 3 ) . o, i (X) sont des fonctionnelles du point X;
elles sont définies pour tout point Y de &. Chaque 9 , , (A) e s t continue dans
l'espace & tout entier, car P,,(J?, , . . ., xn ) est continue par rapport à l'ensemble
des nombres a?,, .. ., xn et les x,= 8 f (X) sont des fonctionnelles continues du
point X.

Considérons maintenant le polytiome

Soit rf la plus grande valeur de la somme a, + . . - r | - a l l . Si l'on donne
à X des accroissements A ,X , A 2 X, . . . , ArfX, Ar f+ ,X, les coordonnées
a?A==0/,(X) recevront des accroissements A,^A , A2^/,? . . . , A,,#A, A^,^/ , , où

A l a ? / l = 0 A ( \ + A l X). Les fonctionnelles 6 A ( \ ) étant du premier ordre, on a

et par conséquent

et de même pour les autres combinaisons analogues de X, A, X , . . . , ArfX, Ad+1 X.
Il en résulte que

A(rf+11

Ici, A^ 1 1 ^* 1 . . . a?"" s'obtient en donnant au point (a?M . . . , a?/t) de l'espace
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cartésien (R,t) à n coordonnées rf+i accroissements (A,a?,, . . . , A,a?#l), . . . ,
(A^, # , , . . . , &ti--\*rn) suivant les formules usuelles et comme a, -f-...+ a,, < r f + 1 ,
cette différence (rf+i) lcmo est nulle. On a alors

Les ©M( K) sont donc des fonctionnelles d'ordres entiers. c. Q. Y. n.

4. CATEGORIE T'. — Comme cas particulier du théorème 1, toute fonction-
nelle Y = F(X), qui est définie et continue sur un ensemble C compact et fermé
de o, peut être représentée sous la forme (3) d'une limite de fonctionnelles
d'ordres entiers (•). Pour assurer la convergence uniforme dans l'ensemble
compact et fermé C, nous imposerons aux espaces considérés des conditions
supplémentaires qui sont d'ailleurs réalisées par beaucoup d'espaces de la
catégorie T.

Au lieu de la condition III de M. Frcchet (§ 2), nous imposerons la
condition plus commode :

III bis. Ces coordonnées étant des fonctionnelles du point X

on suppose que ces fonctionnelles sont continues et additives au sens restreint,
c'est-à-dire

Nous imposerons, en outre, et surtout, une nouvelle condition :

V. En posant

on a l'inégalité
(

entre les distances (où O est le point d^origine de l'espace), quel que soit n et quel
que soit le point X = (xy, a?,, . . ., xn} . . . )•

La catégorie des espaces distanciés affines satisfaisant aux conditions I, II,
IV de M. Fréchet (§ 2) et III bis, V sera appelée la catégorie T'. Tout espace
de la catégorie T' est évidemment un espace de la catégorie T.

(1) Car tout ensemble compact est borné ( § 3 ) et toute fonctionnelle continue sur un
ensemble compact et fermé est bornée sur cet ensemble.

(2) Toute fonctionnelle continue et additive est nécessairement du premier ordre au
sens indiqué au paragraphe 1, mais la réciproque n'est pas vraie.
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J>. DEUX LEMMES. — II nous sera utile pour la suite de démontrer les deux*
leinmes suivants qui sont intéressants par eux-mêmes. Notre raisonnement
pour les deux lemmes est exactement analogue à celui que M. Fréchet ( [3 ] ,
p. 199-201) a employé pour le cas où & est l'espace (C) des fonctions
continues ( ' ) .

LEMME 1. — Dans un espace & de la catégorie T7, la convergence de

X — lim X"" = l im ( ̂  E ? + . . . + .*•„ E,'J )

est uniforme dans tout ensemble compact de points X.

Démonstration. — Si C est un ensemble compact de points X, et z^>o est
un nombre donné, il faut prouver qu'il existe un entier p tel que

(X, X'")<6 pour n>p,

quel que soit le point X de C.
En effet, dans le cas contraire, il y aurait une valeur £ 0 > o telle que, pour

toute valeur positive de l'entier 1, il existe un entier nt^> i et un point X, de C
pour lesquels on ait

(10) ( \ o W ) > : 0 .

Or, C étant compact, on peut supposer que l imX t= \ 0 (en remplaçant au

besoin la suite des points X, par une suite extraite des Xt). En posant
Z,= X,— Xo, on a, d'après la condition I du paragraphe 2,

donc l imZj^O, où O est le point d'origine de l'espace. Or, d'après la

condition 111 bis, on a
Z^nzXS^-X^;

d'où (en appliquant la condition I)

D'après la condition V, on a alors

(*) Nous verrons plus tard que (C) est un espace de la catégorie T'. Pour la définition
de l'espace (C), voir M. FRÉCHET [1], p. 88.
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Comme HmZ,= O et limXj'1^: Xo (car H , > «'), le second membre tend vers

zéro avec -• On voit alors que l'inégalité ( Ï O ) ne peut pas être vraie pour

toutes les valeurs de l'entier i. c. (). F. D.

LEMME 2. — Si C est un ensemble compact de points d'un espace de la
catégorie T', il reste compact quand on lui adjoint tous les points de la forme

où n est un entier positif quelconque et \ = (a?,, ar2, . . ., or,n . . . ) un point
quelconque de C.

Démonstration. — 11 faut démontrer que si

( n ) , X f i J , X W , . . . , X ^ , . . .

est une suite infinie de tels points (où X, sont des points de C), on peut en
extraire une suite convergente. L'ensemble C étant compact, on peut supposer,
comme précédemment, que la suite \ , , X.,5 . . . , X,, . . . converge vers un
point Z. Alors deux cas se présentent :

iCI cas. — Ou bien les entiers /iM ra,, . . ., nn . . . sont tous inférieurs à
un même entier N, il y en a donc une infinité qui sont égaux à un même
nombre n<^N. En extrayant de la suite ( n ) une suite convenable, on sera
ramené au cas où ils sont tous égaux à n :

Cette suite convergera vers le point Z(//) ( ' ).

2e cas. — Ou bien en extrayant de la suite ( n ) une suite convenable, on
peut supposer que n, croît constamment. Or, d'après le lemme 1, on peut faire
correspondre à tout entier k un entier qh tel qu'on ait

(X, X'»>)< j

(*) En posant

on a

D'autre part,
]im^Viî/zz: lim 87(XV|) = ÔVlim Xv \ = 6,(Z) = z,.

Comme le point J ? I E ' / - K . .-t-a^E" (n étant fixe) dépend continûment du système de
nombres ^ , . . ., xn, on a donc lim(XVt°, Z1"1) = o, c'est-à-dire limX (v^= Z"11.

THLSE KY FAN.
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pour n^>qh X quelconque dans C. Si maintenant nPi est le premier des
nombres ni9 n2, . . . , nn . . . , qui est supérieur à qx ; nPx le premier des
nombres 7?,, n.j, . . . , nn . . . , qui est supérieur à y., et à nPx\ . . . ; n/ïjfc est le
premier des nombres nn TI2, . .., nn . . ., qui est supérieur à 7/, et à nPk_i9 etc.,
on aura, quel que soit k,

Comme la suite X/fi, X^, . . ., XPk, . . . converge vers le point Z ( ' ) , il en sera
de même de la suite

X("'O xCW X("^

Dans les deux cas, on a bien extrait de la suite (11) une suite convergente.
c. Q. F. D.

6. CONVERGENCE UNIFORME. — Appliquons maintenant les deux lemmes
précédents à la démonstration du théorème suivant :

THÉORÈME 2. — Soient & un espace de la catégorie T' et C un ensemble compact
et fermé de points de <§. Toute fonctionnelle Y = F ( \ ) , qui est définie et continue
dans C, peut être représentée sous la forme (3) d'une limite de fonctionnelles
rf1ordres entiers, avec convergence uniforme dans C.

Démonstration. — D'après le théorème 1 et la remarque faite au début du
paragraphe 4, il nous reste seulement à prouver que la convergence de (3) est
uniforme dans C.

Soit C{ l'ensemble obtenu en adjoignant à l'ensemble C tous les points de la
forme \{n]==xlE"-\-. . .+xnE

t
t[9 où n est un entier positif quelconque et

X = (xK, ^2? • • . y #/M • . • ) u n P°int quelconque de C. On a vu que C, est aussi
compact. Soit C2 l'ensemble obtenu en adjoignant à C, tous ses points d'accu-
mulation, C, est compact et fermé ( ° \ Donc, la fonctionnelle 9"(X) [c'est le
prolongement de la fonctionnelle F(X) sur l'espace & tout entier] continue
dans C2 y sera uniformément continue (3). Dès lors, à tout nombre £^>o on
pourra faire correspondre un nombre r\ ̂ > o tel que l'inégalité

(12) ( X , X " ) < * > ,

vérifiée pour une valeur arbitraire de l'entier n et un point X quelconque
de C, entraîné

(J) Carpk>pk-u puisque np*> n et nL croît constamment.
(2) Dans un espace distancié, un ensemble compact reste compact quand on lui adjoint

tous ses points d'accumulation. Cf. M. FRÉCHET, [7], p. l\, ou [1], p. 270.
(s) Cf. M. FRÉCHET, [6], p. 29, ou [1], p. 271.
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Or, d'après le lemme 1, on peut trouver un entier q tel que l'inégalité n ̂ >q
entraîne (12) et par suite ( i3) , quel que wit le point X de C. Par conséquent,
la convergence de (4) ou de

^ = l im * „ ( # , , a;,, . . . , un)

est uniforme dans C. Comme l'inégalité (7) est vraie pour tout point X de G,
la convergence de ( 8 \ c'est-à-dire de (3) , est aussi uniforme dans C.

c. Q. F. D.

7. DÉVELOPPEMENT D'UNE FONCTION ABSTRAITE CONTINUE. — Nous avons terminé
l'étude d'une représentation d'une fonctionnelle continue, passons maintenant
à l'étude d'une représentation d'une fonction abstraite continue. Nous
commençons par le cas où les espaces considérés appartiennent à la
catégorie T de M. Fréchet.

THÉORÈME 3. — Soient &x, &*, deux espaces {distincts ou non) de la catégorie T
et C un ensemble compact et fermé de points de <§,. Toute Jonction abstraite
Y = F ( X ) qui transforme chaque point X de C en un point Y de <So et qui est
continue sur G, peut être représentée sur C, sous la forme

d'une limite double de fonctions abstraites Q r j ( X ) qui sont définies sur tout
Vespace &K et d'ordres entiers.

Démonstration. — On a, par hypothèse,

(15) X —lim {xxE\-^...^-xrE
r
r)}

(16) Y = lim ( ƒ , G * + . . . + ƒ , « ) ,

où G[ sont des points fixes de l'espace &2 (d'après la condition IV), et yk sont
les coordonnées du point Y.

La coordonnée yk étant une fonctionnelle continue j A = ^A(Y) du point Y,
j A =^ A [F(X N ) ] est une fonctionnelle du point X? qui est définie et continue
dans l'ensemble compact et fermé G. D'après le théorème 1 et la remarque
faite au début du paragraphe 4, cette fonctionnelle peut être représentée sous
la fof me

(17) j , =

d'une limite de fonctionnelles d'ordres entiers <p,,/,(A). De (16) et (17), on tire

Y = lim j lim [<pr>l (X) G; + . . . + <p;i>(X) GJl j .
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En posant

( l8) Qr,,(X) = ?r,i(X)Gî + .

on obtient (i4)-
Q,,,(X) dépend continûment du système ç>,,,(X), . . . , ©, , (X) (quand r,

.y restent fixes) et les ?,,/,( V) sont des fonctionnelles continues du point X. Par
conséquent, Q, A(̂ X) sont des fonctions abstraites continues. On voit aisément
que Q,,»(V) sont d'ordres entiers, puisque les <p,,/,(A) sont des fonctionnelles
d'ordres entiers. <;. Q. F. D.

Si Ton suppose que &,,*<§., sont deux espaces de la catégorie T', la représen-
tation ( i4 ) peut être remplacée par une limite simple, avec convergence
uniforme dans C. Ainsi nous obtiendrons un énoncé plus rapproché de celui
de Wcierstrass :

TIIEOKÈME 4 (THÉORÈME IO>DAMEIST\L). — Soient &,, &2 deux espaces de la
catégorie T' et C un ensemble compact et fermé de points de &x. Toute fonction
abstraite Y = F( \ ) qui transforme chaque point X de C en un point Y de ô2 et
qui est continue sur C, peut être représentée sur C, sous la forme

(19) Y=rlimR„(X)

d^une limite de fonctions abstraites R , , ( \ ) qui sont définies sur tout Vespace &K

et d]ordres entiers. Et la convergence est uniforme dans Vensemble C.

Démonstration. — On voit dans la démonstration du théorème 3, que la
représentation ( i4 ) peut être décomposée en

(20) \ == lim Ys)

et

(21) V">=limQr,,(X),

OÙ
Y*' = j1GA

1+...-4-r,G;.

D'après le théorème % pour chaque valeur de k, la convergence de (17) est
uniforme dans l'ensemble C. Par suite, pour chaque valeur fixe de s, la
convergence de (21) est uniforme dans G. Alors, pour chaque valeur positive
de l'entier s, on pourra faire correspondre un entier /•, tel que

(22) (V",Q,

quel que soit le point X de C. En vertu de (20) et (22), on voit immédiatement
que

(23) ^ = l i
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En posant

on obtient la représentation (19).
Soit D l'ensemble de tous les points Y qui sont les transformés des points X

de C par la transformation donnée Y = F( \ ) . L'ensemble G étant compact et
fermé, d'après une propriété des transformations continues, l'ensemble D est
aussi compact et fermé ( ' ) . Par suite, la convergence de (20) est uniforme
dctnsD(lemme 1). C'est-à-dire, la convergence de

FiX) —

est uniforme dans C. Alors, en vertu de (22), la convergence de (2,3) ou bien
de (19) est uniforme dans G. c. Q. F. D.

8. CLASSIFICATION DE BAIRE POUR LES FONCTIONS ABSTRAITES. — En généralisant la
classification de Baire pour les fonctions ordinaires, nous appellerons fonctions
abstraites de classe o, toutes les fonctions abstraites continues, et ensuite
fonctions abstraites de classe 1 toutes les fonctions abstraites discontinues qui
sont limites de fonctions abstraites continues. Plus généralement, on peut
appeler fonction abstraite de classe n toute limite de fonctions abstraites de
classe n — i, qui n'appartient à aucune des classes o, 1, . . . , / ? — 1. Enfin, on
peut définir des fonctions abstraites de classe tu, co + 1, . . . , co ', . . ., cow, . . .
en désignant par ces symboles les divers nombres translinis de Cantor; mais
nous n'y insistons pas.

Le théorème \ nous permet d'énoncer le théorème suivant dont la
démonstration est immédiate :

THÉORÈME 5. — Soient fi,, fi, deux espaces de la catégorie T' et C un ensemble
compact et fermé de points de &{. Si les variables X et Y restent dans &x et &2) les
fonctions abstraites \ = F ( \ ) définies dans G et de classe o ou 1 sont les seules
qui soient représentables par des limites simples de polynômes abstraits. Plus
généralement, toute fonction abstraite \ = F(X) définie dans C et de classe nÇ^i)
est représentable par une hnute multiple de n itérations de polynômes abstraits.

9. FONCTIONNELLES SEMI-CONTINUES. — Toute fonctionnelle semi-continue est
de classe o ou 1 au sens donné plus haut. On en conclut, d'après le théorème 5,
que toute fonctionnelle, qui est définie et semi continue sur un ensemble G
compact et fermé d'un espace de la catégorie T', peut être représentée sur C
comme la limite d'une suite de fonctionnelles d'ordres entiers. On verra même
qu'on peut préciser certains détails sur une telle représentation.

(1) Cf. M. Fureur, [1], p. 247.
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THÉORÈME 6. — Soient & un espace de la catégorie T' et C un ensemble compact
et fermé de points de &. Toute fonctionnelle Y = F(X) , qui est définie et semi-
continue supérieurement sur G, peut être représentée sur C, sous la forme

(24) ï = F ( X ) = lim<pll(X),

où les op/,(\
N) sont des fonctionnelles définies sur & tout entier et d]ordres entiers et

forment une suite monotone constamment décroissante

Démonstration. — On sait que (*) toute fonctionnelle F ( X ) semi-continue
supérieurement sur G peut être considérée comme la limite d'une suite non
croissante de fonctionnelles continues sur C

F(X)=limF/2(X),

En posant

on a
F ( X ) = l imG

I

G„(X) étant des fonctionnelles continues sur C, d'après le théorème 2, pour
chaque valeur de TI, on peut trouver une fonctionnelle ?,,(X), définie s u r e et
d'ordre entier et telle que

pour tout point X de G. On a évidemment

7!>00

De plus, on a
• G W ( X ) - G W + 1 ( X ) -

C'est-à-dire, les*©/tÇX) forment une suite monotone constamment décroissante.
c. Q. F. D.

On obtiendra un théorème analogue sur les fonctionnelles semi-continues
intérieurement, si l'on remplace dans le théorème 6 les mots supérieurement et
décroissante par inférieurement et croissante.

(*) Cf. M. F. HAUSDORFF, [1], p. 293.
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Soit E un ensemble appartenant à un espace distancié. Étant données
une fonctionnelle G(X), définie et semi-continue inférieurement sur E et
une fonctionnelle H ( \ ) , définie et semi-continue supérieurement sur E et
telles que G(\)>H(K) partout dans E. On sait, d'après un théorème dû à
H. Hahn ( ' ) , qu'il existe une fonctionnelle F ( V \ définie et continue sur E
telle que G ( M > F ( \ ) > H ( \ ) partout dans E.

Si Ton suppose que G( \ ) >̂ H( X") partout dans E, on peut démontrer, par
le même raisonnement que M. Hausdorff([l |, p. 295) a utilisé pour prouver
le théorème de Hahn, qu'il existe une fonctionnelle F(X), définie et continue
sur E et telle que G ( \ ) > F ( X ) > H ( X ) partout dans E.

Ceci étant, nous allons prouver le théorème suivant :

THÉORÈME 7. — Soient & un espace de la catégorie T' et G un ensemble compact
et fermé de points de &. Étant données une fonctionnelle G(X), définie et semi-
continue inférieurement sur C et une fonctionnelle H ( \ ) , définie et semi-continue
supérieurement sur C et telles que G( \ )^>H( \ S ) partout dans C, il existe alors
une fonctionnelle P ( \ ) , définie sur tout l'espace & et (Vordre entier et telle
que G(X^ > P( M > H( M partout dans C.

Démonstration. — D'après ce qui précède, il existe une fonctionnelle F(X),
définie et continue sur C telle que G ( X ) > F ( \ ) > H ( X ) partout dans G.
Maintenant G(X) — F C X ^ o et F ( \ ) — H ( \ ) > o sont deux fonction-
nelles semi-continues inférieurement sur l'ensemble compact et fermé G.
Elles atteignent leurs bornes inférieures 6,, èL> en au moins un point de G.
6,, 6, sont alors nécessairement positifs. Soit b le plus petit entre les deux
nombres positifs 6,, 62. On a

G(X)*F(X) + 6>F(X)>F(X)-ô>H(X)

pour tout point X de C. Or, d'après le théorème 2, on peut trouver une
fonctionnelle P(X), définie sur tout l'espace & et d'ordre entier, telle que

| P ( X ) - F ( X ) | < 6

pour tout point X de C. P(X) satisfait bien aux inégalités

G(X)>P(X)>H(X),

quel que soit le point X de C. c. Q. F. D.

10. EXEMPLES D'ESPACES DE LA CATEGORIE T'. — La définition de la catégorie T ;

peut paraître complexe, mais pour en justifier la considération, il suffit
d ' o b s e r v e r qu'elle comprend, outre les espaces cartésiens ( R , , ) (#1 = 1 , 2 , . . . ) ,

( l ) Cf. H . H A H N , [1] , p . i o 3 , o u M. FRGCHET, [ I J , p . 272 .
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beaucoup d'1 espaces fonctionnels importants, soit en Analyse, soit en Topologie,
et dont nous allons citer quelques-uns :

Exemple 1. — Espace (C) des fonctions continues X(£) d\ine variable
réelle t, o<t<TI (•).

C'est un espace distancié affine (M. Fréchet, [1] , p. I 4 2 - I 4 3 ) , où les
distances sont inaltérées dans toute translation. La condition I (§ 2 ) est donc
vérifiée.

A. chaque point \{t) de l'espace (C)on peut faire correspondre une suite
de nombres xQ9 # , , x2, . . . , x,n . . . comme ses coordonnées où les xn sont
déterminés de la manière suivante : si 3ù{t) est la fonction continue de
période 2 - égale à \(t) dans o<t<r. et à \ ( — t ) dans — ?:</<o, les xn seront
les coefficients de la série de Fourier de

x$
X(t) ~ h xx cos t -+- x, cos 21 -f-. . . H- xn cos nt -+-. . ..

V2

On sait que

(25) a?o=— ƒ K{t)dt, œn=- I X(t)cosntdt pour /i>i.

D'après (25), on voit immédiatement que les conditions II et III 6w sont
réalisées.

D'après un théorème bien connu de Fejér, l'expression

V' 2

-f- Xp ( 1 — ^ ] C O S / ? / H - . . . - f - . 2 7 w _ t f I ) C O S ( / Ï —- l ) t

tend uniformément vers X(t) dans l'intervalle (o, TI). Si Ton pose

y 2

on a alors
X = lim 0*,E»+... + «„_, E»_,),

ce qui montre que la condition IV est aussi vérifiée.
On sait que les expressions CJ/I>V(/) de Fejér restent toujours comprises

entre le maximum et le minimum de \{t)Ç), alors la condition V est aussi
réalisée. Ainsi l'espace (C) appartient à la catégorie T'.

(*) Pour la définition de l'espace (G), voir M. FRGCHET, [1 ], p. 88.
(2) Cf. M. H. LEBESGUE, [1J, p. 98.
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Appliquons le théorème 6 au cas où l'espace & est l'espace (C). toute
fonctionnelle Y = F (X) semi-continue supérieurement sur un ensemble
compact et fermé de (G) peut être représentée sous la forme

où les ?„(K) sont des fonctionnelles d'ordres entiers formant une suite
monotone constamment décroissante. Dans la démonstration du théorème 1,
on peut voir qu'on a ici

on(\) — Pn(xQ, oox, . . . , c r 7 j ,

où P„ sont des polynômes en x0, xx, . . . , xt/el les xL sont définis par (25).
M. Fréchet ( [3 ] , p. 197) a démontré qu'on peut exprimer P„(#o, #«> • • •> &Çn)
par une somme d'intégrales multiples

. . f K^(tu...,trjX(tr„)...X(ti)dtl...&,.„, .

où les KJf sont des fonctions continues qui sont déterminées par la fonc-
tionnelle F ( \ ) indépendamment de la fonction \ ( f ) .

En résumé, toute fonctionnelle \ = F ( \ ) qui est définie et semi-continue
supérieurement {inférieure ment) sur un ensemble compact et fermé de (C)peut
être représentée, sur cet ensemble, sous la forme

F(X) = l imier H- f K;;

/ Kî,2>(flf
^ 0

-ƒ ...ƒ K^(tl,...,trm)\(trm)...X(tt)dti...dtrX

où les K(^} ^o/î  des fonctions continues qui sont déterminées par la fonc-
tionnelle F ( X ) indépendamment de la fonction X(t). De plus, en désignant
par <p,i(X) l'expression entre l'accolade de (26), la suite des 9»(X) est cons-
tamment décroissante {croissante).

Exemple 2. — Espace (l/}) (p^i) des suites de nombres réels xx, x.>,...,

xny... tels que la série ^ l ^ " ! 7 ' est convergente, la distance de deux points
n = l

THÈSE KY FAN 3
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X = (xiyx2,...,xn, . . . ) , Y =(y{,y21 . . . , J , „ ...) étant définie par

t

( °° ^

(X,Y)=j^,|*.-j.ly

Dans les cas particuliers p = 2 et/) = 1, on a respectivement Vespace (l2) de
Hubert e t Vespace (V) des séries absolument convergentes (A).

On vérifie facilement que l'espace (lp) appartient à la catégorie T', quel que
soit JO>I.

Exemple 3. — Espace (Ll>) des f onctions de carrés sommables (-).

Exemple 4. — Espace (S) des séries convergentes (3).

Exemple 5. — Espace (E(0) de-iW. Fréchet ( [ i ] , p. 81 j .

M. Fréchet ([8], p. 48-49) a démontré que cet espace est un espace distancié
affine. On vérifie facilement qu'il appartient à notre catégorie T \

Exemple G. — Espace (R) où chaque point a un nombre fini non borné de
coordonnées (M. Fréchet, [1], p. 76).

C'est un espace distancié affine (M. Fréchet, 18], p. /\g) qui appartient à la
catégorie T'.

11 . REMARQUES. — i° Dans le théorème 1, nous avons supposé que l'en-
semble D est fermé et que la fonctionnelle F(X) est bornée sur D; ces deux
hypothèses ont été utilisées seulement pour prolonger la fonctionnelle F(X)
sur l'espace & tout entier. Donc, le théorème 1 restera vrai, si Von suppose D
seulement borné (fermé ou non) et F(Y) définie et continue (bornée ou non) sur
tout Vespace &.

20 De même, le théorème 2 subsistera, si Von suppose C seulement compact
(fermé ou non) et F(X) définie et continue sur Vespace & tout entier (au lieu
de C). Après cette modification, notre théorème 2 devient, pour le cas de
l'espace (C), celui de M. Fréchet ([3], p. 195-202; voir aussi MM. Volterra
et Pérès, [1], p. 6i-63) bien connu en Calcul fonctionnel.

3° D'après la remarque i° que nous venons de faire, le théorème 3 restera
valide, si Von suppose l'ensemble C borné (au lieu d'être compact et fermé)
et F(X) définie et continue sur tout Vespace <ê1 (au lieu de C).

(/) Dans M. FRÉCHET, [1], p. 83, 86, l'espace (V) de Hilbert est désigné par (Si) et
L'espace (ll) des séries absolument convergentes est désigné par (A).

(2) L'espace (L9) est désigné par (Si{) dans M. FRÉCHET, [1], p. 90.
("*) Pour la définition-de l'espace (S), voir M. FRÉCHET, [1], p. 84-
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4° Le théorème 4 subsistera, si Von suppose G seulement compact {fermé ou
non) et F(X) définie et continue dans tout Vespace &A {au lieu de C).

5° Nous avons vu que tout espace de la catégorie T' appartient à la caté-,
gorie T de M. Fréchet. On pourrait se demander si la catégorie T' est
effectivement plus restreinte que T. Nous n'avons pu ni trouver un exemple
d'espace appartenant à T et restant en dehors de la catégorie T', ni démontrer
que les deux catégories sont identiques.

CHAPITRE IL

NOTION DE DIFFÉRENTIELLE.

12. INTRODUCTION. — MM. Hadamard et Fréchet se sont occupés, à plusieurs
reprises, de la notion de différentielle. M. Hadamard [1] a proposé dans
l'Analyse classique une définition opératoire de la différentielle. M. Fréchet,
ayant donné en 1926 [91 une définition de la différentielle dans l'Analyse
générale, a introduit, dans un Mémoire paru en 1937 [10], la généralisation
de la définition opératoire de M. Hadamard dans l'Analyse fonctionnelle. 11
a écrit à la fin de ce Mémoire :

« L'intérêt de la définition de M. Hadamard n'est pas épuisé par son
utilisation en Analyse fonctionnelle. Il est peut-être plus encore dans la
possibilité de son extension en Analyse générale La définition au sens de
M. Hadamard généralisé présente sur notre définition (1) l'avantage de garder
un sens pour des espaces abstraits vectoriels non distanciés où notre définition
ne s'applique pas (ou, tout au moins, ne s'applique pas littéralement). Il reste
à voir si elle conserve les propriétés les plus importantes de la différentielle
classique en dehors de la propriété essentielle (généralisant le théorème des
fonctions composées) qui lui sert de définition. C'est un point sur lequel nous
reviendrons ultérieurement. »

M. Fréchet a eu l'obligeance de me conseiller d'étudier cette question
qu'il avait d'abord l'intention de traiter lui-même. Nous allons montrer dans
le présent Chapitre que la différentielle au sens de M. Hadamard généralisé
par M. Fréchet en Analyse générale conserve les propriétés les plus impor-
tantes de la différentielle classique, si l'on se borne aux espaces distanciés
vectoriels (2). La définition gardera encore un sens pour des espaces plus
généraux, par exemple pour les espaces distanciés affines. Mais les propriétés
les plus importantes ne subsisteront plus.

(*) C'est-à-dire la définition que M. Fréchet [9] a proposée en 1925.
(2) Pour la définition des espaces distanciés vectoriels, voir M. FRÉCHET, [1J, p. i^o.
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13. NOTATIONS. — Dans l'élude de la notion de polynôme abstrait, on a

affaire à des opérations effectuées sur les points d'un espace distancié affine
(à savoir l'addition de deux points et la multiplication d'un point par un
nombre réel). Dans le présent chapitre, pour définir la différentielle, nous
aurons affaire à des opérations effectuées sur les vecteurs (non sur les points), à
savoir l'addition de deux vecteurs et la multiplication d'un vecteur par un
nombre réel.

D'après la définition des espaces distanciés affines (M. Frécliel, [1], p. i/i4)?
à tout espace distancié affine & est associé un champ G de vecteurs. A tout
couple ordonné x}, x> de points de & correspond un vecteur r déterminé

de a. Nous exprimerons celte correspondance par la notation #,a?2 = r
ou a?., — xx = r.

Inversement, étant donnés un vecteur v de G et un point x} do ê, il existe un

point x2 et un seul tel que xxx2 = v. Le point x* ainsi déterminé par xK et r
sera désigné par x2 = xx + <'.

La somme et la différence de deux vecteurs vK, 2̂ de G seront désignées
par ^ , ± ^ a . Le produit d'un vecteur r par un nombre réel À sera désigné
par \v. Enfin, || <>|| désignera la longueur du vecteur r.

Soient A un paramètre numérique réel et Ao une valeur fixe de A. Si j tt{^)}
est une famille de vecteurs de G dépendant du paramètre A et v est un vecteur
fixe de a, la notation

lim M(X) = v

devra signifier
lim || «(X) — ̂ || = o.

Soient &{, <S2 deux espaces distanciés affines et a,, ao les champs de vecteurs
respectivement associés à <ê, et <§2. Une transformation vectorielle ^Ir(<') qui
fait correspondre à chaque vecteur v de a, un vecteur T(<^ de a., sera dite
continue, si la longueur || V ( P ) | | tend vers zéro avec ||v||. La transformation
vectorielle ^*(< ) sera dite linéaire, si elle est continue et additive au sens
restreint, c'est-à-dire telle que, pour deux vecteurs vl9 ç>2 quelconques de a,,
on ait

14. DÉFINITION. — Soient &x et &2 deux espaces distanciés affines, distincts
ou non. Soit X = F(a?) une transformation ponctuelle qui est définie pour
les points x d'un voisinage V, d'un point x0 de ê, et qui transforme chaque
point x de Vro en un point X de <§o.

La transformation ponctuelle \ = F(x) sera dite différentiable au point x0,
s'il existe une transformation vectorielle linéaire Ur(^) qui transforme chaque
vecteur r du champ cr, associé à d̂  en un vecteur du champ ao associé à <?., et
qui est telle que la condition suivante soit vérifiée :
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Si l'on considère une transformation x = g{\) d'un nombre réel X en un
point x de Vfu telle que

2° lim* l
 1 ° = lim^ ( o ) ^ A ) existe, c'est un vecteur du champ a1;

A>0 A / > 0 A

qu on peut écrire par ~1 ;

on aura

champ a,, qu'on peut écrire par • J—-

existe. C'est un vecteur du

dk IA=O)

Cette définition est une généralisation de la définition de M. Hadamard f 1],
celle-ci étant donnée pour les fonctions ordinaires. Comme M. Fréchet ( [10] ,
p. 244) a déjà généralisé la définition de M. Hadamard à l'Analyse fonction-
nelle, l'extension formulée ici à l'Analyse générale est immédiate.

THÉORÈME 8. — Si X = F(a?) est différentiable en x0, il ny a aucune transfor-
mation vectorielle linéaire ©(<'), outre queW^v), qui puisse jouer le rôle de

Démonstration. — Supposons que ®(y) joue le même rôle que V(V). Soit v un
vecteur arbitrairement choisi du champ s,, considérons la transformation
x = g\\) d'un nombre réel X en un point x de V4o

On a

w ( 0 ) e l
( ) w

cl A ^/ — o) / -v 0

Donc, — ~ r — - existe et 1 on a nécessairement
w A )

Mais (̂  est un vecteur arbitraire de a{, les deux transformations vectorielles \F(V)
et 0((^) sont donc identiques. c. Q. F. D.

D'après ce théorème, la transformation vectorielle '̂"(V) est seule de son
espèce; nous l'appellerons la transformation tangentielle de F(x) en x0. Le
vecteur v peut être considéré comme un accroissement Ax de l'argument x.

(i) Le vecteur P étant (ixe; le point x appartient donc au voisinage \Xo de œ0 quand
| A | est assez petit.



On aura souvent avantage à appeler W(\x) la différentielle de F{x) en x0

correspondant à un accroissement \x. Nous la représenterons par dF(x) ou
plus précisément par 8j\F(a?) :

(27) d¥(œ) $&Y(x)

Remarquons toutefois que la longueur

II «îiF(a?) - F(a?o)F(a?o-+-Aa

n'est pas nécessairement infiniment petite par rapport à la longueur
Tel est le cas, comme M. Fréchet ([10], p. 247-249) l'a démontré, où X = F(x)
est la fonctionnelle numérique définie sur l'espace (C) des fonctions x(t)
continues dans a<t<b :

¥(x) = Max x(t)>
a<l<b

et où x0 est une fonction J'o(/) n'atteignant son maximum qu'en un seul point.

15. CONTINUITÉ D'UNE FONCTION ABSTRAITE DIFFERENTIABLE. — Bien que la définition
de la différentielle ait été donnée dans le cas où les espaces considérés sont les
espaces distanciés affines, nous allons supposer dans les paragraphes l iî-22 que
les espaces considérés sont non seulement distanciés affines, mais aussi distanciés
vectoriels ( ' ) , ce qui nous permettra d'établir les propriétés les plus impor-
tantes de la différentielle classique. Et nous verrons plus tard (§ 23) comment
on peut modifier la définition de la différentielle dans le cas plus général
des espaces distanciés affines, de sorte que les théorèmes contenus dans les
paragraphes 15-17 et 19-21 restent vrais.

THÉORÈME 9. — Si la fonction abstraite X=F(a? ) est differentiable au
point XQ, elle est continue en ce point.

Démonstration. — Soit x^ x2, . . . , xn, . . . une suite infinie de points
distincts de V telle que limxn = x0. On peut déterminer une suite d'entiers

7J>*>

positifs
Nt < No < . . . < Nm < Nm+l < . . .

telle que la distance

(#OJ &n) ^ —; pour tous les n > Nm,

quel que soit m = 1, 2, 3, . . . .
Définissons rûaintenant la transformation x = gÇk) d'un nombre réel

en un point x de VXo comme il suit : D'abord, pour X = o,

(j) Tout espace distancié vectoriel est aussi distancié affine, mais pas réciproquement.
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= o , i , 2 , . . . , NWI—i), on

définit gQ^) = ^m+u quand

I

m — N /w\/n
i i

On a alors

m 4-1
< —
~ m 2

m Nm + 1— N m \ m m 4-1

pour — > A > :
r m " m 4-1

p o u r

II en résulte que

Alors

et par conséquent

On en conclut que

m3
pour — >*\ > o.

• m - ,

= ô  Je zéro-vecteur de aV

= W (

(c'est-à-dire, le zéro-vecteur de aa) (
1 ). D^où Ton a

ou bien
lim(F(a?0),

F(o?) est donc continue en ,r0. c. Q. F. D.
Si les espaces considérés sont seulement supposés distanciés affines, notre

théorème 9 n'est pas vrai : une fonction abstraite V(x) diffèrentiable en x0

nest pas nécessairement continue en x0 [même dans le cas où F (a?) est une
fonctionnelle numérique]. Ceci résultera de l'exemple suivant.

Soit (R) l'espace où chaque point a un nombre fini non borné de coor-
données (voir§ 10, Ex. 6). Il revient au même de supposer que chaque point a;

(4) Car toute transformation vectorielle linéaire transforme le zéro-vecteur de <JX en
zéro-vecteur de cr2.



de (R) a une suite infinie de coordonnées xn x.>, . . ., xin . . . , nulles à partir
d'un certain rang variable avec le point. La distance de deux points
x = (xl} x9, . . . , xny . . . ) e t J = ( J M 7 2 , . . . ,7« , . . . ) e s l d é f i n i e Pa r

A tout couple ordonné de points a; j , faisons correspondre le vecteur

x y nz \y\ X\, y\ x*} . .., xn

Définissons Taddition de deux vecteurs et la multiplication d'un vecteur par

un nombre réel de la façon habituelle. La longueur d'un vecteur xy est définie
par

—>

On voit aisément que l'espace (R) est un espace distancié affine.
Considérons maintenant la fonctionnelle

qui transforme chaque point x = (x<, o?2, . . . , xn, . . .) de (R) en un point X
de l'espace cartésien linéaire (Ri). L'espace (R^ est un espace distancié
vectoriel avec une interprétation évidente des vecteurs. Il est manifeste
que F(x) n'est pas continue au point o = (o, o, . . ., o, . . . ) de (R).

Soit JC = gÇk) = (J? 4 (X) , *r2(k), . . ., J?M(X), . . . ) une transformation d'un
nombre réel X en un point x de (R) telle que #(o) = (o, o, . . . , o, . . . ) et

= K , «>,. . . , a

On a alors

lim • • , . . . , l

ou

— « „ , . . . = 0 -

•=. o .

II en résulte que



D'autre part,
X

u n v e c t e u r d e ( R i ) ( ' )

Un a alors

cTk ç, =

La transformation vectorielle

n = \

ou p = | xu xt} . .. xn,

est évidemment linéaire et l'on a

dk (A=0) \ dk (X=o)/

V(x) est donc différentiable au point o = (o ; o, . . ., o, . . . ), bien qu'elle y
soit discontinue.

16. THÉORÈME DES FONCTIONS ABSTRAITES COMPOSÉES. — Soient maintenant <§,,
<§2> £3 trois espaces dislanciés vectoriels et x, X, Y les variables appar-
tenant respectivement à &tJ <§0, &z. Supposons que X = F(.i?) est définie
dans un voisinage V^ d'un point ^0 de &{ et différentiable en x0, avec la
transformation tangentielle ^'(V). Supposons encore que Y = G ( X ) est
définie dans un voisinage \X o du point X0 = F ( ^ 0 ) et différentiable en Xo,
avec la transformation tangentielle &(u).

D'après le théorème 9, F(*r \ G ( \ ) sont continues en x0 et Xo respective-
ment. Donc, H(.r) = G ( F ( . r ) ) est défini dans un voisinage Wro du point x0.

Considérons une transformation # = £-(A) d'un nombre réel X en un point x

de W, telle que a-n = g(o)et A,{^\ existe. Posons ^,(X) = ]

On ag*1(o) = X0. De plus, d'après la différentiabilité de F (a?),

— hm —— i existe
- =*(

(*) Un point ou un vecteur de J'espace cartésien linéaire (Rt) est toujours ^ r . ^
par un nombre réel. Nous écrivons par la notation { r } pour désigner le vecteur de
représenté par le nombre réel r.

THKSE KY FAN.
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Gomme G ( V) est différentiable en Xo, il en résulte que

' G <* ( A '> existe et = e ( ^

Or,

= l i m
= o ) X->-o

Y)
o) J J

La fonction composée H(a?) = G(F(j?) ) est donc différentiable en cc{) et sa

transformation tangentielle est @ ("V(^)) ( ' )• ^ n a a^ns^ ^e théorème suivant :

THÉORÈME 10. — La composition de deux fonctions abstraites F(a?), G(X)

différentiables successives donne une f onction abstraite différentiable G (F (a?)).

Et la transformation tangentielle de G(F(a 1 ) ) s'obtient par la composition des

deux transformations tangentielles successives de F(x) et de G ( X ) .

17. LA FORMULE dX = }¥(dx). — Nous avons introduit la notation

(27)

pour désigner la différentielle de F(x) en x0 correspondant à un accrois-
sement 4ur. Dans le cas particulier de la transformation identique F(x) = x,
la différentielle de F ( J ? ) en xi} correspondant à un accroissement kx est
évidemment Aa\ On a donc

( 28 ) dx = kx,

lorsque x est la variable indépendante et, par suite on a aussi

(29) dX

toujours quand x est la variable indépendante.
Or, si x est une fonction abstraite d'une variable abstraite y, .r =

qui est différçntiable en y 0 [oùa; 0= (i (y0)] et qui a © (Ay) comme sa différen-
tielle en y{) correspondant à un accroissement Aj, on a vu (théorème 10) que
la fonction abstraite F ( G ( / ) ) est différentiable en y0 et que sa différentielle
correspondant à un accroissement Aj est ^©(Ay")) . On a donc

(i) La transformation vectorielle &(W ( p ) ) est évidemment linéaire.
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Ainsi, lorsque ̂ \lx) est la différentielle d'une fonction abstraite X de xy la
relation

(3o) dX=*P(dœ)

a lieu, non seulement quand x est une variable indépendante, mais même quand
c'est une fonction abstraite différentiable d'une autre variable abstraite y.
L'avantage précieux de la notation différentielle consiste précisément en la
possibilité de ne pas préciser quelle est la variable que Ton considérera
comme indépendante.

18 . LA DIFFÉRENTIELLE D'UNE FONCTION ABSTRAITE CONSTANTE. — THÉORÈME 11. —

Soit \ = F (x) une f onction abstraite différentiable pour tous les points x d'une
sphère ouverte S, (j?0, JC) <V, de l'espace fi, (x0 étant un point fixe de &A et r
un nombre positif). La condition nécessaire et suffisante pour que \ = F (a?) soit
une constante abstraite sur S (c'est-à-dire que X soit fixe quand x décrit S) est
que o^ tF(^) soit identiquement le zéro-vecteur pour tout point x de S et tout
accroissement Ax de x.

Démonstration. — La condition est évidemment nécessaire. Montrons qu'elle
est aussi suffisante. Soit r̂, un point arbitrairement choisi de S. Appelons

(° = ̂  = 1)-

Les points xK appartiennent évidemment à S. Posons gÇk) = a\. C'est une
transformation d'un nombre réel "k en un point xK de S. On a, pour un Xo

fixe (o<X0< i) ,

Alors, d'après la différentiabilité de F(x) en xx et d'après la condition

D'où

Hm |F(*QF(*à|

Considérons maintenant la fonction ordinaire numérique

On a

^ - > o | = IX — > o



et par suite
dh(l)—=— = o.

Or, Ào est un nombre arbitrairement choisi dans l'intervalle o<A< i, /?(X)est
donc une constante dans cet intervalle. D'autre part, on a

Donc, /i(\) = o pour o<X<i. C'est-à-dire F (.27) = F(x0) pour O < A < I . On
en conclut que F ( J ? ) est une constante abstraite dans S. c. Q. F. D.

Nous dirons qu'un ensemble ouvert A d'un espace distancié est dUin seul
tenant si, pour tout couple de points xi} x2 de A, il existe au moins une suite
d'un nombre fini de sphères ouvertes appartenant à A dont la première
contient x{, dont la dernière contient a\ et ayant chacune au moins un point
commun avec la précédente.

On déduit facilement du théorème H le théorème suivant :

THÉORÈME 12. — Si X = F(a?) est défini sur un ensemble ouvert d'un seul
tenant A, de l'espace &,, et si F (x) est differentiatie sur cet ensemble, la
condition nécessaire et suffisante pour que cette fonction abstraite soit constante
sur A est que o ,̂ F (x) soit identiquement le zéro-vecteur pour tout point x de A
et tout accroissement Ax de x.

1 9 . COMPOSITION D'UN NOXMBRE FINI D'ESPACES DISTANCIES VECTORIELS. — Supposons

qu'un point Y d'un espace distancié vectoriel & dépende de plusieurs points xx,
#2, . . . , xn en nombre fini et appartenant chacun à un espace dislancié
vectoriel &u S2, . . ., &n. On pourra écrire \ = F ( a r l , J%, . . ., .r#l). Pour
définir la différentielle totale d'une fonction abstraite de plusieurs variables,
nous rappelons d'abord la construction due à M. Fréchet ([9J, p. 317) d'un
espace distancié vectoriel E composé à partir de n espaces distancies vecto-
riels <§,, &29 . . ., &n.

Nous considérons l'ensemble des points a;i5 a;0, . . . , •r l l(a i
/€# /) comme

définissant un point a = (s?,, a?2? . . ., ,rn) d'un espace £ . La distance de deux
points a et (3 = (y,? j 2 , . . ., yn) de E est définie par

(a , (3) = (j?t, l}'i) + ( ^ , j 0 + . . . + (a-fl, y,,)-

Soient or1,, a2, . . . , ^ les champs de vecteurs respectivement associés aux

espaces <§,, &J9 . . . , fi;i. Nous considérons l 'ensemble de vecteurs K|, i/29 . . . ,

M „ ( « t € a , ) comme définissant un vecteur £ = {z/i? w2, . . . 7 w„ j du champ 2

associé à E . Soient £ et YJ = { c o e2, . . . , r#l ) deux vecteurs de S et /• un nombre
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réel, posons
j

On voit que E est un espace distancié vectoriel.
Soit ^ ( ü , ) une transformation vectorielle linéaire de G, en a (i = i , 2 , . . . , 71),

où a désigne le champ de vecteurs associé à un espace dislancié vectoriel &. La
transformation vectorielle WfjE) définie par

est linéaire de 2 en G.
Inversement, si *F(Ç) = V ( j */,, */_, . . . , //„} ) est une transformation vecto-

rielle linéaire de Z en G CL

V . f i O — T F d o , . . . , o, uh o, . . . , o } )

/(M,) est une transformation vectorielle linéaire de a£ en n et Ton a

2 0 . DIFFÉRENTIELLE TOTALE. — Nous dirons qu'une fonction abstraite de
plusieurs variables

est différentiable par rapport à l'ensemble des variables a?,, #0, . . . , j1 , ,
au point (.r l 0 , J?.,0, . . . , .r l l0) si, considérée comme une fonction 9» ( a )
d'une variable a de l'espace composé E , elle est différentiable au point

0C0
 :=:::: V ^ i o? '^"JO ? • • • j *^/io)*

Soient X = S r (a) = F (a?,, a*2, . . . , a ; / t ) (^ € <§,, X € é ) u n e fonction abstraite
différentiable par rapport à l'ensemble des variables «r,, a?o, . . . , a?#l au
point ao = (arlo, a?,0, . . . , ^ 0 ) et ^F(Aa) la différentielle de S1'(a) en a0 corres-
pondant à un accroissement Aa. En faisant varier seulement xi}

est une fonction abstraite d'une variable xx de &x en &. Je dis que Ft(arrest
différentiable au point JT10.

En effet, soit jrl=hi(k) une transformation d'un nombre réel \ en un
point xx de &x telle que r̂i 0 = hx (o) et que

— lim 1V ; existe .

Considérons maintenant la transformation a = g*(X) d'un nombre réel X en un
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point a = ( ^ ( A ) , «r2(X), . . :, a?,,(X)) de E définie comme il suit

On a alors

et -

= { ^ » o , 0 , . . . , n .
( «A (x=0) )

Alors, d'après la différentiabilité de ëF(a) en a0,

— 1 2 - existe et == W ( ^ » o, o, . . . , 0 } I.
dk (A==0) • \ ( ak (A==0) ) /

Mais, ^r(g*(A)) = F i ( ^ ( A ) ) ; on a donc

, = hm J r • 0,0, . . . , 0
(X=o) ) ( A

= V H ^ .o ,o f . . . ,o }V

D'autre part, ^ ( ^ étant une transformation vectorielle linéaire d'un vecteur
£ = | H I , w2, . . . , w n }de2en cr,

l, 0 , 0 , . . . , o } )

est une transformation vectorielle linéaire de a1 en a. On a enfin

=XY(dhx(\) \
x-o, \ dk (i=o)J

Ainsi, F ^ J ? , ) « / différentiable au point xi0 et sa différentielle en xi0 corres-
pondant à un accroissement àxt est m\ (A r̂, ). Il en sera de même quand on fait
varier seulement x2 ou seulement x^. . . dans F(x], a?2? - - • ,'&n)- On a ainsi

A^., o, o, . . . , 0 }),

o, Aar,-, o, . . . , o } ) ,

. = V({ o, o, o, .

En posant
Aa = { Aa?lf Aa?,, . . . , Aa:w J.

on a

et par conséquent
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Nous pouvons ainsi énoncer le théorème suivant :

THÉORÈME 13. — Une fonction abstraite X = F(a?1? x2, . . ., xn) différentiable
par rapport à l'ensemble des variables x^ x2, . . . , xn est différentiable par
rapport à chacune d'elles et sa différentielle totale coirespondant à un accrois-
sement { AJ?I , AJ? > , . . . , ±xn { est la somme des différentielles partielles (par rapport
à chacune de ces variables) chacune correspondant à i accroissement partiel Axi

(3i) ôjfeJiV ifi^Fto, œ*} .. ., xn)
n

ou bien

x%, ..._, xn) :=

1 = 1

Lorsque Ton prend pour F (a?,, a?.,, . . . , #„) successivement chacune des
variables indépendantes x<, x^ . . ., xn, on voit que

et par suite dans le cas général

(3a) dF(xiy x,, ..., xn) =

2 1 . CHANGEMENT DE VARIABLES. — La formule (32) est démontrée en supposant
indépendantes les variables œAJ x2, . . ., xn. Supposons maintenant que

^ i — ft{tu U} . . . , tm)

[xlQ=fl(ti(n ^20, . . . , tmo)] sont des fonctions différentiables par rapport à
l'ensemble de nouvelles variables t<, t2, . . ., tni pour tAQ9

ftaoj . . . , tm0. C'est-
à-dire, en considérant l'ensemble des points tA, /2, . . . , tm comme définissant
un point i = (r1, t2, . . ., t/n) d'un espace distancié vectoriel composé e, les
fonctions abstraites

d'une variable T sont différentiables en TO = ( ^ O , t20, ..., tmo). Désignons
par * C (AT) la différentielle de / * ( T ) en T0 correspondant à un accrois-
sement AT = j Ai,, Af2, . . ., A*m j .

Je dis que X = F ( fA (^, . . . , tm), . . . , / „ ( i , , . . . , fm)), considérée comme
fonction des variables tA, t2, . . . , rni, est différentiable par rapport à l'ensemble
de ces variables pour ti0, r20, . . ., tmo. Autrement dit,

considérée comme fonction de T, est différentiable en T0 .



Ea effet, soit t = gÇk) une transformation d'un nombre réel A en un point T

de l'espace e telle que T0 = ^ ( O ) et 8J. existe. En vertu de la différen-

tiabilitéde/(ï)enT0, ^j^Ù ^ existe et est égal à * « ( ^ f p X _ Q ) -

Considérons maintenant la transformation

d'un nombre réel X en un point a = (xx, x.>, . . ., xn) de l'espace composé
On a a0 = A(o) = (/rI0, ^20? . . . , -rnn) et

dh(l) ..
—T— -1= hm

\ -

(A=O)

D ' a p r è s la di f férent iabi l i té de ïv ( a ) = F ( o i
l ? a?2, . . . , ^ / t ) en a o =

a\J0, . . . , a?,i0), on en c o n c l u t que

Or,
, fF(A(/))

O n a d o n c

existe et = V
X=o)/

La transformation vectorielle

(33)

du champ associé à l'espace e (où se trouve le point T) en champ cr associé à
l'espace & (où se trouve le point \) est évidemment linéaire.

Ainsi, X — G ( T ) = F ( / , (T), . . ., ƒ*(")). considérécommefonction abstraite
de T, w/ differentiatie en T0 ê  ̂ a différentielle correspondant à un accroissement AT
<?.tf 0 ( A T ) [défini dans (33)].

En posant
V l ( a / ) = V ( { o , . . . , o , a i , o , . . . , o j )

(c'est une transformation vectorielle linéaire du champ at associé à &, en
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champ a associé à <ê), on peut écrire •

(34) e(Ar)

D'autre part, on a les relations

L'égalité (34) prouve donc que

En résumé, nous obtenons le résultat suivant :

THÉORÈME 14. — La formule (32) subsiste lorsque xiy x2, . . . }xn sont des fonc-
tions abstraites différentiables de nouvelles variables ti9 t2, . . ., tm,pourvu qiCon
remplace dx^ dx2, . . . , dxn dans la formule (32) par leurs expressions en fonc-
tion de dti} dtoj . . . ; dtm.

2 2 . COMPARAISON AVEC D'AUTRES DÉFINITIONS DELÀ DIFFÉRENTIELLE. — Nous dirons
que la différentielle étudiée précédemment est au sens de MM. Hadamard-
Fréchet. M. Fréchet [9] a proposé en 1925 une autre définition, que nous
appellerons la définition au sens de M. Fréchet. Une fonction abstraite X = F(x)
définie dans un voisinage d'un point x0 est différentiable au sens de M. Fréchet
en x0, s'il existe une transformation vectorielle linéaire *ïr(Aa?) de l'accrois-
sement A#de la variable x telle que

(35) H»
I|AT|]>O

sera appelé la différentielle au sens de M. Fréchet de F(x) en xu

correspondant à l'accroissement Ax. La définition de M. Fréchet pour la
différentielle met en évidence sa propriété de constituer une sorte de partie
principale de l'accroissement de la fonction abstraite. La définition de
MM. Hadamard-Fréchet met plutôt l'accent sur ses propriétés opératoires.

THÉORÈME 15. — Une fonction abstraite différentiable au sens de M. Fréchet est
aussi différentiable au sens de MM. Hadamard-Fréchet et les deux différentielles
sont égales.

(1 ) Voir paragraphe 17.
THESE KY FAN.
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Démonstration. — Soit X = F(x) une fonction abstraite différentiable au
sens de M. Fréchet en x0. Il existe alors une transformation vectorielle
linéaire ^(Ax) satisfaisant à la condition (35). Considérons maintenant
une transformation x = gÇk) d'un nombre réel A en un point x telle

>n = ff(o) et

(36)

11 s'agit de prouver que

( 3 7 ) l i m l l ' K~v/" ^OK~" _ \ i r ( < , ) | = 0#

En effet, on peut d'abord exprimer la condition (35) sous la forme

D'après (36), on en tire

i

C'est-à-dire

En appliquant encore une fois (36), on obtiendra (37). c. Q. F. D.
Comme Ta fait remarquer M. Fréchet ([10], p. 245), la réciproque du

théorème 15 n'est pas vraie. La différentielle au sens de MM. Hadamard-Frêchet
est plus générale que celle au sens de M. Fréchet.

Dans l'Analyse fonctionnelle, M. Paul Lévy ([1], p. 5i) a proposé une
définition de la différentielle qui peut être généralisée en Analyse générale de
la façon suivante : Une fonction abstraite X = F(x) sera dite différentiable au
sens de M. Paul Lévy pour x = x0, s'il existe une transformation vectorielle
linéaire W(kx) de l'accroissement kx telle que, pour chaque vecteur Ax,

lim v —y-f existe et =z

Et, >F(Aa?) est, par définition, la différentielle au sens de M. Paul Lévy de F(#)
en x0 correspondant à l'accroissement Ax.

On voit facilement qu'une fonction abstraite différentiable au sens de
MM. Hadamard-Fréchet est différentiable au sens de M. Paul Lévy et a la même
différentielle. Comme l'a fait observer M. Fréchet ([10], p. 240), la définition
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de M. Paul Lévy est effectivement plus générale que celle de MM. Hadamard-
Fréchet.

2 3 . L A DIFFÉRENTIELLE D'UNE FONCTION ABSTRAITE ENTRE DEUX ESPACES DISTANCIÉS

AFFINES. — Jusqu'à présent, nous n'avons envisagé que le cas où les espaces
considérés sont distanciés vectoriels. Passons maintenant au cas plus général
des espaces distanciés affines. Il peut arriver, comme nous avons vu sur un
exemple (§ 15), qu'une fonction abstraite X = F(a?) entre deux espaces
distanciés affines, différentiable en x0 au sens de MM. Hadamard-Fréchet
n'est pas continue en x0. Cette circonstance ne se présente dans aucune des
définitions classiques de la différentielle. Cette remarque nous conduit à imposer
la continuité comme une condition supplémentaire dans la définition de la
différentiabilité, quand les espaces considérés sont des espaces distanciés
affines.

Alors, quand les espaces considérés sont seulement supposés distanciés
affines, une fonction abstraite X = F(^) sera dite différentiable au sens stricten
un point x0, si elle y est continue et différentiable au sens de MM. Hadamard-
Fréchet. Dans le cas particulier où les espaces sont distanciés vectoriels, il y
a identité entre la différentiabilité au sens de MM. Hadamard-Fréchet et la
différentiabilité au sens strict (voirie théorème 9).

Après cette modification, les théorèmes 9, 10, qui sont démontrés en sup-
posant distanciés vectoriels les espaces considérés, subsistent évidemment pour
le cas des espaces distanciés affines, si l'on ajoute partout les mots « au sens
strict » après le mot « différentiable ».

Pour définir la différentielle totale au sens strict d'une fonction abstraite
de plusieurs variables, observons d'abord le fait suivant : Si les espaces
&A, ê2 , . . ., &n sont distanciés affines, l'espace E composé à partir de ces
n espaces (d'après la même construction donnée dans le paragraphe 19)
est aussi distancié affine. Alors, une fonction abstraite de plusieurs variables,
X. = F(xiy #2, . . . , .!•„), (#fe<So X g ê ; &n & étant des espaces distanciés
affines) est différentiable au sens strict par rapport à l'ensemble des variables
X\)XÏ<> • • • ?xn pour xx = xlQ, ..., xn = xn0, si, considérée comme une fonction
abstraite ^ ( a ) d'une variable OL = (XU X2, . . . , xn) de l'espace composé E,
elle est différentiable au sens strict pour le point a0 = (a?< 0, x20, . . ., œn0).

Les théorèmes 13, 14, qui sont démontrés en supposant distanciés vectoriels
les espaces considérés, resteront vrais pour le cas des espaces distanciés affines,
si l'on ajoute partout les mots « au sens strict » après le mot « différentiable ».
Dans la démonstration du théorème 13, pour pouvoir conclure que la fonction
abstraite F l(aj,) = F(a?,, x20j . . ., xno) est différentiable au sens strict en xAQ,
on n'a qu'à ajouter la mention que F,(a?,) est continue en xlQ. [C'est
évident, puisque F(a?f, #2, . . ., xn) est continue par rapport à l'ensemble des
variables xt, #2, . . ., xn pour a?< = a?,0, . . ., xn—x/lQ.] De même, dans la



- 36 -

démonstration du théorème 14, pour conclure que

estdifférentiable au sens strict en T0, il faut ajouter la mention que G ( T ) est
continue en i0 . (C'est aussi évident, car on sait que la composition de deux
fonctions abstraites continues fournit une fonction abstraite continue.)

Ainsi nous avons pu étendre la notion de différentielle aux fonctions abstraites
entre deux espaces distanciés affines.

DEUXIÈME PARTIE.
Les transformations bicontinues.

CHAPITRE III.

NOTION DE DIMENSION.

Les notions étudiées dans les Chapitres précédents se rattachent aux trans-
formations univoques et continues. Passons maintenant aux transformations
biunivoques et bicontinues. Dans l'étude des transformations biunivoques
et bicontinues, les notions de dimension et de ligne s'introduisent en
premier lieu. C'est la notion de dimension, qui nous occupera dans le présent
Chapitre.

24. LES DIVERSES DÉFINITIONS DE LA DIMENSION. — Un grand nombre de défini-
tions de la dimension ont été proposées. Les définitions adoptées jusqu'à une
époque assez récente, basées sur le nombre de paramètres déterminant un point
de l'espace, ont dû être abandonnées en raison du théorème de G. Cantor sur
la correspondance biunivoque entre les points de la droite et du plan. Nous ne
nous occuperons que des définitions modernes échappant à cette difficulté. On
voit apparaître en 1909 la première définition qui est due à M. Fréchet
([11], [12] et [1 ], p. 3o). D'après lui, le type de dimensions d'un ensemble E
est au plus égal à celui d'un ensemble F, s'il existe une homéomorphie entre E
et une partie de F. Nous représenterons, avec M. Fréchet, une telle circons-
tance par la notation dE<d¥, ou aussi bien d¥>^dE (où la lettre d rappelle
l'initial du mot « dimension »). Si l'on a à la fois dE<d¥ et d¥<dE, on dira
que E et F ont même type de dimensions et l'on écrira dE — d¥. Si l'on a
dE < d¥ sans avoir d¥ < dE, on dira que le type de dimensions de E est inférieur
à celui de F et l'on écrira dE<^d¥ ou d¥^>dE. Enfin, il peut arriver qu'il
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n'existe aucune homéomorphie entre E et une partie de F, ni entre F et une
partie de E; dans ce cas les types de dimensions dE et d¥ sont incomparables.
D'après un théorème bien connu de M. L. E. Brouwer, on a

où (R„) désigne l'espace cartésien à n coordonnées. Dès lors, M. Fréchet a
proposé de repérer, au moyen des nombres entiers positifs, les types de dimen-
sions ci-dessus. De sorte que l'espace cartésien (R„) à n coordonnées peut
prendre le nom d'espace cartésien à n dimensions : d(Y\n) = n. On est alors
amené à dire qu'un ensemble E a un type infini de dimensions, si Ton a
dE ^> flf(R,i\ quel que soit l'entier n.

Une autre catégorie de définitions a pour but de définir le nombre de
dimensions par voie de récurrence en passant de n àn + i. Ce principe a été
donné par H. Poincaré en 1912. Sa mise au point a été réalisée par les travaux
bien connus de MM. Brouwer, K. Menger et P. Lrysohn sous des formes
différentes, mais équivalentes dans les cas les plus importants. Les définitions
de cette catégorie ne fournissent que des nombres entiers de dimensions. Elles
ne se prêtent donc pas à la classification des champs fonctionnels.

Enfin, MM. F. Hausdorff et G. Bouligand ont indépendamment proposé
une définition, basée sur la notion de mesure des ensembles. Cette définition a
pu trouver des applications dans la théorie du potentiel, mais elle n'est pas
topologique, du moins à première vue.

La définition de M. Fréchet permet une classification topologique intéres-
sante des ensembles abstraits et particulièrement des champs fonctionnels. La
possibilité d'utiliser cette définition pour la distinction des divers types
infinis de dimensions est un de ses avantages essentiels du point de vue de
l'Analyse générale.

25. LE TYPE LOCAL DE DIMENSIONS. — La notion due à M. Fréchet du type de
dimensions reposé sur la comparaison de deux ensembles pris chacun en bloc.
Il en résulte, comme M. Fréchet Ta fait remarquer, qu'une droite a un type de
dimensions inférieur à celui d'une circonférence; qu'un plan a un type de
dimensions inférieur à celui de la surface d'une sphère; que les surfaces de la
sphère et du tore ont deux types de dimensions incomparables, etc.
M. H. Tietze ([2], p. 44) y a remédié en appelant figure homogène à
n dimensions, un ensemble E tel que, pour chaque point a de E, il existe un
voisinage de a sur E (c'est-à-dire la partie commune d e E et d'un voisinage de a)
qui soit homéomorphe à un « intervalle » de l'espace cartésien (R,,^ à n
coordonnées, le centre de 1' « intervalle » et le point a se correspondant par
cette homéomorphie.

M. Fréchet ([13], p. 289 o u [ l ] , p. m ) , poussant plus avant, a introduit
le type local de dimensions. Soient E, F deux ensembles appartenant à deux
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espaces distanciés et a, b deux points de E et de F respectivement. Le type local
de dimensions de E en a est au plus égal à celui de F en 6, si, quel que soit un
voisinage \ h de b sur F, il existe un voisinage Va de a sur E tel que Ya soit
homéomorphe à une partie de Yb. Dans cette homéomorphie, le point b rfest pas
nécessairement le transformé de a. Pour désigner une telle circonstance, nous
écrirons, avec M. Fréchet,rfflE;ifl^Fouflf/,F>r/„E. Ceci posé, l'égalité daE = db¥
devra signifier la coexistence des relations daE<dh¥ et db¥<daE. Et Ton
écrira daE < db¥ ou dbV > dnE, si Ton a dnE<db¥ sans avoir dh¥<daE.

26. LE TYPE HOMOGÈNE DE DIMENSIONS. — En développant une indication que
M. Fréchet ([13], p. 289 et [1], p. 112) a donnée brièvement, nous dirons
qu'un ensemble E non vide est (dimensionnellemeni) homogène, si Ton a
daE = dbE pour tout couple de points 0, b de E. La définition suivante est
évidemment équivalente : un ensemble E non vide est homogène, si l'on a
dnE<dbE pour tout couple de points 0, b de E.

Soient E, F deux ensembles homogènes appartenant à deux espaces
distanciés, distincts ou non. Nous dirons que le type homogène de dimensions
de E est au plus égal à celui de F et nous écrirons

ou

si, pour un certain point a de E et un certain point b de F, on a dnE<db¥.
Si cette condition est vérifiée pour un certain point a de E et un certain

point b de F, il en sera de même pour un point quelconque a? de E et un point
quelconque y de F : dxE<d,¥, puisque E et F sont homogènes.

Cette définition est purement topologique et indépendante du choix des
familles de voisinages.

Si Ton a à la fois àE<d¥ et à¥<dE, nous dirons que les types homogènes de
dimensions dE et d¥ sont égaux et nous écrirons

Si Ton a dE<d¥ et si la relation d¥<àE ne peut pas avoir lieu, nous dirons
que dE est inférieur à d¥ (ou bien : d¥ est supérieur à dE) et nous écrirons

dE < d¥ ou d¥ > dE.

La définition du type homogène de dimensions présente sur celle du type de
dimensions les avantages : a. de rendre souvent comparables des ensembles dont les
types de dimensions sont incomparables (par exemple dans le cas des surfaces de
la sphère et du tore); b. de transformer souvent des inégalités en égalités (*)

(*) A vrai dire, cet avantage est en même temps un défaut. La classification des
ensembles homogènes au moyen de leurs types homogènes de dimensions est plus grossière
que celle au moyen de leurs types de dimensions.
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(par exemple dans le cas de la droite et de la circonférence ou dans le cas du
plan et de la surface d'une sphère). Nous verrons plus tard (§ 34) un exemple
d'un ensemble homogène K tel que, pour tout ensemble séparable ( ' ) non
isolé E, les types de dimensions dK et dE soient incomparables et que le type
homogène de dimensions dK. soit comparable à celui de n'importe quel
ensemble homogène. Nous verrons même que, étant donné un ensemble sépa-
rable et homogène E, il existe toujours un ensemble homogène F tel que
dF = dE et dF > dE (voir § 54).

Nous supposons dans le présent Chapitre que tout ensemble considéré appartient
à un espace distancié et nous allons montrer que, pour un grand nombre de
propriétés des types de dimensions, il existe des propriétés analogues des
types homogènes de dimensions.

27. QUELQUES PROPRIÉTÉS IMMÉDIATES. — Nous allons d'abord signaler quelques
propriétés immédiates :

i° Soient E, F, G trois ensembles homogènes. Alors :

a. EcF entraîneàE<dF\
b. dE<dF et dF<dG entraîne dE<dG;
c. dE < dF et dF < dG entraîne dE < dG ;
d. dE = dF et dF = dG entraîne dE = dG.

2° Si E est un ensemble homogène et F est un ensemble homéomorphe à E, F est
aussi homogène et dE = dF.

3° Soient E c F et F un ensemble homogène. Si E est non vide et ouvert dans F,
E est aussi homogène et dE = dF.

4° Tout ensemble isolé est homogène. Pour un ensemble isolé J et un ensemble
homogène E quelconque, on a toujours dE >dJ. Deux ensembles isolés ont toujours
le même type homogène de dimensions.

5° Un ensemble homogène est nécessairement dense en soi, sHl nest pas
isolé.

6° En désignant par ET Vensemble de tous les points de condensation de E, on
n'a que deux cas possibles pour un ensemble homogène E : soit E E r = o ,
soit E C E r

7° Si pour tout couple de points a, b d'un ensemble E, il existe une homéo-
morphie de E en lui-même tout entier et transformant a en b. (On dit alors
que E est topologiquement homogène), E est nécessairement homogène.

(4) Cf. M. FRÉCHET, [1] , p. 72.



Autrement dit, tout ensemble topologiquement homogène est dimensionnel-
lement homogène.

La réciproque de 70 n'est pas vraie. Il suffit de s'adresser à un exemple •
aussi simple que l'ensemble linéaire constitué des points d'un intervalle fermé.

Comme tout espace distancié affine est topologiquement homogène ( ' ) ,
on a alors :

8° Tout espace distancié affine est homogène.

Ainsi, les espaces suivants sont tous homogènes et leurs types homogènes
de dimensions sont bien définis : l'espace cartésien (R,^ à n coordonnées,
l'espace (R) où chaque point a un nombre fini non borné de coordonnées
(voir §§ 10, 15 ) , l'espace polynomial (P ) ("), l'espace (E(()) de M. Fréchet
(cité au paragraphe 10 ) , l'espace (C) des fonctions continues (cité au
paragraphe 10), l'espace (C") des fonctions ayant une raieinc dérivée continue(2),
l'espace (/''), p>i (cité au paragraphe 10) , l'espace (L'') des fonctions à
pième pUissance sommable,/>>i (n) , l'espace (S ) des séries convergentes (§ 10) ,
l'espace (I) des fonctions entières (2), l'espace (M) des fonctions mesurables (2)
et l'espace (D(o) de M. Fréchet ( 2 ) .

De plus, on déduit de 3° et 8° :

90 Tout ensemble non vide et ouvert d^un espace distancié affine est homogène.

28. RELATIONS ENTRE LE TYPE DE DIMENSIONS ET LE TYPE HOMOGÈNE DE DIMENSIONS. —

D'après i°, 20 du paragraphe 27, on a immédiatement le

THÉORÈME 16. — Soient E, F deux ensembles homogènes. Si les types de
dimensions dE et dF sont comparables, les types homogènes de dimensions dE et
d¥ sont aussi comparables. Si dE < dF, on a dE < dF. Si dE = rfF, on a dE, = dF.

Pour mieux voir des relations entre le type de dimensions et le type
homogène de dimensions, la notion d'ensemble réfléchi qui a été introduite par
M. K. Runugui ( [1 ] , p. 3i) dans un autre but, est fort utile. D'après lui, un
ensemble E contenant au moins deux points est réfléchi, si, quel que soit le
point a de E, tout voisinage de a sur E contient un ensemble homéomorphe à E.

On établit facilement les propositions suivantes :

i° Tout ensemble réfléchi est homogène.

( l) Cf. M. FRÉCIIET, [1], p. 27^.

( ') Pour les définitions de ces espaces, voir M. FRÉCHET, [1], p. 78, 89, 87, 91, 97.
C5) Pour la définition de l'espace (]>), voir M. S. BANACH, [1], p. 12. D'aiüeurs, (L9)

a été déjà cité au paragraphe 10.
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Mais la réciproque n'est pas vraie. Par exemple, la circonférence d'un cercle
de l'espace (R2) est un ensemble homogène sans être réfléchi.

2° Soient E, F deux ensembles homogènes tels que dE = dF. Si E est réfléchi,
F est aussi réfléchi ( i ).

3° Soient E un ensemble homogène et F un ensemble réfléchi. Alors

a. dE>dF entraîne dE>dF;
b. dE>dF entraîne dÊ>dF;
c. dE < d¥ entraîne àE<dF(2).

4° Soient E, F deux ensembles réfléchis. Si Von aàE = dF, dE et dF sont aussi
comparables et dE = dF.

D'après 3°, 4° et le théorème 16, on peut énoncer

THÉORÈME 17. — Les deux notions du type de dimensions et du type homogène
de dimensions seront équivalentes, quand on se borne aux ensembles réfléchis.

2 9 . ÉCHELLE DE TYPES HOMOGÈNES DE DIMENSIONS. — Tous les espaces cartésiens
(R n) sont évidemment réfléchis. Alors, d'après les inégalités connues

on a, en vertu de 3° du paragraphe 28,

(38) d(R1)<d(R,)<...<

Il n'y a donc aucun inconvénient à poser

(3g)

De sorte qu'on peut convenir de dire que le type homogène de dimensions de
l'espace cartésien (R„) à n coordonnées est égal à n. Nous verrons plus loin une
définition de l'addition des types homogènes de dimensions qui nous fournira
une raison de plus pour légitimer la notation (39).

Il est tout naturel de dire qu'un ensemble homogène E a un type homogène
infini de dimensions, si l'on a ^E^>^(R„) pour tout n. Il reste à prouver qu'il
existe de tels ensembles.

Je dis que l'espace (R) (cité aux paragraphes 10, l o ) a un type homogène

(l) En appliquant le théorème 16.
(°) La réciproque de a. est vraie d'après le théorème 16. Mais la réciproque de b. n'est

pas vraie. On le voit en prenant E = la circonférence d'un cercle dans le plan (R2) et
F=: la droite (Rt). De même; la réciproque de c. n'est pas vraie non plus. Pour s'en
assurer, il suffit de prendre E^Tensmble K dont nous allons parler dans le paragraphe 34
et F=: un ensemble réfléchi séparable.

THESE kY FAN



infini de dimensions. Il suffit de prouver que, quel que soit n, on a

(4o) rfo(Ri.)^rfo(R),

où le premier zéro désigne le point d'origine o = (o, o, . . ., o) de (R/i) et le
second zéro désigne le point d'origine o = (o, o, . . . , o, . . . ) de (R).

Soit S une sphère ouverte dans (R) dont le centre est o = (o, o, . . . ) et le
rayon est e ̂ > o. Pour une valeur fixe de n, on peut trouver un nombre a tel que

a>0 et

Tous les points (xA, x2, . . ., xn) de (Rn) tels que |a?,| <^ a forment un voisinage V
de o = (o, o, . . . , o). A chaque point (a?i? x2, - • • ? #«) de V faisons corres-
pondre le point (a?4, x2, . . . , xn, 0 , 0 , . . . ) de (R). Appelons W l'ensemble
de tous ces points (xx, x2, . . . , xn, o, o, . . . ). L'ensemble V de (R,,) et
l'ensemble W de (R) sont évidemment homéomorphes. D'après |#*|<^ a, on a

k=l

Donc W appartient à la sphère ouverte S. AffTsi V est homéomorphe à une
partie de S. Il en résulte l'inégalité (4o) et par conséquent d(R„)<d(R).
Comme cette inégalité est vraie pour tout n, (R) a donc un type homogène
infini de dimensions.

Il est facile de voir que l'espace (Ew) de M. Fréchet est réfléchi. Alors,
d'après l'inégalité connue rf(R)<^rf(E0)) (voir M. Kunugui, [1], p. 38), on
a <?(R)<^(EW) ( 1 ) . Nous avons ainsi

(40

M. Fréchet ( [ i ] ? p. 83-92) a établi les égalités suivantes :

rf(Ew) = rf(C) = d(O) = d{V ) = d(P) = d(U) = d{S) = rf(I) =z rf(M ).

D'autre part, M. S. Mazur [1] a démontré un théorème intéressant, d'après
lequel les espaces (lp) et (L9) sont homéomorphes, quels que soientjo, q'ti. 11
en résulte alors les égalités suivantes :

(42) d(E„) = d(C) = d(Cn) = d(lP) = d(L<r)=zd(S)=:d(l)==d(M).

Tous ces espaces sont homogènes. Il vient donc, en appliquant le théorème 16,

(43) d{E(û) = d(C)=:d(Cn)z=d(lP) = d(L<r)=:d(S)z==d{I)==d(M).

On constate de plus que presque tous les espaces importants considérés par les

H D'après 3°, c, §28.
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analystes sont réfléchis. En effet, en appliquant 2° du paragraphe 28 aux
égalités (42)> o n voit que tous les espaces figurant dans ces égalités sont
réfléchis, puisque (E,o) l'est.

30. LES TYPES HOMOGÈNES DE DIMENSIONS DES ENSEMBLES HOMOGÈNES ET LOCALEMENT

SÉPARABLES ONT UN MAXIMUM. — M. Fréchet ([14] ou [1], p. 83; voir aussi
P. Urysohn, [2]) a démontré un théorème important, d'après lequel le plus
grand des types de dimensions des ensembles séparables (appartenant à des
espaces distanciés) est celui de l'espace (Ew). On pourra tirer de là un théorème
analogue pour les types homogènes de dimensions.

En employant une notion due à P. Urysohn ([3] ;voir aussi M. W. Sierpinski,
[1]), nous dirons qu'un ensemble E (appartenant à un espace distancié) est
localement séparable en un de ses points, a, s'il existe un voisinage V„ de a sur
E tel que \ a soit séparable. Un ensemble sera dit localement séparable, s'il est
localement séparable en tous ses points. I n ensemble sera dit nulle part
sévarable, s'il n'est localement séparable en aucun de ses points. Il est facile de
voir qu'w/i ensemble homogène est soit localement séparable, soit nulle part
séparable.

•Ceci posé, nous allons démontrer le théorème suivant :

THÉORÈME 18. — Parmi les types homogènes de dimensions des ensembles
homogènes et localement séparables (appartenant à des espaces distanciés), il y
en a un qui est le plus grand. Ce dernier est égal au type homogène de dimensions
de V espace (Ew).

Démonstration. — Soient E un ensemble homogène et localement séparable
(d'un espace distancié) et a un point arbitraire de E. Soit b un point arbitraire
de l'espace (Ew). L'espace (Ew) étant réfléchi, tout voisinage \ h de b contient
un ensemble homéomorphe à (Eo)). On a donc d(Etù) = dVb} quel que soit un
voisinage V6 de b. D'autre part, d'après la séparabilité locale de l'ensemble E,
il existe un voisinage Va de a sur E tel que Vrt soit séparable. On a alors, en
appliquant le théorème de M. Fréchet (cité au début de ce paragraphe)
rfVfl<rf(EM), d'où dVa<dVb. Donc, daE<db(E^) et par conséquent, dE<à(EJ).
C'est-à-dire, le type homogène de dimensions d'un ensemble homogène et
localement séparable (appartenant à un espace distancié) est au plus égal à
celui de (E(f)). Or, l'espace (Ew) est lui-même localement séparable. On a ainsi
le résultat annoncé. c. o. F. D.

Il est évident que tout ensemble homogène E tel que dE<à(Eb}) est loca-
lement séparable. Ainsi la condition nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble
homogène E (appartenant à un espace distancié) soit localement séparable

M. Sierpinski ([2], p. 192) a démontré que l'espace (Do)) (§ 27) est nulle
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part séparable. La relation d(D0 ))<^(Ew) ne peut donc pas avoir lieu. D'autre
part, M. Fréchet ( [1 ] , p. 98) a établi l'inégalité rf(Ea))< tf(Dro). On a donc,
d'après le théorème 16, d(EM)<d(DJ). Ainsi nous avons l'inégalité

(44) d(Ew)<d(Dw).

3 1 . TYPE HOMOGÈNE DE DIMENSIONS DE L'ENSEMBLE DES NOMBRES RATIONNELS. — Dans
l'espace cartésien linéaire (R,), l'ensemble Ci des nombres rationnels est
évidemment homogène (même réfléchi). Nous allons déterminer les ensembles
homogènes qui ont le même type homogène de dimensions que C,.

THÉORÈME 19. — L'ensemble homogène (appartenant à un espace distancié) le
plus général dont le type homogène de dimensions est égal à celui de Vensemble CA

des nombres rationnels, est n importe quel ensemble dense en soi tel qu'aucun de
ses points n'en soit point de condensation.

Cette condition peut être exprimée par

(45) EcE'-E T ,

où E' désigne l'ensemble dérivé de E et ET désigne l'ensemble des points de
condensation de E.

Démonstration. — i° Soit E un ensemble homogène tel que <)E = dC<. Nous
allons prouver qu'il vérifie (45).

D'abord, E est dense en soi. Sans quoi, E serait isolé (d'après 5°, § 27)

Soient a g E , c e C 1 et Vc un voisinage de c sur C,. En vertu de dE = dC^
il existe un voisinage Va de a sur E tel que Ya soit homéomorphe à une partie
de Vc. Or, Vr contient seulement une infinité dénombrable de points. Vrt contient
donc une infinité dénombrable de points ('), et par conséquent a n'est pas point
de condensation de E. E vérifie donc la condition (45).

20 Soit E un ensemble vérifiant (45). Nous allons prouver qu'il est homogène
etdE = <?C1a

II suffit de montrer que, quels que soient un point a de E et un pointe de C o

on a dnE = dcC<.
On constate d'abord que l'on peut toujours supposer que les familles de

voisinages de l'espace distancié auquel appartient E, sont exclusivement
constituées par des ensembles ouverts (par exemple, par des sphères ouvertes).
Soient Yn un voisinage de a sur E et Yc un voisinage de c sur C, D'après
E . E T = o , il existe un voisinage W a de a sur E tel que W a c V f l et que "Wfl

(*) D'abord Va contient au plus une infinité dénombrable de points. Et puis, comme E
est dense en soi, V^ contient au moins une infinité dénombrable de points.
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contienne au plus une infinité dénombrable de points. D'autre part, Wrt contient
au moins une infinité dénombrable de points, puisque E est dense en soi. Wrt est
donc un ensemble dénombrable infini. De plus, E étant dense en soi et Wfl

étant ouvert dans E (puisque nous avons supposé les familles de voisinages
exclusivement constituées par des ensembles ouverts), W„ est dense en soi ( i ).

En résumé, W,e est un ensemble dénombrable dense en soi. Vc est évidem-
ment aussi dénombrable dense en soi.

En généralisant un théorème de M. Sierpinski [3], M. Fréchet([l], p. io3)
a démontré que deux ensembles dénombrables, chacun dense en soi, et appar-
tenant à deux espaces distanciés, sont homéomorphes. Donc, W„ et Vc sont
homéomorphes et par conséquent, dc,E = dcCl. Il en résulte que E est homogène
et^E = ^C,. c. Q. F. D.

On sait que dans un espace distancié séparable, pour qu'un ensemble E
vérifie la relation E . E v = o , il faut et il suffit que E soit au plus dénombrable
(Cf. M. Fréchet, [1], p. 265; M. Hausdorff, [2], p. 268). Nous avons alors le
corollaire suivant :

COROLLAIRE 1. — Si nous envisageons seulement les ensembles appartenant à des
espaces distanciés séparables, Vensemble homogène le plus général dont le type
homogène de dimensions est égal à celui de C ^ est n'importe quel ensemble
dénombrable dense en soi.

A titre d'exemple, l'ensemble des nombres algébriques, réels ou complexes,
de l'espace (R2) est un ensemble dénombrable dense en soi. Ainsi Vensemble
des nombres algébriques, réels ou complexes, dans le plan (R2) est homogène et
du même type homogène de dimensions que C,. De même, l'ensemble des nombres
algébriques réels sur la droite (R,) est homogène et du même type homogène de
dimensions que C<.

En se servant encore une fois du théorème cité plus haut de MM. Sierpinski-
Fréchet, on obtient un résultat intéressant :

COROLLAIRE 2. — Les ensembles homogènes appartenant à des espaces distanciés
séparables et ayant le même type homogène de dimensions que C, ne sont autres
que les ensembles homéomorphes à C,.

En d'autres termes, au point de vue topologique, parmi les ensembles
homogènes appartenant à des espaces distanciés séparables, il n'en existe qu'un
seul qui est du même type homogène de dimensions que CA.

THÉORÈME 20. — Tout ensemble E homogène non isolé appartenant à un espace
distancié séparable possède un type homogène de dimensions supérieur ou égal
à celui de C<, suivant que E est non dénombrable ou dénombrable.

(*) Cf. M. HAUSDORFF, [2], p . 241.
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Démonstration. — Soit E un ensemble homogène non isolé d'un espace
distancié séparable. Nous allons d'abord démontrer que dE^LdC^.

On peut supposer comme précédemment que les familles de voisinages de
l'espace auquel appartient E, sont exclusivement constituées par des ensembles
ouverts ( par exemple, par des sphères ouvertes). Soient a € E et Vrt un voisinage
de a sur E. \ f l est ouvert dans E et l'ensemble E est dense en soi (puisque E est
homogène non isolé, voirb°, § 27). Donc Vrt est aussi dense en soi : Vr tc(Vr t)'.
D'autre part, Vrt étant séparable, il existe un ensemble dénombrable D tel que

DcV„cD + D'.
On tire de là

DcVaC(V«)'=D'.

D est donc dense en soi et dénombrable. Alors, D est homéomorphe à Ciy

dVa>dD = dCA et par conséquent, dE>dC|B

D'après le corollaire 1, dE^>^C, ou ^E = ^C4 suivant que E est non
dénombrable ou dénombrable. c. Q. F. D.

COROLLAIRE 3. — Parmi les types homogènes de dimensions des ensembles
homogènes non isolés appartenant à des espaces distanciés séparables, il y en a un
qui est le plus petit. Ce dernier est égal au type homogène de dimensions de
Vensemble C, des nombres rationnels.

52 . TYPE HOMOGÈNE DE DIMENSIONS DE L'ENSEMBLE DES NOMBRES IRRATIONNELS. — Nous
allons maintenant envisager le type homogène de dimensions de l'ensemble
linéaire H i des nombres irrationnels. On a évidemment les inégalités

(46) dCl<dUl<d(î{l)9

puisque rfCi <^Û?H1 <^rf(R,) et les ensembles C^ Ĥ  et (R,v) sont tous réflé-
chis. Nous allons chercher une condition nécessaire et suffisante pour qu'un
ensemble soit homogène et ait le même type homogène de dimensions que H1.
Dans ce but, considérons d'abord l'ensemble linéaire triadique de Cantor.
C'est l'ensemble de tous les nombres de la forme

Désignons-le'par T (*). Test évidemment homogène, même réfléchi. Il est
bien connu que T est parfait discontinu (2). On sait que tout ensemble linéaire

(*) II n'y a aucun rapport entre la catégorie T (dont nous avons parlé dans le
Chapitre I) et l'ensemble triadique T de Cantor.

(9) Rappelons qu'un continu est un ensemble fermé connexe et contenant plus d'un
point. Un ensemble est discontinu, s'il ne contient aucun continu. M. Hausdorff ([3],
p. i52) appelle ensemble pu net if or me (punkthafte Menge) tout ensemble tel qu'aucun de
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parfait discontinu est du même type de dimensions que H, (c/ . M. Fréchet,
[1], p. 40- '1 v*en t donc, d'après le théorème 16,

(47) dT = dUit

Ceci étant, nous sommes en mesure de démontrer le théorème suivant :

THÉORÈME 21. — Pour qxCun ensemble E appartenant à un espace distanciè
quelconque soit homogène et du même type homogène de dimensions que
Vensemble Hi des nombres irrationnels, il faut et il suffit que la condition
suivante soit vérifiée : Pour tout point a de E et tout voisinage \ a de a sur E, il
existe un ensemble P et un voisinage XV n de a sur E tels que

2° P soit parfait compact et discontinu;
3° W a soit homéomorphe à une partie de P.

Démonstration. — i° Supposons que E soit homogène et dE = dH^ Nous
allons prouver que la condition du théorème est vérifiée.

On a d'abord, en vertu de (47)? àE = àT. Soient a € E, t 6 T et Ya un voisi-
nage de a sur E. Tl existe alors un voisinage Vt de t sur T tel que V, soit
homéomorphe à une partie de Vrt. Or, T étant parfait compact discontinu
et réfléchi, V£ contient un ensemble parfait compact et discontinu (1). Alors
Va contient aussi un ensemble P parfait compact et discontinu ( i).

D'autre part, il existe un voisinage W a de a sur E tel que Wa soit homéo-
morphe à une partie de "V,. Par suite, Wfl est homéomorphe à une partie
de T. Mais T et P sont homéomorphes, car deux ensembles parfaits compacts
discontinus et appartenant à deux espaces distanciés sont toujours homéo-
morphes (2). Donc Wa est homéomorphe à une partie de P.

2° Inversement, supposons que E vérifie la condition du théorème, nous
allons prouver que E est homogène et dE = dH1.

ses sous ensembles contenant plus d'un point ne soit connexe. 11 est facile de voir que,
pour tout ensemble fermé d'un espace distanciè, la propriété d'être discontinu coïncide
avec celle d'être punctiforme. Les ensembles punctiformes au sens de M. Hausdorflf sont,
aussi appelés ensembles dispersés par Urysohn ([4], p. 7^).

(4) Car un ensemble homéomorphe à un ensemble parfait compact et discontinu est
encore un tel ensemble.

(2) On trouvera dans M. HAUSDORFF ([3], p. 197), la démonstration du théorème
suivant : deux ensembles parfaits compacts punctiformes et appartenant à deux espaces
distanciés sont homéomorphes. Comme il n'y a aucune distinction entre un ensemble
fermé punctiforme (d'un espace distanciè) et un ensemble fermé discontinu, deux
ensembles parfaits compacts discontinus et appartenant à deux espaces distanciés sont
homéomorphes.
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Soient a, t deux points arbitraires de E et de T respectivement. Il suffit de
montrer qu'on a daE = dtT.

Étant donné un voisinage Ya quelconque de a sur E, Vrt contient un ensemble
parfait compact et discontinu. Or, cet ensemble parfait compact et discontinu
est homéomorphe à T, on a alors dVa>dT. Il en résulte dnE>d(T.

Réciproquement, étant donné un voisinage Yt de t sur T, \ t contient un
ensemble P, parfait compact et discontinu (car T est un tel ensemble et
réfléchi). D'après notre condition, il existe un voisinage W a de a sur E tel que
Wrt soit hornéomorphe à une partie d'un ensemble P parfait compact et
discontinu. Or, P et P1 sont homéomorphes, Wrt est alors homéomorplie à une
partie de P< et, par suite, homéomorphe à une partie de V£. Donc, daE<dtT.
En résumé, on a daE = rf,T. E est donc homogène et dE = dT = dHl.

c. Q. F. D.

Si E est un ensemble, homogène ou non, tel que daE<dh\lA pour tout
point a de E et tout point A deH i5on a aussidaE<dtT, quels que soient a € E
et t € T. Pour un point a quelconque d'un tel ensemble E, il existe un voisi-
nage Wrt de a sur E tel que Wrt soit homéomorphe à une partie de T. W a est
évidemment aussi homéomorphe à une partie de n'importe quel ensemble
parfait compact et discontinu. Ainsi, le théorème 21 peut s'énoncer sous la
forme suivante :

THÉORÈME 21 bis. — Pour qiCun ensemble E appartenant à un espace distanciê
soit homogène et du même type homogène de dimensions que Vensemble HA des
nombres irrationnels, il faut et il suffit que les deux conditions suivantes soient
réalisées simultanément :

i° Pour tout point a de E et tout voisinage Ya de a sur E, \ a contient un
ensemble parfait compact et discontinu.

2° Quels que soient un point a de E et un point h detln on a l'inégalité entre
les types locaux de dimensions daE<dh\li.

Il y a lieu de remarquer que dans la dernière condition, nous n'imposons
pas l'homogénéité de E.

On déduit facilement du théorème 21 bis le corrollaire suivant :

COROLLAIRE 4. — Pour qu'un ensemble E homogène {appartenant à un espace
distanciê) tel que ^E<^H i soit du même type homogène de dimensions que H4, il
faut et il suffit que, pour tout point a de E et tout voisinage Yn de a sur E,
Vrt contienne un ensemble parfait compact ( ' ) .

Les conditions dans les théorèmes 21, 21 bis peuvent paraître complexes.

(4) Ici, on n'a pas besoin d'imposer que cet ensemble parfait compact soit discontinu.
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Cependant, il en résultera une condition simple quand on se borne aux
ensembles linéaires [c'est-à-dire les ensembles de l'espace cartésien linéaire

THÉORÈME 22. — Pour qu'un ensemble linéaire E soit homogène et du même
type homogène de dimensions que H1? il faut et il suffit que les deux conditions
suivantes soient vérifiées simultanément :

iü E est discontinu.
2° Pour tout point a de E et tout voisinage \ n de a sur E, il existe un ensemble

parfait contenu dans Ya.

Démonstration. — La condition 2° est nécessaire, d'après le théorème 21.
La condition i° est aussi nécessaire. En effet, si E n'était pas discontinu,
E contiendrait un intervalle de la droite (R,) et par suite dE = d(Ri). On
aurait alors ^E = ^(R1)^>^H,.

Reste à démontrer que l'ensemble des conditions i°, 2° est suffisant. D'abord
il est facile de voir qu'un ensemble linéaire E satisfaisant aux conditions i°,
2° du présent théorème vérifie aussi la condition i° du théorème 21 bis. Puis,
pour un ensemble linéaire discontinu E, on a toujours dE<dH< (voir
M. Fréchet, [1], p. 4o).f Gomme H, est réfléchi, on a dnE<dhHn quels que
soient ö g E et heU^ C'est-à-dire E vérifie la condition 2° du théorème 21 bis.
En résumé, tout ensemble linéaire E satisfaisant aux conditions i°, 2° du
présent théorème vérifie aussi les conditions i°, 2° du théorème 21 bis, et, par
suite, est homogène et du même type homogène de dimensions que H^ Ainsi,
l'ensemble des conditions i°, 2° du présent théorème est suffisant.

c. o. F. D.

Le théorème suivant généralise l'égalité dT = ^H, :

THÉORÈME 23. — Dans un espace distancié et localement compact ( ' ) , tout
ensemble E parfait discontinu est homogène et dE = dWA.

Démonstration. — Soient û g E e t Vfl un voisinage de a sur E. Il existe un
voisinage Un de a sur E tel que UrtcVfl et l)a soit compact. On peut supposer
que Ua est l'ensemble de tous les points de E qui sont intérieurs à une
sphère S£ de centre a et de rayon e. Prenons un nombre r\ tel que £ ̂ > YJ ̂ > o.
Désignons par Q l'ensemble de tous les points de E qui sont intérieurs à la
sphère Ŝ  de centre a et de rayon Y). Q est ouvert dans E. Comme E est dense
en soi, Q est aussi dense en soi. Donc, la fermeture P = Q de Q est un
ensemble parfait.

(1) Un espace est localement CQmpact^ si tout point est intérieur à au moins un ensemble
compact et fermé.

THÈSE KY FAN. 1
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E étant fermé, on a P = Q C E. Tout point de P est nécessairement intérieur
à Syj ou sur la frontière de cette sphère. Donc, on a PcU«cV f l . De plus, P est
compact (car Ua est compact) et discontinu (car E est discontinu). Le voisi-
nage Ya de a sur E contient donc un ensemble P parfait compact et discon-
tinu. D'autre part, P D Q et Q est un voisinage de a sur E. La condition du
théorème 21 est donc bien vérifiée. E est alors homogène et ^E = ^H,.

c. Q. i . D.

THÉORÈME 24. — Si E est un ensemble homogène appartenant à un espace
distancié quelconque tel que dE<^d(R,), àE et <?H, sont comparables et Von a
^E<^H,. En d'autres termes, le type homogène de dimensions de H< est le plus
grand de ceux qui sont plus petits que le type homogène de dimensions de la
droite (Ri).

Démonstration. — Soient ö g E , AeH 1 et V/t un voisinage de A sur H,.
Il faut chercher un voisinage V,, de a sur E tel que Va soit homéomorphe à
une partie de V/t.

En vertu de <?E <^ <?(R,)? il existe un voisinage Ya de a sur E tel que Va soit
homéomorphe à un ensemble linéaire L. On a dVa=dL<d(Ri).

Si dL = r/(R,), on aurait dYa=d(Ri), dE>rf(R,), et par conséquent,
<?E><?(R,), ce qui est absurde. Donc : dlj^dÇR^). Alors, on a nécessairement
dL<dHA (voir M. Fréchet, [1], p. 4o), et dNa<dYi,. Or, H< est réfléchi,
dHi = dVh. Il en résulte que dVn<dVhet dE<âH,. c. Q. F. D.

Finalement il est intéressant d'observer que l'ensemble des nombres transcen-
dants réels sur la droite (Ri ) est homogène et du même type homogène de
dimensions que H, . D'ailleurs cet ensemble est homéomorphe à H,. En effet,
l'ensemble C< des nombres rationnels et l'ensemble des nombres algébriques
réels sont dénombrables et chacun dense sur toute la droite (Ri). On sait
que, pour deux ensembles linéaires dénombrables chacun dense sur toute la
droite, il existe une homéomorphie de (Ri) en lui-même tout entier et trans-
formant le premier ensemble dans le second ( i ) . Il en résulte donc que
l'ensemble des nombres transcendants réels est homéomorphe à H,.

53. COMPOSITION D'ESPACES ET COMPOSITION D'ENSEMBLES. — Nous avons utilisé
l'opération de composition d'espaces distanciés vectoriels (ou distanciés
affines) pour définir la différentielle totale (§ 19). C'est une méthode de M.
Fréchet qu'il avait employée pour définir la différentielle totale à son sens. Le
même auteur ([12], p. i46 ou [1], p. 107), s'est servi de la composition
d'espaces distanciés pour définir l'addition du type de dimensions. Pour
introduire l'addition du type homogène de dimensions, nous suivrons la même
marche que M. Fréchet.

(]) Cf. M. FRÉCHET, [1], p. 4o.



Soit <êM 62 , . . . , &n7 . . . une suite finie ou dénombrable infinie d'espaces
distanciés. Construisons un nouvel espace désigné par [&<, ê 3 , . . ., <§„, . . . ] ,
dont les points sont toutes les suites de points

. . ., xn, . . .

o\ixn est un point de £„(71 = 1,2, . . . ) . La définition de convergence est
donnée comme il suit : pour qu'une suite de points

= 1, a,

tende vers un point
X =

il faut et il suffit que, pour chaque valeur de ny

lim x[™] = xn dans l'espace 6H.

L'espace [£ | ,& 9 , . . . , £ „ , . . . ] ainsi défini s'appelle espace composé des
espaces <ê,, ê 3 , . . . , â>nj . . •

L'espace (EM) de M. Fréchet est un espace composé :

En employant un raisonnement analogue à celui que M. Fréchet a utilisé
pour l'espace (Ew) (*), on peut prouver la proposition suivante :

i° Vespace [ ê , , <ê2, . . ., <§„, . . . ] composé à partir des espaces distanciés &s,
£ 2 , . . . , £ „ , . . . est lui-même un espace distancié.

En effet, on peut définir la distance de deux points

X = (xl, x,, œn, . .. ) et \ = 0 ' i , j«>, . . ., y n , • • . )

par
(

où (J?„, j „ ) désigne la distance de xn et de yn dans l'espace â>n. Dans le cas
particulier où l'espace est composé à partir d'un nombre fini n d'espaces, on
peut aussi prendre une autre expression pour la distance, à savoir :

( X , Y) = ( a ? „ i y 1 ) - h ( j ? „ v , ) + . . . + (d?/i,,yi,).

Soient <§,, &^ . . ., &,n . . . une suite (finie ou infinie) d'espaces distanciés
et E4, E2, . . . , EH, . . . une suite d'ensembles tels que E t c^ , . On définira
l'ensemble composé [E, , E,, . . . , E / t , . . . ] comme l'ensemble de l'espace

( l ) Cf. M. FRÉCHKT, [ 6 ] , p. 39-41.
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}, fi2, • • • > &m . . . ] formé par tous les points (xu # 3 , . . . , a?„, . . . ) avec

Rappelons ici quelques propriétés simples dont nous ferons usage plus loin :

2° Soient &n et 3>n(n = i, 2, . . . ) deux suites d'espaces distanciés homéo-

morphes respectivement. Alors, les espaces composés [fi<, fi2, - • • ? fi#i9 • . . ] £i
f 9r

1, ^ 2 , . . . , &,n . . . ] sont aussi homéomorphes ( ' ).

3° Soit â>n(n = i, 2, . . . ) une suite finie ou infinie d'espaces distanciés

réfléchis. Alors Vespace composé [&Ay <ê2, . . . , <S„, . . . ] est aussi réfléchi.

4° Soit V x j/71 voisinage d'un point X = (a?,, # 2 , . . . , a?,,, . . . ) tffe Vespace
composé \&A, ê 2 , . . -, ê/19 . . . ] . Alors il existe une suite de voisinages \Xn de xn

dans &n tels que
[ v r i , v X f , . . . , v ^ , .

Remarquons que les propositions i°-4° sont valides, que l'espace
[*n ^2, - • • ? ̂ j • • •] soit composé à partir d'un nombre fini ou dénombrable
infini d'espaces &n.

5° Soient ê 1 ? ê 2 ) . . . ,<§„ wn nombre fini d'espaces distanciés. Soient xk

un point de &k(k = 1, 2, . . . , n) et Vr^ w/i voisinage de xk dans Vespace &k. Il
existe alors un voisinage \ x du point X = (xA, a ? a , . . . , #„) rffl/w Vespace composé

VxC[Vtl,VJt,...,Vt.].

THÉORÈME 25. — Soient &i9 &2J ..., &n n espaces distanciés homogènes. Alors
Vespace composé \&A, <ê2, . . . , fin] wr aussi homogène.

Démonstration. — Soient X = (œi9 x^ . . . , xn) et Y = (yA7 y2y..., y„) deux
points de l'espace composé [<êi5 fi2, . . . , &n\ et VY un voisinage de Y dans cet
espace composé. D'après 4% il existe des voisinages V n de yk dans l'espace
&k(k = 1,2, . . ., n) tels que

[V, f lVy i , . . . ,Vy .]cVT .

Les espaces &k sont homogènes, il existe des voisinages YXk de xk dans &k tels
que Vrjl soit homéomorphe à une partie de V u . D'après 20, [V^, V^, . . . , VXJ
est homéomorphe à une partie de [VJt, VV i , . . . , V, J et, par suite, homéomorphe
à une partie de VY. D'autre part, d'après 5°, il existe un voisinage Vx de X
dans l'espace composé f fio fia, . . ., â>n] tel que

Ainsi Vx est homéomorphe à une partie de VY. L'espace composé est donc
homogène. c. Q. F. D.

(') Les propositions 2°-4° sont dues à M. KIMGLI, [1], p. 3o-32.
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Gomme tout ensemble de points d'un espace distancié peut lui-même être
considéré comme un espace distancié, toutes les propriétés précédentes pour
la composition d'espaces distanciés resteront évidemment vraies pour la com-
position d'ensembles appartenant à des espaces distanciés.

34. ADDITION DES TYPES HOMOGÈNES DE DIMENSIONS. — Si E,, E2, . . . , En sont n
ensembles homogènes chacun appartenant à un espace distancié, l'ensemble
composé [E,,Ey, . . . ,E„] est aussi homogène. Donc le type homogène de
dimensions de cet ensemble composé est bien défini. Nous appellerons somme
des types homogènes de dimensions dE^ àE2j . . . , dEn le t y p e h o m o g è n e de
dimensions de [E,, Ea, . . . , E/t] et nous écrirons

E«+... + àEn=d[Ely E,, ..., EB].

Pour que cette définition soit légitime, il nous faut démontrer la proposition
suivante :

i° SidEk=dFk(k = i, 2 , ...,n),ona

En effet, cette propriété peut être facilement démontrée en appliquant 2°, 4°,
5° du paragraphe 35.

On peut aussi aisément établir les propositions suivantes :
2° Soitvi9 v 2 , . . . , v„ une certaine permutation de n premiers entiers i , 2 , ..., n.

On a

3° Si Von a dElx>d¥k{k = i , 2, . . . , n), on a

dEi-f- <?E2 + . . .4- dEnïdFi-ï- dF2n-. . .4- dFn.

4° Quels que soient les ensembles homogènes E, F, on a

5° Pour tout ensemble isolé J et tout ensemble homogène E, on a àE + dJ = dE.
Inversement, si un ensemble homogène F satisfait à la relation dE-\-d¥ = dEpour
n'importe quel ensemble homogène E, F est nécessairement isolé.

Ainsi il est naturel de dire que le type homogène de dimensions d'un ensemble
isolé J est zéro et nous écrirons
(48) di = o.

Mais cela ne peut nous conduire à considérer le type de dimensions dJ d'un
ensemble isolé J comme zéro. Deux ensembles isolés ne sont pas nécessairement
du même type de dimensions. D'ailleurs, on peut donner un ensemble isolé K tel
que, pour tout ensemble séparable non isolé E, les types de dimensions dlL etdE
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soient incomparables. Considérons par exemple l'ensemble suivant qui a été
considéré par M. Fréchet ([7J, p. i3). Faisons correspondre à chaque fraction
décimale

le point X de l'espace (Dw) qui a pour coordonnées :

Tous ces points X forment un ensemble K isolé ayant la puissance du continu.
K est un ensemble non séparable, car tout ensemble isolé séparable est au plus
dénombrable. Donc, pour tout ensemble séparable non isolé E, les types de
dimensions rfK et dE sont incomparables.

6° Étant donné un ensemble homogène E, il existe toujours un ensemble homo-
gène non séparable F tel que àE = dF.

En effet, nous n'avons qu'à prendre F = [E, K].
Si l'ensemble E dans 6° est séparable, on a évidemment dE<^dF. Donc :

7° Étant donné un ensemble homogène séparable E, il existe toujours un
ensemble homogène F tel que dE = dF et Û/E <̂  dF.

Citons finalement, à titre d'exemples, les formules suivantes :

(49)
(5o) -

où Cn désigne l'ensemble des points de (Rn) dont les coordonnées sont toutes
rationnelles et H„ désigne l'ensemble des points de (R*) dont les coordonnées
sont toutes irrationnelles ('). L'égalité (49) justifie une fois de plus la notation
d(Rn) = n. D'après 3°, 4 °e t (5 i ) , on a

dU, — dH, 4- dH, > dVL, -+- âCA > dHly

d'où

On voit donc que Vensemble des inégalités dE1>^Fi et <?E2>dF3 peut ne pas
entraîner Vinégalité dE, + ^Ea > dF, + dF2.

35 . RETO'UR AU TYPE HOMOGÈNE DE DIMENSIONS DE L'ENSEMBLE DÉS NOMBRES IRRA-

TIONNELS. — Pour l'addition du type homogène de dimensions, nous n'avons
utilisé que la composition d'un nombre fini d'ensembles. Nous allons appliquer
la composition d'une infinité dénombrable d'ensembles pour étudier quelques
ensembles homogènes ayant le même type homogène de dimensions que H |B

(*) On sait que l'ensemble Cn est homéomorphe à Ct. De même, les ensembles Hw et Ht

sont homéomorphes. Voir M. FRÉCHET [1], p. 60.
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Nous avons vu (§ 31) que tout ensemble homogène appartenant à un espace
distancié séparable et ayant le même type homogène de dimensions que C1 est
homéomorphe à C1. Considérons maintenant le type homogène de dimen-
sions ^H1. Nous avons l'ensemble triadique T de Cantor qui est du même type
homogène de dimensions que H,. Il est facile de voir que T et Hi ne sont pas
homéomorphes, car le premier ensemble est compact en soi, tandis que le
second ne Test pas. Il existe donc au moins deux ensembles homogènes
linéaires qui sont non homéomorphes et qui ont le même type homogène de
dimensions que H1.

Soit C0) l'ensemble de ceux des points de l'espace (E(l)) dont les coordonnées
sont toutes rationnelles. Cw peut être considéré comme un ensemble composé

Alors, d'après 3° du paragraphe 35, l'ensemble Cw est réfléchi, puisque C, est
réfléchi. On sait que ^/Cw=rfH, ('), alors 00^ = 011^

II serait intéressant de savoir si l'ensemble Cw est homéomorphe à H<. Nous
ne savons pas répondre à cette question. Cependant, nous montrerons que C0)

estime image biunivoqueet continue de H^ Pour ce faire, nous allons d'abord
construire un espace homéomorphe à C(0 tel que les points de cet espace soient
les suites infinies d'entiers positifs.

Commençons par un espace donné par M. L. Vietoris ([1], p. 174) '
Soit (N<) l'ensemble des entiers positifs (2). Tout point x de (NA) possède
une suite de voisinages V!^ (#2 = 1, 2, 3, . . . ) . V£° est l'ensemble des entiers
positifs y tels que y==x (modm). M. H. Tietze [3] a démontré que (Nj) est un
espace distancié. En désignant par (y(w))! le plus grand diviseur de n contenu
dans la suite des nombres

il a défini la distance de deux points #, y par l'expression

On voit facilement que (N4) est dense en soi. Il s'ensuit que (N<) et C4 sont
homéomorphes, car deux ensembles dénombrables, chacun dense en soi et
appartenant à deux espaces distanciés sont homéomorphes.

Considérons maintenant l'espace (Nfl)), où chaque point est défini par une

(/) M. FRÉCHET, [1], p. io3.

(9) M. Vietoris a considéré l'ensemble de tous les entiers o, dzi, ± 2, ± 3, Nous avons
modifié cet ensemble en considérant seulement les entiers positifs, parce que c'est plus
commode en envisageant des relations entre l'espace (Nw) (défini plus loin) et l'espace (B)
de Baire.
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suite infinie d'entiers positifs et où la distance de deux points X = (a?,, a?2, . . . ,
scn, ...) et Y = (yA, y.2, . . . , y,n ...) est définie par

On voit que (Nw) est l'espace composé

Gomme (N,) et'C, sont homéomorphes, (Nw) et Cw sont aussi homéomorphes
(d'après 20 du § 33). Ainsi nous arrivons au théorème suivant :

THÉORÈME 26. — Soit (Na)) Vespace où chaque point est défini par une suite
infinie d'entiers positifs et où la distance de deux points X = (a;i, x2, ..., xn, ...)
et Y = (y,, j 3 , . . . , j / t , . . . ) est définie par

L'espace (Nw) ^J/ homéomorphe à V ensemble Cw rfe cewa? des points de l'espace (Ew)
do/if toutes les coordonnées sont rationnelles ( ' ).

Il en résulte que l'espace (Nw) est réfléchi et
Ceci étant, nous pouvons prouver le théorème suivant :

THLORÈME 27. — Vensemble Cw est une image biunivoque et continue de
Vensemble H,.

Démonstration. — II suffit de prouver que l'espace (Nw) est une image biuni-
voque et continue de l'espace (B) de Baire ( 2 ) , car il est bien connu que
l'espace (B) de Baire est homéomorphe à H1.

(*) Dans l'espace (Nw), on peut aussi prendre une autre expression un peu plus simple
pour la distance (fournissant cependant une définition équivalente de la convergence), à
savoir :

(2) Chaque point de l'espace (B) de Baire est défini par une suite infinie d'entiers
positifs. La distance de deux points E = (œu œ2i . . . , xn) ... ) et n = (yi} y», . . . , y'n, . . . )
est définie par

i

m

où m est l'entier positif déterminé par les conditions suivantes :

&m 9^ y m, &k = Jk pour tout k < m.



Faisons correspondre à chaque point £ = (#<, a?2, . . ., a?n, . . . ) de (B) le
point de (Nw) X = (a?,,a?2, . . . , a?#l, . . .) avec les mêmes coordonnées. Étant
donné un nombre positif E, on peut déterminer un entier M assez grand tel que

Prenons p = g B Pour un point r\ = (yuy>29 . . . , y r n . . . ) de (B) tel que

p = —, on a nécessairement

Alors la distance entre les points

X = ( œ u œ % } . . . } x n , . . . ) e t Y =

de(Na))est

(X,Y)= 2 ^

V 1 J

- 2d ï! I/l = M-4-l

Ainsi (Nw) est une image biunivoque et continue de (B). Et par suite,
l'ensemble Cw est une image biunivoque et continue de H,. c. Q. F. D.

36. CONCLUSION. — Nous avons montré, dans ce qui précède, qu'on peut
étendre tout ce qu'il y a d'essentiel dans la théorie du type de dimensions, à
la théorie du type homogène de dimensions. Dans le cours de ce Chapitre,
nous nous sommes borné aux ensembles appartenant à des espaces distanciés.
Cependant, la définition du type homogène de dimensions peut aussi bien
s'appliquer aux ensembles appartenant à des espaces (*>) de M. Fréchet

Naturellement le type homogène de dimensions n'est défini que pour les
ensembles homogènes. Mais, parmi les ensembles les plus importants qui se
sont présentés d'eux-mêmes dans la Topologie ou dans l'Analyse, la plupart
sont homogènes. Comme exemples d'espaces homogènes, on peut citer, en
outre des espaces distanciés affines, les groupes topologiques. On sait que tout
groupe topologique, étant un espace (v) particulier, est topologiquement
homogène. Il s'ensuit, à plus forte raison, que tout groupe topologique est
dimensionnellement homogène. Il serait intéressant d'étudier la classifi-
cation des groupes topologiques au moyen de leurs types homogènes de
dimensions.

THhSE KY FAN.
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CHAPITRE IV.

NOTION DE LIGNE.

37. L'OBJET DU PRÉSENT CHAPITRE. — Dans l'Analyse générale, comme dans
l'Analyse classique, la notion de ligne est d'une importance non moins fonda-
mentale que celle de dimension. D'ailleurs, ces deux notions sont intimement
liées. A partir des importants travaux de C. Jordan, L. Zoretti [ i] ,
N. J. Lennes [1] et S. Janiszewski [1], de nombreux travaux ont été consacrés
à l'étude de la notion de ligne. Ces travaux ont non seulement énormément
élucidé la notion de ligne, mais ont encore contribué dans une large mesure
au développement général de la Théorie des ensembles. Dans ces nombreux
Mémoires sur la notion de ligne, les divers auteurs supposent souvent qu'on a
affaire soit à un espace cartésien, soit à un espace distancié. Le besoin incon-
testable de fixer la notion de ligne dans des espaces plus généraux se fait sentir
immédiatement. Nous sommes ainsi amenés à étudier cette notion dans une
certaine catégorie d'espaces que nous définirons plus loin sous le nom d'espaces
de F. Riesz. La catégorie des espaces de F. Riesz comprend comme cas
particuliers les espaces (J£) de M. Fréchet ( i ) ainsi que les espaces accessibles
de M. Fréchet (°) et par suite les espaces de M. Hausdorff(n). L'intérêt de nos
résultats consiste non seulement dans la généralité des espaces considérés, mais
aussi dans ce fait que nos principaux résultats même dans le cas très parti-
culier des espaces distanciés sont encore nouveaux.

38. LES ESPACES DE F. RIESZ. — Un ensemble & d'éléments quelconques,
appelés points, étant donné, faisons correspondre à tout sous-ensemble E
de & un sous-ensemble E de & par une loi déterminée. L'ensemble E s'appelle
fermeture de E. Un pointa est dit point d*accumulation d'un ensemble E, si l'on
a f l g E — (a) . L'ensemble & sera dit espace de F. Riesz, s'il est formé de plus
d'un point et si la loi de correspondance de E à E satisfait aux deux conditions
suivantes dues à M. F. Riesz ([1], p. 19) :

i° E et F étant deux ensembles quelconques compris dans <§, on a toujours

(52)

20 La fermeture d'un ensemble (a) formé d^un seul point a est Vensemble {a)

(*) Cf. M. FRÉCHET, [1 ] , p . i63.

(2) Cf. M. FRÉCHET, [1] , p . i85.

(») Cf. M. FRÉCHET, [1] , p . 20/i; M. HAUSDORFF, [2 ] , p . 2 i3 .
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lui-même :

(53) ï î ) = (a)(').

Si Ton prend, au lieu de l'opération de fermeture, l'opération de dérivation
comme la notion primitive, on peut définir les espaces de F. Riesz comme il
suit : Un espace de F. Riesz est un ensemble & contenant au moins deux
points, où Ton a défini une opération faisant correspondre à chaque sous-
ensemble E de & un sous-ensemble E' de <S, appelé ensemble dérivé de E, telle
que les deux conditions suivantes soient vérifiées :

i° E et F étant deux ensembles quelconques compris dans <ê, on a toujours

(5a bis) (E + F)'=E'+F.

2° Un ensemble (a) formé dJun seul point a a pour dérivé V ensemble vide :

(53 bis) (a)'=o.

Tout espace de F. Riesz est un espace (v) de M. Fréchet ( [ i ] , p. 172).
Gomme M. Fréchet ([ 15], p. i44) a montré qu'on peut traduire les conditions
(52 bis), (53 bis) imposées à l'opération de dérivation sous forme de conditions
imposées au choix de familles de voisinages, on peut dire qu'un espace de
F. Riesz est un espace (v) où les familles de voisinages satisfont aux deux
conditions suivantes :

i° Pour tout point a, quels que soient les voisinages Ya et W a de a, il existe au
moins un voisinage de a qui appartient entièrement à la fois à Ya et Wrt.

20 Pour tout point a, les voisinages de a, envisagés simultanément, n'ont en
commun que le seul point a.

Il est facile de voir que tout espace (£) de M. Fréchet est un espace de
F. Riesz. Mais la réciproque n'est pas vraie. Il suffit de rappeler l'espace
suivant donné par M. F. Riesz ( [1 ] , p. 19) : L'espace est formé des points
d'une droite, mais où un point a ne serait considéré comme point d'accumu-
lation d'un ensemble E, que si tout intervalle de milieu a contenait une
infinité non dénombrable de points de E. C'est un espace de F. Riesz sans
être un espace ( C). Donc, la catégorie des espaces de F. Riesz est effectivement
plus générale que celle des espaces (i?).

D'autre part, tout espace accessible de M. Fréchet est un espace de
F. Riesz. En effet, un espace accessible n'est autre qu'un espace de F. Riesz
vérifiant la condition supplémentaire suivante :

(1)* D'après i° et IA°, on peut démontrer let> formules E(^E et O = 0 . (Pour déduire
cette dernière formule, on utilise l'hypothèse que & ne se réduit pas à un seul point.)



3° Quel que soit E, on a

(54) E = E,

en désignant par E la fermeture de E.

Mais un espace de F. Riesz n'est pas nécessairement un espace accessible.
M. Fréchet ([1], p. 162) a appelé espace (Q) l'espace dont chaque point est
une fonction numérique f(x) d'une variable numérique x (variable dans
l'intervalle o<x<\) et où une suite de po in t s / i 5 / 2 , . . . , ƒ* , . . . est considérée
comme convergeant vers un point ƒ, si fn(&) converge vers f(x) en chaque
point x considéré individuellement sur o<x<\. Et il a indiqué que (Q) est un
espace (i?) sans vérifier (54). Cet espace (Q) fournit donc un exemple simple
et non artificiel d'un espace de F. Riesz qui n'est pas un espace accessible.
Donc, la catégorie des espaces de F. Riesz est aussi effectivement plus large que
celle des espaces accessibles.

39. L'ARC SIMPLE. — Un ensemble de points d'un espace (y) quelconque
sera appelé arc simple, s'il est homéomorphe à un segment fermé de la
droite (Rj). Cette définition est exactement celle qu'on a adoptée habituel-
lement dans le cas des espaces distanciés. H y a toutefois des différences
essentielles entre le cas des espaces distanciés et le cas infiniment plus général
des espaces (c). On sait que tout arc simple dans un espace distancié est un
continu, c'est-à-dire un ensemble connexe fermé et contenant plus d'un point.
Mais un arc simple dans un espace (r̂ ) {même dans un espace accessible} peut ne
pas être un ensemble fermé, ce qui résultera de l'exemple suivant : Considérons,
avec M. P. Alexandroff ( ' ) , l'espace dont les points sont ceux d'une droite
indéfinie avec les voisinages habituels et en outre un point a pris hors de la
droite. On prend comme voisinage de ce point a tout ensemble obtenu en
supprimant de l'espace total un nombre fini de points de la droite. On voit
facilement que c'est un espace accessible (et par suite aussi un espace de
F. RieszV Dans cet espace, l'ensemble formé par les points d'un segment
fermé de la droite est un arc simple, sans être un ensemble fermé.

Une autre différence essentielle consiste dans le fait suivant : Dans un espace
distancié, une image biunivoque et continue d'un segment fermé de la
droite (Ri) est toujours un arc simple. Mais, dans un espace accessible, une
image biunivoque et continue d^un segment fermé de (R, ) peut ne pas être un arc
simple. Considérons encore l'espace de M. Alexandroff dont nous venons de
parler. Soit A l'ensemble de cet espace formé par le point a (qui est pris hors
de la droite) et les points t de la droite tels que o <̂  t< 1. Faisons correspondre
à chaque point t de (R<) tel que o < t< 1 le point t de A et au point t = o de (R<)

(*) Cf. M. FRÉCHET, [1J, p. 245.
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le point a de A. A est alors une image biunivoque et continue du segment
fermé S = [0, 1] de (Rj), mais cette correspondance n'est pas bicontinue.
D'ailleurs il est facile de voir que l'ensemble A n'est pas homéomorphe à S.

Revenons maintenant à la définition des arcs simples. La définition précé-
dente n'est pas géométrique, car elle affirme l'existence d'une certaine
homéomorphie. D'autre part, la définition fait intervenir le segment fermé de
la droite, de sorte qu'on utilise les rapports entre les points de l'ensemble en
question et ceux d'un ensemble fixe pris comme un modèle. Ainsi, à partir
de Janiszewski, on est amené à poser le problème de chercher une définition
purement géométrique des arcs simples. Autrement dit, il s'agit de caractériser
les arcs simples par leurs propriétés qui sont à la fois géométriques et topo-
logiques.

Dans la Thèse de Janiszewski [1], sa caractérisation topologique des arcs
simples repose sur la notion importante due à Zoretti de continu irréductible
entre deux points. Cette caractérisation ne peut pas s'étendre au cas des espaces
de F. Riesz (ni même au cas des espaces accessibles), puisqu'un arc simple
dans un espace de F. Riesz (ou dans un espace accessible) n'est pas nécessai-
rement un continu.

Une autre caractérisation est la suivante : pour qu'un ensemble d'un
espace distancié soit un arc simple, il faut et il suffit qu'il soit compact, fermé
et connexe irréductible entre deux points (1). Cette caractérisation est plus
propre à la généralisation. Nous montrerons qu'il est possible d'obtenir une
caractérisation topologique et purement géométrique, pour les arcs simples
appartenant à des espaces de F. Riesz, basée sur les notions d'ensemble
connexe irréductible entre deux points et d'ensemble localement connexe,
sans f aire intervenir la considération de compacité.

Nous adoptons dans un espace (v) quelconque les définitions suivantes :

Un ensemble E est dit connexe irréductible entre deux points a0, ai9 s'il est
connexe, contient a0, aK et tel que tout vrai sous-ensemble de E contenant a0, aA

cesse d'être connexe.
Un ensemble E est dit localement connexe en un de ses points, soit a, si pour

tout voisinage V„ de «, il existe un ensemble G connexe et ouvert dans E tel
que a 6 G C V,,.E. Un ensemble est dit localement connexe, s'il est localement
connexe en chacun de ses points.

On démontre facilement le lemme suivant :

LEMME 3. — Soient êM &, deux espaces (t>) et f une homéomorphie trans-
formant un ensemble E de &x en un ensemble F de &2 : F = / ( E ) . Alors :

(*) Ces conditions soni dues à M. N. J. LENNES, [ 1 ] , p. 3o8. Voir aussi M. HAUSDORFF,
[ 3 | , p. 219 223.
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i° Si E est connexe irréductible entre deux points a0, af, F est aussi connexe
irréductible entre deux points bo = f(ao), b< = f(a<).

2° Si E est localement connexe en un point a € E, F est aussi localement
connexe en b=f(a).

Comme un segment fermé de la droite (R<) est un ensemble connexe
irréductible entre deux points et localement connexe, il s'ensuit que tout arc
simple dans un espace (V) quelconque est un ensemble connexe irréductible entre
deux points et localement connexe. D'autre part, il est facile de voir que tout
arc simple A dans un espace (v) est un ensemble séparable, c'est-à-dire qu'il
existe un ensemble dénombrable infini D tel que D C A C Î). Nous verrons plus
loin que ces trois propriétés des arcs simples suffisent à les caractériser parmi les
ensembles appartenant à des espaces de F. Riesz.

40. UNE DÉCOMPOSITION D'UN ENSEMBLE CONNEXE IRRÉDUCTIBLE ENTRE DEUX POINTS.

— Énonçons d'abord le lemme suivant qui est bien connu dans le cas des espaces
distanciés (*) :

LEMME 4. — Dans un espace de F. Riesz, soient E, F deux ensembles non
disjoints et fermés dans leur somme S = E + F. Si leur somme S et leur pro-
duit P = EF sont connexes, E et F sont aussi connexes.

Démonstration. — Si E n'était pas connexe, on aurait

E = E!-i-E9, Ei.

On a alors
P — Et.F-f-E>.F, E1

Mais, P est connexe, il en résulte qu'au moins une des égalités E4F = o,
E3F = o a lieu. Soit E9F = o. Considérons maintenant la décomposition

(55) S = ( E 1 H - F ) + EO.

En appliquant (52), compte tenu que E et F sont fermés dans S(E = ES,
F = FS),ona

et par conséquent

(56)

D'autre part

(') Cf. M. HAUSDORFF, [3], p. I 5 I .
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et par suite

(57) (E1-t-F).EoT=zF.Ëo==F.E2=o.

Or, S est connexe. D'après (55), (56), (57) et E< + F ^ o , on en conclut
que Eo = o. Ceci est une contradiction. Donc, E est connexe.

c. Q . F. D.

Les théorèmes 28, 29 que nous allons exposer dans ce paragraphe et dans
le suivant, sont bien connus dans le cas des espaces distanciés (1).

THÉORÈME 28. — Soit A un ensemble connexe irréductible entre deux points a0,
a{ et appartenant à un espace de F. Riesz. Pour tout point b de A tel
que a^by^a^ A peut être décomposé en deux ensembles fermés dans A,
connexes, Vun contenant a0, Vautre aA et n'ayant en commun que le seul point b.

Démonstration. — Soit b un point de A tel que a ^ b ^ aK. L'ensemble
A — (6) est un vrai sous-ensemble de A et contient a0, ax. \\ est donc non
connexe. On a alors une décomposition

A - ( 6 ) = P + Q, P.Q-+ P.Q = o,

En appliquant (52) et (53), on a

— P.A + (ft) = P.(P + Q + ( * ) ) + (*) = P-H (6).

C'est-à-dire, l'ensemble P + (6) est fermé dans A. De même, on peut prouver
que Q + (b) est fermé dans A.

La somme et le produit des ensembles P + (è ) , Q + (6) sont respecti-
vement A et ( è ) , qui sont tous les deux connexes. D'après le lemme 4, il en
résulte que P + (b) et Q + (b) sont aussi connexes.

Les ensembles P + (6) et Q + (ô) sont des vrais sous-ensembles connexes
de A. Aucun de ces deux ensembles ne peut contenir à la fois Ö0, aA. Donc,
l'un d'eux contient a0, l'autre a{. Le théorème est ainsi démontré.

c. Q. F. D .

4 1 . U N ENSEMBLE CONNEXE IRRÉDUCTIBLE ENTRE DEUX POINTS CONSIDÉRÉ-COMME UN

ENSEMBLE ORDONNE. — Énonçons maintenant le théorème suivant :

THÉORÈME 29. — Dans un espace de F. Riesz^tout ensemble A connexe irréduc-
tible entre deux voints a0, aK peut être ordonné de la façon suivante :

i° Pour deux points by^c de A, une et seulement une des relations b<^c,
c<^b est vraie.

(*) Cf. M. HAUSDORFF, [3] , p . 220-222; M. K. MENGER, [1] , p . 42-47; MM. B.
C. KURATOWSKI, [1] , p . 219 221; C. ZARANKIEWICZ, [1] , p. i36.
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2° Pour tout point b de A tel que ao^éb^a^ on a toujours les relations

3° Quels que soient les points b, c, d de A, les relations b <^ c, c <^ d impliquent

4° Soit b un point de A te/ que a^bj^aK. Soit A = B 0 + B , WH£ décom-
position de A £/i deux ensembles fermés dans A, connexes et tels que

tout point deB0 — (b)est < 6, *r tout point de B< — (6) est > 6.

Démonstration. — Soient è, c deux points de A tels que

Nous posons b<^c} si et seulement si A est somme de deux ensembles fermés
dans A, connexes, n'ayant en commun que le seul point b et tels que l'un
contienne aoy l'autre contienne aK et c.

Pour un point b de A tel que a^jéb^éa^ nous posons toujours ao<^b
et b<C.a^ Enfin nous posons aQ<^a{. Nous allons prouver que la relation <
ainsi définie vérifie les conditions i°-4°.

i° a. Pour deux points by^c de A, les deux relations b<^c et c<^b sont
incompatibles.

Évidemment on peut se borner au cas où

ao

Supposons b < c. On a alors

où Bo, B1 sont deux ensembles fermés dans A et connexes.
Considérons maintenant une décomposition

A = C04-C1, C0.Ci = (ei), C0Ba0, Ct

où Co, G1 sont deux ensembles fermés dans A et connexes (2). Il s'agit de
montrer que è € Go.

On peut considérer l'ensemble A comme un sous-espace et désigner par
front.AG0 la frontière de Co relative à ce sous-espace A. On a

froDt.ACo=Co.(C1-(c)).AcC0 .C1 .A = C0.C, = (c).

(*) Une telle décomposition de A est possible, d'après le théorème 28.
C) Dans le Chapitre III, nous avons désigné par Cj l'ensemble des nombres rationnels.

Ici, la lettre Ci n'a aucun rapport avec l'ensemble des nombres rationnels.
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D'autre part, o n a c $ B 0 . Donc,

B0(front.AC0) = o.

Or, fl06B0,C0^o, II en résulte que B o cC o , puisque Bo est un ensemble
connexe ('). Donc, 6 G C 0 . Ainsi, b < c implique c<fcè.

i° 6. Pour deux points b ̂  c de A, au moins une des relations b<^c,c<^b
est vraie.

On peut encore se borner au cas où

ao^b^au aojécyéat.

Supposons que c<£6. Alors, pour toute décomposition

où Co, C1 sont deux ensembles fermés dans A et connexes, on a nécessairement
b$C<.

Soit maintenant

où Bo, B, sont deux ensembles fermés dans A et connexes. On a

t z n B ^ B o - t ^ . A C Bo-B^A = B

d . ( fronts Bt ) = o ( car b $ Ct ),

Donc, Cn C B̂  et par conséquent, c G B4. C'est-à-dire :
La condition i° du théorème résultera immédiatement de i° a et i° b. La

condition 2° du théorème est évidemment réalisée.

3° b <̂  c, c < d impliquent b<^d.

D'après 6 < c et c<rf, on a ao^c^a^ b^a^ d^a0. On peut évidem-
ment supposer que by^a^^dy^aK. On a alors

— .Do-T-tfl; Jt50 .J3i—{O), 1

. = CQ-+-Ci; Co.Gi^=(c?); CQ5Ö5Q; Ci^aiyd)

où Bo, B1, Co, C4 sont des ensembles fermés dans A et connexes. On a è ̂  C,,
puisque c<£6. Donc :

Ci.(front.AB1) = o.

(1) M. FRÉCHET ( [ 1 ] , p. 229) a démoutré pour l'espace (p) le plus général le théorème
suivant : Si un ensemble C connexe contient au moins un point d'un ensemble E et au
moins un point du complémentaire de E, alors C contient au moins un point de la fron-
tière de E.

THEBB KY FAN.
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Mais, û ^ C ^ B ^ o . Il en résulte que C1cB1 et par suite, rf€B,. On a
donc b<^d.

4° Soit b un point de A tel que a^yéb^aK. Soit

!, B0.Bl = (b), BQBa0,

où Bo, B1 sont des ensembles fermés dans A et connexes. Alors, tout point de
Bo — (6) est < b et tout point de B4 — (b) est ̂ > b.

Tout point de Bi — (b) est évidemment ^>è. Il reste à prouver que tout
point de Bo — (b) est <̂  6. Soit x un point de Bo — (6). On peut se borner au
cas où Xy£ a0. Considérons la décomposition

où Xo, X1 sont deux ensembles fermés dans A et connexes. On a

B1.(front.AX1)z=o,

puisque x n'appartient pas à B,. Or, B1 est connexe et aK € B i . X1 yé o. Donc,
B<c X1 et par conséquent 6 e X<. C'est-à-dire x<^b. Ainsi tout point x de
B 0 - ( 6 ) e s t < 6 .

Le théorème 29 est ainsi complètement établi. c. Q. F. D.

42. QUELQUES LEMMES. — Supposons qu'un ensemble A connexe irréductible
entre deux points #0, aK et appartenant à un espace de F. Riesz est ordonné
d'après le théorème 29. Nous allons établir quelques propriétés de cet ensemble
ordonné.

Pour un point b de A, nous désignerons par A(<^ b) l'ensemble des points x
de A tels que # < è . D'une façon analogue, on définit les notations A ( > 6 ) ,
A(<è), A(>6). Dans le cas particulier où b = a0 ou b = ai3 on a évidemment

A(>a,)=o,

En employant ces notations, on a, d'après le théorème 29, pour tout point b
de A tel que a0^é b ̂  ax :

On voit immédiatement qu'on a le lemme suivant ( ' ) :

LEMME 5. — Quel que soit le point b de A, les ensembles A(<^ b) et A ( > b)
sont ouverts dans A; les ensembles A(<b) et AÇ>b) sont fermés dans A (-). Et,

(1) Dans les lemmes 5-10, on fait les mêmes hypothèses que dans le théorème 29.
(2) Car les ensembles Bo, Bt sont fermés dans A.
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quels que soient les points b<^c de A, Vensemble A(^> b). A(<^c) est ouver
dans A, l'ensemble A(>6) . A(<c) est fermé dans A ( ' ) .

LEMME 6. — ()*/£& gwe soient les deux points b<^c de A, Vensemble
) n^estpas vide.

Démonstration. — Si A( > 6) . A ( < c) = o, on aurait

A serait alors somme de deux ensembles non vides, disjoints et fermés dans A.
Ceci est impossible puisque A est connexe. c. Q. F. D.

LEMME 7. — Soit A = L + M une décomposition de A en somme de deux
ensembles non vides disjoints tels que

x<y quels que soient x€L, j€M.

Alors y ou bien L possède un dernier élément (2)„ ou bien M possède un premier
élément. (Ces deux cas sont d'ailleurs incompatibles, d'après le lemme 6.)

Démonstration. — Dans le cas contraire où L n'a pas de dernier élément
et M n'a pas de premier élément, on aurait

Or, d'après le lemme 5, chaque A(<^x) ou A ( ^ > j ) est ouvert dans A. Les
ensembles L, M seraient donc ouverts dans A. A serait alors somme de deux
ensembles non vides disjoints et ouverts dans A. Ceci est une contradiction,
puisque A est connexe. c. Q. F. D.

LEMME 8. — Pour tout point xjé. a0 de A et pour tout voisinage Va de x, il
existe au moins un point y de Vx . A tel que y <^x. De même, pour tout point x^aK

de A et pour tout voisinage V, de x, il existe au moins un point y de V r . A tel
que y^>x.

Démonstration. — Nous démontrerons le cas où x ^ a0. ( Pour le cas où x ^ aA,

(1) Dans un espace (p) quelconque, si F et G sont deux ensembles fermés dans un
ensemble E, le produit F. G est aussi fermé dans E. En appliquant (52), on peut démontrer
la proposition suivante : Dans un espace de F. Riesz, si F et G sont deux ensembles
ouverts dans un ensemble E, le produit F.G est aussi ouvert dans E. (Cf. M. APPERT, [1],
p. 28.)

(2) C'est-à-dire : L possède un point d tel que pour tout point x?£ d de L, on ait x<d.
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la démonstration est analogue. ) Soient x •?£ a0 et V* un voisinage de x. Si Ton
avait

V

on aurait

D'autre part, on a

Alors, l'ensemble A(<a?) serait non connexe, ce qui est une contradiction (* ).
G. Q. F . D.

LEMME 9. — Soient b <^c deux points de A et

Tout sous-ensemble K de A qui est connexe et contient b, c, contient H entièrement.

Démonstration. — Soit h un point de A tel que b < h <[ c. On a

où Ho, H, sont deux ensembles fermés dans A et connexes (9). Considérons
maintenant la décomposition

K = K.Ho4-K.H4.

Comme K est connexe et èeK.H0=^o, c e K . H ^ o , on a nécessairement

et, par suite,
o^KH

C'est-à-dire, hçK. Ainsi, l'ensemble H appartient entièrement à K.
c. Q. F. D.

LEMME 10. — S* D est un ensemble tel que D c A c D , pour tout couple de
points b <^c de A, il existe un point d deD tel que

Démonstration. — L'ensemble A ( > b). A ( < c ) est ouvert dans A (lemme 5)
et non vide (ternme 6). Soit x un point de cet ensemble. Il existe un voisinage
Vr de x tel que

V

(*) L'ensemble A(^b) est toujours connexe. Dans le cas où b = aQ ou 6 = at> cela est
évident. Dans le cas où ao?£ b ?6 au on a vu dans le théorème 29 que A(g b) = Bo et que
Bo est connexe.

(2) Dans le Chapitre III, nous avons désigné par Hj l'ensemble des nombres irrationnels.
Ici, la lettre Hi n'a aucun rapport avec l'ensemble des nombres irrationnels.
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Or,o?eD. OnaV^.D^o. Soit deV^.D. On a alors

Donc :
b <d<C. C. Q. F. D.

Tous ces lemmes 5-10 seront utiles dans le paragraphe suivant.

4 3 . CARACTÉRISATION TOPOLOGIQUE DES ARCS SIMPLES DANS LES ESPACES DE F . RIESZ.

— Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théorème suivant :

THÉORÈME 30 (THÉORÈME FONDAMENTAL). — Dans un espace de F. Riesz, pour
qu'un ensemble soit un arc simple, il faut et il suffit quHl soit séparable, connexe
irréductible entre deux points et localement connexe.

Démonstration. — Nous avons déjà vu (§ 59) que ces trois conditions sont
nécessaires. Il reste à montrer que tout ensemble A vérifiant ces trois conditions
est un arc simple.

D'après le théorème 29, l'ensemble A qui est connexe irréductible entre
deux points a0, aAj peut être ordonné de manière que les conditions i°-4° du
théorème 29 soient réalisées. D'après la condition 2° du théorème 29, l'ensemble
ordonné A possède un premier élément et un dernier élément. On voit qu'en
vertu des lemmes 6, 7, aucune coupure (*) de l'ensemble ordonné A ne donne
de saut ni de lacune ('). L'ensemble A étant séparable, A contient une partie D
dénombrable infinie telle que entre deux quelconques de ses points se trouve
un point de D (d'après le lemme 10). Ainsi, le type d'ordre de l'ensemble
ordonné A est précisément celui de l'ensemble des points d'un segment fermé
de la droite (ordonné d'après les grandeurs des abscisses) (2). Il existe donc
une correspondance biunivoque

entre le segment S = [o, i] et A de manière que

tx < t2 entraîne O ( tx )<

et

œ1<x, entraîne W(œ±)

Nous allons montrer que cette correspondance est une homéomorphie.

i° La transformation t — W(x) est continue sur A.

i° a. t = W(x) est continue au point x = a0.

(*) Cf. M. SIERPINSKI, [4] , p . i 4 3 .
( 2 ) Cf. M. SIERPINSKI, [4], p . I 5 I .
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Quand x = a0, on a TF(a0)=*o. Soit i un nombre arbitrairement donné :
i > £^>o. Le sous-intervalle o<t<^z de S correspond à l'ensemble A (<^4>(£)),
qui est ouvert dans A (lemme 5). Gomme a0 6 A ( < *(e)), il existe un
voisinage Vflo de a0 tel que

Pour tout point a? de V„o. A, on a

c'est-à-dire

t = ^{x) est donc continue au point x => a0.

i° è. £ = TF(a?) ««continue au pointx = aA.

La démonstration pour ce cas est analogue à celle de i° a.

i°c. Soitb unpointde A telque a^yéby^a^ t=1V(x) est continue au point 6.

Dans ce cas, o < ^(b) <̂  i. Soit £ > o un nombre arbitrairement donné. On
peut évidemment se borner au cas où *F(6) — £ ̂ > o, ^ ( 6 ) + £ <̂  i. Le sous-
intervalle ^"(6) — £ <̂  t <̂  *F(6) + £ de S correspond à l'ensemble

Cet ensemble est ouvert dans A (lemme 5) et contient b. 11 existe un voisinage
de b tel que

Pour tout point a? de V6. A, on a

c'est-à-dire
- £ < V(a?) < V(6) -+• £.

Donc, t = *F(a?) est continue au point x = b.

2° La transformation x = $(*) ejï continue sur S.

2° a. x = <î>(t) est continue au point t=o.

Quand £ = o, on a <&(o) = a0. Soit Vao un voisinage de aQ arbitrairement
donné. D'après l'hypothèse, A est localement connexe. Il existe un ensemble K
connexe et ouvert dans A tel que

Comme K est ouvert dans A, il existe un voisinage Wao de a0 tel que

W...ACK.
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D'après le lemme 8, il existe un points deW^. A tel que z^>a0. Les points a0,
z appartiennent à l'ensemble connexe K. Alors, d'après le lemme 9,

On a alors
AQfl0).A«;)cVvA.

Pour tout point t de l'intervalle o < t < 1F(^), on a

x = $(t) est donc continue au point t = o.

2° b. x = $(t) est continue au point t = i.

La démonstration pour ce cas est analogue à celle pour 2° a.

2° c. Soit t0 un point >̂ o et <^ i . x = <b(t) est continue au point t0.

Soit xo = $(to), on a ao<a7o
<Cai- Soit Vx§ un voisinage de x0 arbitrai-

rement donné. A étant localement connexe, il existe un ensemble K connexe et
ouvert dans A tel que

Comme K est ouvert dans A, il existe un voisinage W^ de x0 tel que
W*0.AcK.

D'après ao<^x{)<^ai et le lemme 8, il existe deux points j , z de WXo.A tels
que y <̂  x0 <̂  z. Les points y, z appartiennent à l'ensemble connexe K. Alors,
d'après le lemme 9,

A(>7) .A«s)cK.

L'intervalle 1F(y ) < / < x¥(z) contient t0 à son intérieur, puisque y < x0 < z.
Pour tout point t de cet intervalle, on a

*(O€A(>j').A«s)cKcVï|.A.

x = $(t) est donc continue au point t0.
Ainsi notre théorème 30 est complètement démontré. c. Q. F. D.

Le théorème 30 nous permet de proposer la nouvelle définition suivante.
Un arc simple est un ensemble séparable, connexe iirèductible entre deux points
et localement connexe. Cette définition, équivalente à l'ancienne (§ 39) dans
le cas des espaces de F. Riesz, est purement géométrique.

Vintèrêt du théorème 30 consiste non seulement dans la généralité des espaces
considérés, mais aussi dans ce fait que nous n'avons pas fait intervenir la
considération de compacité. La compacité a été souvent prise comme une partie
des propriétés caractéristiques des arcs simples dans les espaces distanciés (').

(*) Cf. par exemple, M. HAUSDORFF, [_3J, P- 219-222; M. W . WILKOSZ, [1], p . 3o;

M. MENGER, [1], p . 42-47-
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On connaît, par exemple, la caraclérisation suivante. Pour qu'un ensemble À
d'un espace distancié soit un arc simple, il faut et il suffit qu'il soit compact en
soi et connexe irréductible entre deux points ( ' ). La condition « compact en soi »
joue ici un double rôle. D'une part, on en déduit comme une conséquence que
A est séparable ( ') . D'autre part, pour prouver que A est homéomorphe à un
segment fermé S de la droite (Ri), on démontre d'abord qu'il existe une
transformation biunivoque et continue de A en S, puis, en employant l'hypothèse
que A est compact en soi, on conclut que cette transformation est aussi continue
de S en A (3). [On emploie ici le théorème suivant : Une transformation
biunivoque et'continue d'un ensemble compact en soi dans un autre ensemble
est toujours bicontinue. Ce théorème qui est vrai dans le cas des espaces
distanciés ( * \ ne subsiste pas dans le cas des espaces de F. Riesz (•)].

Dans la démonstration du théorème 30, une grande partie en est simplement
une généralisation de la méthode connue que l'on a employée dans le cas des
espaces distanciés. Cependant, pour établir la continuité de la transformation
x = <& (t) de S en A, nous avons utilisé la condition de connexité locale, en nous
servant des lemmes 8 et 9. Nous avons ainsi réussi à n'avoir pas utilisé la condi-
tion de compacité.

Les trois conditions « séparable », « connexe irréductible entre deux points »,
a localement connexe » prises séparément sont déjà classiques. Néanmoins, le
fait que Vensemble de ces trois conditions fournit une caractérisation des arcs
simples dans les espaces de F. Riesz, constitue à notre connaissance, un nouveau
résultat. Même dans le cas très particulier des espaces distanciés, cette caractéri-
sation nous paraît encore nouvelle ( b \

44. LE RAYON TOPOLOGIQUE. — Dans un espace (<) quelconque, nous appelle-
rons rayon topologique tout ensemble homéomorphe à une demi-droite (avec le
point initial) de (Ri). Cette définition est plus large et peut-être plus naturelle
que celle de M. Kuratowski [1]. Cet auteur appelle rayon tout ensemble jermé
homéomorphe à une demi-droite, et il suppose que l'espace considéré est un

(l) M. HAUSDORFF, [3], p. 222.

(2 ) On sait que tout ensemble compact d'un espace distancié est séparable. ( Cf. M. FRÉCHET,

[1], p. 72.)
C1) Cf. M. HATSDORFF, [3], p. 221 222.

(') Cf. M. HAUSDORFF, [3], p. 196.

(-) Ce théorème n'e&l pas vrai même pour le cas des espaces* accessibles, comme nous
l'avons vu sur un exemple au paragraphe 39. Mais il est vrai dans le cas des espaces de
Hausdorrt' (voir N. BOUKIUKI, [1], p. 62).

('•) Dans une lettre à TauLeui, du 1/4 juillet io,4i< M. Hausdorff a eu l'obligeance de
nous signaler un théorème de M. G. T. Whyburn [1], d'après lequel dans le plan euclidien
tout ensemble connexe irréductible entre deux points et localement connexe est un arc
simple. De sorte que dans le cas du plan euclidien, notre caractéri&ation des arcs simples
n'est plus nouvelle.
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espace cartésien. Il a démontré le théorème suivant : Pour qu'un ensemble E
(d'un espace cartésien) soit un rayon, il faut et il suffit qu'il soit un continu
non borné contenant un point a0 qui n'est situé sur aucun vrai sous-ensemble
connexe non borné de E. On voit facilement qu'un rayon topologique à notre
sens peut ne pas être un ensemble fermé et qu'un rayon topologique à notre
sens dans un espace cartésien peut être borné. Ainsi, pour caractériser les
rayons topologiques à notre sens, il faut exclure la considération des condi-
tions (( fermé » et « non-compact ».

Nous dirons qu'un ensemble E est monotone-connexe relatif à un point a*,
si E est connexe et contient un point a0 qui vérifie les conditions suivantes :

i° Le sous-ensemble E — (a{)) est non vide.

2° Pour tout point b =^ a0 de E, E — (b) cesse d'être connexe.

3° Quels que soient deux sous-ensembles connexes Bo, Co de E, qui con-
tiennent Ö0, l'une des inclusions Bo c Go ou Co C Bo a nécessairement lieu.

On vérifie sans peine que tout rayon topologique dans un espace (e) est
séparable, localement connexe et monotone-connexe relatif à un point. Nous
verrons plus loin que ces trois propriétés des rayons topologiques suffisent à les
caractériser parmi les ensembles appartenant à des espaces de F. Riesz.

45. UNE DÉCOMPOSITION D'UN ENSEMBLE MONOTONE-CONNEXE RELATIF A UN POINT. —

Commençons par le théorème suivant qui est analogue au théorème 28.

THÉORÈME 31. — Soit E un ensemble monotone-connexe relatif à un point au

et appartenant à un espace de F. Riesz. Pour tout point b ?£ a0 de E, E peut être
décomposé en deux ensembles Bo , B1 fermés dans E, connexes et tels que

Démonstration. — L'ensemble E — (b) étant non connexe, on a

E - ( 6 ) = P + Q;

On en déduit

L'ensemble P + (ô) est donc fermé dansE. D'une façon analogue, on montre
que Q + (b) est fermé dans E. La somme et le produit des ensembles P -f-(è),
Q + (6) sont respectivement E et (è), qui sont tous les deux connexes. Donc,
P -|- (6) et Q + (6) sont connexes, d'après le lemme 4. L'un des ensembles
P + (̂ )> Q + (*) contient nécessairement le point a0. Soit a o e P + (è). En
posant B0 = P + ( è ) ; Bi = Q + (è), la décomposition E = - B o + B 1 vérifie
toutes les conditions du théorème 3i. c. Q. F. D.

THESE KY *AN. 10
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4 6 . U N ENSEMBLE MONOTONE-CONNEXE RELATIF À UN POINT CONSIDÈRE COMME UN ENSEMBLE

ORDONNE. — Le théorème suivant est analogue au théorème 29 :

THÉORÈME 32. — Dans un espace de F. Riesz, tout ensemble E monotone-connexe
relatif à un point a0 peut être ordonné de la façon suivante :

i° Pour deux points hjé.c quelconques de E, une et seulement une des relations
b <^ c, c<^b est vraie.

2° Pour tout point b?éaode E, on a tf 0 <C &•

3° Quels que soient les points b, c, d de E, les relations b<^c} c<^d
impliquent b < d.

4° Soient b^éa0 un point de E et E = B0 + Bi une décomposition de E en
deux ensembles fermés dans E, connexes et tels que

Alors, tout point de Bo — (6) est <^b et tout point de B1 — (6) est > b.

Démonstration. — Pour tont point b^a0 de E, nous posons ao<^b. La
condition 2° du théorème est ainsi réalisée. Pour deux points by^c de E tels
que byéa^yéc, nous posons b <̂  c si et seulement s'il existe une décomposition

où Bo, B1 sont deux ensembles fermés dans E et connexes. Nous allons prouver
que les conditions i°, 3°, 4° du théorème sont réalisées.

i° Montrons d'abord que les relations b<^c, c<^b sont incompatibles. On
peut évidemment se borner au cas où les points 6, c sont distincts de a0. Sup-
posons b<^c. On a alors

EzziBo+B^ B0.Bl = (b)y B0Ba0, B.BC;

où Bo, B1 sont fermés dans E et connexes. Considérons une décomposition

E = Co+C, 00.0!= (c), Co3«o, Ct-(c)^o,

Co, C, étant deux ensembles fermés dans E et connexes. Il s'agit de montrer

Comme c^B0, on a C0<tB0. Or, Bo, Co étant deux ensembles connexes
contenus dans E et contenant a0, au moins une des inclusions B ocC o , CocBo

doit avoir lieu. Donc, B o cC o et par suite è e C 0 . Il en résulte que c<£è.
Ainsi, b < c implique c<^b.

Montrons maintenant que b<^c implique c<^b. On peut évidemment se
borner au cas où c T^ a0. Supposons b <£c. Soit

E = Bo+Bi, B0.B,= (ft), B0Ba0, B i - ( 6 ) ^ o

une décomposition de E en deux ensembles fermés dans E et connexes. On a
nécessairement c g B 0 , puisque 6<fcc. Considérons maintenant une décom-
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position

Co, C, étant deux ensembles fermés dans E et connexes. Il s'agit de prouver
que i eC^.

Bo et Co étant deux ensembles connexes contenus dans E et contenant aOj au
moins une des relations B ocC o , CocBo a nécessairement lieu. Si Ton avait
B<. C1 = o, on aurait B1 c Co et C1 C Bo. Alors on aurait B1 c Bo ou C, C Co

selon que Co C Bo ou Bo c Go. Ceci est une contradiction, puisque

Donc, B<. C, ^ o. On a alors

' front.EC1 = Ci.(C0—(c)).EcC1.C0.Ez=C1.C0=(c),
B1.(front.EC1) = o (carc€B0).

Or, B4 est connexe. On a donc B1 c CA et par suite b e C1. C'est-à-dire c
Ainsi, 6 < c implique c <^ b. La condition i° du théorème est démontrée.

3° b < c etc<^d impliquent b <^d.

On peut se borner au cas où byéa0. D'après b <̂  c, c <̂  dy on a

C o . Ci = (<?),

où Bo, B o Co, C1 sont fermés dans E et connexes. On en déduit

îront.EBi=Bl.(B0— {b)).

C1.(front.KB1)cC1.(6) = o (ca

Comme Ci est connexe, il en résulte que CA C 1&\ et par suite </€B<. On a
donc b <^d.

4° Soient b^a0 un point de E *J

décomposition de E e/i rfewo? ensembles fermés dans E £J connexes. Alors tout
point de Bo — (6) est <^b et tout point de B< — (6) «f >̂ b.

Il est évident que tout point de B< —(6) est > 6 . Reste à démontrer que
tout point de Bo — (b) est <̂  b. Soit x un point de Bo — (b). On peut évidem-
ment supposer que xjé a0. Considérons la décomposition

E = X0+X1, Xo.X, = (a?), XoBao, Xl-(
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Xo, Xi étant deux ensembles fermés dans E et connexes. On a

front.LX l=X1 .(X0-(^)).EcX1 .X0 .E=:X1 .Xo=(^),
B1.(front.EX1)cB1.(.z0:=o.

D'autre part, B,.X i7^o. Sans quoi on aurait B ^ X o et X ^ B Q . On aurait
alors B^Bo ou X ^ X Q selon que X o cB o ou B ocX o (1). Ceci est une
contradiction.

Ainsi, on a à la fois B,, ,(front.EX1) = o et B 1 .X 1T^O.- Gomme B< est
connexe, il en résulte que B1cX1 et par conséquent, è e X ^ C'est-à-dire
x < 6. La condition 4° du théorème est ainsi démontrée.

Le théorème 32 est complètement établi. c. Q. F. D.
Soit b un point de E, nous désignerons par E(<^ b) l'ensemble des points x

de E tels que x<^b. Il en résultera les définitions de ce que nous représen-
terons par E ( > 6), E(<6) et E(>6).

En employant un raisonnement analogue à celui que nous avons utilisé
dans le paragraphe 42, on peut démontrer le théorème suivant :

THÉORÈME 33. — bans un espace de F. Riesz, soit E un ensemble monotone-
connexe relatif à un point a0. Supposons que Vensemble E est ordonné suivant le
théorème 32. Alors :

i° Quelque soit le point b de E, les ensembles E(<^b) et E(^> 6) sont ouverts
dans E, les ensembles E (< b) et E Qlb) sont fermés dans E.

2° Quels que soient les points b<^c de E, lJensemble E ( > è ). E ( <̂  c) est non
vide et ouvert dans E.

3° Soit E = L + M une décomposition de E en deux ensembles non vides,
disjoints et tels que

x < 7 quels que soient œ^L, y € M.

Alors, ou bien L possède un dernier élément, ou bienNL possède un premierélément.
(Ces deux cas sont d'ailleurs incompatibles d'après 2°.)

4° Pour tout point x de E et pour tout voisinage Yxde x, il existe un point y
deYx.E tel quey^>x.

5° Pour tout point x ^é a0 de E et pour tout voisinage V^ de x, il existe un
point y de Vr .E tel que y <^x.

6° Soient b <^c deux points de E et

(4) Au moins une des inclusions XocBo, Bo C Xo a lieu, car Xo, Bo sont deux ensembles
connexes contenant a0 et contenus dans E.
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Tout sous-ensemble K de E y*zi £.# connexe et contient b, c, contient H
entièrement.

70 Si' D est un ensemble tel que D C E C D, pour tout couple de points b <^c de
E, il existe un point d deD tel que b < rf <̂  c.

47 . CARACTÉRISATION TOPOLOGIQUE DES RAYONS TOPOLOGIQUES. — Nous arrivons
maintenant au théorème suivant :

THÉORÈME 34. — Pour qu'un ensemble d'un espace de F. Riesz soit un rayon
topologique, il faut et il suffit qu'il soit séparable, localement connexe et
monotone-connexe relatif à un point.

Démonstration. — II suffît de prouver que tout ensemble E séparable, loca-
lement connexe et monotone-connexe relatif à un point a0 est un rayon
topologique.

D'après la connexité monotone de E, E peut être ordonné suivant le
théorème 32. L'ensemble ordonné E possède un premier élément, à savoir le-
point an. D'après le théorème 33, 4°? E n'a pas de dernier élément. Aucune
coupure de l'ensemble ordonné E ne donne de saut ni de lacune (théorème 33,
2° et 3°). E étant séparable, il contient une partie D dénombrable infinie telle
que entre deux quelconques de ses points se trouve un point de D (théo-
rème 33, 7°). Ainsi, le type d'ordre de l'ensemble ordonné E est précisément
celui d'une demi-droite de (1{< ). Il existe donc une correspondance biunivoque

entre la demi-droite t>o et E de manière que

ti<t2 entraîne

et
xx<.xi entraîne

En suivant la même marche que celle dans la démonstration du théorème 30,
on peut démontrer (en utilisant la condition de connexité locale) que cette
correspondance est une homéomorphie. E est donc un rayon topologique.

c . Q. F. D .
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