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INTRODUCTION.

Une surface réguliére est de genre 1,
Pa=pg=1,

lorsqu'il existe une seule courbe canonique. Un cas particuliérement
intéressant est celui ol cette courbe canonique est d’ordre zéro.

Ce cas se caractérise () par la valeur du bi-genre P,=1, si,
en effet, il existe une courbe canonique d’ordre supérieur & zéro, on

démontre que
Py pa+ pix 2.

Soit alors | C |, un systéme linéaire de courbes tracées sur la surface,
supposée privée de courbes exceptionnelles, [ C' | le systéme adjoint;
puisque la courbe canonique est d’ordre zéro,

[Cl=|C].
On en déduit immédiatement que, quel que soit n, entier positif,
les systémes multiples de | C| vérifient

|nC|=]|nC|

De cette égalité résulte que tous les plurigenres sont égaux & 1, d’od

Ps=Pa=Pa=P;=...=Pp=...=1.

Mais la série caractéristique coupée sur une courbe C, générique,
par le systéme | C|, n’est autre que la série canonique de |C|. Cette
série est compléte puisque la surface est supposée réguliére.

On a donc, entre le genre 7 et le degré n du systéme linéaire | C|,
la relation

n=2%—2.

g (1) Cf. Exniques-CampeprLLy, Lezioni sopra la teoria delle superficie algebriche,
51 et 52,
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Mais I'on sait que le genre linéaire (virtuel) p!*) est lié aux carac-
téres du systéme linéaire | C|, n et m, et de son adjoint | C'|, ¢’, par la
relation

'=pl43(x—1)—n.
Mais, dans notre cas, 'on a
*’=%, n=2x—2,
d’ou 'on tire
p(l)=l.

Si donc m > 2, le svsttme linéaire | C|, peut se représenter par les
sections hyperplanes d’une surface F, d’ordre 2 m — 2, située dans un
espace S, & dimensions; les sections hyperplanes de cette Fiz_s sont
des courbes canoniques normales d’ordre 2m-—2, et de genre ™
de P'espace S™,

M. Enriques (!) et M. Severi (®) ont, séparément, démontré qu’il
existe, pour toutes les valeurs de m, de telles surfaces dont tous les
genres sont 1.

Ces démonstrations se basent sur la représentation transcendante
des surfaces hyperelliptiques de rang 2. Je donnerai de cette existence
une démonstration ne faisant appel qu’a des résultats élémentaires.

Pour ® = 2, la surface peut se représenter par un plan double doté
d’une sextique de diramation. Cette surface dépend donc de 19 modules.
Cette propriété est d’ailleurs générale. M. Enriques (3) a, en effet,
démontré que « toute famille générale de surfaces avec tous les genres
égaux & 1, dépend de 19 modules.

Une question reste donc i résoudre, c’est de chercher, pour une
valeur donnée de ®, combien il peut exister de familles de surfaces,
familles générales distinctes, dépendant de 19 modules. Le résultat
de cette étude est assez décevant, car il n’existe, en général, pour une
valeur donnée de w, qu’une scule famille; les cas exceptionnels sont
ce que j’ai appelé des « surfaces multiples », et se raménent a des
surfaces correspondant & une valeur inférieure de 7. L’espoir de décou-
vrir, par I'étude de ces surfaces, quelque nouvel invariant de la théorie
des surfaces, se trouve donc abandonné.

{t) Cf. F. Enriques, Le superficie di genere uno (R. C. R. Acad. di Bologna,
1908).

(®) Cf. F. Seveni, Le superficie algebriche con curve canoniche d’ordine zero
(A. del R. Istituto Veneto, vol. LYIII, 1909).

@) Cf. F. Exnriques, Sui moduli delle superficie algebriche (R. C. R. Acad. dei
Lincei, 5¢ série, vol. XVII, 1908).
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J’ai commencé 'étude des surfaces dont tous les genres sont 1,
par celle des surfaces rationnelles, dotées d’un point triple elliptique;
cette méthode, que n’avait indiquée M. Enriques, aisée pour les preiniéres
valeurs de =, devient rapidement fort ardue. Elle montre, néanmoins,
'unicité pour ces valeurs de = de la surface a genres 1, alors qu’il
existe plusieurs familles de surfaces rationnelles a point triple.

Dans un deuxiéme chapitre, j’utilise les surfaces de genres 1, dotées
de points doubles, ce qui améne & la résolution compléte du probléme.
Cette méthode permet d’utiliser les plans multiples représentatifs des

_surfaces considérées, dont I'étude est facilitée par les récents résultats
de M. Chisini.

Enfin, dans un troisieme chapitre, j'ai réuni quelques résultats
fragmentaires, sur le probléeme paralléele des variétés dont tous les
genres sont 1.

N. B. — Dans tout ce travail, il s’agit, bien entendu, de surfaces
algébriques, bien que j'aie presque systématiquement abandonné ce
qualificatif.






CHAPITRE L.

LA METHODE DU POINT TRIPLE.

1. Généralités. — J’ai montré précédemment (1) que si une surface
rationnelle posséde une certaine singularité. qui, imposée a une surface
réguliére ne la possédant pas, abaisserait son genre de p, on peut la
retenir comme virtuellement de genres

Pa=pg=p:

Si, en particulier, la singularité est un point triple, 1solé a voisinage
elliptique, la surface est virtuellement de genres 1.

Notre ;méthode . consistera donc & construire toutes les surfaces
rationnelles dotées d’un point triple elliptique d’ordre 27— 2, dont
les sections by perplanes sont des courbes de genre 7. .

Nous supposerons que, dans la représentation plane de notre surface
rationnelle, le point triple est représenté par une cubique elliptique.
C’est une hypothése de simplicité qui se vérifie, dans des conditions
trés générales (2). Soit Ty, cette cubique, elle sera courbe fondamentale
de notre représentation planc; pour préciser, supposons que les courbes
représentatives des sections hy perplanes soient des courbes Gy, d’ordre n,
passant aux ¢ points-bases avec les multiplicités respectives r;, la
courbe fondamentale n’aura pas de points d’intersection variables avec
les C., c’est-a-dire

g
-
(1 3/:—2 ri=o.
1
Exprimons que la courbe fondamentale représente un point triple,

k] kY . . . » ”
¢'est-d-dire qu’une C, contenant la singularité, donc représentée par
une Cn_,, passant (r, — 1) fois aux o points-bases, reucontre la cubique I'y

() Cf. B. d’ORGEVAL, Sur une extension du principe de dégénérescence d la théorie
des surfaces algébriques (R. C. R. Acad. d. Lincei, 6¢ série, 1937, vol. XXV, p. 547).
(*) Cf. F. Conrorro, Le superficie razionali. Zanichelli, Bologne, 1939, p. 181 et s .

\
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en trois points, images des trois points infiniment voisins du point triple
sur chacune des trois branches qui y passent, d’ou

(2) 3(n—3)—2(r,—.)=3.

Les équations (1) et (2) nous donnent

1

e=1> (')

Nos surfaces seront donc représentées par des courbes d’ordre n,
possédant 12 points-bases de multiplicités ;. Ecrivons maintenant
que 'on a des surfaces d’ordre 27 — 2,

12
(3) n’—z ri=a2x'—2,
1

et dont les sections sont dé¢ genre ©

1
) (n—l)jn—z) _Zn(r;—-x):m.

{!) Remarque. — On peut prévoir directement que le nombre des points-bases
sera 12. En effet, l'invariant de Zeuthen-Segre (cf. Enniques-CampEDELLI, Sulla
classificazione delle superficie algebriche particolarmente di genere zero, Roma,
1934, XIIIL. Tipog. del Senato, p. 1).

' I=8—n—{§7=12pa+9—p1=120

ol & désigne le nombre de courbes d'un faisceau dotées d'un point double, n le
nombre de points bases du faisceau, = le genre de ces courbes, peut étre calculé
aprés la «rationalisation » de notre surface. Si I'on considére la Fiz_. projetée dans
le S%, on peut prendre pour faisceau, un faisceau de sections planes passant par
une droite. Les courbes dotées d'un point double s’obtiendront a partir des polaires.
Il en résulte que I'imposition d'un point triple diminue le nombre de ces courbes de
2 X 23X 3 =12 plus une courbe possédant un point triple, qui compte pour’
3 courbes dotées d’un point double, I'invariant de Zeuthen, pour la surface
rationalisée, sera donc
20—12+3=11=9—p,

d’olt

;l-"-'-—‘.!.

Mais sur une surface rationnelle, représentée par une représentation plane avec
o points-bases, on montre que l'on a
: ;1 =10—¢0
d’ol dans notre cas
g=12,
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L'ensemble de ces équations conduit & un systéme d’équations
indéterminées,

Un tel systéme admet toujours des solutions, ce que I'on peut montrer

en construisant un ensemble de solutions particuliéres, ainsi

f=2a—1. n=ia+y, ri=n=.=r=21 =3 ra=2, st
N=6—4{ =242, R=3a+§, M=ri=.sSresadl, ===,
' ro=3, rp=2, ra=I;
N=0(3—2, B=a, N n=%a+1, m=ErR=.=rp=a rp=rng=rnmsl;
N=63—2, =2, n=3a+3 rErs=.asrgsedl, Rn=rp=r=a,

rsrys=rae=I.

Mais deux représentations planes, transformées I'une de I'autre par
une transformation crémonienne, conduisent a des surfaces biration-
nellement identiques. Pour écarter les surfaces identiques, nous adjoin-
drons au systéme (A), la condition

(C) r+rrEn (i.J. h=1,2,...,12)

Nous allons montrer que le systéme (A, C) admet un nombre fini
de solutions pour N donné. Je vais d’abord établir I'inégalité

8
-;éN+rz.

4 -
LemmE. — Sil'on considére une suite de valeurs n,ri>>ry>> .. .2 ryy
vérifiant (A), la valeur N augmente si Uon diminue d’une unité le plus

grand des ri (r)) et si l'on augmente simultanément d’une unité le plus
petit.

Nous supposerons donc™
ry>ris+1.

Soit N, la premiére valeur
11

Nemnt—ri— Y} = rhy,
]
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aprés notre opération, on aura Ny
1
M= r’—("n—!)’—z "f—("u"':l)’,
Ny = x'\;-t-z(r;-rlg—g—l), N:> Ny

On obtiendra donc la valeur minima, de N, en prenant le plus grand
nombre réalisable d’unités; ceci conduit aux résultats

n=3a, n=Eps=asry=a, ry=a2—3, rp=rm=ra=1, N=2n—12,
n-_—.3a+|, r=a-I, r,.=r_,=...=r.='1. rg=a—I, roy=rg=ry=I, N=2n— 6,
) ' . 8n—2
n=3a+2, ri=rse+l, ry=..=r=a, rn=rp=rap=1, = —_
8n
) \ Né—g—-l!,
d’ou
8n
N+12é—3—'

2, Le théordme fondamental. — La derniére inégalité peut
s’exprimer - ' :

N+|2;8§'—l, dot m45> %’-‘

TuéoriMe. — Il existe, pour chaque valeur de ® > 3, un nombre fini
de surfaces rationnelles de S™, & sections normales de genre T, et
d’ordre 21 —2, dotées d'un point triple elliptique.

Supposons alors étre dans I'espace ST, et projetons la surface Fax_s
sur I'espace ordinaire S®. Nous ferons cette projection a partir d’un
espace S™* extérieur & la suiface. Un point de la surface détermine,
avec le S™' de projection, un 8™, qui rencontre le S3 sur lequel on
projette, en un point. Par ce procédé, on projette la surface Fax_; de ST,
en une ®,7_, de S3. Montrons, que si 'on choisit convenablement le S*!
de projection, le point triple T se projettera en un point triple isolé
de la @, ,. En effet, si le point T se projetait sur la ligne multiple de
la surface ®yx_a, Pespace ™ déterminé par T et le S*=* de projection,
rencontrerait la surface Faq_s en, au moins, un point autre que T.
Or, les S™ passant par T dans S™, sont autant que les plans de S*=' (1),

c’est-a-dire
o(2+1)(R—1—2) = wa(ﬂ—a)'

) C[. E. Bermint, Introduzione alla Geometria projettiva degli iperspazi.
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Les 8™ passant par T et s’appuyant en un autre point 4 la surface
sont autant que les $™? passant par une droite, c'est-a-dire que les
plans de S™2, et les droites par T s’appuyant & Fir_» sont «?, donc

ces S™? sont
wdr (21 1(N—-2 ¢ — xpiT- 10,

Comme 37— 10 < 3 (tr—3), on peut toujours choisir le S™* de
projection, en sorte que le point triple de Fax_y se projette sur un point
triple isolé de ®yn_,.

En conclusion :

A toute surface rationnelle de S*, obtenue par le procédé précédent,
correspond une surface rationnelle de S2 & point triple isolé.

Remarquons maintenant que toutes nos surfaces rationnelles
dépendent du méme nombre d’invariants projectifs. En effet, la repré-
sentation plane est donnée par dss courbes possédant 12 points-bases
sur une cubique fondamentale. Une cubique dépend, dans le plan,
de ¢ paramétres, et 12 points sur une cubique dépendent de 11 para-
métres (y appartenant a une g;,). En tenant compte des homographies
du plan qui sont ©8 nous obtenons 9+411—8 =12 invariants pro-
jectifs de notre surface.

Considérons alors, daus S3, une ®yy_4, dotée d’un point triple isolé.
Supposons qu'il existe des surfaces dotées de la méme courbe multiple
(c’est-a-dirz d’une courbe multiple de méme degré, méme genre,
mémes singularités) et non dotées d’un point triple. Ces surfaces forme-
ront un systéme coutinu de dimension (1) :

Y+w+z (w3o0),

ol 19 4 m reprisente le nombre des modules de cette famille, et «

le nombre des homographies ou transformations biralionnelles de
la d’ﬂ'n_‘.'-

Les surfaces infiniment voisines d’une surface @35, de notre systéme
continu, y découpent un systéme caractéristique de dimension

19+ w-~+a—I.
Si alors le point triple ne peut « &tre enlevé », c'est-a-dire si Pimpo-

sition de la courbe double a la suiface fait naitre, en conséquence, le
point triple, ce point triple sera base pour le systéme caractéristique,

(*f cf. ENNQUES-CAMPEDELLI, Sulla classificazione, Op. cit.'p. 8 (p. 40).
®
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et ne lui imposera pas de nouvelles conditions (). Il en résultera que
la surface dotée du point triple dépendra exactewent de

+ow (wX>o)

invariants projectifs. Mais ceci est en contradiction avec le compte fait
précédemment qui novs donne 12 invariants projectifs.

On peut donc toujours « enlever » le point triple, ¢i comme I'impo-
sition d’un point triple en position générique porte 7 conditions, le
nombre des modules des surfaces dont tous les genres sont 1, est bien

12+7=19+0=19 (v=o0),

d’oti le théoréine

TutoriMe. — Toute surface rationnelle & point triple isolé, obtenue par
les représentations preécédentes, peut s’obtenir par U'imposition d'un point
triple a une surface dont tous les genres sont 1, dépendant de 19 modules.
Comme pour toutes les valeurs de m 3, il existe de telles surfaces ration-
nelles, il en existe dont tous les genres sont 1.

Remarquons que la condition d’imposer un point triple peut s’inter-
préter. Une famille de surfaces dont tous les genres sont 1, pour © donné
peut se représenter par une variété & 19 paramétres dans un S¥, ot N
est la dimension du svstéme général des surfaces d’ordre 21 —a.
Ecrire que la surface posséde un point triple, c’est écrire 7 relations,
donc prendre l'intersection de la Vyo avec une Vy_;. Cette intersection
peut se décomposer, c’est-a-dire qu’une méme surface de genres 1
peut donner naissance & plusieurs surfaces rationnelles dotées d’un
point triple.

Nous allons aborder ’étude des surfaces obtenues pour les premiéres '
valeurs de ®, et nous chercherons lorsqu’il se présentera plasieurs
surfaces rationnelles, & reconnaitre, si les surfaces de genres 1, privées
de point triple, sont distinctes ou non.

3. Les surfaces avec m <6.— Pour ® = 3, nous trouvons la surface
représentée par les C,(12A;) les 12 points-bases étant situés sur une
cubique fondamentale T,. Cette surface est la surface du 4¢ ordre 2
point triple. La surface dont tous les genres sont 1, qui lui correspond,
est la surface générale du 4¢ ordre.

® Cf.. E. Berrini, Introduzione alla geomeiria, op. cit. p. 10.
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Pour 7 = 4, nous obtenons la représentation C, (6 A? 6B) les 12 points-
bases étant toujours, sur une cubique Iy, fondamentale.

Considérons alors une surface du 6¢ ordre de genres 1, & sections
de genre 4. C’est une Fy avec sextique double de genre 4 (intersection
compléte d’une surface cubique par une quadrique). Supposons imposer
a cette surface un point triple T en position générique. Par le point T
passent 6 droites, en cffet le sextique double se projette de T sur un
plan selon une sextique plane dotée de 6 points doubles, traces des
bisécantes issues de T, mais une telle bisécante appartient 3 la surface,
ayant avec elle 2 4 2 4 3 =7 points communs.

Etudions maintenant le systéme des adjointes aux courbes de la
surface passant par le point triple; sur la représentation plane, ce
svstéme est celui des courbes d’ordre (n —6) passant (r.—2) fois
aux points-bases. Sur la surface, le systéme de ces adjointes est découpé '
par les surfaces adjointes d’ordre N — 3, passant deux fois au point
triple, c’est-a-dirc les cubiques passant deux fois au point triple.
Les 6 droites passant par T, appartiennent 4 ces surfaces cubiques
ayant, avec elles, 2 4 2 = 4 points communs.

La partie variable de I'intersection est donc d’ordre

I>f—oxb—-6=o0.

Nous retrouvons bien la les caractéres, obtenus sur notre représentation
plane.

A la surface rationnelle obtenue, on peut donc faire correspondre une
surface de genres 1, que 'on peut retenir comme le « double » d’une
surface cubique passant par une sextique de genre 4. C’est donc I'image
de P'intersection d’une variété cubique de S* & point double par une
quadrique de S%. Mais on peut lever la restriction car les variétés cubiques-
passant par la Iy sont de la forme

Wi=V;+1Q,P,

ou V; désigne la variété a point double, Q, une hyperquadrique et P
un hyperplan. La Wj générale est sans points doubles.

Donc, en conséquence, la surface de genres 1, avec ™ = 4, est Uinter-
section compléte d’une variété cubique par une quadrique de S4.

Pour 7 = 5, nous obtenons le systéme représentatif

C'T(A’: 7B=1 /l C)1
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ol les 12 points-bases sont sur une cubique fondamentale I';, Remar-
quons que cette surface posséde quatre droites issues du point double.
Imposons deux nouveaux points-bhases quelconque, la surface se
raméne & unc surface du G€ ordre obtenue en projetant la Fy de S*
A partir de deux de ses points :

C,(A B 4G, »D) (A, B, CesurTy).

Supposons projeter la surface sans point triple. On d\it obtenir
une surface du 6€ ordre avec quintique double de genre 2; cette courbe,
appartenant & une seule famille. Il n’y a done qu’une telle surface.
Imposons-lui un point triple T en position générique. Si 'on projette
de T, la quintique double, elle a pour image une quintique plane dotée
de 4 points doubles, traces de 4 bisécantes issues de T. Celles-ci ont
avee la surface 2 X 2 + 3 =9 points communs, donc lul appartiennent.
Les cubiques adjointes qui passent deux fois par le point triple,
contiennent aussi ces hisécantes ayant avec elles 2 42 =4 points
communs.

Le reste de lintersection est une courbe d’ordre

IX6—92x5—4=4.

Ces quartiques passent deux fois au point triple T, qui est sextuple
pour l'intersection, les 4 droites y passant absorbant 4 des points
infiniment voisins. Les quartiques ayant un point double sont ration-
nelles. Ce sont bien les propriétés des adjointes qui. sur la représen-
tation plane, se représentent par les droites issues du point base A
.(2 intersections avee Ty, { intersections avec la C; générique).

Si nous projetions d’un point simple et du point triple, la Fy de S*,
nous obtiendrons la surface représentée par G, (A2, 8B), c’est la surface
du 4¢ ordre a droite double.

Si nous revenons a la Fg, dotée d’une quintique double, cette surface
est encore le « double » d’une surface cubique passant par une quintique
de genre 2, dont le systéme représente une variété du 4¢ ordre de SS,
a sections elliptiques, de dimension 3, intersection de deux quadriques
de S5 (). Son intertection par les quadriques de S® donne la surface
de genres 1, qui est donc la base d’un részau de quadriques de S°.

(Y) Cf. F. ENniques, Sui sistemi lineari di superficie algebriche le cui intersezioni

variabili sono curve ellitiche et Ancora sui sistemi (R. C. R. Acad. d. Lincei, vol. I1I,
1°f gsem. 1894).
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En résumé, pour chaque valgur de m < 6, il existe une seule surface
dont tous les genres sont 1, qui, par 'imposition d’un point triple,
donne naissance & une seule surface rationnelle,

4, Les surfaces avec n = 6. — Ce cas est le premier pour lequel
va se présenter une difficulté, en eflet, pour m = 6, les équations qui
donnent les représentations planes, donnent naissance & trois systémes
représentatifs de trois surfaces rationnelles, distinctes.

Ces surfaces sont représentées par les systémes

A.  C:;(9A% 3B) ‘
B. Co(7A%, B, 4C) les points-bases sur une Ty fondamentale.
C. Cs(A% oB2 1 C)

Ces surfaces se distinguent, & la fois, par le nombre des droites issues
du point triple, et par les systémes adjoints aux sections passant par
ce point.

Nous avons, en effet,

Droites
passant par T. Systéme adjoint.
. W trois Courbes rationnelles du 7¢ ordre
B....... quatre Courbes elliptiques du 6¢ ordre
C....... denx Systéme de 2 quartiques rationnelles

Je vais montrer que ces trois surfaces peuvent s’obtenir & partir
d’une seule surface de genres 1, surface pour laquelle I'imposition d’un
point triple est une condition réductible.

Considérons, en eflet, dans S8, une surface F;; d’ordre 10, dont toutes
les sections hyperplanes sont courbes d’ordre 10 et de genre 6. Soit Cyq,
une telle courbe; elle est courbe canonique normale d’un 35, et I'on
sait qu’une telle courbe admet, en général, des plans quadrisécants (*);
dans le cas ol la Gy peut se référer a une quintique plane, la C;g admet
un plan pentasécant.

Supposons donc que la C;y posséde un plan simplement quadri-
sécant II. En projetant de ce plan sur un 23, nous obtenons une sur-
face @g; en effet, & un point M de F,q, lc S® déterminé par M et II,
fait correspondre son intersection m avec 23. Un S® passant par II,
coupe 23, selon un plan, qui coupe la surface @, selon une section
plane. Deux S° passant par II se coupent selon 10 points, dont 4 sont

*) _Cf: EnNr1QuEes-Cuisini, Leziont sulla teoria geomelrica delle equazioni e delle
funzioni algebriche. vol. 111, v, p. 101 (Zanichelli, Bologna, 1924).
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dans le plan projetant. Il y a donc 6 iptersections variables dé 2 sec-
tions planes de ®, qui est du 6¢ ordre.

Les points intersections de Fyget de II, doivent se projeter sur des
courbes exceptionnelles, qui doivent &tre rationnelles et unisécantes
des sections planes, ce sont des droites; comme ‘les 4 points de II sont
distincts, les 4 droites exceptionnelles seront gauches entre elles. Mais
la projection de F;, est une surface de genres 1; il v a donc une seule
quadrique adjointe; la section générale étant de genre 6, la courbe
double sera d’ordre 4. Par cette quartique, il ne doit passer qu’une
seule quadrique. On a donc & faire & une quartique rationnelle. Nous
avons donc, finalement, une surface ®; du 6¢ ordre, & quartique double
rationnelle T,

Remarquons que l'intersection résiduelle par la quadrique adjointe
se compose d’une courbe du 4€ ordre. Soit P, un point de cette inter-
section; par P passe une génératrice de la quadrique, trisécante de
la Ty, ayant done, avec @5, 1+ 3 X2=17 points communs. Cette
droite appartient donc a la surface. On retrouve donc hien les 4 droites
images des 4 points de II, et ceci nous montre aussi que I'on ne peut
obtenir une surface de ce type, avec une quartique double elliptique
dotée d’une singularité supplémentaire.

Evaluons les modules de cette surface. En premier lieu, on peut
vérifier son existence, en la construisant. Prenons deux surfaces
cubiques passant par la quartique Iy et la quadrique Qg, la contenant;
la surface générale de la famille

F;F',-i— .\(Qg)’Rg: 0.

ou R, est une autre quadrique, répond a la question.
La formule de postulation (*) d’une courbe d’ordre n et de genre p,
par rapport & une surface d’ordre m, qui la contient doublement, est

(Bm—1)n—5(p—1),
c’est-a-dire
(18— 1)i+5=061.

Mais les surfaces d’ordre 6 sont «o%. Celles passant par une I'; donnée
sont «?%; mais les I'; sont '8 (), les ®; avec quartiques doubles non
projectivement identiques sont donc

22241618 = 223,

() Cf. Exriques-CampepELLI, Op. cit. p. 3 (p. 44).
(*) Cf. Enniques-Crising, Op. cit. p. 15 (vol. ITI, p. 519).



—_ 17 —

Mais les plans quadrisécants sur une section sont o', les hyperplans
de S® passant par un tel plan, sont ', les hyperplans de S8, «08; les
surfaces biractionnellement identiques sont done

201 +6—3 = %t

Le nombre des modules est donc bien
23 — {=19.

La surface obtenue est bien générale. .

Remarquons que si la surface Fy, a toutes ses sections équivalentes
a des quintiques, la surface peut se projeter sur une surface du 5 ordre.
Or, il existe une surface du 5€ ordre de genres 1, avee 19 modules.
C’est la surface du 5€ ordre avec oscnode (1), c’est-d-dire avee un point
double, auquel sont infiniment voisines deux droites doubles. Mais
cette surface n’appartient pas au type que nous voulons construire.
En effet, M. Fano, dans une lettre & M. Enriques, démontre que cette
surface est birationnellement transformée de la surface générale du

4¢ ordre. Voici sa démonstration que M. Enriques a bien voulu me
communiquer :

Soit une surface du 4¢ ordre, tangente & l'origine au plan z=o,
Bz + o2, 5, 3)+ (2, y, 3)+ (2. 7. 8)=0.
Faisons la transformation crémonienne,

z= 2z, y=2zy,
3=2x'7, t=—('2+ 92)

déterminée par le systéme o3, des quadriques osculatrices & la surface
du 4¢ ordre a I'origine. On obtient ajnsi I'équation transformée

— (x4 ) 2+ (L + 3222292 — (12 + 92) 2% e + 24y = 0,
d’ott ‘
(tz+9)(tz+ ) —zpa=0
qui représente bien une F;, avec oscnode, comme I’a indiqué Segre (2).

Ceci peut s’expliquer. L’on sait, en effet (%) qu'une courbe normale
canonique de S avec plans pentasécants, appartient toujours & une

(*) Cf. Enriques Cuisini, Op. cit. p. 15 (vol. 11, 1v, p. 345).
(®) Cf. C. SecrE, Annali di Matematica, 4@ série, vol. XXV, 1890.
(%) Cf. Enriques-Cmising, Op. cit. p. 15 (vol. III, v, p. 103).

THISE B. D'OROEVAL,
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surface de Véronése. Il en résulte qu’une Fy, dont toutes les sections
possédent des g;, se trouve sur une variété dont toutes les sections sont
des surfaces de Véronése. Une telle surface est unique et constitue
un cone de Véronése, c’est-d-dire le cone des droites issues d’un point
de S8 s’appuyant & une surface de Véronése. Ce cone de Véronese,
coupé par une variété cubique a 5 dimensions, contenant une quadrique
(cOne de sommet, au sommet du cone de Véronése) a pour intersection
résiduclle, la Fy,, cherchée, qui acquiert ainsi un point double.

M. P. du Val (}) a montré que cette Fyq est équivalente a4 un plan
double, avee sextique de diramation, possédant une droite tritangente,
lequel plan double ne dépend que de 18 modules.

En conclusion, la possession par les courbes de la F;, d’une g} est
une propriété qui n’appartient pas aux surfaces générales. Done une
surface générale F;g ne peut se projeter que d’un plan quadrisécant,
et ne donne naissance qu’d une seule surface.

Il n’y a donc qu'une seule surface dec genres 1, pour 7 =06 et de
cette surface on peut, par point triple, faire naftre trois surfaces ration-
nelles que nous allons distinguer.

12 Considérons la surface Fq du 6¢€ ordre avec quartique rationnelle
double. Supposons faire naitre un point triple en un point T, extérieur
a la quartique double T';. La projection, & partir de T, de cette quartique,
est une quartique plane avee 3 points doubles, traces de 3 bisécantes.
Ces bisécantes apparticnnent & la surface, la rencontrant en

3 + 2 % 2 =7 points.

Le systéme adjoint an systéme des sections planes passant por T est
découpé par les cubiques avec point double en T, passant par la quar-
tique. Cette surface cubique contient les trois droites issues de T,
puisqu’elles ont, en commun avec elle, 4 points. L’intersection variable
est d’ordre 18 —8 —3 =79,

Les courhzs possédent un point triple en T, puisque T est un point
sextique, pour I'intersection, et que I'on a retiré trois droites. Sur la
représentation de la surface cubique C; (6A;) (les A; sur une conique)
une quartique rationnelle Ty, se représente par une

C‘(AL A}, A.’H Ah Al)'

() Cf. P. du Vav, Superficie di genere uno, che non sono base per un sistema di
quadriche (R. C. R. Acad. d. Lincei, 6° série, vol. XV, 1932, p. 276) et Osservazioni
(R. C. R. Acad. d. Lincei, 6° série, vol. XV, 1932, p. 345). ‘
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T.a droite de la cubique représentée par le point-hase Aq, et passant
par le point T, ne rencontre pas la quartique. Or, cette droite coupe la
surface Fg en trois points autres que T, situés sur Pintersection rési-
duelle du 7€ ordre. Si donc on projette cette courhe de T, on obtient
une quartique & point triple, donc rationnelle.

Nous obtenons ainsi la surface rationnelle du type A :

C'I(‘.)A" 3 B» “ C)y

les A et B étant situés sur une cubique fondamentale Ty. Cette surface
se trouve chez Cremona (1). .

Nous pouvons remarquer que catte Fg £st le « double » d’une surface
cubique passant par une quartique rationnelle, et I'on sait (?) que ce
systéeme de swifaces représente une variété du 5¢ ordre A trois dimen-
sions de S°. Notre surface générale est donc l'intersection de cette V;
a sections clliptiques, par les quadriques de S8.

Remarquons que, parmi les surfaces précédentes, il existe un cas
particulier ou la quartique se décompose en une cubique et une droite,
se rencontrant en un seul point. Alors les plans passant par la droite
découpent sur la surfoce un faisceau de quartiques ayant deux points
doubles, sur la cubique double (rencontre en deux points, en dehors
du point d’intersection avee la droite). Remarquons que les quatre
droites exceptionnelles ne rencontrent pas une telle courbe, car, étant
des trisécantes de la qua.tique, elles deviennent des bisécantes de la
cubique s’appuyant & la droite. Il en résultz qu’une telle droite ne
rencontre pas une quartique de notre faisceau. Cette courbe est done
la projection d’une courbe de la F;y de S¢ qui ne passe par aucun des
centres d~ projection. Une telle quartique est donc projection d’une
quartique de Fy4; nous avons donc affaire & une Fyy, dotée d’un faiscean
de quartiques elliptiques.

2° Considérons alors la surface dotée d’un faisceau de quartiques
elliptiques et supposons prendre le plan II, projetant, quadrisécant
une des quartiques. Une quartique elliptique est courbe normale
d’un $?; le résidu d’une telle quartique par rapport a une section
hyperplane est une sextique de genre 2, au moins (car appartient a SY).
Elle ne peut &tre de genre 3, car clle scrait alors dans un S, qui rencon-

() Cf. L. Cremona, Opere Matematiche I1I (Ueber die Abbildung algebraischen
Flichen, p. 266).

(!} Cf. F. Enniques, Op. cit, p. 14.
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trerait celul de la quartique selon une droite, au plus bisécante de
la quartique, ct le genre de la courbe, ensemble de la quartiquz et de
la sextique ne saurait dépasser 143 4 2 —1=5 ¢e qui est contraire &
nos hypothéses,

Nous avons donc affaire & des sextiques de genre 2, situégs dans
des S% recontrant le S® de la quartique selon des plans; il y a done
quatre points communs et le genre de I'ensemble est bien

I+24+4—1=6.

Notre Fy, posséde donc un réscau de sextiques de genre 2. La série
coractéristique d’une courbe du réseau, est sa série canonique g,
le réseau est donc de degré 2 et la surface peut se représenter par un
plan double.

Soit alors I, un plan quadrisécant, une quartique T}. L’espace E3
contenant la quartiqus T; coupe le S, sur lequel on projette en un
seul point: ce point représente donc toute la quartique; une section
quelconque y aura quatre tangentes. Nous aurons donc un point
quadruple & voisinage clliptique. Le cOne tangent aura donc deux
génératrices doubles. Le point Q sera donce sur la courbe double en un
point double pour celle-ci. La Fg, projection d= la Fy,, cst done une
surface du G® orare avee une quartique double Cy, qui posséde un
point double quadruple pour la surface. Cette surface a bicn tous ses
genres égaux A 1, puisque, parmi le faisccau des quadriques passant
par la quartique (g, il y a un seul cOne. Les sections planes passant
par Q sont des sextiques avec point quadruple et deux points doubles
sur €4, donc de genre 2; deux de ces sextiques se coupent en dehors
de Q en deux points. On a donc bien un réscau de sextiques, de degré
et genre 2. .

Le faisccau des quartiques cst donné par les intersections variables
_des quadriques passant par C,. Ce sont, en effet, des courbes d’ordre

2xXb6—2%4{=4.

On voit, effectivement, sur la représentation plane d’une telle quadrique
Ca(Ay, A2) que l'intersection par une surface du 6€ ordre Cyy(A}, A})
diminuée du double d’unc biquadratique C;(A}, A}) se réduit & une
C:(A}, A7) qui représente bien une quartique clliptique.

Si I'on projette la surface Fg & partir de son point quadruple Q sur
un plan, on obtiendra un plan double avee ligne de diramation d’ordre

242 —2=2X2+2X2—2=0
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enveloppe de quartiques elliptiques, dont les points doubles sont sur
la droite, trace du plan tangent commun 4 toutes les quadriques en Q.

Cherchons si l'on peut construire directement un tel plan double
ct quels sont ses modules. Nous aurons & construire une sextique de
diramation 12-langente & un systéme continu !, de quartiques ellip-
tiques.

Nous écarterons d’abord le cas ou les 12 points de tangence seraient
sur unc cubique. En effet, s’il ¢n était ainsi, en désignant par Gg la
cubique, par Cq la courbe de diramation, par G4 la quartique tangente,
les courbes du faisceau Cy+ A(C;)*=o0 dépendent d’un parométre.
Imposons-leur de contenir un point de la G4, nous aurons une courbe
décomposée en la quartique et une conique Cy

. Co+ MGy )= G, Ca.

Cette conique sera alors 6-tangente a la Cq, aux points d’intersection
de la Cg4 et de la G non situés sur la C,. Mais I'on sait qu’un plan double
avec sextique de diramation G-tangente & une conique, représente une
surface du 4 ordre 4 point double, laquelle surface ne posséde pas de
faisccau de quartiques elliptiques.

Nous aurons dohc & rechercher si les séries moitiés des g;,, coupées
par une sextique sur unc quartique quelconque, tendent vers des séries
analogues, lorsque la quartique vient & acquérir des points doubles.
Nous aurons & généraliser quelques résultats dus & M. Campedelli ().

Soit donc une courbe C,, de genre p, et d’un certain ordre m, soit
sur celte courbe une série linéaire non spéciale g™ (2n> 2p).
La C, fait partic d’un systéme continu &, de courbes irréductibles C,,
d’ordre m, avee d points doubles. Dans le systéme I, sont contenus
des systemes 2,y et 2,y de courbes possédant respectivement un ou
deux points doubles accidentels. Les Cp_y et Cy_y se ragarderont comme
de genre virtuel p, et nous reticndrons leurs points doubles comme
virtucllement inexistants.

Si nous faisons varier la C, dans 2, jusqu’a une C,_s possédant les
points doubles accidentels O et 0, la g**” de C, tend vers une gin ”
de C,_s qui posstde deux couples neutres. Cette séric est virtuellement
compléte, sur la C,,_, de genre virtuel p et elle est effectivement contenue

P R4 ’ 99— .
dans une g.37"*’, sans couples neutres. Sur la Cp, la g*2~" posséde 22

1 . . . . .
(*) Cf. L. CamprpELL, La bisezione delle seric lineart sopra una curva di genere

virtuale p e di genere effettivo p—1 (Bolletino dell’'unione matematica italiana, vol. XI,
1932, p. 78).
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séries linéaires moitiés (1) (cn général non spéciales), g ”, virtuellement
complétes. Cherchons ce que deviennent ces 2% serics. lorsqu’on
passe a la limite. .

Supposons la g3, coupée par des adjointes @i, d’ordre h (> n—3)
passant par un groupe K de points fixes. Elles constituent un systéme
linéaire de dimension

+ (h—m)Y(h—m+3) -1

t=2n—p >

Les ¢x sc distribuent en 2% systémes continus non linéaires {¢x},
of-* de courbes n-tangentes a C,, chacun desquels détermine sur la Cp,
avec les groupes des points de contact, une g,™" moitié de la séric
linéaire ga "

Si 'on passe a la C,_,, le systéme des ¢4 tend vers un systéme con-

tinu oo, n’ayvant ni O, ni O’ pour points-bases, constitué par des @
virtuellement adjointes & C,_, (passant par le groupe K, limite du
groupe K sur C,_,). Ainsi, un systéeme de ¢s, h-tangentes a Cp, tend
vers un systéme || constitué soit de ox passant en O et O,
(n — 2)-tangente a Cp_,, soit de gx passant par O ou O, (n — 1)-tan-
gente & C,_», soit de g n-tangente & Cp_s. .

Dans le premier cas, les n —2 points de contact des q;;. donnent,
sur Cp_s, les groupes d’unc des 22— séries coupées sur C,_., par ses
adjointes efectives d’ordre h (passant par K), ce qui est la série résidu
de O, + 0, 4+ O + O, (0; et O, étant les deux points superposés
en O, O, et O}, ceux superposés en O') ) par rapport & la gin """ compléte

n
qui contient la g;"~", toupée par le 9. Ces @4 proviennent de quatre
systémes de ¢4 n-tangentes a C,; en effet, si C, tend vers C, », les oa,
passant par O et O, sont limites de 4¢, touchant la €, en quatre
points, car le fait de passer par un point double absorbe deux tangentes
d’un faisceau.

Il reste donc 3.2?"-% systémes continus @i, mais parmi ceux-ci si
I'on regarde O’ comme inexistant, il y en a 2?”=* qui passent par O
(¢f. note de Campedeclli) et 22=" qui sont {n — 1)-tangente & C,_..
En retranchant ces systémes qui comptent pour deux, il reste 2-2,
Il y a donc en tout 2?—' systémes n-tangents.

En resumé, o’-* systémes passant par O et O’, (n — 2)-tangents
4 (7-3 et comptant chacun pour quatre:

{*) Cf. Enriques-Caisini, Op. cit. p. 15 (vol. 111, v. p. 34).
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2P-3 systémes passant par O, (n —1)-tangents & Cp_s ¢t comptant
respectivement pour deux;

2P=3 gystémes analogues passant par O'; .

al=* gystémes n-tangents & Cp_s;

au total
§o23=Y 2 X 2,238 2V = 2 W,

Mais si nous regardons la C,_3, comme de genre p — 2, sur elle les g
ne sont plus complétes, mais contenues dans des g, ™" "*, moitiés des g3 *+*
qui n’ont que 2%’—* séries moitiés. Donc, ces séries ne sont pas toutes
diséquivalentes.

En appliquant deux fois le résultat de Cumpedelli, on arrive au
résultat. Sar Ja C,_a limite d’une C,_y, ces séries se distribuent par
couples, celles de la Cy_q se distribuent par couples daps celles de
la Cp, d’ou :

Tutortve. — St Uon considére dans un systéme continu Cp, de
courbes de genres p, une courbe Cp_,, dotée de deux points doubles acci-
dentels, les g™, moutiés des g3;™" d'une C,, tendent vers des g™ virtuel-
lement complétes de la C,_y; celles-ct se distribuent en quadruples de
séries équivalentes, les séries de chaque groupe étant contenues dans une
méme g "** compléte.

Si donc uous prenons une quartique elliptique, il existe 2?2 = 16 sé-
ries g, coupées par des courbes n-tangentes; ces séries se distribuent
en quatre groupes.

Prenons alors, dans le plan, une quartique elliptique, dépendant
de .quatre parameétres (12 paramétres, moins les 8 homographies du
plan). Nous savons qu’il existe des sextiques 12-tangentes, en des
points d’une des 16 séries précédentes. Soit Cq, 'une d’elles, les 12 points
de tangence appartiennent 4 une g;, donc dépendent de g paramétres.

Mais les Cq4 remplissant cette condition, sont ®°, comme le systéme

C‘.-O- A\C5C’= o,

ot C; est une conique générique. Nous avons ainsi construit un plan
double, image d’une surface possédant une courbe elliptique. Mais s'il
existe une courbe de genre p, sur une telle surface, il en existe un systéme
continu «”, donc les quartiques sont «'. Notre plan double ainsi
construit, posséde une infinité de quartiques elliptiques et dépend de *

4 4 9 =+ 6 — 1 = 18 modules.
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Nous n’obtenons donce pas une surface générale, ce qui était a
prévoir, puisque nous avions ohtenu une surface analogue, particula-
risant la quartique rationnelle double.

Cette propriété est d’ailleurs générale; en effet :

TutortMe, — Toute surfuce dont tous les genres soni 1, qui posséde
un faisceaw de quartiques elliptiques, dépend de 18 modules. .

Soit, en cffet, une telle surtacg Fax_a, située dans un S®. Supposons
que la surface posséde un taisceau d> quartiques elliptiques. Une teHe
courbe est normale dans un %, toute section hyperplane contenant
une de ces quartiques se décompose en celle-ci et une courbe contenue
dans un S™2; si elle était dans un S™2, I'intersection avee le S? serait
une droite, au plus bisécante la quartique, ct le genre de I'ensemble de
la section, serait de genre

1+[28—6—(x—3)]+2—1=1—1.

La courbe résidu est donc, dans un S™3, de gem-é ® — 4, ayant
4 interscctions avec la quartique dans le plan intersection du S? et
du 53, .
Considérons alors les sections hyperplanes dotées de quatre points
doubles, et le systéme de toutes les courbes de S*, sections hy perplanes
d’une Fyr_s. Ce systéme a la dimension © 4 r, ou r est I'infinité des
surfaces Fan_u, qui n’ont pas en commun une méme section hyper-
plane. La décomposition de la courbe en une quartique elliptique et une
autre courbe, exige quatre conditions (puisque quatre points doubles);

nous aurons donc
xR +/—= courbes

avec une quartique composante. Mais, par le S® contcnant la quar-
tique, passent ™' hyperplans. Une surface qui posséde une telle
quartique doit en contenir une infinité; d’ou le nombre des surfaces
contenant une quartique :

RNHI—b— (=)= = or—1,

Posséder un tel faisceau implique donc une condition. Comme le
nombre des modules d’une surface générale est 19, celui d’une surface
dotée d’un faisceau de quartiques elliptiques sera bien 18.

Aprés cette digression, revenons & la surface ® = 6, possédant un
faisceau de quartiques elliptiques, et un réseau de sextiques de genre 2.
Supposons que I'on impose & 'un de ces systémes de dourbes, la posses-
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sion d’un point double, pour chacune de leurs courbes. Le point double
sera, d’aprés le théoréine de Bertini, un point-base double T. Suppo-
sons d’abord que ce soit le faisceau des quartiques elliptiques. Les
quartiques sont alors rationnelles, les sextiques vont posséder le point
double comne point-base; s’il n”’en était pas ainsi, les sextiques devraient
atre de genre au moins égal & 3, mais alors le $3 les contenant rencon-
trerait celul contenant la quartique selun unce droite, ct on devrait

avoir
r=04+34+2—1=4,

ce qui est contraire aux hypothéses. La surface est donc coupée par un
hyperplan passant au poiut T, selon trois directions; elle y posséde un
point triple. Remarquons que ce point triple a un voisinage elliptique
coupant en deux points la quarthuﬂ ct en un point la sextique, d’olt
le genre de la section :

(o+1+2—1)+(2+3—1)=b

Si ce sont les quartiques qui restznt elliptiques, ct les sextiques qui
acquiérent un point deuble, le raisonnement sera le méme, car, si les
quartiques ne passaient pas au point-base double, qui devient ainsi
triple pour la surface, les quartiques seraicnt de genre 2, donc planes,
ct 'on arriverait & une impossibilité, les sextiques de genre 1 n’admet-
tant pas de quadrisécantes.

En résumé, si 'on considére unc Fyy de S8, dotée d’un faisccau de
quartiques elliptiques et d’un réscau de sextiques de genre 2, si j’impose
& 'un de ces systémes de courbes de posséder un point-base double,
ce point-base sera aussi basc pour le systéme linéaire résidu, ct ce point
sera triple pour la surface. Nous avons donc la la naissance de deux
points triples a caractéres distincts.

Nous allons maintenant montrer qu’un tel point triple impose bien
scpt conditions comme un point triple ordinaire.

Pour ccla, étudions les projections dans l'espace ordinaire de ces
deux nouvelles surfaces, toujours & partir d’un plan quadrisécant une
quartique.

Considérons d’abord le cas ot le point-base est double pour les quar-
tiques. La surface projetée est une @, avec un point quadruple Q,
projection d’unc quartique rationnelle. Mais les sextiques de S9
rencontrent la quartique projetéec cn Q en quatre points dont deux
confondus au point triple. 11 y a donc sculement deux tangentes arbi-
traires, et une tangente double. Le voisinage du point Q se compose
d’un voisinage rationnel (quartique) et d’un voisinage elliptique (point
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triple), liés par un point double. Le cdne tangent s¢ décompose en un
cdne quadrique et un plan double. Or, un cdne du 4¢ ordre dépend de
15 paramétres homogenes; le cone décomposé dépend de 9 paramétres
homogénes. On a done 6 relations & écrire, et la surface trouvée a
donc 18 — 6 = 12 invariants projectifs.

Supposons maintenant que le point double le soit pour les sextiques.
La quartique se projette encore en un point Q quadruple dont le
voisinage est formé de deux voisinages elliptiques, 'un provenant de
la quartique, ct P'autre du point triple, ces deux voisinages étant liés
par un point simple (le point-base est simple sur la quartique). On a
alors affaire 3 un point quadruple avec une droite double infiniment
voisine. Une telle singularité dépend encore de six conditions.

Nous allons montrer que les eas B et C correspondent bien a ces
deux sutfaces. Soit done la surface B donnée par la représentation

plane
Cy(7 V% B2, 1C)  (les \, B, Csur I's).

Soit I'; une autre cubique passant par les A et B. Choisissons sur cette
cubique 4 points D, intersection de la I'; avec «une (Cg)° particuliére.
Soit alors le systéme
Cy(7 A% B2, 4G, §D),
les A, B, Csur Ty, les A, B, D sur TY.
Les courbes de ce systéme sont «®, en effet, celles décomposées
en I'; 4T, et une Cj(7 A) sont 2, d’oli le systéme o?® des courbes

C3+ Tl (1. C3+uCi+vCi) =o.

Le systéme représente une surface d’ordre

Bl—7x9g—f—f—§=86.

Le point multiple est représenté par ’ensemble I's 4 I'; qui donne, pour
les courbes v passant des Cg (3 A) représentant les sextiques elliptiques,
se rencontrant hors le point multiple en 3 X3—7 =2 points.
Le point multiple est donc quadruple; son voisinage est composé
de deux cubiques elliptiques ayant un point commun. La surface
posséde un faisceau de quartiques clliptiques, les G5 (7 A, B); sextiques
et quartiques se coupent en 9 —7 = 2 points, hors du point multiple.
La courbe double est une

Cu(7A7, By, 103, DY) se réduisant & Cy(7 A%, B, 4C, 4D)

qui est bien une quartique possédant un point double, au point
multiple.



Passons maintcnant a la surface représcntée par le systéme
Cy(\Y, 9B2,2C)  (les A, B, Csur une I'y).

Considérons une droite A issuc de A et prenons les quatre points D,
intersections de A avec une C}, arbitraire. Les courbes

Cg(At, 9B, 2C, {D) (\, B. Gsur I's. \ et D sur Q)

forment un systéme o', En effet, les G, (A;, 9B) sont 3, donc le
systémne
$4+ Al (A Cl+ nCy +v()) =

est bien ® Notons que, puisque la T3 est une cubique elliptique,
toutes les C, passent par un autre point E, situé sur T',. Ces quartiques
s¢ coupent donc en 4 X 4— {—10 =2 points variables. Elles repré-
sentent les sextiques passant par le pomt multiple (T,. 4); la section
générale est d’ordre

6 —16—gx f—2—1=6.

1l en résulte que le point multiple est bien quadruple. Cette surface
admet un faisceau de quartiques rationnelles, représentées par les
droites issues de A, et un réscau de sextiques de genre 2, représenté
par les C;(A?, 9B, E).

Ces courbes se coupent en 4 — 2 = 2 points, en dehors du point mul-
tiple. La courbe double de la surface est la Ciy(A", gB? 2C*, 4D?)
qui sc réduit & C,(.\', 9gB?) qui représente une quartique ayant un
point double au point multiple.

Je ferai sur le cas C une remarque dont je tirerai un exemplemontrant
la naissance d’une de ces familles de courbes décomposées, par I'impo-
sitiop d’un point triple. -

Considérons une surface du type C. Les courbes passant au point
triple se représentent par les C, (A3, gB).

Montrons que sur cette surface, les sections sont équivalentes & des
quintiques, c’est-a-dire que, sauf le cas des sections décomposées,
tout plan quadrisécant est pentasécant. En eflet, les hyperplans de S®
découpent sur une section hyperplane quelconque une g;,. Si I'on
considére un plan quadrisécant, ¢’est-d-dire quatre points, il doit
passer par ce plan une double infinité de S% nous avons donc & consi-
dérer, dans le plan, les courbes engendrant la gi, ¢t a y déterminer
quatre points, tels que le systémne des courbes y passant soit w2 Or,
nous avons une quintique sur laquelle les g;, sont coupées par les
coniques du plan. Les coniques passant par quatre points ne forment

A\
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un réscau que si les quatre points sont en ligne droite, et alors il\y
en a un cinquiéme. Donc un plan quadrisécant sera pentasécant.

Considérons alors la surface F; avee un point quintuple, par lequel
passent trois droites triples. Cette surface est de genres 1, puisque,
par un tricdre de droites doubles passe une scule surface cubique,
formée de trois faces du triedre. Une telle surface existe. On peut
prendre, en effet, les trois faces du tricdre deux fois ¢t un autre plan,
puis trois fois un cone, passant pac les trois droites et un autre plan.
La surface générale du faisceau ’

(PP'P")Q + (CsPR =0

appartient & notre type.

Les sections sont des G;(3A*) qui par transformations crémoniennes
s¢ raménent & des quintiques. Soit Q le point quintuple: imposons un
point triple T, en position générique. La droite QT appartient & la
surface, ayant avec clle huit points en commun. Le systéme adjoint aux
sections passant par T, est coupé par des surfaces du 4¢ ordre, avec
trois droites doubles concourantes et un point double extérieur. Mais QT
lui appartient, et la surface du 4 ordre se décompose en deux cdnes.
Un tel cone coupe la surface sclon une courbe d’ordre

2X7—3X3I—1=4.

Le point T, triple pour 'intersection (la droite QT étant retirée) reste
double pour la quartique qui est rationnelle. Comine il y a un faisceau
de cénes, 1l y a un faisceau de quartiques rationnelles. Les sextiques
sont ici décomposées en la droite QT et l'intersection par un cdne
passant aux trois droites triples. Il est a noter que, si le point triple
n’existe pas, le faisccau de quartiques est absent.

Notons que notre surface F, est unc image de la Fyg de S8 a point
double situés sur un ¢dne de Véronése. En cilet, si I'on projette cette
surface sur un plan & partir du point quintuple, on obtient un plan
double. La courbe de diramation est d’ordre

2R +2R—2=2X 249X 2—2=12,

N

donc une Cy,. Mais les traces des faces du triédre des droites triples ne
peuvent rencontrer cette Cyp, qui a done trois points sextuples. Mais
le cone tangent au point Q se décompose en trois plans ¢t ¢n un céne
du 2° ordre, dont les génératrices ont six intersections en Q, avec la
surface; D'intersection résiduelle n’a qu’une intersection avec une
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projetante. La conique trace du cdne sur le plan double passe par les
trois points sextuples de la Cy,, et lui est tritangente.

Par une transformation quadratique, cette Gy, se raméne & une Cg,
tritangente & une droite. Ce plan double dépend done de 18 modules.
C’est bien la surface située sur le cone de Véronése (}). La surface a
point triple que nous avons construite dépend, clle, de 11 paramétres.
C'est en effet, un cas particulier, puisque le réscau des sextiques est
décomposé en la droite QT el un réseau de quintiques. Ce cas s’obtient
sur la représentation plane, en faisant $e rapprocher infiniment deux
points bases simples situés sur la cubique fondamentale I's,

Il peut étre intéressant de donner quelques représentations de surfaces
rationnelles appartenant aux types rencontrés.

+ Notons d’aberd la surface Fg du type A représentée par le systéme

C:(9A%, 3B, 1) (les A et B sur Iy).

Cette surface a été indiquée par Cremona (3).
Nous pouvons obtenir des surfaces en projetant’la F;, de S & partn‘
. du point triple, et de deux autres points arbitraires, ou encore du
point triple ct de trois autres points appartenant a un plan quadri-
sécant passant par le point triple. On aura ainsi, pour le type A, les
systémes représentatifs suivants :

a. Ci(11A), !

a. Ci(12A) (les 12A sur une I'y fondamentale).

La surface a représente une surface du 5¢ ordre avec cubique* gauche
double. On peut, en eflet, obtenir directement la représentation d’une
telle surface par projection gauche. A un point M de la surface, on fait
correspondre la trace sur le plan de projection de I'unique bisécante
a la cubique double, passant par M. Observons alors que les bisécantes
4 une cubique s’appuyant sur une droite, engendrent une surface du
4® ordre 4 cubique double; on trouve que la projection d’une section
plane est une courbe d’ordre

- bx4{—3Ix2x2e=8.

Les trois points d'intersection de la cubique double avec le plan de

() Cf. P. du Var, Osservazioni (R. C. R. Acad. d. Lincei, 6® série, vol. XV,
1932, p. 345).

(®) Cf. L. CremoNA, Opere Matematiche 111 (Ueber die Abbildung der algebraischen
Flichen, p. 266).
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projection représentent des points d’ordre

hxo—3Ixo=4,

comme on le voit en considérant le cdne ayant son sommet en I'un
de ces points et s’appuvant sur la cubique. Comme la surface est
du 5¢ ordre, il y aura six points-bases simples, avec o, tel que

6f—3xi16—s=5, ¢=11.

Par transformation quadratique les C«(3A*, 11B) se raménent a
des Ci(11A).

Les adjointes d’ordre 2 passant par la cubique double coupent selon
des quartiques (2 X 5 —6 = 4). Mais si 'on projette d’un point de
la quadrique, une des génératrices de cette surface sera bisécante &
la cubique, et n’aura qu’unc intersection avec la quartique, autre en
aura donc trois. Les quartiques sont donc rationnelles.

La surface « est bien connue; c’est celle du 4© ordre & point triple.

Les mémes projections appliquées au type B donnent les systémes

b. Ca(7A%, 3B),
B Co(7A2 4B) (les A et B sur une I'y).

La surface b représente unc surface du 5¢ ordre avec trois droites
doubles concourantes; les adjointes d’ordre 2, données par les Ones
quadriques, passant par les trois droites doubles, coupent la surface
selon des courbes d’ordre

2X5—3I%X 2=4.

Ce sont des quartiques ne passant pas au sommet du cdne, done ellip-
tiques. Ge sont hien les caractéres des adjointes aux sections planes

Ca(7A).

Sur la surface B, la cubique fondamentale T, représente un point
multiple. Les sections y passant sont les Cg (7 A) qui sont elliptiques
et s¢ coupent en deux points. Ce point multiple elliptique abaisse le
degré et le genre des sections qui y passent de 2; c’est un tacnode,
Le cas § représente donc la surface du 4¢ ordre dotée d’un tacnode ().

(*) ¢f. M. NETuer, Gi)‘uing:n Nachtrichten, 1871, p. 267; L. CReMoxa, Math,
Annalen, 1871, p. 213.
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Enfin, au type C, nos projections rattachent les systémes

c. Cs(Aé, 11B),
1 Cs(A%, 12B) (les A et B sur une cubique Ts).

La surface ¢ représente la surface du 5¢ ordre dotée d’unc droite
triple. En effet, les adjointes d’ordre » se décomposent en deux plans
passant par la droite triple, el découpent, sur la surface, deux coniques
d’un méme faisceau. Ce sont les caractéres de notre représentation
oil les adjointes aux sections sont des Ga(2A?).

La surface y, au contraire, posséde un point multiple T';. Une section
v passant se réduit & une Ca (A?). Toutes les sections passant au point
multiple sont décomposées. La surface est done formée d’une surface
décomposée; comme il y a un point multiple, ce sera un cdne quadrique
double,

En résumé, appartiennent & mnos types les surfaces rationnelles
suivantes :

A { @ Surface du 5¢ ordre 4 cubique gauche double;
" | a. Surface du 4¢ ordre & point triple.
B | b. Surface du 5¢ ordre avec trois droites doubles concourantes;
" | 3. Surface du 4" ordre i tacnode.
G { e. Surface du 5¢ ordre & droite triple;
* | v. Cone quadrique double.
5. Les surfaces avec m =17. -— l.es équations qui donnent les

représentations planes nous fournissent alors quatre systémes repré-
sentatils de quatre surfaces rationnelles distinctes.
Ces surfaces sont données par les systémes

A. e (2A% 8B2, 2C)

B. Ca (6AY, 381, 3C) (les 12 points bases

C. Cis(8BAY, 1C) sur une cubique fondamentale I'y).
D. Co(A, 11B?)

Nous les distinguerons encore par le nombre des droites issues du

point triple, et par le systéme adjoint aux sections passant par ce
point. On a

Droites
passant Systéme
au point trple, adjoint aux scetions passant par un point triple,
AL deux Courbes rationnelles d'ordre 10
B.. trois Courbes elliptiques d'ordre g
C.. quatre Courbes de genre 2, d’ordre 8
D.

ceee zéro Systéme de trois quartiques rationnelles
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Considérons alors, dans S7, une Fyy, d’ordre 12, dont toutes les
sections hyperplanes sont courbes d’ordre 12 et genre 7. Soit Cg une
de ces courbes canonique dans un §°, Cette courhe admet, en général (1),
des S* pentasécants qui peuvent, dans certains cas, devenir hexasécants.

Supposons cet espace simplement pentasécant, soit 2'; un point
quelconque M et 2 déterminent un §', qui coupe un $® de projection,
en un seul point m; par projection de Fys, on obtient done une ®; de
genres 1, & scctions de genre 7, donc dotée d’une courbe double d’ordre

-r

6 %
2

— 7 =24

Cette courbe duv 8¢ ardre doit se trouver sur une seule sprface cubique.

Son genre est p.
3x8—p+1=19, p=6.

On aura donc un: ®;, avec courbe double du 8¢ ordre de genre 6.
On pourrsit envisager le cas d’une courbe du 8¢ ordre dolée de ¢ points
triples : :

a. t=1, p=3;

b. t=2, p=o.

Mais, en tout cas, une telle courbe est siirement sur une surface du
4© ordre. Le cas a est impossible. En effet, si cette courbe existe, la
cubique posséde un point double, celle du 4¢ ordre aussi. Leur inter-
section est donc une Gy2(6A*) qui se réduit & C.(6A2).

S'il existe une courbe d’ordre 8, passant trois fois au point double,
on aura, si cette courbe est d’ordre n, de multiplicité r,

In —2 r=S8,
2n —2 ri=3,

(n—=1)(n—2) -3 nn=l _3 (rza),
~ . ~ 8

2 2
d’ot -
- g . [
n=>5, 2;-,-_—'.7, 2r,’=7 . impossible (6 =9>6). .
1 1

Pour le cas b, la surface cubique posséderait deux points doubles

(Y) Of. Exriqurs-Casing, Op. cit. p. t5 (vol. III, v, p. 112},
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représentés sur la représentation plane par les points en ligne droite A, -
A,;, Aget A A, Ag. La section se réduit &

Co(AZ AT AL AZ, AR
Si la courbe existait, on aurait
In—r—ri—rs—r,—r;—rg=238,
R—ry—ry—rs =3,
nN—ry—ry—rg =3,
R+ ry—ry=2,

(n—1)(n—2») _Zr,(n-!) =

2 2

0.

Cette courbe doit étre contenue dans la Cs(A},,, Ay), done ry <8,
d’ou possibilité avee la C,(Ai, A;), mais ceci exigerait que les cing
points A,-Ag soient sur une conique, ce qui est impossible. En consé
quence, le seul cas possible est celui de la courbe du 8¢ ordre de genre6.

Nous sommes donc ramenés & P'intersection d’une surface cubique
par une surface du 4¢ ordre. Or on sait qu’unc telle intersection
se décompose en une courbe du 8¢ ordre de genre 6 et une quartique
de 2¢ espéce. Cette courbe peut se représenter sur la représentation
_ plane de la cubique par une )

Ca(Af. AL AL AL As Ag).

Notons que si les siy points-bases viennent & se trouver sur une
conique (cubique 4 point double) notre Cq rencontre la Cy(6A;) image
du point double en deux points. La courbe obtient alors un point
double, et reste de genre 6. Remarquons que cette courbe particuliére
4 point double est aussi le cas particulier des courbes d’ordre & et de
genre 7, qui viennent & étre dotées de point double. La section de
deux surfaces cubiques ayant en commun unc droite est, en effet,
représentée par

Cs(Al, AL A3, AL AL AD).

Si I'on impose un point double pour la surface, double pour la courbe,
on devra retirer la C;, d’ou

) Ca(Al, A% A% AL A A

On en conclut que la courbe du 8¢ ordre de genre virtuel 7, & point
double, est un cas particulier de la courbe du 8¢ ordre de genre 6,

THFSE B. D’ORGRVAL.
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Supposons alors qu’il existe une surface ®;, dotée d’une telle courbe
double, elle coupe la cubique adjointe selon une

Co(AT AL ATOAT, AT AD),
d’ol, pour résidu
Co(A A, AL AT AL AD

qui se décompose en cing droites représentées par la droite AgAq,
et les quatre coniques

(A AQ’ A;, As. Ag) (l\l Aq, :\;, A:., Aq),
(\|. A1, l\;. A.. l\ﬁ) el (x\a. \s. .\1. 1\5. '\.,)-

Ce sont donc cipq droites gauches représentant les cing points de pro-
jection. Ces droites coupent la courbeen 2 X 6—3 X 2 —2 == points.
Si I'on considére une autre @, passant par la méme courbe double,
ces cinq droites sont communes, ayant huit points communs avec la
seconde surface. Donc toutes les ®; passant par la courbe double
découpent sur I'une d’elles un systéme de courbes de degré

7%7—4x8—"0=10.

Une telle courbe est de genre 7, comme on le voit en considérant
une section par la surface ®;: décomposée en la cubique comptée deux
fois et une section plane. La C,; est alors décomposée en une section
plane de genre 7 et cinq droites gauches. Le systéme de ces C;, est
donc »'. Celui des ®; passant par la courbe double du 8¢ ordre donnée
est dﬂl‘l(‘ @®. Les courbes du 8¢ ordre sont § X 8 puisque (1)

I X 8>T%06-+12.

Le syst¢éme des ®, de I'espace est donc

03+ = xpi0

Mais il y a 15 homographies et sur une Fy3 de S il y a co? espaces
pentasécants, chacun appartenant & une g;, dont il ¥ a une infinité.
Les hyperplans de S7 sont «’, et ceux passant par un S sont *;
on a done, par projection,

x1+1-" = x4 surfaces équivalentes,
d’oui le nombre de modules de notre surface

jo—15—6=1q.

{*) Cf. Enniques-Crising, Op. eit., p. 15 (vol. III, v, p. 529).
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Nous obtenons donc une surface générale représentative d’une Fy,,
admettant des espaces S' pentasécants. Cest méme la seule surface
générale de ce type. En effet, il n’v a qu’un type de Cg. Il existe un
autre cas possible, celui d’une ®; avee droite triple et quintique double
de genre 1 dont la droite triple est une trisécante. Mais sur cette
surface, les plans passant par la droite triple découpent des quartiques
de genre 1 (ayant deux points doubles sur la quintique). Cette surface
a donc un faisceau de quartiques elliptiques et, comme nous 'avons vu
précédemment, n’est pas une surface générale.

Etudions maintenant le cas ot la courbe section de la Fyq de §7
admet un S® hexasécant. La projection sera alors une ®, de genres 1,
dont les sections planes sont de genre 7, et ont donc trois points
doubles. Une telle surface aura done une cubique double. Cette ‘cubique
ne peut étre plane, car la sutface serait de genre supérieur & 1. Si la
cubique est gauche, il v passe un faisceau de quadriques. Mais si 'un
des points de cette cubique est quadruple pour la surface, il y a un
seul cone adjoint, et la surface est de genres 1. Si la cubique est formée
de trois droites gauches, on n’a aussi qu'une scule quadrique.

Considérons alors le cas d'une surface du 6€ ordre, avec trois droites
doubles. Une section passant par une de ces droites est une quartique
de genre 1. Cette surface posséde donc trois faisceaux de quartiques
clliptiques. Elle est donc de modules en nombre inférieur ou 2u plus
égal & 18. Ce n'est done pas une surface générale.

La surface possédant une cubique gauche double avec point quadruple
sur la cubique est coupée par le réseau de quadriques selon des sextiques,
dont on a le genre A partir des Gia(A®, B*®), d’ou I'on retranche deux
fois la C,(A%, B), d’out G4(A2, B').

En retranchant deux fois le point quadruple, double pour la
sextique, G;(B?).

C’est donc un réseau de sextiques de genres 2. Mais les points du S®
projetant sont six droites passant par le point quadruple, rencontrant
la cubique double, done ne rencontrant pas les sextiques. On a donc
un réseau de sextiques de genre 2 sur la Fy,. En projetant du point
quadruple, on a un plan double avec courbe de diramation d’ordre 6;
le réseau des sextiques s¢ projette selon un systéme o? de quartiques
de genre 2, 12-tangentes & la courhe de diramation. Eu tenant compte
des résultats précédents (1}, nous pouvons construire un tel plan.

() ¢f. p. 21.
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Prenons une quartique de genre o; elle dépend de 13 paramétres.
Il y a huit homographies dans le plan; les g;, des points de tangence
dépendent de neuf paramétres, et on a alors ©® sextiques. Mais, sur une
telle surface, il y a «? telles quartiques de genre 2, d’oti le nombre des
paramétres essentiels :

1} —8+9g+6—2=18

Nous obtenons donc encore une surface dépendant au plus de 18 modules;
donc le fait de posséder une section, possédant des espaces hexasécants,
ne peut appartenir & une surface générale.

Il existe donc une seule surface de genres 1, & sections de genre 7,
générale & 19 modules. On peut la projeter sur une surface du 7€ ordre
avec courbe double du 8¢ ordre de genre G, intersection résiduelle
d’unc surface cubique et d’une surface du 1€ ordre, avant en commun
une quartique de seconde espéce. A cette surface unique de genres 1,
correspondent, par imposition du point triple, quatre surfaces ration-
nelles distinctes.

Si I'on se donne une I'§, on a vu qu'il y a «* surfaces de genres 1
et ordre 7 qui la contiennent doublement. Comme posséder un point
triple impose 7 conditions, nous pouvons faire naitre nos surfaces
rationnelles & partir de la @,.

Etudions les différents tvpes de surfaces rationnelles.

A et B. Soit la surface A représentée par les

Ca(o A3, 8B2. 2C) (les A, B, Csur Ty).

2

Une section par le point triple se représente par
Cs(2 A3, 8B).
Parnii ces courbes, il en est de décomposées en une courbe du 5¢ ordre

rationnelle représentée par une droite A passant par A,, et une courbe
du 7¢ ordre de genre 2, représentée par

Ci(Ay, A%, 8B, E),

(E étant le 122 point de la g, sur I's).

Considérons alofs une surface du 12¢ ordre de S7, possédant un
faisceau de quintiques elliptiques, et un réseau de septiques de genre 2
se coupant en cinq points, le genre de la courbe totale étant

I+245—1=7
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Les quintiques appartiennent a des S*, les septiques & des S°, leur
intersection est dans un S'*¢-7=§’ qui coupe bien la quintique en
cing points.

Une discussion analogue a celle faite dans le cas @ = 6, montie que
si P'on impose un point triple base pour le systéme, deux cas se pré-
sentent :

A'. faisceau de quintiques rationnelles; réseau de septiques de genre 2.
B'. faisceau de quintiques elliptiques, réseau de septiques elliptiques.

Le cas A’ sc retrouve en A et B' en B, car dans ce type les
(6 A3, 182, 30) (A, B, Csur Iy)
passant par le point triple se réduisent & des Cq¢(6A?, 3B) parmi
lesquelles figure le faisceau de quintiques elliptiques
C(6A, By, By) =1

ct le réseau de septiques elliptiques C,(64, B,).

Si, sur une telle surface,on prend pour S* projetant un S* pentasécaht
une quintique, on aura, sur la ®;, un point quintuple, image de toute
la quintique. Sur la représentation plane, on peut prendre, pour le

cas A, cinq points-bases sur la droite A, et pour le cas B, cinq points-
bases sur la cubique T'y. Ceci conduit aux deux surfaces

Al Gy(2\ 282, 80G 0D) (N B, Csur Iy \, D surd);
B'. Cy(6\3, 3B2, 3G, D) (\, B, Gsur I'3; A, By, By, D sur I;).
Les points-multiples se représentent par
A s+ 4,
B I3+ 1Y%,
Ce sont bien des points quintuples, car les courbes résidus
A, Cb( \la A:: BB):
B, Cs(6A, By)
se coupent respectivement“en
A’ 16—1—f—8—1=2,

B'. gy—7=2

points au lieu de 7; le point multiple absorbe donc bien cing inter-
sections de deux sections planes de la ®;.
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i
La courbe double, intersection par la surface cubique adjointe,
diminuée des cing droites images des points de projection, se repré-
sente par

A Cas(2A9, 8B¢, 2C3, 5DY),
B Car(6AY, 3B8, 3C3, 3D),

qui se réduit &

Al Cm( \l', \}, BB‘, 'lC, 5D'),
B Cis(6AS, B, B, B3. 3C2, 5D3),

d’ou la multiplicité de cette courbe au point quintuple

A §%16—2X 5—7—8x f—2—10=1,
B'. 6x18—6x12—3%§—3—6—10=3. \

Au point’ quintuple de la surface, la courbe double du 8° ordre
posséde un point triple.

Comme cas particulier de ces surfaces A et B se trouvent les surfaces
du 6¢ ordre a point triple. Considérons, cn effet, une surface du 6€ ordre
avec cubique gauche double, possédant un point quadruple Q sur la
cubique, Imposons-lui un point triple T extéricur, nous obtenons une
surface rationnelle. De T partent deux droites appartenant & la smface,
la droite QT, ct, la Lisécante & la cubique double issue de T (ces deux
droites ont, en effet, sept points communs avec la @®,). L'interscction
par les surfaces du 3¢ ordre passant par la cubique et deux fois en T,
est une courbe d’ordre 10, possédant un point quintuple en Q et un
quadruple en T, donc rationnelle, c2 qui est un caractére des surfaces A.
Les quadriques passant par la cubique et T, donnent naissance & un
faisceau de quintiques rationnelles. On est donc bien dans le cas A;
c’est un cas particulicr, car cette surlace ne dépend que de 11 para-
métres

Considérons maintenant la surface du 6€ ordre, avec trois droites
gauches doubles, et imposons-lui un point triple. De ce point partent
trois droites, qui s’appuient & dcux des droites doubles et ont done
avec la surface 3 42 42 =7 points communs: les surfaces cubiques
passant par les trois droites doubles et deux fois au point triple,
conticnnent ces trois droites, ayant avee elles 2 + 2=4 points communs.
Ces surfaces coupent donc la Fg, sclon des courbes d’ordre 9. Le point
triple est triple pour ces courbes, les trois autres droites issues du
point double de la surface cubique rencontrent la @, en trois points
autres que le point triple. Les Cg se projettent dong sur des Cg avec
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trois points triples, donc clliptiques, cc qui cst un caractére des
surfaces du type B. Si I'on considére les quadriques passant au point
triple et par deux des droites doubles, on a un réseau de courbes
du 78 ordre, avec un point double en T, et deux autres points
doubles sur la troisi¢me droite double. Conune sur la quadrique, cette
septique est une Cy (AS, B?) de genre 4, avee trois nouveaux points
doubles elle est bien clliptique, caractére de la surface B. C’est encore
un cas particulier dépendant de 11 paramétres.

C et D. Supposons maintenant que la surface Fjy de §7, posséde
un faisceau de quartiques elliptiques. Ces quartiques appartiennent
a un S, et le résidu est une courbe du 8¢ ordre contenu dans un S8;
ces courbes sont o', Les courbes sont de genre 3, contenues dans des S8;
I'intersection d’un tel 53 et d’un 8® est un plan qui coupe la quartique
en quatre points. On vérific ainsi que le genre de la courbe compléte
est bien

J+1+j—1=17.

Nous avons donc, sur notre surface, un faisceau de quartiques ellip-
tiques et un systéme *, de courbes du 8¢ ordre de genre 3. Supposons
imposer un point-base pour ces systémes, double pour l'un d’eux;
nous obtenons ainsi un point triple, et deux séries de surfaces dotées
de ce point triple, avec :

C’. un faisceau de quartiques elliptiques, un systéme ' de courbes
du 8¢ ordre de genre 2;

D’. un faisceau de quartiques rationnelles et un systéme «o? de courbes
du 8¢ ordre de genre 3.

Ces surfaces vont appartenir aux types C et D. Considérons, en effet,
les représentations :
G Cis(84A, §B) )

b Co( A+, 11B2Y § (A, B sur I).

Les courbes passant au point triple sont des

C. Ca(8A%),
D. Ce(A%, 11B).

Parmi les premiéres se trouve le faisceau de courbes elliptiques repré-
sentées par Cg (8A), courbes d’ordre 3 X 12 —8 X { =4, et dont le
résidu est le systéme des Cg (8A%) de genre 2 et de dimension 3.

Pour les secondes D, on a le faisceau des quartiques rationnelles"
représentées par les droites 4, issues du point-base A, dont le résidu
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est formé des Cg (A3, 11B), courbes de genre 3. Pour ces derniéres
courbes, le 15¢ point d’intersection E, avee la T, appartient & toutes
les autres, les G5 (A3, 11B, E) sont d’ordre 8; et sont «'.

Si maintenant dans le cas C on prend quatre points-bases C sur
une cubique T (8 A) et un autre point-base eatérieur D, et, pour le
cas D, quatre points-bases C sur une droite A, et le cinquieme D exté-
rieur, on a les deux systémes co';

c. Cra(8\Y, 4B, ¢, D) (\ et Bsurly, AetCsurlY);
D’ Cy (A, 11B2 4G, D) (A et Bsurl'; AetCsurd)

représentant deux surfaces du 7@ ordre. Les points multiples sont

C. r3+r'3)
P. I';+ A.

Les courbes y passant sont des

C. Cs(8AY, D),
D. ' C:(A3, 1B, D, E)

et se couperit en

C. 6X6—8xf§—1=3,
D. 3X5—g—11—1—1=3. 4

On a donc, sur la ®;, un point quadruple. Mais la courbe double
représentée par

!
C. Cyr(8A2, 4B, 4C2, DY),
D. Cip(AY, 11BY, 4C9, DY)

rencontre le point multiple en deux points.

Nous avons donc & faire & deux surfaces du 7¢ ordre, possédant
un point quadruple au point double de la courbe double du 8¢ ordre.

Il peut étre intéressant de donner quelques surfaces rationnelles
appartenant & ces types, obtenues par des projections a partir de S
passant par le point triple.

Au type \ appartiennent les surfaces

a. Co(2A%, 1B)

A et B sur I).
o, Gy, B, Gy § (YerBaurDs)

La surface « représente une surface d’ordre

5><5--z>24—n=6‘
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A sections de genre 4; cette surface a une courbe double du 6¢ ordre,
qui, la surface étant rationnelle, est de genre p, tel que

2X 6 —p+1=10, p=3.

Cette courbe se représente sur unc cubique adjointe par
Ca(Af, AL AL AL AL AD:

Les intersections sur ces adjointes de la @, sont les
Gi(\, AL AY)

qui représentent des sextiques de genre o. C’est bien le caractére des
Cg(2A) adjointes aux sections de a.
La surface a' est d'ordre

VX o—2X j—11—1=3.

La courbe fondamentale I';, y représente un point multiple. Une courbe
y passant est une G;(2A, C). Le point abaisse donc le degré et le
genre de 4; en ce point, la courbe a quatre tangentes. La surface a
donc une conique double et un point quadruple elliptique. Les adjointes
données par les sections par les quadriques passant par la conique
double et le point quadruple sont d’ordre 6. Elles se projettent du
point quadruple sur une conique, et sont rationnelles. Cect exige une
surface dotée d’un point quadruple a lintersection de deux droites
doubles.

Au cas B appartiennent les deux surfaces

B Co(6 A2, 6B)

" (6 \2, 6B, C) } (\ et B sur une I'; fondameantale).
M G 3 ]

La premiére représente une surface d’ordre
6X6—6x{—6=06.

Cette surface est dotée d’une droite triple et de trois droites doubles
s’appuyant a la droite triple.

Les cubiques possédant des droites doubles se représentent par les
C;(A). L’intersection par une surface du 6° ordre est une Cy; (A%) en
retranchant, trois fois la droite double, et trois droites du systéme
réglé, on a Cy représentant une courbe du G°¢ ordre elliptique, comme
les C3(6 A) de la représentation B.

La surface '

Cs(6A%, 6B, C) (A et B sur I'3)



est d’ordre 5. Les courbes passant au point multiple sont des Gy (0 A, C).
Elles se coupent ¢n deux points. Le point multiple, abaissant degre
¢t genre de trois, est un point triple isolé¢ T, par lequel passent six
droites; cette surface posséde une conique double, que le cone tangent
au point triple 1encontre aux traces des six droites issues du point
triple. Les quadriques passant par la conique ct le point triple, coupent
la surface selon des courbes d’ordre

2Xh—a2x2=6

Le point T est triple pour ces courbes qui peuvent donc se projeter
selon des cubiques elliptiques. Les adjointes aux sections planes sont
donc des sextiques elliptiques, en accord avec les Cg (6 A) de la repré-
sentation.

Au cas C se rattachent les surfaces

Cy(R\3, 3B),
Cy(8A4, 3B, C) (\ et B sur une I'; fondamentale).

La surface y est d’ordre 6. (’est une surface ayant une droite triple,
ct trois droites doubles concourantes. En eflet, considérons une surface
cubique passant deux fois par la droite triple, et simplement par les
droites doubles, donc décomposée en un plan par lo droite triple et
un cone passant par les quatre droites. Le plan coupe sclon une cubique
clliptique; le cone, selon une courhe d’ordre 3, cubique gauche rencon-
trant en un point la droite triple, donc en deux points la cubique
elliptique; 'ensemnble est une sextique de genre

IO+ 2—1=2

comm: les adjointes a y, Cq (8 A2). v

La surface y' est d’ordre 5. Les sectigns passant par le poim_’:xultiple,
représenté par la T's, sont des Cy (8 A2 C). ’

Deux telles scctions de genre 2 se coupent en

36 — 8 X § —1=3 points,

La singularité diminuant degré et genre de 2 est un tacnode. Nous
avons donc¢ une surface du 5¢ ordre dotéc d’une conique double et
d’un tacnode. Les adjointes sont coupées par les quadriques passant
au tacnode et par la conique. Ces sections sont de degré

2X5—2X2=0.
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Elles ont au tacnode, un point double, ¢t un autre infiniment voisin.
Elles peuvent donc se projeter sur des quartiques dotées d’un point
double donc de genre 2. On retrouve bien les caractéres des Cg (8 A2)
de la représeuntation y'.

Le type D donne naissance & deux surfaces représentées par

Co(AY, 14B).
'\ Cy(A% 19B, C) (les A et B sur I'y).

o O

Les surfaces S, d’ordre 6, sont & droite quadruple, puisque, dans
ce cas, les adjointes d’ordre 3 sont composées de trois plans, dont
les intersections sont trois coniques d’un faisceau, comme on le voit,

por la
Ga(A?) =3(A)A'(V)A'(A),

les 4, A’ A" étant des droites.

La surface S5 est d’ordre 5. Elle posséde un poinl multiple représenté
par Ty, point tel que l»s courbes y passant représentécs par les Cg (A3, C)
s2 décomposent en une droite fixe et deux coniques. Cette surface est
donc¢ décomposée en un plan ct deux cdnes.

in résumé, il cxiste une seule surface avec ™ =7, dont tous les
genres sont 1. L’imposition d’un point triple donne naissance a quatre
types de surfaces rationnelles. A ces types se rattachent les surfaces
suivantes :

Surface du, ) ordre, avec courbe double du 6+ ordre de genre 3;
A. Surface du o ordre, avec deux droites concourantes doubles, le
point de concours étant quadruple pour la surface.

Surface du ¢ o1dre, avec droite triple ct trois droites s'appuyant
B. it la droite triple,

| Surface du 5¢ ordre a comque double et pomt triple extérieur.
Surface du 6° ordre. avec droite triple et trois droites doubles
C. concourante~ avec la dioste triple,

Surface du ¢ ordre & conique double et tacnode.

p. ! Surface du 6* ordre & droite quadruple;
v 1 Surface décomposée en un plan et deux ciones.
6. Les surfaces avec m = 8. — Les équations qui donnent les

surfaces rationnelles cherchées conduisent aux trois systémes sui-
vants :

A. Gy (\3,10B2 C)
B. (s (5A% 5Bz, 20) (les points-bases sur une I's fondamentale. )
CG. Cio(A*, 7B3, C2, 3D)



—44 -

On peut, comme précédemment, distinguer les systémes par le
nombre des droites issues du point triple, et les systémes adjoints aux
sections passant par le point triple.

Droittes
passant
au point triple. Adjointes aux seclions par le pont triple.
A..... une Courbes rationnelles du 13¢ ordre
B..... deux Courbes elliptiques du 12¢ ordre
C..... trois Courbes de genre 2 du 11¢ ordre

Considérons alors, dans S8, une Fy4 de genres 1, ses sections hyper-
planes sont des courbes d’ordre 14 et genre &, canoniques dans un S7.
Soit Cy4 une telle courbe. Par un point A’, de C,;,, passent «'?S*,
or, imposer & un S de rencontrer une courbe, implique, dans §7, deux
conditions. Un S* sera donc hexasécant si I'on a cinq autres points
d’intersection. On a donc

o11-10 = x? gystemes
de tels plans.

Par contre, on pcut montrer que s'il existe un S heptasécant, cest
que la courbe C;y a été particularisée. Si donc on projette, d’un S
hexasécant, la projection sera une ®; de genres 1, a sections de genre &,
donc dotée d’une courbe double d’ordre

X8y

Cette courbe doit appartenir & une seule quartique adjointe, qui doit,
de plus, contenir six droites gauches, images des points de projection.

Supposons que notre C;3 posséde ¢ points triples qui seront doubles
pour la surface unique du 4¢ ordre qui doit la contenir. Nous devrons
avoir

52 — 2t —p+1=34§,
d’olt
2wWw+p=19.°

Cette courbe appartiendra certainement & une surface du 5€ ordre, car

6§ X13—2t+p+1<55.

Soit'n le genre de la courbe d’ordre 7, résidu de la Ci3 dans l'inter-
section de la surface du 4¢ ordre et d2 la surface du 5¢ ordre. La dimen-
sion des surfaces du 5¢ ordre passant par la C;q doit &tre m, puisque la
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surface du 4® ordre est de genres 1. On a donc

M—B5—2t—p+1)==x
ou
x =9+ p—15, n={

le systéme découpé par les Fy sur la F, étant formé des Fg non décom-
posables en la F, et un plan.

L’ensemble Cy3 4 C, forme la section de la Fy per une Fy Clest
donc une courbe de genre virtuel 51. Soit o le nombre des points d’inter-
section de la C;5 et d’une C,, on a

¥

M+ r+a—1=51, p+a=148

Py étant le genre virtuel de la courbe, les points triples supposés non
existants.

Mais une C, de genre {, appartient & une surface cubique, puisque
l'on a '
Ixg—4§+1<10.

Sur une telle surface, cette courbe se représente par une

C:(AL, AL AT AL AL A

Le reste de 'intersection, paw une surface du 4° ordre, est une

-Ci(Ah As. Alv A:) A.’n Ai)’

ces deux courbes se coupant en 15 points. Il en résulte que la Cy
cherchée résidu d’une C, appartenant & une famille unique sera unique.
Les caractéres seront donnés par les formules (*)

pP= _:(n*—';n + 18)+ (n—19)% 4+ gpa—2py,
1= g(m—gnt+20n—78) — (n—8)x — {put P,

n étant le degré de la surface, 7 le genre des sections planss, p; = p, —6
le genre linéaire diminué du nombre des courbes exceptionnelles. Ici,

o
n=8§, =8, pa=1, pr=1—6=—35
d’on

(*) Cf. Enniques-CawpeDELLI, Op. cit, p. 8.
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La courbe du 13€ ordre est de genre 15 et posséde deux points triples,
comme nous l'avons noté plus haut, elle appartient & une famille
unique.

Mais il pourrait se produire que la courbe double vienne a se décom-
poser en des courbes de multiplicité supérieure. $’il v a cubique triple
et quartique doubl-, les quadriques passant par la cubique, décou-
peront un résecau de courbes de genre 2, et la surface ne serait pas
générale. Si la surface possédait une conique triple, elle posséderait,
en conséquence, une conique, done une courbe rationnelle et ne dépen-
drait pas de 19 modules. Si enfin la surface posséde une droite triple,
il y aura un faiscecau de courbes elliptiques et la surface ne sera pas
générale. . ’

Il n’y a done qu’une scule famille de surfaces de genres 1, & sections
de genre §, possédant un $* hexasécant, représentable par une surface
du 8¢ ordre, avee courbe d’ordre 13, genre 15 & deux points triples.

Si I'on considére maintenant une telle @y, avec C;3 double, une
autre surface ®, passant par la méme C;q posséde encore les six droites
gauches puisque celles-ci sont pentasécantes, et ont, avec la @,
15 points communs. @, et @, sc coupent selon une courbe d’ordre

RxXR—{ix11—06=0.

Cette courbe est de genre 6. Les surfaces @, passant par la Cyq, sont
donc 2.

Supposons maintenant que la Fy, de S8, posséde un $* heptasécant.
La projection se fera par une ®;, dotéc d’une courbe double d’ordre

X3 —8=1.

\

Cette courbe doit se trouver sur une seule surface cubique. Sur
cette surface, il devrait y avoir sept droites, images de sept points
de projections, droites rencontrant la courbe en un nombre x de points

tels que
IX1f—92Xg9—3r=0, r=4i

La codrbe est donc au plus de genre 7, puisqu’elle peut se projeter
sur une sextique & point triple. On doit avoir une Cy; (6 A?) décompagée
en une seule courbe double et sept droites. Ceci conduit a la C,
double de genre 3, représentable par

C.(AZ N AT Ay A

Les surfaces d'ordre 7. passant par une telle courhe double ne¢ peuvent
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exister puisque la cubique ne pouvant aveir sept droites gauches,
notre ®; n’aurait pas sept droites gauches, images des sept points
de projection. Il n’existe donc pas de surfaces générales, & sections
possédant des S% heptasécants.

Il n'v a done qu’une seule surface de genres 1 de S8, la Fy, projetable
sclon la @, définie précédemment.

Passons maintenant aux trois surfaces rationnelles. Supposons que,
sur la surface Fy,, il existe un faisceau de sextiques elliptiques. Elles
appartiendront & un S8, si 'on impose un point triple, le $* hexasécant
la sextique et T déterminent un 88 qui se projette sur un point sextuple.
Le résidu des sextiques est formé d’un sy stéme w2, de courbes du 8¢ ordre
de genre 2. Si I'on impose le point triple-base pour les deux systémes,
on aura deux cas possibles. Notons avant tout ce que ces courbes se
coupent en sin points, puisque

1+24+06—1=8.

Premier cas. — Le faisceau posséde le point double. On aura done
une surface du 8¢ ordre avec point sextuple par lequel passe un fais-
ceau de sextiques rationnelles, et un réseau de courbes du 8¢ ordre de
genre 2. C’est le cas C comme on le voit sur la représentation, en pre-
nant six points-bases sur une droite 4, issue de \, d’olt

Cia(\ sBL G2 3D GEY (Aet EsurA: AL B, G, Dsurly).
Le point multiple est représenté par

s+ A.

Deux courbes v passant, ont en commun un autre point F, dernier
point de la gi; découpée par les Cq sur Ty. Ce sont les

Ce(A2, 702, €, F)
se rencontrant en

606 —2X2—7>%X2X2—1—1=2 points.

On a bien un point sextuple. La courbe double est, avant réduction,
une
Cm( A16, 7B“, C', 3D‘, GEs),

qui se raméne, par réduction, i une

[y

Caa(A'%, - B0, 4, 3D2, GE?)
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possédant avec le point multiple

A3 —94—70—6—06—18 =4 points.
Le point sextuple est donc quadruple pour la courbe double.

Deuziéme cas. — Supposons, au contraire, que le point triple soit
double pour le réscau. On aura un faisceau de, sextiques elliptiques
et un réseau de courbes elliptiques du 8¢ ordre. Considérons, en cffet,
le cas B. Prenons une cubique I, passant par les cing points-bases
triples A et les trois points doubles I3;, B,, 35, choisissons un sextaple
de points D, intersection de cette I'; avec une Cq, nous obtiendrons
la surface '

Co(5A3, B}, B3, B3, B}. B2, »C.6D) (A, B, Csur 55 Ay, By, By, By, D sur I'y).

Le point multiple se représente par

Co(3A%, B}, BY. B3, By, By, 2C, 6D).

Deux courbes y passant sont des Cq (5 A, B,, B;) se coupant en

3% 3—5—1—1=2 points.

Le point multiple est donc bien sextuple.
La courbe double se représente par une

Cﬂ(.’ \‘s ?* B§1 B)H Bl: Bls 2(:3’ GD‘)’

Elle rencontre le point multiple en quatre points. La courbe double
du 13¢ ordre posséde encore un point quadruple, au point sextuple
de la surface.

Cas A. — Supposons maintenant qu’il existe des quintiques ellip-
tiques situées dans un St En prenant un $? pentasécant, la quintique
et un autre point, nous pourrons projeter, sur la surface du 8¢ ordre,
qui possédera ainsi un point quintuple.

Considérons, en ecffet, la surface

Ca(A3, 10B2, Q).
Les courbes passant au point triple peuvent se décomposer en une
droite A (A) et un systéme o', de quartiques passant par A et les B,

12N

]
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Si I'on prend cinq points-bases D sur A et un autre point-base E quel-
conque, on obtienl le systéme )

Cs (A3, 10B3, C, 5D, E)
avec le point multiple

A +Ts=Ci(A?, 10B, C, 5D).

Une courbe y passant est une C; (A, 10B, E, F), F étant le 12¢ point de
la g}; coupée sur T'y. Deux telles courbes se coupent en 16 —13 =23 points
extérieurs au point multiple, qui est bien un point quintuple.

La courbe double se réduit & une C, (A%, 10BS, C? 5D3, ES) ren-
contrant le point multiple en

24 X § —16 — 60 — 2 —15 = 3 points.

Le point quintuple de la surface est un point triple de la courbe double
du 13 ordre.

A ces surfaces rationnelles, on peut, par projection du point triple
et d’autres points simplzs, rattacher les surfaces suivantes :

- Cs(A%, 13B, 2C)
. Cs(5A%, 8B, 2C) } (A et B sur Iy),
Y C:(A3, 7B, 4C,2D) (A, B, Csur I'y).

Ce sont trois surfaces d’ordre 6. Les sections passant par le point
multiple se représentent par

a. C!(A; 20),
ﬂ. ‘ 03(5 A, 2C),
Y. ' Ci(At, 7B, aD).

Ces courbes sont de genre

-

a. p=o, genre abaissé de 5;
B- p=1, » 4,
Y. p=2, » 3

Les degrés de ces réseaux de sections sont

L]

. 2X2—1—2 =1,
B. . 3Ix3—3—2 =12,
Y fxf—f—9—2=3.

Le point multiple est un point multiple elliptique, qui abaisse degré
et genre des mémes quantités, 5 pour «, 4 pour @, 3 pour v,

THESE B. D’ORGEVAL. L]
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Les surfaces étant d’ordre 6, les sections de genre 5, ces surfaces ont
une quintique double, par laquelle ne peut passer de quadrique, passant
aussi au point multiple. La courbe appartient aux cubiques adjointes
. qui rencontrent, en outre, les @, selon les adjointes aux sections planes
c¢’est-a-dire les courbes

[ B CI(A)’
B  G(5A),
Y. Ci(A3, 7B).

: \
La courbe double se représente donc par’

a. Cio( A%, 6B3, 2(3),
B. Cus(5A%, 8B, 203),
Y. Cui(At, 7B, 4Cs, 2D3),

Remarquons que ccs courbes ne passent pas au point multiple.
Elles rencontrent, de plus, les adjointes aux sections en

a. 2X10— § =16 points;
B. 3x12—20 =16 » ;
R §X14§—12—28=16 »

Mais, sur la représentation de la courbe double, on a la section par
la quadrique passant par les deux droites, représentées par les deux
points-bases, non situés sur la cubique fondamentale. La courbe double
se représente donc sur la représentation stéréographique de la quadrique,
par une Cg(A3, B?) quintique de genre 2, résidu de I'intersection d’une
quadrique et d’une cubique ayant une droite commune. Sur la cubique,
elle sera donc représentée par une

Cl(A:; A;) Agv A:: Ag) A:)

et le résidu de D'intersection par une ®, pour laquelle elle est double
est une
CS(AL A;: A':‘l, A?, A;) Ag)

de genre 5, rencontrant la courbe double en

)

5% 8 —2x §— 4 x4=16 points.

Le point multiple abaisse le genre de la courbe indiquée, et I'on
retrouve bien, pour les adjointes, les genres o pour «, 1 pour §, 2 pour y.
Notons, de plus, que le point multiple n’appartient pas & la courbe

double.
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En résumé, les surfaces obtenues sont des surfaces du 6@ ordre avec
courbe double du 5 ordre de genre 2, possédant une singularité ellip-
tique extérieure & la courbe double qui est :

a. un point diminuant degré et genre de 5,
B. un point diminuant degré et genre de 4,
Y: un point triple.

En résumé, il n’y a qu’une seule surface dont tous les genres sont 1,

Fy, de S8 et Pon peut lui imposer un point triple de trois maniércs
distinctes.

7. Les surfaces avec m > 8, — Dans le cas 7= g, nous obtenons
six surfaces rationnelles dont les représentations sont données par

Ca (IQA')
Cy (A%, B3, 10(2)
s, 7B2, C
(C::"E:::: ;B)’ ) (les 12 points-bases sur une I'y fondamentale).
Cio(A®, 6B3, 3C3, 2D)
Cis(7A%, B3, Ct, 3D)

L’on voit immédiatement que la premitre de ces surfacés a pour
sections planes les sections quadriques de la surface générale du 4¢ ordre
Une telle surface peut donc se représenter par le systéme «o® des sec-+
tions de la F; par les quadriques. Cette propriété n’appartient pas
aux autres types de représentations.

Considérons alors la Fyq de S?, a sections hyvperplanes courbes cano-
niques de S8. Une telle courbe posséde des S® heptasécants en général.
On peut donc projeter sur une surface du g ordre, dotée d’une courbe
double d’ordre 19. D’aprés les formules précédentes, les caractéres de
cette courbe sont

P =27 t=7.

Sur la surtace adjointe du 5¢ ordre, cette courbe est le résidu de la
section par une suiface du 6¢ ordre ayant en commun une courbe
du 11¢© ordre. Cette courbe du 11€ ordre est de genre 13, comme on
le voit, en appliquant les résultats de Necether (1), sur I'intersection de
deux surfaces. Neether a, en effet, montré que la série canonique, sur

(Y) Cf. Enriques-Cuisint, Op. cit. p. 15 (vol. I1I, v, p. 532); Nwrakr, Math.
Ann., 1874.
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la courbe intersection de deux surfaces d’ordre m; et m, est coupée
par les « adjointes » d’ordre m; 4 my, — 4. De cette propriété, on peut
déduire que si I'intersection est décomposée en deux courbes d’ordre n
et n', se coupant en i points, 'une d’elles, dotée de ¢ points triples,
doubles pour chacune des surfaces, les genres p et p’ sont liés par la
relation
ap'—2=(my+my—4)(r'—n)+ 4t +2p—2,
d’ou, avec
’ L]
my=5 m=6, n'=11, n=19, =7, .p=123,
p'=13.

~

La C,, appartient au moins & deux surfaces du-4® ordre, car

B—((x11+1)+13=

, Leur intersection a pour résidu une quintique elliptique. 11 en résulte
que les Cyg considérées appartiennent a une seule famille. Les surfaces Fyq
projetécs selon de telles @, & Cyg double appartiennent donc & une seule
famille. Cherchons de combien de modules dépend une telle surface.
Les C; dépendent de 20 paramétres, les surfaces du 4¢ ordre y passant
sont oo!'*, donc les C}} sont o0?°+26—15 = 0™  Par une telle C!} passent
une surfacc du 5¢ ordre et «° surfaces du 6¢ ordre. Nos C]; dépendent
donc de 42 paramétres, ce qui est le nombre des surfaces du g€ ordre y
passant deux fois (il n’y a par une telle courbe qu’une seule ®) projec-
tivement distinctes. Mais, sur la Fyq, le choix d’un espace g-sécant
dépend de 8 parameétres, donc le nombre des modules de notre sur-

face est
: f2—8—15 =1q.

La surface est générale, et il n’y a qu ’une seule famille générale Fyq
de %, se projetant d’un espace g-sécant sur unc @, a courbe double
du 19® ordre de genre 27, dotée de sept points triples, doubles pour la
surface. La surface Fq, identique aux sections quadriques de la F, de S,
n’appartient pas 4 ce type, car un espace S5 contenant sept points,
en contient forcément un huitiéme, cette surface se projettera donc
sur une ®, de S8, dotée d'une courbe double d’ordre 12. Les formules
rappelées précédemment nous donnent

p=15 t=o.

Les courbes du 12 ordre sont donc de genre 15 sans points triples.
Une telle surface dépend évidemment de 19 modules d’aprés sa cons-
truction.
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Nous avons donc, dans le cas m = 9, deux surfaces distinctes, I'une
« double » de la F,, I'autre & sections générales, représentables sur
la ®, décrite.
Passons au cas ® = 10. Nous obtenons la représentation suivante :
Co (3A3, gB?)
Cio(AY, 5B3, 5C1, D)
Cio(8A3, 2B2, 2C)
Cs1(A%, 8A3, C2, 2D) ) (les points-bases sur une I's).
Cia(7A%, 3B1, 2C)
Cua(6A%, 313, 3C)
Cus(8AS, B2, 3C) !

Sur la Fyg de S, les sections sont des courbes canoniques de S°
Elles poss¢dent des S® g-sécants, donc la surface peut se projeter sur
une ®,, dotée d’une courbe double d’ordre 18, de caractéres

p =28, t=4.

Cette courbe appartient & une surface du 5¢ ordre et & une du 6¢ ordre
dont le résidu est une courbe du 122 ordre, de caractére

p=15.

On peut montrer qu’une telle courbe appartient & une famille unique,
donc que notre @, appartient & une famille unique, mais la vérification
de la valeur des modul:s devient particulierement laborieuse. Ceci
suggere la recherche d’une autre méthode, dont I'application métho-
dique fera I'objet du second chapitre, mais dont je vais donner un
apergu.

‘Supposons faire naitre, sur nos surfaces, un point double extérieur
au point triple, en projetant, de ce point double, on obtient une surface
dont le degré est abaissé de 2, et dont les sections ont un genre abaissé
d’une unité. Ce sont alors, si 'on suppose le point triple enlevé, des
surfaces dépendant de 18 modules dot3es d’une conique. Si ces surfaces
dotées de 18 modules n’appartiennent pas & un méme type de surfaces
4 19 modules, la famille commune & ces surfaces dépendra, au plus,
de 16 modules. Si, au contraire, les deux surfaces & 18 modules sont
nées d’'une méme surface générale leur sous-famille commune sera
4 17 modules.

Par exemple, parmi les deux surfaces rationnelles & sections de
genre 1o, prenons les deux surfaces représentables par

Gy (3A3, 9B2),
Cso(A*, 5B3, 5C2, D).
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Imposons & la premiére le point double en prenant les trois points A
en ligne droite, aprés projection nous aurons la surface

Cs(3At, gB2) (les A en ligne droite).

Pour la seconde, prenons A,, B,, B, en ligne droite, par projection on aura

Co(A%, B3, B}, BY, BI, B2, 5C2, D) (A, By, By en Ngne droite).

Si I'on suppose « retiré » le point triple, nos deux surfaces a 18 modules
sont distinctes. Mais si nous ajoutons un nouveau point double, en
faisant sur la premiére représentation tendre deux points a &tre infi-
niment voisins, sur la seconde trois points en ligne droite. On obtient
une unique surface représentée par

Ca(AY, 10 B2, D).

Il y a donc une famille commune & 19 modules. Il n’y a qu’une surface
4 19 modules dont nos deux surfaces & points triples sont issues.
Nous allons donner les représentations des suirfaces rationnelles que
I'on peut obtenir pour
N=2x—22 30,

les points-bases sont évidemment sur la cubique I's, nous indiquerons
aussi le genre @ des secondes adjointes :

Cio(AY, 4B3, 9C), =12,

C|°(7A3) 4B’1 C)r v=3;

N =120 ) Ci1 (A%, 7B3, 3C, D), w=23;
P=11 ) Cy(2A%, 7B3, C2, 2D), ® =4,
Ci2(6A%, 2B3, 2Ce, 2D) w=4;

Cia(As, 7B%, G3, 3D) w =5,

Cio(6AY, 6B2), w=3;

Cit(AS, 6B3, 5C?), w=3;

Ci1(2A%, 6B3, 3Cs, D), w=4;

Cy1 (A%, 9B, 20), w=15;

N =122 | C1s(A%, ¢B3, C, D), ®=4§;
r=12 { C12(6A%, B3, 4C8, D), © = 4;
Cia(5A%, §B3, Ct, 2D) w=5;

Ci3(A%, 7B, 2C2, 2D), w=5;

Cis(9A*, 3B), ©w=06;

| C1s(7 A3, BY, C3, 3D), @ = 6,
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 Cia(2A%, 5B, 5(), | w=4;

Ci1(A%, 8B%, 2Cs, D), B=5;

Cia(A®, 8B3, 3(0), wa{;

Cis(6A*, 6R2), w=4;

V=124 | Cia(5A%, 3B3, 3C3, D) w=35;

r=13%) Cia(4A* 6B3, 2C), w=6;

Cia(As, 6B, 2C8, D3, 2E) w=6;

Cys(7As, B4, 2Ct, 2D) w=06;

Cis(6AS5, 3B+, 3C), . w=7;

\ Cia(8A¢, B3, 3C), w=7.

Cus(AY, 7B3, 4C1), w=5;

Ci1(10A3, By, C), w=6;

Cia(As, B4, 8C3, D%, E), o =6;

Cia(5A4, 2B3, 5C), B=5;

Cis(4A%, 5B3, 2Ce, D), w=6;

Ci3(A7, 10B3, C3), ‘ w=35;

Cis(As, 5B4, 4C3, 2D), B=7;

Ci3(8A%, B3, Ct, 2D), w=17;

Cyi (A%, 8B4, Ct, 2D), ©=79;

Ci;(7A3%, 2B3, C2, 2D), v=7;

Cis(AS, 7Bs, Ct, 3D), w=8;

Cis(8AS, 2B2, 2C),— =7

Cis(9A3, 3B2), | w =6;

Ci2( A3, B4, 7C3, 3D9); w=6;

Cia(A®, 10B3, C), B=7;

Cia(4A%, 4B3, 4C2), w=6;

Ci2(3A%, 7B3, C, D), T=79;

Cys(AS, 6B, 5C), ' w=6;

N =28 / C;3(AS, 5B% 3C3, 2D3%, E), w=9;

pP=15" Ci3(8A% 3B, C), Bv=7;

Ci3(7A%, 3B3, 2C), w=8;

Cis(AS, 7B%, 2(C3, 2D), w=8;

Cia(2A%, 7B4, Ct, 2D), w=8;

Cis(7 A8, B4, 3C2, D), ®=9;

Cys(6AS, 2B4, C3, D2, 2E), w=38;
Cia(9AY, 3B), w=g
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Ci2 (A3, 9Bs, 2Ct),
Ci:(3A%, 6B3, 3C),
Cy2(2A%, gB3, C),
Cis(As, 5B, 2C3, 4DY),
Cis(As, 4B*, 5C3, D2, E),
Cis(7A%, 2B3, 2C2, D),
Cii(AS, 7B+, C3, 2D2, E),
Cii(2A%, 6B%, 2C3, 2D),
Cys(7A8, 5BY),

Cis(6A5, 2B, 3C3, D),
Cis(6AS, BY, 3C3, 2D),
Cis(5A5, {BY, Ct, 2D),
Cis(A7, 9B, 2C),
Cis(AS, 7B, C3, D, 2E),
Cis(6AS, 8Bs, 3C),
Ca1(8A7, BY, 3C),

B= 7;
w= 7;
o= 8;
B= 7;
w= 8;
w= §;
@ = 8;
B= 9;

w= 8;
w= 9
w=g;
w=9;
w= g;
w=10;
% =10,



CHAPITRE I1.

LA METHODE DU POINT DOUBLE. LES PLANS MULTIPLES.

Dans le dernier paragraphe du précédént chapitee, nous avons
observé que dans le cas ® =g il existait deux surfaces distinctes
dont tous les genres sont 1, mais si I'on considére les surfaces ration-
nelles dotées de points triples, en leur imposant des points doubles
ultéricurs, on obtenait, par projection, & partir de ces points, des
sous-familles communes.

Nous allons maintenant raisonner sur les surfaces dépourvues de
points triples, et voir les conclusions que 'on peut tirer de I'imposition
de points doubles.

A. — LE POINT DOUBLE.

1. Projection d’'une F,; , de S%, 4 partir d’un point double. —
Considérons, dans S*, une surface Far_a dont tous les genres sont 1.
Imposons & cette surface de posséder un point double. Projetons de
ce point double la Fax_s sur un S™!. Deux cas seront alors possibles :

a. les courbes de la Fyx_a, passant par le point double, possédent
une g3,
b. les courbes de la Far_,, passant au point double, sont générales.

Dans le cas a, notre surface Fax_s, va se projeter selon une surface,
double & sections rationnelles, qui sera une Far_y de 5! & sections
rationnelles. Mais, d’aprés le théoréme de del Pezzo (1), ces surfaces
sont des réglées rationnelles, et pour le cas * = 6, la surface de Véronése.
Dans le cas b, la projection de la Fyr 3 de S™ sera une Fir_,, dont
tous les genres sont 1, dotée d’une conique.

Je vais d’abord montrer que, hors le cas du plan double et de la
surface de Véronése double, la surface rationnelle double ne peut

(1) Cf. del Pezzo, R. C. R. Accad. di Napoli, 1885.
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représenter une surface générale 4 19 modules. En effet, sur une telle
surface rationnelle, il existe un faisceau de droites qui, regardées
comme courbes doubles, représente un faisceau de courbes elliptiques.
Je vais montrer qu'une surface dont tous les genres sont 1, possédant
un faisceau de courbes elliptiques, dépend au plus de 18 modules.

LemME. — Sur une surface Fan_y de S™ dont tous les genres sont 1,
le genre de la section par une hypersurface d’ordre n, est

Hp=(r—1)nt+1,

Vérifions la formule pour n =12, on a

Iy=rt+r+28—2—1=2(7—1)+1.

Admettons alors la formule vraie pour n—1,

py=(z—1)(n—1)*+1.

La section, par une hypersurface d’ordre n, peut se décomposer en
une section par une hypersurface d’ordre n — 1, et par un hyperplan dont
la section coupe la variété d’ordre (n — 1) en (n — 1) (27 — 2) points,
d’ou, pour I'ensemble,

Ih=(r=1)(p—1+1+%+(n—1)(2% —2)—1,

Mp=[(n—1)t+2(n—1)+1](x —1)+1=n(x —1)+1.

Considérons alors sur notre surface, une courbe I', appartenant & un
faisceau de courbes elliptiques. Faisons passer par cette courbe T,
une hypersurtace 2, d’ordre m assez élevé, cette 2, coupe la Fax. o
en dehors de T, selon une courbe C. Soit v, 'ordre de la courbe T.
Considérant les sections par une 2, générale, nous aurons, pour leurs
intersections avec I',

(C+T,I)=mv=(C, I')+ (T, T).
Mais le faisceau des courbes I' est eliiptique, done

(I,T)=o0, doi (C,T)=my.

Les courbes décomposées possédent donc mv points doubles. Le genre
de C est @, tel que

T4+1+my—1=m¥x—1)+1,

Z=m(x—1)—mv-1.
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Mais les sections par 2, sont, si r est le nombre de Fyr_, de S%,

M T—1)+1 +r,

Les courbes de cette famille possédant mv points doubles sont

oM T—1)+14 r—mv,

Mais les courbes décomposées se répartissent sur o surfaces, elles

sont done
wp-ﬂ—lﬂ-i’

d’ou
my(x —1)+14+r—mv=p+m(x—1)—my-+1+1,

r=p+1I.

Mais, si  est le nombre des homographies de S%, on 8

r=19+w, dod p=18+uw.

a

Les surfaces Far_,, possédant un faisceau de courbes elliptiques, sans
autre singularité, dépendent de 18 modules.

On peut donner, de ce fait, une autre démonstration, basée sur la
représentation plane, de la surface rationnelle double. En effet, les
surfaces de del Pezzo doivent se représenter dans le plan par les sys-
témes " (r 2) de courbes rationnelles, lesquelles se raménent (1) :

1° au systéme o? des droites;
29 au systéme oo® des coniques;

30 au systéme des courbes d’ordre n, avec un point-base (n—1) ple O :

a. sans points-bases;

b. avec un autre point-base; ;

c. avec | £ n—1, points-bases infiniment voisins & O en direc-
tions distinctes. ’

La courbe de diramation d’un tel plan doit &tre du 6 ordre, et
posséde, au moins, un point double en O (et aux autres points-bases).
Le nombre des modules de ce plan double est donc au plus 18.

En effet, prenons par exemple le cas 3-a. La représentation plane

d’une telle surface est
Ca(()a_1 ).
On a alors”
(r—1)=at—(a—I)=2a—1, & =2a

() Cf. ENriques-Caisini, Op. cit. p. 15 (vol. III, v, p. 194).
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La courbe de diramation doit étre une G,(O*). Elle doit, d’aprés la
formule de Zeuthen (), couper la Cq en 8 points, tels que

d—f=2nr—2=fa—2, Bd=4fa+2,
d’od .
va—p(e—1)=fa-+2,
v—p=4§, p=2, dou GC4(0?).

On procéderait de méme pour les cas 20 et 3°.

Si 'on impose donc & une telle surface de posséder une conique,
qui se représentera par une courbe bisécante les C, et tangente a la
sextique en chacun de ses points de rencontre, on aura encore dimi-
nution de 1 sur le nombre des modules. On ne peut done, par projec-
tion d’une Far_» générale & partir d’un point double, obtenir une surface
double, si ce n’est le plan double ou la surface de Véronése double.

Montrons maintenant que toute surface Fyr_s, de S™!, dotée d’une
conique est la projection d’une Far » de S, dotée d’un point double;
pour cela, il suffit de montrer que I'imposition d’une conique & une
telle surface ne donne jamais lieu qu'a une condition.

Pour cela, considérons une surface Fap_y de S™' dotée d’une
conique; les sections hyperplanes passant par la conique sont o™ *;
donc leur genre est m — 4, elles rencontrent donc la conique en un
nombre de points z, tel que

r+(r—4)+0—1=xn—1, z = 4.

Or, les sections hyperplanes de Fax_; sont des courbes en nombre

1]
ol +w+R—1,

Celles ‘décomposées en une conique, et une autre c(;nrbe sont
a0l 9+W+T—1—4
et elles se répartissent sur ™%, surfaces contenant une conique; done
r+0+x—4=19+ w0+ —1—4, r=18.
En conclusion :

En dehors du plan double et de la surface de Véronése double,
il n'y a pas de surfaces dont tous les genres sont 1, dépendant de
19 modules et qui se représentent par une surface double.

() Cf. Zeurnen, Math. Annalen, 1871,
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Une surface générale donne, par imposition d’un point double, une
surface dépendant de 18 modules. Si on la projette simplement de
son point double, la surface projetée sera, nécessairement, une surface
de méme type dotée d’une conique; exceptionnellement pour 7 = 3,
on aura, par projection, un plan double, et pour m =6, la surface
de Véronése double (cas de du Val).

2. Les transformations d'une F,,_, de S%, en F, de S3, par I'impo-
sition de points doubles. — Considérons une surface Fax_o de S3,
et supposons qu'il soit possible de lui imposer quatre points doubles.
Soient Oy, O,, O3, O, ces quatre points doubles. Considérons une section
hyperplane de S™ passant v, fois au point O,. Le point O, peut étre
regardé comme une courbe de genre o, et d’ordre — 2. En conséquence,
les courbes passant v, fois aux O;, forment un systéme linéaire o
de courbes d’ordre 2z — 2 et de genre «z,

r=n—v]—vi—vi—9v}
Nous avons, en effet,

(C+V;Oh C+V'0')=2.‘L‘—2, ]
(C+ V(O‘, C+ V.Og) = (C, C) -+ nv,(C, 0') -+ V}(O,, 0‘),
mais,

d’olt

(C, 0() =0, (Ol, 01) =—2,
2r—2= 2% —2—2v},

d’ol, pour les quatre points doubles,

Mais, d’aprés le théoréme de Bachet-Legendre (1), étant donné un
nombre entier quelconque «, on peut trouver quatre nombres entiers v;,
tels que .

4
2: I
vVi=a
1

Si I'on prend alors @ = ® — 3, on va trouver

z =3, 2n—2=4.

On peut donc, & partir de toute surface Faz_a de ST, en imposant -
au plus quatre points doubles, obtenir sur la surface, un systéme

(Y) Cf. Enriques-CampEDELLI, Op. cil. p. 8.
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lindaire o® de courbes de genre 3 et ordre 4. Si nous rapportons bira-
tionnellement ce systéme «?, & un systéme de courbes planes de I’espace
ordinaire S, nous pourrons rapporter notre Farx_y & unc surface de S?,
qui peut &tre, soit une Fy, dotée de quatre courbes rationnelles Ty, T,,
Ty, T;, d’ordre 2vy, 2y, 2v5, 2v,, images des quatre points O;, ou une
quadrique double avec courbe de diramation du 8¢ ordre, cette courbe
de diramation ne coupant pas quatre courbes rationnelles, images des
points Oy; car, en effet, notre surface transformée dépend de 15 modules
au moins, et s’il n’y a qu'une F4 de S® dotée de 19 modules, il existe
une quadrique double dotée de 17 modules.

Pour nous rendre compte du cas que I'on peut obtenir, étudions
géométriquement la transformation envisagée. Soit la Fan_,, dotée des
quatre points doubles O,. Considérons une section hyperplane passant
vy fois en Oy, ceci revient a projeter cette courbe v fois de O,, en eflet,
la projection & partir de O; donne une Far_;, & sections de genre 7 —1,
dotée d’une conique. Cette conique rencontre, en quatre points, les
courbes résidues des sections hyperplanes contenant la conique. Si I'on
projette alors la Fag_s, & partir de la conique, on aura, dans S®™*, une
surface d’ordre 2 (m —4)—2 de genre m —4, dotée d’une courbe
rationnelle du 4 ordre. Les résidus des sections hyperplanes passant
par le S% contenant la courbe rationnelle du 4€ ordre, sont en nombre

(x—4)—5==—9

rencontrant la €, en z points tels que

T—9g+2x+0—1=x—4, - x=6.

Si.l’on projette & nouveau de la Cq, on obtiendra, dans S*-?, une
surface Fa(r_g)_2 & sections de genre ®—g, et dotée d’une sextique ration-
nelle. Cette opération poursuivie v, fois, nous fait passer de la Faz_,
a une Fyz_y;)—» dont les sections représentent le systéme des sections
hyperplanes de la Fax_o passant v, fois au point double considéré.
Pour arriver au systeme «® de F,, il faut donc faire cette suite de
projection, consécutivement a partir de chaque point double. Pour
simplifier, je supposerai que le point O, est celui correspondant & la
valeur la plus élevée de v;, et ainsi de suite, c’est-a-dire

VI Vo V3D Vg,

et que je projette d’abord v, fois de Oy, puis v, fois de O,, v; fois de O,
_et enfin v, fois de O, L’opération ne conduira donc & une F, de S3,
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que si, dans la suite de nos projections, I'on n’a pas rencontré une
surface rationnelle double. Ce cas peut, évidemment, se produire,
un premier exemple nous en est donné par la surface de M. du Val.
Indiquons-en rapidement un autre exemple. Considérons la Fyq de S9,
image des sections quadriques de F,. Nous avons

~

9=3+4+1+1.

Considérons la projection a partir de O; compté deux fois. Notre
surface est identique aux sections quadriques de F, dotée d’un point
double w. Les courbes passant deux fois par O; sont identiques aux
sections quadriques de la F,, passant deux fois par o, c’est-a-dire aux
sections de la surface F,, par les cones quadriques de sommet w. Ces
sections sont des courbes sur lesquelles les génératrices ‘des cdnes
découpent des gi. Le systéme o® de ces courbes est équivalent au
systéme oo® des coniques d’un plan double possédant une sextique de
diramation 6-tangente & une conique, c’est-a-dire & une surface de
Véronése double, dotée d’une quartique rationnclle. Si donc nous
projetons notre surface deux fois de O;, nous obtiendrons une surface
de Véronése double, et notre projection a partir de O, et Og ne pourra
pas se prolonger jusqu’a une F,, mais & une quadrique double.

Remarquons que, dans le cas ol I'on a

x =3+ nY

on arrivera certainement & une F, puisque la quadrique double dépend
au plus de 17 modules, ce que 'on voit immédiatement en notant que
la courbe de diramation du 8¢ ordre dépend de 32 paramétres. Elle
donnée, la quadrique unique qui y passe est déterminée, et la quadrique
double dépend donc de 32 —15 =17 modules.

3. Les courbes rationnelles d’ordre 2v, sur la F,. — Considérons,
dans P'espace ordinaire, une surface du 4 ordre F, et supposons que
cette surface posséde une courbe I'.,, d’ordre 2v, rationnelle. Une telle
courbe appartient certainement 4 une surface F,, d’ordre v, en effet,
les F, dépendent de

(v+1)(v+2)(v+3)

; —1 paramétres.

La postulation de la courbe Ty, par rapport a cette surface F,.

est donnée par .
2V X VH+1=2V14"
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Il doit donc passer par la Ty, une infinité de F, d’ordre

(v+1)(v+2)(v+3)—6—12v2—6  (v—1)(v—2)(v—3)
3 = 6 '

Pour toute valeur de v entier positif, supérieur & 3, ce nombre sera
positif, le cas v = 1 correspond a4 une conique qui appartient certai-
nement & un plan, le cas v =2 correspond & une quartique ration-
nelle, qui appartient certainement 4 une quadrique, enfin, le cas v =3
donne une sextique qui apparticnt & une cubique, comme on le voit
sur la représentation de cette surface, ou une telle sextique se repré-

sente par
Co(Al, AL, A5, AL, A)

Considérons alors une section de la Fy, par une surface F, d’ordre v,
passant par la Iy, I'intersection résiduelle sera une courbe Cy, dont
le genre sera p'.

Mais I'on sait () que si deux surfaces d’ordre m, et my se coupent
selon une courbe décomposée en deux courbes C, et C,, de genres p
et p/, on a, entre leurs caractéres, la relation

2(p'— p) = (n' — ) (my+ ma—§).
Dans notre cas, I’on a
n=n'=2v, p=o, dod p'=p=o.
L'intersection est composée de deux courbes rationnelles.

Remarque. — On pourrait se demander s’il existe réellement une
telle surface F, non décomposée en la Fy et une F,_;. Cette objection
se léve aussitdt, le nombre des F, non décomposées étant égal &

G+D(v+2)(v+3) (v—1)(v—2)(v—13) = 2vi41
6 6 '

11 y a donc bien une seule telle surface, ce qui est en accord avec le
fait que l'intersection résiduelle est encore de genre o.

Les courbes T, appartiennent donc aux intersections de la F,
par une F,(2v? 4 1) fois tangente. Ces intersections appartenant & un
systéme continu de courbes, il n’existe, sur la F,, qu’une seule espéce
de courbes I'y,, rationnelles, donc :

() Cf. Exriques-Crising, Op. cit. p. 15 (t. III, v, p. 532).
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Tutortme. — Les courbes rationnelles T, appartenant ¢ une F,,
ne forment pour une valeur donnée de v qu’un seul systéme continu,

Ceci peut encore s’exprimer ainsi :

Tutorkme. — Il existe une seule famille de F,, dotée de 18 modules
qui possédent une Ty rationnelle. !

4. Les surfaces multiples d’une surface donnée. — Considérons,
dans I'espace S, la Fy générale dépendant de 19 modules. Considérons
aussi le systénie «°, des quadriques de S® elles découpent sur la F4, un
systéme o, de courbes d’ordre 16 ct de genre 9. Posons alors

Xi= p(x, ¥, 5, 1), Xs = 92(r, Fi 3 t), sy Xi= ?'0(:1") ¥y 5, 1)

les ¢; représentant dix formes quadratiques dont neuf sont linéai-
rement indépendantes, I'ensemble des dix équations

Xi= (x5, 5, 1)
joint & I'équation de la surface .
Fi(z, 7,5 t)=0

représente une surface Fyq de S°. dont tous les genres sont 1, et que 'on
peut, pour simplifier le langage, dire surface « double » de la F,.

Si I'on considére de la m&me maniére le systéme coupé par les
surfaces ®, d’ordre n, de % on peut, par une transformation analogue,
obtenir dans l'espace S™ ' une surface d’ordre 4n2 dont tous les
genres sont 1, et que nous pourrons, de la méme fagon, appeler la
« surface multiple de F, selon n».

L.a méme opération peut se réaliser sur une surface Fyr_, de S%,
dont tous les genres sont 1. Aux systémes qui y découpent les hyper-
surfaces de ST, on peut faire correspondre une surface dont tous les
genres sont 1, d’ordre (2 —2)n?, de I'espace S™""** qui seront dites
pour simplifier, les multiples selon n, de Far. 1.

Remarquons que, pour un S® donné, de la forme

w=(7—1)nt+1,

ces surfaces multiples re sont pas les seules que ’on peut obtenir. En
effet, dans la rationalisation par 'imposition d’un point triple, la pro-
priété pour les sections hy perplanes d’étre le multiple d’une section d’une
surface correspondant & la valeur 7, reste exceptionnelle. Le systéme
donné au chapitre précédent, paragraphe I, a, en effet, pour chgque

THFSE R D'ORGEVAL, 5
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valeur de w, des points-bases simples, caractére qui ne saurait convenir
a la représentation du multiple selon n, d’une surface déja rencontrée.

Neether a.démontré que sur la surface générale du 4© ordre, il ne
peut exister de courbes qui ne soient pas intersections complétes de
la F, par unc surface de S%. Il en résulte immédiatement que, si une
surface générale de S™ posséde une famille linéaire o' de courbes de
genre 3, cette surface peut se transformer birationnellement en la
F, de S3, les sections hyperplanes de la surface de S™ devront, puisque
la F, transformée posséde 19 modules et est générale, se transformer
en intersections complétes de la F,, c’est-a-dire que 'on devra avoir

L J

T=9on%+1

ou encore : si une surface générale dont tous les genres sont 1 posséde
un systéme linéaire «® de courbes de genre 3, cette surface est néces-
sairement un multiple de la F de S3.

Montrons que cette propriété est générale, c’est-a-dire :

TutorEME. — Si une surface dont tous les genres sont 1, génér
dépendant de 19 modules dans Uespace S*, posséde un systéme linéaire,
de courbes de genre a > 3 (o minimym), la surface de S™ est équivalente
& un multiple d'une surface Fa,_o de S*. ‘4

En effet, I'on peut, par une transformation birationnelle, faire
correspondre, au systéme «* des courbes de Fyz_, de genre minimum,
les sections hyperplanes d’une Fiz s, de S%, qui scra donc dotée de
19 modules. Il nous faut donc démontrer que, sur une telle surface
générale, dont les sections hyperplanes découpent le systéme de courbes
de genre minimum, il n’exist¢ pas d’autres courbes que les intersections
complétes par les hypersurfaces de S*. Supposons qu’il n’en soit pas
ainsi et qu’il existe une courbe T, d'ordre v qui ne soit pas une section
compléte. Soit § son genre. Par cette courbe, on peut faire passer une
hypersurface F d’ordre n assez élevé pour que les conditions imposées
soient indépendantes. Les hypersurfaces F découpent un systéme de
courbes (C +T) et I'on a

(C+T, I =nyv,
(C+T,T)=(C, I)+2p~—2,
(GT)=nv+2—2f.
Les courbes C ont donc un genre z tel que

z24+B+nv+2—2f—1=n(a—1)+1,
z=n(a—1)+ B —lnv, - :
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Les courbes de la forme (C 4 I') appartiennent & un systéme continu

019+ 1 nY{a-1) it ;

o représentant le nombre des homographies de S¢. Celles décomposées
possédent (C, I') points doubles et sont donc

ocl9 +t0 s n¥o—114 1 nv—e+ef,

Elles doivent se répartir sur «™*® surfaces telles que

reo+z+f=19+0+nt(a—1)—ny—1+28,
ou '
r+w+n(z—1)+28—nv=_19 —1)+ 0+ n(z—1) 42 —nyv,
r=18.

Les surfaces en question ne peuvent donc dépendre que de 18 modules
alors que nous les avions supposées générales.

Nous pouvons done, dans la suite, éliminer les surfaces générales
de S7 possédant un systéme linéaire oo*(a < m) car elles sont
multiples de la S*. Nous ne nous occuperons donc que des surfaces
« simples », c’est-d-dire non multiples d’une surface d’ordre minimum.

Remarque 1. — Pour certaines valeurs de =, de la forme
wm=na—1)+1=m(B—1)+1,
il peut exister plusieurs surfaces multiples.

Remarque I1I. — Nous avons limité l'introduction des surfaces
multiples au cas ot le genre minimum a est a > 3, en effet, le cas & = 2,
qui méne aux multiples du plan double & sextique de diramation est
aberrant. Le double de ce plan double donne bien naissance a la surface
de Véronése double, qui rentre dans le type des surfaces étudiées.
Mais le triple du plan double formé du systéme des cubiques du plan
ne rentre déja plus dans notre cas, on a

N=2(3x 1) =18,
d’aprés la formule de Zeuthen,
2x—92=12(2X1—12)+18=18=N,

mais cette surface se représente non plus dans un S19, mais dans un S°,
le systéme des cubiques du plan n’étant que °.
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5. Les surfaces « simples ». — Considérons une surface de S¥, avec
7 =n24 3 et supposons que cette surface ne soit pas le « multiple »
d’une surface d’ordre moindre. Je vais montrer que, dans de telles
conditions, 1l n’existe qu'une famille générale de surfaces dépendant
de 19 modules.

Supposons qu’il existe deux telles familles de surfaces dépendant
de 19 modules. Considérons une surface possédant un point double.
Par projection de ce point double, nous n’obtenons que la Fy dotée
d’une Ty, rationnelle. Or, les surfaces du 4¢ ordre possédant une telle
courbe forment une seule famille continue dépendant de 18 modules.
S'ilexiste donc deux familles & 19 modules { Fux_s} et { F3z_,}, ces deux
familles ont en commun une sous-famille dépendant de 18 modules.

Mais, si nous considérons toutes les surfaces d’ordre 27 —2 de S®
(auxquelles on peut toujours se ramener par projection de points
extérieurs), chacune d’elles est un point d’un espace linéaire a

Im (21:—-1)(23:)(21:-4-1) dimensions.

N+ T

Nos deux familles de surfaces {F} et |F'| se représentent par des
variétés, de dimensions 19 + @ (» désignant le nombre des transfor-
mations birationnelles de ces surfaces). Soient V et V' ces deux
variétés représentatives. Ces deux variétés sont engendrées a partir
de deux variétés & 19 dimensions, par les opérations d’un groupe G,
continu.

Les surfaces dotées d’un point double se représentent par une
variété ¥ & (N —1) dimensions. Elle coupe V et V' selon des variétés
4 18 + w dimensions qui doivent représenter les surfaces dont tous
les genres sont 1, dotées d’un point double. Or, cette variété est unique. .
Donc V et V/ ont en commun une variété ¢, & 18 4 @ dimensions.

Considérons alors une variété

W=V+Av. |

Cette variété & 18 + w dimensions, va couper ¥ selon v, il en résulte
que Dintersection de W avec ¥ représente les surfaces dont tous les
genres sont 1, dotées d’un point double. La variété W doit done repré-
senter des surfaces qui, dotées d’un point double, sont des surfaces
" dont tous les genres sont 1, & point double. Donc, les variétés W repré-
sentent des surfaces dont tous les genres sont 1. Il y a donc une infinité
de familles de surfaces dont tous les genres sont 1, qui se représentent
par les points d’une variété dépendant de 20 + w paramétres. Il résulte
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donc de I'hypothése qu'il y a deux familles distinctes dépendant de
19 modules, que nos surfaces dépendent d2 20 modules, ce que I'on
sait impossible.

Remarque. — On peut raisonner autrement, en considérant les deux
espaces Vyg et V', images des deux familles { F} et { F/}. Ayant en
commun un sous-espace Vg4, ils doivent appartenir a un V,o. Mais rien
ne nous indique quelle est la nature des surfoces représentées par ce Vy,.
Nous savons seulement que ces surfaces contiennent, pour cas parti-
culier, les surfaces dont tous les genres sont 1. Si cette variété
réprésentait les surfaces dont tous les genres sont 1, ces surfaces
ne dépendraient pas de 19 modules, mais de 20, ce qui est impossible.
Donc la 9, représente des surfaces dont le bigenre est au moins égal
a 2, avec une courbe canonique d'ordre non nul. Mais, pour obtenir
par particularisation d’une telle surface une surface dont tous les
genres sont 1, il faut imposer a la. surface une singularité qui n’impose
qu’une condition. Mais la seule singularité qui n’impose qu’unc condi-
tion est le point double, qui est sans influence sur les adjointes donc
sur les genres successifs. 1 est donc absurde de supposer qu'il existe
deux surfaces distinctes {F} et {F’'} dépendant toutes deux de
19 modules. . *

Supposons maintenant que I'on impose & notre surface de posséder
une conique. Il peut y avoir une ou plusieurs familles distinctes de
surfaces dotées de cette conique, mais ces familles dépendent de
18 modules. Si donc il existe plusieurs familles distinctes de surfaces
possédant une conique, on peut les représenter par différentes variétés
4 18 dimensions appartenant & une variété & 19 dimensions. Il en
résulte que ces variétés & 18 dimensions contiennent des familles
communes a4 17 dimensions, intersections de deux de ces variétés a
18 dimensions. Les surfaces dotées de deux coniques sont donc :

a. ou des surfaces possédant deux coniques de méme type,
b. ou des surfaces possédant deux coniques de types distincts.

Mais si I'on impose en méme temps le point double, on obtiendra
une F, dotée d’une courbe d’ordre 2n et de deux coniques. Comme
il n’y a qu’une telle surface F,, les familles & 17 modules des Fag_a
dotées de deux coniques ou forment une seule famille, ou certaines
d’entre elles sont équivalentes & des surfaces rationnelles doubles.

Ayant ainsi considéré les surfaces Fax_s avec n = n?+- 3, considérons
dans S™+?, les surfaces dont tous les genres sont 1, d’ordre 2w + 2.
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Imposons alors & une telle Fag,a un point double. II peut se produire
deux possibilités :

a. Les Fagey dotées d’un point double forment une seule famille
dépendant de 18 modules. Dans ce cas, le méme raisonnement que
celui fait pour les F,z_, montre qu’il n’y a qu’une seule famille de
surfaces dépendant de 19 modules. ,

b. Les Fiur.y dotées d’un point double forment plusicurs faiilles
dépendant de 18 modules. Considérons alors les familles dotées de
deux points doubles, clles sont équivalentes aux surfaces Fun.y dotées
de deux coniques, il en résulte qu’il existe une seule famille & 17 modules,
qui ne soit pas équivalente & une surface double rationnelle. Mais les
autres familles possibles sont équivalentes & des surfaces rationnelles
doubles, et possédent donc des courbes de genre inférieur & (n 4 2).
Ces surfaces ne peuvent donc pas provenir d’une surface « simple »,
mais bien d’une surface multiple d’une F,; , avec a <%, Comme il n’y
a qu’unc famille & 17 modules qui n’appartienne pas a ce type, nos
surfaces distinctes &t 18 modules devront (si elles ne proviennent pas
d’une surface multiple) provenir d’une seule surface 4 19 modules.

Les deux cas nous conduisent donc 4 la méme conclusion. Il n’existe
qu’une seule surface générale simple de I'espace S™+*.

Si, maintenant, nous prenons une surface simple Fox savect=n?+35,
nous savons qu’clle appartient & une famille unique. Si on lui impose
un point double, nous aurons une surface dépendant de 18 modules,
qui est équivalente soit & la Fg de S% dotée d’une courbe rationnelle
d’ordre 2n, soit 4 la surface de Véronése double dotée d’une telle
courbe rationnelle. On peut montrer que, dans le premier cas, sur la Fy
intersection de trois hyperquadriques de 53, il n’existe qu’une seule
famille contenant une courbe rationnelle d’ordre 2n. Au contraire.
la surface de Véronése double correspond & un point double d’une
nature particuliére, la surface possédant des courbes de genre infé-
rieur & @, nous avons la des cas analogues au cas de du Val, pour la Fy,
de S8,

Nous avons donc montré que, si pour © = n3- 3, il existe une seule
surface simple dépendant de 19 modules, il en est de mé&me pour 7 + 2.
Un raisonnement analogue appliqué aux surfaces avec ® + 4, Fyzin)
de S™* nous conduira & introduire ces surfaces dotées de points
doubles, si la sous-famille dotée d’un seul point double est unique,
il n’y a évidemment qu'une Farsg, si 'on a deux telles sous-familles,
en introduisant un point double de plus, on verra, sur la Fy de S8,
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qu'il 'y a qu’un seul type & 17 modules, donc on arrivera 4 la méme
conclusion. En définitive, on peut passer par le méme raisonnement
de (m+2) & =+ 4, puis & ® 46, ..., m+2n Si, au départ,
on fait ™ =3 4-1* nous atteindrons toutes les valeurs paires de =. Si,
au contraire, on part de m=3 +2?=7 nous obtiendrons toutes les
valeurs impaires de 7, sauf ®# = 5, qui, par I’étude directe, nous savons
ne posséder qu’une famille simple générale, donc, en conséquence :

TutorkmMe. — Powr toute valeur de m, il n’existe jamais qu une seule
surface générale simple, dotée de 19 modules

Note sur l'imposition d’'une conique & une surface. — L'imposition
d’une conique & une surface « multiple » d’un ordre de multiplicité
supérieure & 2, est impossible. En eflct, une telle conique devrait se
représenter sur la surface, par une courbe bisécante des sections hyper-
planes. Mais, si 'on considére la F.r 2, comme « multiple selon n »
d’une F3, o, une telle courbe devra biséquer les sections de la Fayp_g
par les hypersurfaces générales d'ordre n, ce qui n’est pas possible
si n> 2, car toute courbe d’ordre v rencontre cette hypersurface
en nv points.

Si donc on écrit les équations permettant 'imposition de la conique,
les conditions imposeront 4 la F.x 5 de perdre son caractére de multi-
plicité, et de retomber sur les surfaces du type général simple.

Cette impossibilité illustre bien I'unicité de la famille des surfaces
simples, car I'on pourrait avoir I'idée de construire une nouvelle série
de surfaces & partir d’une surface multiple dotée d’une conique qui
serait la projection & partir d’un point double, d’une surface de l’espace
immédiatement supérieure.

Remarque I. — Parmi les surfaces de notre famille simple de surfaces
générales, considérons le cas ® = n?+4- 2. Comme il n’y a qu’une seule
surface simple, celle-ci par projection n fois d’un point double doit
donner naissance 3 un plan double & sextique de diramation, doté
d’une courbe rationnelle d’ordre 2 n. Il en résulte que les plans doubles
a sextique de diramation, possédant une courbe rationnelle d’ordre 2n,
et tangente A la sextique de diramation, en chaque point ou elle la
rencontre, dépendent de 18 modules et forment une seule famille
continue.

On peut obtenir directement ce résultat. Supposons donc un plan
double satisfaisant aux conditions indiquées. Supposons que la Cin
ne posséde que des points doubles, elle en aura (n—1)(2n—1). 1l doit
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donc y avoir 12 points d’intersection avec la courbe de diramation,
se répartissant en 6n points de tangence. Mais les C,. rationnelles
possédant (n — 1) (2n — 1) points doubles sont

N=(an<+1)(n+1)—(n—1)("n—1)—1=6n—1.

Si donc il existe une telle courbe rationnelle, le plan double sera bien
4 18 modules. Ceci montre que si le plan double dépend bien de
18 modules, ¢’est que la C,, doit posséder des points doubles. Les Can
appartiennent donc & une famille continue unique (), ce qui montre
que P'imposition d’une telle courbe rationnelle ne donne lieu qu’a
une seule famille de plans doubles dépendant de 18 modules.

Remarque II. — Si l'on considére maintenant une Fag o,
avec T = n® 4, par projection d’un point double r fois, on doit obtenir
une Fg de S* dotée d’une Cy, rationnelle. Ces Cyn appartiennent 3 une
seule famille, donnée par les intersections par les hypersurfaces
d’ordre n, tangentes 2n? + 2 fois. Les courbes résidues d’ordre 4v
forment encore une seule famille, d2 courbes de genre v?, comme on le
vérifie sur la formule

.
Ivi41=0-+ 2424 VI—].

Remarque II11. — Si l'on considére maintenant une Fax_p de S
simple, I'imposition d’un point double doit conduire & une seule famille
4 18 modules, sauf dans le cas ou m=n?4 5, car, dans ce cas, cette
famille & 18 modules est équivalente ou & la Fg de S5 dotée d’une
courbe rationnelle d’ordre 2n, ou 4 la surface de Véronése double
dotée d’une telle courbe. Ce cas n’est évidemment pas possible pour
les autres valeurs de 7, car les surfaces rationnelles doubles auxquelles
on pourrait aboutir ne sont pas dotées de 18 modules, une surface de
del Pezzo double, non dotée de courbes rationnclles, dépendant au
plus de 18 modules.

On en conclut done :

En général, il existe un seul type de surfaces simples dotées d’un
point double, c’est-a-dire que la propriété pour une surface générale
simple de posséder un point double est, pour les valeurs générales
de m, unc propriété irréductible. Au contraire, pour ®=n?+45,
cette propriété est réductible.

(*) Cf. Enmiques-Crising, Op. cit., p. 15 (t. III, v, p. 376).
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Nous allons retrouver, dans la suite, ce point double que I'on peut
qualifier de général, par opposition, au point double « accidentel »
du type de du Val. \

B. — LEs PLANS MULTIPLES.

1. Rappel de quelques notiens. — On appelle plan multiple
d’ordre n, ou plan n-ple, une surface algébrique F, représentable au
moyen de I'équation

(1) s J(x, ¥, 3) =0,

de degré n en z.
Mais la fonction algébrique & n valeurs

(2) - s =3(x,¥)

définie par l'équati'on (1), admet dans le plan une certaine ligne de
diramation,

3) ?(z, y)=o.

Mais toute courbe plane algébrique ne saurait étre courbe de dirama-
tion pour un plan n-ple, dés que n > 2.

Le probléme de construire des courbes de diramation de plans n-ples
a donné lieu & de nombreuses recherches (1) qui, avant les travaux de
M. Chisini, ne permettaicnt pas de donner une réponse pratique.
M. Enriques avait seulement indiqué certaines conditions d’invariance -
auxquelles devaient satisfaire les courbes de diramation, mais ces
conditions présentaient une forme topologique qui les rendait peu
utilisables. M. Chisini (%), par représentation d’une courbe plane par .
un faisceau de courbes réelles, a permis de donner aux conditions
d’Enriques une forme plus accessible, permettant de pénétrer plus avant
dans la connaissance des plans n ples.

(Y} F. Enriques, Sulla costruzione delle funzioni algebriche di due variabili posse-
denti una data curva di diramazione (Annali di Matematica, 4° série, vol. I, 1923-
1924); O. Zarisky, On the problem of Ezxistence of Algebric Functions of two variables
possessing a given Branch Curve (American Journal of Mathematics, vol. .1, 1929);
B. SecrE, Sulla caratterisazione delle curve dv diramazione dei piani multipli gene-
rali (Memorie dell’ Accademia d'Italia, A. 1, n. 4, 1931).

(2) O. Cursini, Una suggestiva rappresentazione reale per le curve algebriche piane
(R. C. R. Ist. Lombardo duv Sc. e. Let., vol. LXVI, fasc. 16-18, 1933, xu1, p. 1141)
et Forme canoniche per il fascio caratteristico rappresentativo di una curva algebrica
piana (R. C. R. Is. Lombardo di Sc. e. Let., vol. LXX, fasc. 1, 1937, xv, p. 49).
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M. Chisini en a déduit une construction pour les courbes de dira-
mation d’un plan n-ple, qu’il expose ainsi (1) :

Prenons successivement dans le plan (r, y), (n —1) courbes C,,
C;, ..., Cu 135 s0it P un point commun & deux courbes C successives,
et Q un point commun & deux courbes C non consécutives. Chaque
courhe C sera comptée deux fois, c’est-a-dire est tenue pour une courbe
double, chaque €2 ayant pour points de diramation les points ou elle
rencontre la courbe précédente et la courbe suivante (en outre, d’autres
points de diramation qui importent peu). Soit 9 la courbe composée
par les C simples, 3 celle formée des C doubles, avec les points de
diramation indiqués.

On donne alors & la ¢?, une variation infiniment petite, qui conserve
I'équivalence des singularités P et Q (au point de vue du nombre des
intersections avec les polaires); c’est-d-dire qu’aux points  corres-
pondront quatre points doubles et aux points P correspondront trois
cuspides et une diramation (). )

De plus, a la courbe C;, nous adjoindrons les échanges (i, i 4 1) sur
les déterminations

31y Bty «ery &y Bl+ly ceey Ap—1y En

de la fonction z(z, y).

M. Chisini a montré que ce modéle permettait de construire tous
les plans multiples représentatifs d’une surface de S?, sans points
multiples, ni courbes multiples; il construisait aussi le plan multiple
représentatif d’une surface de S3, ne possédant d’autres singularités
qu'un point multiple isolé, le plan multiple &tant la projection de la
surface a partir du point multiple. Dans la méme note, M. Chisini
exprimait I'espoir que sa méthode puisse se généraliser 4 toutes les
surfaces. Dans une telle représentation, la F, de $® donnait lieu & un
plan quadruple dont la courbe de diramation pouvait se représenter

par le schéma suivant :
C| —_— Cg—— C1-
WY@ (44

(Y} Cf. O. CuisiNy, Un teorema d’esistenza dei piani multipli, 1 (R. C. R. Accad. d.
Lincei, 6¢ série, vol. XIX, 1€F sem. 1931, xu1, p. 688); Un teorema d’esistenza dei
piani multipli, 11 (R. C. R. Accad. d. Lincei, 6® série, vol. XIX, 1934, x11, p. 766);
Sulla curva di diramazione dei piani multipli (R. C. R. Accad. d. Lincei, 6 série,
vol. XXIII, 1T sgem. 1936, x1v, p. 21).

{2) Cf. O. Cuisint, Sulla riducibilita dell equazione tangenziale di una superficie
dotata di curva doppia (R. C. R. Accad. d. Lincei, 20 mai 1917, p. 548).
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Dans un travail récent (1) j’ai été amené & montrer que la vue de
M. Chisini était trop optimiste. J'ai été amené a tenir le type de
M. Chisini pour un tvpe simplifié, auquel j’ai donné le nom de « type
a feuillets successifs », mettant en évidence le fait que, dans la
construction de Chisini, chaque courbe C, est tenue pour consécutive
a la Ci_y, pour le caractére de ses intersections. J’ai pu montrer
qu'entre les surfaces indiquées par M. Chisini, le type a feuillets
successifs permettait de représenter les sections d’une hyperquadrique
de St sans singularités ou dotées d’un ou de deux points multiples
isolés; on peut aussi représenter, par un tel type, les surfaces réglées
rationnelles de del Pezzo.

Comme exemple de surfaces que I'on peut ainsi représenter, est la
surface de S* dont tous les genres sont 1, section d’une quadrique de S*
par une variété cubique. Le schéma de la courbe de diramation sera

Ci—C;—Cy3—Cy— Gy
(1,2 (2,3 (LY (4,3 (8,8)

Mais, pour d’autres surfaces dont la plus simple est la surface de
Véronése, j’ai été conduit & envisager un type plus complexe que celui
de M. Chisini, que j’ai appelé « tvpe & feuillets enchevétrés ». Les démons-
trations de M. Chisini montrant que les courbes de diramation cons-
truites par ces procédés, satisfont aux conditions de M. Enriques,
sont encore valables, car la nature des feuillets envisagés n'y joue aucun
role.

Notre type plus général sera défini ainsi :

Pour construire la courbe de diramation d’un plan multiple d’ordre n,
représentatif d’'une surface que je supposerai non développable, on
prend (n—1) courbes C;, C,, ..., Cu_y, que 'on aura & considérer
comme des courbes doubles. A chaque point de ces courbes nous atta-
cherons un échange (a, b) entre deux déterminations z, et z; de la
fonction z(z, y), cet échange pouvant varier sur la courbe C,, que I'on
peut supposer reposer sur un plan double formé de deux feuillets,
ou &tre fixée sur un feuillet. Nous appellcrons point P l'intersection
de deux courbes C, et C,, pour lesquelles les échanges (a:, b.) et (aj, bj)
relatifs respectivement a C, et & Cj, poss¢dent au point considéré une
détermination commune, par exemple a,=a,;; nous appellerons
point Q Pintersection de deux courbes C; et C; pour lesquelles les

(') Cf. B. p'OrcevaL, Les plans multiples représentalifs d’'une surface algé-
brigue et la méthode de M. Chisini (Bull. Ac. R. de Belgique, 1943, p. 215 et 653),
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échanges respectifs au point Q portent sur quatre déterminations
distinctes. On considérera, pour les courbes doubles C;, les points P
comme points de diramation (les autres diramations sont indifférentes).

La courbe de diramation ¢ s’obtiendra par variation infiniment petite

de la courbe
1= 0L,
en sorte que les points P soient limites de trois cuspides de ¢ et d’une
diramation de ¢, les points Q seront limites de quatre points doubles
de 9. Au cas ol les deux courbes C, et C; seraient tangentes en un
point P, il ne sera que point de diramation simple pour C} et C}, et ce
point sera limite de six cuspides de la ¢.

Comme exemple d’un tel type, donnons le schéma de la courbe de
diramation de la surface de Vérondse

Ci— G
9 (43

N

i

154)
2. Représentation des surfaces dont tous les genres sont 1. —
Rappelons (1) d’abord que sur une surface réguliére de genres pa= pg
de genre linéaire virtuel p;, le plan multiple représentatif d’un réseau

de courbes de degré n, et de genre 7, posséde une courbe de diramation
d’ordre
N=2n+2%x—2

et de genre
I=p +9(x—1)

dotée de d points doubles et de k cuspides,

d=2[6ps— 2P+ (~n+ n)—17% — 5n + 24},
k=3[p1— jpa+6x+n—11)]

Pour une surface dont tous les genres sont 1, si nous prenons le

plan multiple représentatif d’un réseau de sections hyperplanes, nous
aurons .
Pa=DP1=1, n=2x—2,

d’ou \

N =6(z —1),

H=14+9(x—1),

d=6(x —2)(3x—7),

k=24(%—2).

(Y) Cf. Enriques-CampreDELLI, Op. cit., p. 8.
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Supposons que la courbe de diramation puisse se représenter selon
un type de Chisini (généralisé ou non); on pourra la décomposer
en (n — 1) courbes que I'on devra compter deux fois. Si je suppose,
de plus, les courbes composantes sans points multiples, le nombre des
intersections, tant en points P, qu’en points Q, devra &tre

l=1~+¢~l=(=—-z)(9’=—5).
} 4 2

Montrons que ce nombre sera réalisé dans une décomposition com-
prenant :

a. une cubiqu:z Cs;
b. (® —2) coniques C,;
¢. (m — 2) droites C,.

Nous avons bien pour le degré de la courbe G,

. 3+2(x—2)+n—2-3(x—1)=g.

Les intersections de ces courbes entre elles sont :

a. les intersections de la cubique et des coniques, soit 6(r —2);
b. les intersections de la cubique et des droites, soit 3 (x — 2);

c. les intersections des droites et des coniques, soit 2 (x— 2)3;

d. les intersections des coniques entre elles, soit 2 (7 — 2) (1 — 3);
(x—=2)(x— 3),

e. les intersections des droites entre elles, soit >

au total, ces intersections sont en nombre

(x—2) (9= —5) =T

rd

Nous allons maintenant montrer que ’on peut obtenir une telle
décomposition. .

Considérons une Fyz o de S¥; prenons un point sur la surface et
(® — 4) autres points extérieurs. Notre surface va se projeter sur S
selon une surface d’ordre 2m — 3, & sections de genre m, donc possé-
dant une courbe double d’ordre

(2’:_/')2(”—5) — X =28'—10% -+ 10.

L'unique surface adjointe d’ordre 27 — 7 rencontre la Fyx_y selon
la courbe double et une droite a, image du point A de la surface.
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Sur cette surface la droite a rencontre la courbe double en (o1 —6)
points. En effet, le cdne de sommets en A et autres points de projec-
tion, s’appuyant sur la surface d’ordre 2® — 7, rencontre la surface Fax
selon une courbe d’ordre

irt—20% + %20 + 2,

z désignant la multiplicité du point A, c’est-a-dire le nombre de points
ot a rencontre la courbe double, c’est-a-dire

x=(9=—9)(on—7)—(9:—-'%)(91:'—7)+1=21=-—6.

Si maintenant nous projetons la Fax_3 sur un plan P, & partir d’'un
point B extérieur, le plan (27 — 3)-ple possédera une courbe de dira-
mation, projection de I'intersection de Fyr_; par’adjointe d’ordre 2 1—4.
Cette courbe de diramation sur la surface rencontre la droite a en

2% — §{— (2% — 6) = 2 points.

La projection de a, sur le plan P, sera donc bitangente & la courbe
de diramation en deux points P, et P,; elle rencontre la courbe de
diramation en dehors de ces points P; en j points Q; avec

j=(278—3) (22— {)—(in?—20% + 20) — | = 6(x —2).

Supposons maintenant que nous ayons projeté des (x — 4) points non
désignés et de B, sur le 2%, défini par A et le plan P. La surface Faq_a sera
projetée selon une Far 5 de cet espace 2*. Projetons cette surface de A
sur le plan P, Comme le montre immédiatement la méthode employée
par M. Chisiui dans sa note Sulla curva di diramazione, le plan (2w —2)-ple
représentatif de la Far_y projetée & partir d’un point extérieur, va,
lorsque I'on projette de A, se décomposer en un plan (27 — 3)-ple et un
feuillet, image du point A. La courbe de diramation de la F.x 5 se décom-
pose abandonnant une droite double, 1= long de laquelle se raccorde le
feuillet détaché. Mais, d’aprés le principe de la permutabilité des
projections,a droite est la projection de la droite a, et la courbe de
diramation, celle obtenue plus haut. Donc la courbe de difamation
de la Far 2 peut s’obtenir & partir de celle de la Far 4 & laquelle on
adjoint une droite double C,, tangente en deux points P, et P,, chacun
limite de trois cuspides, et rencontrant la courbe de diramation en
6(m — 2) points qui seront limites de 12(m — 2) points doubles.

Nous voyons donc que projeter d'un point de la Fax 5, permet de
détacher un feuillet, lié aux (27w —3) autres feuillets par une droite
double, sur laquelle existent deux points P, limites de trois cuspides;
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en méme temps doivent disparaftre 12(m — 2) points doubles de-la
courbe de diramation.

Mais nous pouvons supposer que les (1:——2) points de projection
soient tous choisis sur la surface Fax_s, nous obtiendrons, par ce procédé,
Ja libération de (m — 2) feuillets, et ’apparition dans la décomposition
de la courbe de diramation de (m — 2) droites doubles.

Mais un pareil procédé est-il toujours valable ? pour que le procédé
ne puisse s’appliquer, il faut que le S™? formé par les (7 —2) points
rencontre forcément la surface en d’autres points que les (T — 2)
points choisis, ce qui ne se produit certainement pas pour les surfaces
A sections générales.

Supposons maintenant que nous imposions & notre Fyr_, de S¥,
un point double; et que la projection de ce point double fasse naitre
une Fax_,; dotée d’une conique. Soit A le point double; si I'on projette
de A et de (mr —2) autres points extéricurs, on obtiendra, dans $3,
une Fax_, qui, étant & sections de genre (T — 1), possédera une courbe

double d’ordre -

(z—3)(°m—5)—(x—1)=2r2—12% +16.

Mais la conique ne peut avoir, avec I'unique surface adjointe d’ordre
am —8, d’autres intersections que celles qu’elle a avec la courbe
double, c’est-a-dire

2 X (27 —8).

Elle rencontre la courbe de diramation coupée par la polaire d’ordre
2® —5 du point B en

2(2x —5)—2(2x — 8) = 6 points.

Si donc on projette de B sur le plan P, on aura un plan (27 —4)-ple
avec une courbe de diramation 6-tangente 4 la conique.

Si maintenant nous projetons des (® — 4) points non dénommés et
de B, sur le 23, défini par P et A (supposé ne pas &tre encore un point
double), on peut, & partir d’un point voisin de A, obtenir un plan
(2m — 2)-ple. Si I'on fait devenir A point double, comme centre de
projection, il va se détacher deux feuillets, liés 'un & P'autre par une
droite, et aux (27 — 4) autres feuillets par une conique, qui, en raison
de la permutabilité des projections, est la conique définie plus haut,
6-tangente & la courbe de diramation restante, en six points qui sont
les limites de trois cuspides de la courbe de-diramation initiale. Il dispa-
rait en méme temps, un nombre de points doubles, égal & deux fois le
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nombre des intersections résiduelles de la conique et de la courbe de
diramation, c’est-a-dire

2><2{(97:-—4)9.+2n—-4—6;=a/..(n—3).

Donc I'imposition d’un point double permet de détacher deux feuillets,
se liant aux feuillets restants le long d’une droite double et d’une
conique double. Nous avons donc le moyen de construire la courbe
de diramation du plan multiple représentant la Fyx », connaissant celle
du plan multiple représentant la For_s. Par 'imiposition de (1 —2) points
doubles, ou plus exactement par I'application répétée (r —a) fois
du procédé indiqué, nous obtenons un plan double doté d’une sextique
de diramation.

Le premier type de représentation, qui se présente a P'esprit, serait
donc un type ou les points doubles successifs joueraient un roéle symé-
trique, ce serait le type

G — G
(1,%,3) (3,8)
G&— G. - ¢
’\ (I.!.’l) (l,:)
G — G

(1,%,9m—3)  (m—3,2m—3)

dans lequel les‘coniques C; seraient supposées disposées sur le plan
double (1, 2), en sorte que les intersections de deux coniques n’appar-
tiennent pas au méme feuillet; c’est la disposition de la figure ci-dessous
pour = 4.

Mais une telle construction donne, dés que les valeurs de m s’¢lévent,
lieu & des discussions de nature topologique sur la possibilité de cons-
truire des coniques présentant les caractéres réclameés.

On peut déja s’affranchir de cette difficulté, en remplacant la cubique
double par une sextique double, & laquelle les coniques devront étre
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6-tangentes. Pourtant, cette méthode ne saurait convenir au-dessus
de m = 18, car, en effet, une surface du 4€ ordre de S® ne peut contenir
plus de 16 coniques, ce nombre étant atteint pour la surface de
Kummer (). Jusqu'a cette valeur de m, nous somines assurés de I'exis-
tence d’une sextique possédant 16 coniques tangentes vérifiant les
conditions indiquées, puisque projections de 16 coniques gauches
de la F,.

Nous sommes donc conduit & utiliser des représentations qui ne
conservent pas la symétrie des points doubles; ce qui, d’ailleurs, ne
doit pas surprendre, car la courbe de diramation d’une Far_s n’est pas,
construite a partir de celle d’une F, avec (r—3) coniques, mais
a partir de celle d’'une Fyn_, dotée d’une conique.

La représentation proposée sera donc du type suivant :

Cs— Ca—Cy

12 2,3 34

Ca— Gy

N/
CG—GC

5,7 1,8

A4

G — G
IN—T,3RK~5  IN~—8,2K—d

~
C — G
M—p -3 AR, Mt

"Mais, pour une telle représentation, la construction demande quelques
explications. En effet, sur une courbe double de degré n, il ne peut
pas y avoir plus de 2n? points de diramation. Or, sur nos coniques,
il y a, a priort, 12 points P, en lesquels on doit imposer & ces coniques
des diramations. Nous devrons donc choisir, parmi les courbes consti-
tuantes, certaines, tangentes cntre elles, en sorte qu'une courbe ne
puisse posséder plus de 2n? points de diramation. Appelons donc les
coniques et les droites C} et C}, I'indice i indiquant que la conique Cj
ou la droite C! sont celles de la ™™ ligne de notre schéma.

Prenons d’abord la C; tangente en trois points & la C}. Nous choi-
sissons une C; tangente & la C} et la C} tangente & la C} et a la C}.
Nous prendrons ensuite la C} tangente a la C3, et la C} tangente a C}
et C}, et ainsi de suite. Les points P correspondants & des points de

(*} Cf. Enriques-Crisini, Op. cit. p. 15 (vol. IV).

THESE B, D'ORORVAL.
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contact devront &tre retenus comme limites de six cuspides de la

courbe infiniment peu variée. Ils ont, en effet, 18 intersections avec
les polaires.

La méthode de M. Chisini appliquée & ce type permet de montrer
qu’il donne bien naissance & une courbe de diramation d’une surface
dont tous les genres sont 1.

3. Résultats de cette étude. — Dans le cas ® = 3, nous trouvons
la représentation de la F, déja signalée
Cy— Cy—GC,.
1,5 %3 3,4
Si 7 =4, nous pouvons obtenir deux types de représentation,
qui sont '
' Ci—C—C;—GC—G

1,2 2,3 3,4 4,8 5,6

Ci—C— Gy

1,8 33 34
A
G—Gy
38 5,8

[ !

Ces deux types nme sauraient représenter des surfaces distinctes-
puisqu’il n’existe pas deux surfaces Fg de S* distinctes: Nous en con-
cluons donc que le transport du groupe C, — C; peut s’effectuer sur
le plan multiple sans changer la nature de la surface, et produisant,
sur les déterminations, les changements indiqués.

On pourrait, d’ailleurs, obtenir ce résultat en se reportant au plan
complexe de la courbe de.diramation, et y faisant des transformations
analogues a celles utilisées pour ramener une droite multiple au type
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de Liiroth (1). Mais cette démonstration extrémement laborieuse ne

sert de rien, puisque I’on sait, par ailleurs, que les deux types ne peuvent
appartenir qu'd une seule surface.

Pour 7 = 5, nous pouvons avoir les représentations

Ci—C~GC;—GC— Gy ou Cy—Cyi—C

12 23 38 M5 8,8 10 53 34
\/ N/

C— G C—GC

YRR 35 5

Ca— Gy

5118

Le méme transport du groupe C, -—C, de la gauche a la droite est
encore possible, ainsi qu'il apparait de la démonstration directe de
I'unicité d’une surface dont tous les genres sont 1, vérifiant 7 =25

(en laissant, pour le moment de coté la surface de Véronése double).
Pour le cas de © = 6, on a encore plusieurs cas possibles :

Ci—Cy—C3—Cy—C Ci—Cy—C3—Cy— Gy '

34 35 56 67 7,8 1,8 *33 3,4 A5 58
N/ ,
Ci— Gy Cs— G4 Cs— G4
1,8 23 7,9 9,10 57 1,8
N
Cy—
19 9,10
C—GC—GC
1,82 .33 34
\
C—GC
38 s
N
Ca—Ci -
51T N8
C—GCy
7,9 9,40

De la méme maniére, on peut montrer I'identité des surfaces repré-
sentées.

Dans le cas général, nous aurons un nombre de cas possibles égal
au plus grand entier compris dans (g)a car il existe une symétrie

possible auteur de Cg, deux types symétriques ne différant que par
les noms donnés aux feuillcts. Mais le passage possible d’un groupe

() Cf. Enriques-Crisini, Op. cit. p. 15 (vol. HI, p. 24).
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de la gauche & la droite montre que le type obtenu ne représente
jamais qu'une seule surface.

Etudions maintenant la section plane de cette surface c’est-a-dire
la droite multiple sur laquelle les points de diramation, et leurs
échanges respectifs sont donnés par les intersections de la droite
avec la courbe de diramation. Je dis que notre surface posséde toujours
une courbe générale dépendant de 3m — 3 modules. Supposons, en effet,
une droite (27 — 2)-ple de genre m, dépendant de 3w — 3 modules.
On sait (!) qu’une telle droite double posséde 2n 4 27 —2 points de
diramation que l'on peut choisir arbitrairement. Supposons donc
donner, sur une droite (2@ — 2 + ™ — 1) couples de points arbitraires,
on peut choisir les coniques, droites et cubique, en sorte que la courbe
de diramation rencontre la droite aux points indiqués. Soient Aj et A}
les deux points par ot devra passer la conique C}. Prenons cette conique
arbitraire, par les trois points By, B,, Bg, ot la droite doit &tre rencontrée
par la cubique, on peut mener une cubique tritangente a la C}. Par
le point D2, ou la drojte doit rencontrer Cj, on peut mener une tangente
a C!. Par les deux points A% et A? de rencontre de C? et de la droite
multiple, on peut mener C; tangente & C; et a C}, et ainsi de suite.
Nous voyons donc que I'on peut de proche en proche construire Ila
courbe de diramation.

Il en résulte que notre type de plans multiples conduit, pour chaque
valeur de 7, & une surface dont tous les genres sont 1, et dont les sec-
tions hyperplanes sont des courbes générales dépendant de 3®—3
modules. Ceci exclut donc les surfaces multiples d’une Fy,_3 avec & < .,

En résumé, la méthode suivie pour construire un plan multiple
nous montre que, pour chaque valeur de =, il n’existe qu’une seule
surface dont tous les genres sont 1 & sections hyperplanes générales.

Il nous reste & montrer que ces plans multiples dépendent bien
de 19 modules.

Evaluons donc de combien de paramétres dépendent les courbes
de diramation que nous avons construites.

La cubique dépend de neuf paramétres, la C} qui lui est tritangente
dépend de deux paramétres, la C{, tangente a la C}, dépend de un para-
métre, les (T — 4) coniques suivantes dépendent de trois paramétres,
étant tangentes & une conique et & une droite les précédant; les (x — 4)
droites dépendent de un paramétre, étant tangentes & la conique

(*) Cf. Enriques-Caising, Op. cit. p. 15 (vol. III, p. 361).
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précédente,. enfin, la C5—* et la C™* dépendent encore respectivement
de trois et un paramétres.

Les points de diramation des courbes comptées deux fois, sont
aux points P et en d’autres points arbitraires, 15 sur la cubique qui n’y
dépendent que de 14 paramétres, 1 sur la C}, 3 sur la Cj~* el 1 sur
la CT™. On a donc, en tout, comme arbitraires,

9+2+1+4(7—3)+14+1+3F+1=4x +19.

Mais, dans S7, les réseaux d’hyperplans sont 3 (x—2) comme les
plans de S%; les points de projection sont * —2, et il y a huit homo-
graphies dans le plan. On a donv, en tout, pour modules de nos plans
multiples,

4z +19— (45 —2)—8 =19.

4. Quelques plans multiples liés & cette &tude, — L'étude
des plans multiples des surfaces dont tous les genres sont 1, peut
conduire & quelques types intéressants.

Supposons d’abord partir de la Fyx_, de S¥, et supposons-la projetée
& partir de (m —2) points choisis sur la surlace. On aura un plan
multiple d’ordre 7. La courbe de diramation de ce plan multiple est
d’ordre

N=22+27—2=§4x—2.
Les caractéres de la surface sont
Pa=1, n=1x, pi=1—(x—2)=3—x,

d’od, pour la courbe de diramation,
k=18(x—2), d=8(x—2)(x—13),

c'est-a-dire
I=6(x—2)+2(x—2)(xs—3)=2(x —2)%

Cette courbe peut s’obtenit & partir d’une cubique et de (1!—-2)
comques On a alors, en effet,

g =ax—1=2a0x—2)+3.

Les intersections de courbes entre elles sont

a. la cubique et les coniques : 6 (T —2);
b. les coniques entre elles : 2 (R —2) (* — 3),

d’od
I=2z(x—12)
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Les types des courbes de diramation seront

n=3. Ci- CS
1,2 2,3 P
% =4. Ce— Cy— Gy
1,2 2,3 34
x=5 Cy— C— Gy
1,2 2,3 3,4
Cs
3,8
®=6. Ca— G — Gy~ Gy
1,8 23 3,4 4B
. Gy
e
=7, Cy=— Cy—
. 1,9 2,3 3,8
N/
Cy— Gy
I X
N/
Cy
5,1

Il y aura donc deux types distincts selon les valeurs de =« !

'1°1r=2q+x:
C—G—C
1,8 2,3 34
-\
C— Gy
35 56
N
Cy

5,7

G - &
—3,20—1  3—1,2¢
\/

Ca
. 201,20+

. \
Ca—Cy—Cy—Ga

RN T N Y

N/
G

.2_°ﬂ'=59=\

C

'—o,'l

\/
G
f.'

G — G
3—4,30—2 292,20~
\ /

G
1g-3,3¢

L3
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Sur ces types, on voit, en comparant au type de la Fox_, projetée
de points extérieurs, que la projection, & partir d’un point de la surface,
produit une véritable rupture de la décomposition de la courbe de
diramation. '

D’autres types, plus compliqués, pourraient &tre donnés pour Ies
plans multiples d’ordre 27 —2 — a (@ << ™ —2) représentatifs de
la Far o4 partir de « points de la surface. La décomposition se compo-
serait d’une cubique, de m —2 coniques et de (T —2 — a) droites,
ces courbes étant reliées de telle sorte que les caractéres de la courbe
de diramation soient conserveés. ’

A I'étude des surfaces dont tous les genres sont 1, nous avons associé,
au Chapitre I, des surfaces rendues rationnelles par I'imposition d’un
point triple. Dans mon mémoire de I’an dernier, j’ai étudié les premiéres
valeurs de m, et montré comment l'on pouvait, 2 partir des plans
multiples, retrouver les différentes surfaces rationnelles dotées ‘d’un
point triple.

Projetons une telle surface a partir de son point triple. On obtient
une surface d’ordre 2w —5 & sections de genre # — 3. La premiére
surface de la famille est, pour © = 4, la surface cubique, dont le plan
triple représentatif a pour courbe de diramation, la

Ci— Cs.
1,2 2,3

Pour 'les surfaces correspondant a des valeurs supéricures de w,
on peut leur imposer des points doubles, et les ramener ainsi, par
projections successives, & lo surface cubique, les coniques de cette
surface pouvant représenter les points doubles :

19 ® = 5. La projection a lieu & partir d’un seul point double;
on obtient la ligne de diramation du type simple

Ci— Gy — Cs~— G,

1,2 2,3 3,4 48
-

Notons que ce type correspond a la valeur p; = 2, en accord avec la
représentation plane de la surface du 5¢ ordre & quartique double

Gy (A3, 7B),

en se rappelant que, pour une surface rationnelle,

py=10—gq, ~

o étant le nombre de points-bases de la représentation plane.
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20 m =6, La projection a lieu & partir de deux points doubles,
représentés par deux coniques de la surface cubique. On peut envi-
sager selon les positions de ces coniques trois cas possibles :

,a. les deux coniques C, et T3 ne se rencontrent pas sur la surface
cubique. Ceci conduit a la courbe de diramation :
Cl - Cl)

Ci— Co/ 23,4 48
!.; !,:\ r’ _Ch

2.3,6 8,7
les coniques C, et T, étant placées sur le feuillet double (2, 3) en sorte

que leurs intersections soient virtuelles le point de I'une appartenant,

par exemple, au feuillet 2, celui de l'autre appartenant alors au
feuillet 3. Nous avons alars

pi=o,

ce qui est en accord avec la représentation plane de la surface ration-
nelle;

b. les deux coniques se rencontrent sur la cubique en un point;
sur le plan multiple nous aurons la représentation’

CS —Ch

.G 2.3, 4,8
=\ ¥

Ty —Ch

2.3,8 6,7

les quatre points d'intersection de C; et T, étant tels que trois d’entre
eux soient virtuels, appartenant & des feuillets distincts le quatri¢me

Fig. 3.

étant réel. Dans ce cas, nous avons
pPi=1,
et nous avons le plan multiple représentatif de la surface
Cs(3AY, 6B). '
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¢. les deux coniques se rencontrent sur la surface cubique, en deux
points; la courbe de diramation du plan multiple se représente par

Cl - Cl)
Cy— C,< 2.:; %3

1,2 2,3 Y
Iy — Ct.

23,8 67
Des ‘quatre points d'intersection de la C, et de la T3, deux sont réels,
deux sont virtuels, les points superposés n’appartenant pas au méme
feuillet. On a ici
Pri=2,
et 'on a le plan mul'tiple représentatif de la surface
Ce(7At, B).

Je ne poursuivrai pas I'énumération des cas possibles que ’'on peut
trouver jusqu’a m=gdans le mémoire cité. Il est seulement & noter que,
pour ce cas, on ne peut retrouver, par ce procédé, la surface Cg(124)
obtenue par projection de son point triple, de la surface Fyq de S°,
« double » de la surface du 4© ordre.

5. La surface de Véronése double. — Parmi les surfaces dont tous
les genres sont 1, existe la surface de Véronése double, dotée d’une -
courbe de diramation du 12€ ordre. Cette surface double peut se repreé-
senter par un plan 8-ple sur lequel la courbe de diramation doit se
composer de la courbe de diramation d’une surface de Véronése
simple, soit

Cr—C‘
1,8 ¥

\/

Gy

2,4
comptée deux fois, et desla courbe de diramation de la surface de
Véronése double, qui est représentée par une courbe du 122 ordre de
genre 10 (équivalente & une Cg). Ceci est évident, si I'on se reporte
& la formule de Zeuthen, ou & la théorie des courbes multiples (%).
Les substitutions sur la variable z, 4 affecter aux différentes branches
de la surface double, seront, en appelant I et II) les deux feuillets
de la surface de Véroneése :

a. sur la Cy,, I, II;

() Cf. Enriques-Caising, Op. cit. p. 15 (t. III, v, Chap. IV, p. 429).
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b. sur la courbe (;—-C,, les échanges I; I, I, Iy, I; I, d’une part
N/
C,
et les échanges II; I, I, Ilg, II, 11, d’autre part.

Ceci ne présente pas de difficultés pour la surface de Véronse double
qui est toujours décomposée, mais si nous considérons, par exemple,
la suiface de du Val, nous devrions pouvoir obtenir sa courbe de
diramation, & partir de celle de la surface de Véronése double, & laquelle
on ajouterait deux feuillets liés par une conique et une droite. Mais
comment faire varier infiniment peu la courbe de diramation décomposée,
pour obtenir la courbe de diramation, les singularités de celle-ci pro-
venant de singularités aux points de rencontr® des courbes compo-
santes, les intersections avec les polaires devant rester les mémes dans
les deux cas.

Ce probléeme n’a pas encore regu de solutions. Je vais, néanmoins,
sur un cas particulier (sortant de la théorie des surfaces dont tous les
genres sont 1) montrer la nature des difficultés que pose ce probléme.

Considérons la surface du 4€ ordre de S4, intersection de deux hyper-
quadriques f et 9. Cette surface ®, sera donc base pour un faisceau

de quadriques
f+Ap=o0.

Il passe, par cette surface ®,, cinq hypercdnes, qui sont donnés par les
racines de I'équation aux A, formant le déterminant des équations

Sr+ Ajp=o0, ey fi+Aei=0
[f(z7 Y, & u, t”'

Si I'on projette la ®,, sur un S® a partir du sommet de I'un.de ces
cbnes, la projection sera une quadrique double Q; la ligne de dira-
mation correspondant aux points doubles de la correspondance (I, IT)
entre les deux feuillets de la quadrique, est fournie par les traces sur S?
des génératrices du cdne tangentes 4 I'autre hyperquadrique. Or, la
polaire du sommet du cdne par rapport 4 I'autre hyperquadrique est
un hyperplan qui coupe @, selon une biquadratique, qui se projette
sur Q selon une biquadratique, courbe de diramation de la Q double.

Un compte de constantes montre que toute quadrique double ainsi
dotée d’une biquadratique de diramation est bien équivalente a la ®;.
En effet, il y @ autant de @, que de faisceaux de quadriques de S4,
c’est-a-dirz que de droites dans S™, et il y a 24 homographies dans S4,
d’ou

. 2 X (14 —1) — 24 = 2 paramétres essentiels.



—_—9 —

Dans $3, les quadriques sont «°, sur une quadrique les biquadratiques
sont «*, et il y a 15 homographies dans S?; nos quadriques doubles
dépendent donc de

9 + 8 — 15 = 2 parametres essentiels
comme les @,

Maintenant, supposons projeter la ®,, & partir de deux points quel-
conques de S*; la ®, se représentera par un plan quadruple, doté d’une
courbe de diramation d’ordre 8, possédant 4 points doubles et 12 rebrous-
sements, se ramenant au type

C—GCi—Gy.
L 2,3 3,4

Voyons ce que va devenir notre courbe de diramation lorsque I'un
des points de projection vient en un des sommets des cOnes passant
par ®, soit A ce sommet, B, autre centre de projection; tout se passe
comme si I'on projetait, sur le plan, la quadrique double dotée de sa
courbe de diramation I'y. La courbe de diramation de Q est une conique,
projection d’une biquadratique I', de ®,. Donc, la courbe des ccinci-
dences de la correspondance (1, 4) tracée sur la @, par les plans
passant par AB, se décompose en deux biquadratiques T, et T, se
coupant en quatre points C,. En chacun de ces points vont venir se
confondre, & la fois, les points qui donnairnt naissance aux points
doubles et de rebroussement de la courbe de diramation du plan qua-
druple. Rappelons qu’un point de rebroussement provient d’un contact
triponctuel du plan projetant, un point double d’un plan bitangent.
Soit alors C, un des points d’intersection des deux biquadratiques.
Une des biquadratiques est tangente & AC,; I'autre n’est tangente
qu’au plan ABC,; donc, en C,. le plan ABC, a un contact quadri-
ponctuel avec la surtace ®,. Un tel point C, absorbe donc trois cuspides.
Soit, en effet, dans S, la quadrique Q =o la ligne de diramation de
la quadrique peut se représenter par

(Q Q)
La polaire d’un point sera donc

QQ' =o, Qi =0,

c’est-a-dire

[QQ, Q*1=[Q, Q*]+2[Q, Q']:

La polaire seconde est

Q*+ QY=o
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quadrique bitangente & Q le long de la conique (Q, Q). Cette polaire
seconde passe par les quatre points projection des C;, elle y rencontre,
deux fois, la conique et une fois la I'y de diramation. Un tel point Ci
correspond donc A trois contacts triponctuels, ¢’est-a-dire & trois cuspides
de la courbe de diramation du plan quadruple.

Sur le plan quadruple, la courbe du 8¢ ordre de diramation s’est donc
dégénérée en une conique comptée deux fois, & laquelle est tangente
une quartique & deux points doubles, quadritangente a4 la conique.’
Chacun des points de contact est la limite de trois cuspides (cette
singularité, la conique y ayant une diramation, présente bien
4 X2+ 1=9=23x3 intersections avec les polaires). Notons,
de plus, que la conique représentant une quartique elliptique, dotée
de deux points doubles, il doit exister sur cette conique deux points
(d’ailleurs arbitraires) qui sont limites de points doubles.

Nous obtiendrons, comme suit, la courbe de diramation du plan
quadruple. Soit une conique (ou une droite double) comptée deux fois,
sur laquelle je fixe deux points arbitraires A et B; une quartique dotée
de deux points doubles A’ et B est quadritangente a la conique en C,,
C,, C3, Cy; je fais varier infiniment peu cet cnsemble, en sorte que
la ¢ obtenue posséde des points doubles infiniment veisins de A, B,
A, B/, et trois cuspides voisins de chaque point C; une telle courbe
sera de diramation pour le plan quadruple.

Pour les substitutions & affecter & ces courbes, on peut attribuer
A la conique (1, 2) et (3, 4), & la quartique (2, 3).

Une telle représentation donne bien un plan quadruple dépendant
de deux paramétres; en effet, la conique dépend de cinq parameétres,
les points C de 4, les quartiques quadritangentes aux C de quatre para-
meétres. Par chaque sommet d’un hypercéne il y a «?, réseaux possibles,
dans le plan il y a «® homographies, d’oli le nombre de paramétres

54+44+4—3—8=2.
Un résultat général peut pourtant étre obtenu ;

TutorkMe. — Si l'on considére une surface f, qui, comptée deux fois
est birationnellement équivalente & une surface F, la courbe de diramation
de la (f?) étant une certaine courbe A, si 'on projette d’un point extérieur
cette surface, la ligne de contotf¥ apparent de la f étant une courbe v,
celle de la f* sera une courbe Y2 4 A; ies points de ce contour apparent
ou le rayon projetant a un contact triponctuel, se retrouvent deux fois
dans ceuz ds la v, et trois fois dans les intersections de A et y; c’est-d-dire
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que les cuspides de la courbe de diramation du plan multiple représentatif
de la F, vont dégénérer, par triples en une intersection de A etv, et, par
couples aux cuspides de la courbe de diramation du plan multiple repré-
sentant la f.

Soit, en effet, la surface
f(z, 5, 5)=o0.

Si 'on projette du point & I'infini de Oz, la courbe vy sera

J=o, [fi=o,
les points & contact triponctuel sont

Sf=o0, fi=o, fi=o.
Si I'on considére la courbe de diramation 4, c’est
A=[f, f*].

Le contour apparent de la f2 double est

Sfr=0, ff'=o0

U f1l=4, [f’:f_']=2[fvf'] =27

Les points & contact triponctuel vérifient

fr=o0, =0, [r+ff'=0,]

ou

c’est-a-dire appar'tiennent a

{';:: ;’,"f;.’]] : ;LA,Y‘]Y] } 3 fois intersections de A et vy,
s/ f1=04 1,5 f1 * 2 fois les points & contact triponctuel de f].'

Ce résultat permet de reconnaitre ce que deviennent tous les cuspides
du plan multiple représentatif de F; par contre, je n’ai pu obtenir un
résultat général pour les points doubles; il est évident qu’a un point
double du plan multiple représcntatif de f, correspondent deux points
doubles de la courbe de diramation D du plan multiple de F; de méme,
a un point double de la courbe de diramation A, correspond un point
double de D. A une intersection virtuelle de A et de ¥, correspondent
deux points doubles de D.
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Des considérations basées sur le nombre des sections avec la polaire
conduisent & penser qu’a un cuspide de la courbe d, de diramation du
plan multiple de f, devraient correspondre deux points doubles de
la D. Mais les exemples que j’ai tenté de construire ne m’ont pas permis
d’obtenir un résultat général pour les autres points doubles (ceux de
la A donnent ainsi naissance & des points doubles de la D). Je crois,
néanmoins, que ces points doubles devraient &tre liés au nombre de
points doubles qu’aurait la courbe vy, considérée deux fois, le genre
de la y2 étant donné par la formule de Zeuthen.

6. Conclusion. — De cette étude, nous obtenons les résultats
suivants :

Pour une valeur quelconque de w, il existe, en genéral, une seule
surface dont tous les genres sont 1. Les sections sont des courbes générales
dépendant de 3n — 3 modules. Pour les valeurs de , de la forme

x=(a—1)nt+1,

il existe des surfaces, qui sont équivalentes aux sections de la surface
correspondant a «, par les hypersurfaces d'ordre n de S°,

En général, ces surfuces donnent, si on leur impose un point triple
des surfaces rationnelles distinctes, ces surfaces rationnelies se distin-
guant par les famulles de courbes passant uu point triple, ces courbes
' se décomposent en deur familles, l'une possédant au point triple un
point base simpley U'autre un point-buse double.

Limposition d’un point double est une condition, en général irré-
ductible, lu surface générale de S™ se projetant de son point double
sur une surface de S™! dotée d'une conique. Pourtant, dans le cas
®=n*+§ cette condition est réductible, un des types de surfaces a
point double se rumenant a l'intersection de trois quadriques de S¥,
dotée d’une courbe rationnelle d’ordre 2n. l'autre type a un plun double
doté d'une sextique de diramation qui est tangente a une courbe
rationnelle d'ordre n, en chacun des ponts d’intersection.

On peut, par une genéralisation de la méthode de M. Chisini, repré-
senter, par des plans multiples, dont les courbes de diramation se
décomposent en cubique, coniques el droites, les surfaces du type
général. Pour ce qui est des surfuces multiples d’une surface précédente,
la décomposition indiquée ne réussit pas. Il reste lu un probléme a
résoudre, celui de trouver, sur un plun multiple donné, le moyen de
construire la courbe de diramation d'un réseau de sections de ce plan
multiple, par une surface d’ordre n.
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APPENDICE.

Démonstration de 1’équivalence des types possibles de courbes de
diramation. ‘
Considérons deux types possibles :

A. Cy— Cy— C3— Cy— Cy
% \/
Ci—GCy .
\ G — G-
R M=T,2T—8  IN~—$,3N—4
-0 ~
e f: G - G
M5, 3N—]  IN—3,3X~12
B. Cy—Cy—Cy
1,9 2,3 3,4
N/
C,— Cy
3,8 3,8
GG — C .

M—3,2M—3  2X—3,3R—2

Nous pouvons, par une déformation continue du type A, amener les
courbes du type A & ccincider avec les courbes du type B, en sorte que
nous aurons la méme figure géométrique, avec seulement lus valeurs des
échanges qui varient. Considérons alors la section par une droite; sur la
droite multiple les deux types auront les mémes points de diramation,
avec des échanges distincts. Il reste & montrer qu’en transformant les
lacets, on peut passer d’un type & I'autre. Comme le choix des lacets sur
une droite donnée estindépendant des autres droites, cette permutation
des lacets pourra se faire sur chaque droite, et I'on pourra ainsi passer -
du type A au type B, qui représentent donc des surfaces de méme nature.

Pour le montrer, supposons le cas simple de ™ = 4, et supposons
que les points de diramation du type A se présentent dans ’ordre

(1,2) (2,3) (3,4) (45) (56) ’
M A B ¢ b E
comme des points sur un cercle parcouru dans le sens direct. Nous vou-
lons montrer que I'on peut choisir les lacets issus de O, en sorte qu’aux
points B correspondent les échanges (5, 2), ce qui représenterait le type

Cs—Cy—Cy
34 45 5,0
A4
Ca— Gy

51 2,1
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Considérons les quatre lacets terminés en By B, C; C,, ils ont respec-

tivement pour échanges (3, 4), (3, 4), (3, 2), (3, 2), je fais passer C,
et Cy & droite de By, j'obtiens les échanges des lacets terminés en B,

i 5
[]
; i
(o | A
C'\ i ]
2
ré 0
- 1ANg
N 1
0, 04
Fig. 4.

C,, C;, B, sous la forme(3, 4), (4, 2), (4, 2); (3, 4). Je fais maintenant
passer B; & la gauche de C, et C, et j’obtiens les échanges

B; B: Cl C!

(T3 X I |
Je fais ensuite passer B, et By & la gauche de C;, C4, Cg, Cq, j'obtiens

B, B C GC C C GC G

@ @ B G G B B8 (48
Je fais maintenant passer D, et D, a droite de By, j’obtiens

B. D, D| B;

(5,2)  (5,4) (5,4) (4,2)
Je fais ensuite passer By 4 la gauche de D; et D,, j’obtiens

B, B; D, D,

U I T BT
Je fais ensuite passer B, et By & la gauche de Dy et D, et j'obtiens

¢ Bt BS D‘ D-‘l Di Dl

(6,2) (5,20 (5,4) (5,4) (5,4) (5,4

Le méme procédé s’applique au couple B, B, et, ﬁnalement., I'on a
réussi & tracer les lacets avec leurs substitutions, sous la forme

B, B B, By Di Dy .. G .. G

(5,2 (5,2 (52 (52 (54 (5,8 .. K3 e (3

ce qui démontre la proposition.

— O



CHAPITRE IIL

LES VARIETES A TROIS DIMENSIONS DONT TOUS LES GENRES SONT 1.

1. Généralités. — Une variété algébrique dont tous les genressont 1
est une variété possédant une surface canonique d’ordre O, et dont
Iirrégularité superficielle est nulle. Sur une telle variété V, tout systéme
linéaire de surfaces | F| coincide avec son propre adjoint

[F|=|F].

Les sytémes adjoints successifs de F colncident avec ce systéme
|Fl|=|F|=|F|=...=|Fn|=...
et toutes les surfaces pluricanoniques de la variété V sont d’ordre zéro.
Le genre géométrique et tous les plurigenres de V sont égaux a I'unité

Pg= Py=Py=P=...= Pn=...l=ll.

Le genre arithmétique P, de la variété est 'donné par

. ')P,,:: Qy— Q; + Qg+ 4,

Qy, 2, et Q, étant respectivement le degré, le genre curviligne et le
genre arithmétique de la surface canonique de V. Si I'on utilise les
formules de Severi (!) permettant de calculer ces caractéres a partir
de ceux d’'un systéme linéaire |F| et de son adjoint | F'|, on trouve

Q=0 QOu=1, Qy=-—1,
d’ol
P.=1.
La variété est donc complétement réguliére.

Soit alors (F, F) la courbe intersection de deux surfaces du systéme|F|.
Ce systéme est son propre adjoint, donc ses surfaces découpent, sur

() Cf. F. Severi, Fondamenti per la geometria sulle superficie algebriche (R. C.
del. Circolo Matematico di Palermo, t. 28, 1909, p. 33, 87); L. Gopeaux, Conférence
de la réunion internationale des Mathématiciens (Société math. de France, 1937).

THISE B. D'ORGEVAL, : 7
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Pune d’elles, le systéme canonique de celle-ci. Or, le défaut de ce
systéme est, d’aprés un théoréme de Severi (1), au plus égal & D'irré-
gularité superficielle de la variété V, laquelle est nulle. Il en résulte
que les surfaces F découpent sur 'une d’entre elles le systéme canonique
complet. Si 'on considére alors les sections hyperplanes d’une telle
variété, on a

|K'—K|=|K|" [K'|=2]K],
d’ou

(K, K)y=2(K,K)=27—2,

ou 7 est le genre de la courbe section de deux sections hyperplanes.
L’ordre d’une telle variété est alors (m —1).

De plus, d’aprés un théoréme de MM. Castelnuovo et Enriques (%)
si les courbes (F, F) sont irréductibles, les surfaces F sont alors régu-
li¢res, si donc alors pg est le genre arithmétique des surfaces F, pg leur
genre géométrique, la dimension r du systéme linéaire |F| est égale
dr=pa=p;g

Si maintenant on revient aux sections hyperplanes, les surfaces | F |
découpent sur I'une d’elles le systéme canonique dont les courbes

découpent sur I'une d’elles la gx-3, on a donc
P 8

2(r—2)Ln—1, arLx+3.

On peut donner immédiatement un exemple d’une telle variété,
avec la variété du 5° ordre de S%. Les variétés adjointes d’ordre (n — 5)
sont ici des variétés d’ordre zéro, il en résulte

PI,,:I.

De méme les variétés pluriadjointes d’ordre o« (n —5) sont toutes
d’ordre zéro, d’ou
P,=P:=P;=...=Py=...=1.

La surface canonique est d’ordre zéro, son genre arithmétique est
done

(=3)(=2)(=1) __
6

ses sections canoniques sont d'ordre zéro et genre 1, d’olt
Q,=o, Q=1 Qy=—1;
Pa =],

() Cf. F. Seveni, Op. cit., p. 97.
(*) Cf. CasTELNUOVO et ENRIQUES, Sur les intégrales simples de 17 espéce d'une

surface ou d'une variété algébriqgue (Ann. de U'Ecole Normale supérieure, 1906,
p. 339-366).
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Le systéme des sections hyperplanes est un systéme o', formé de
surfaces du 5¢ ordre de S3, surfaces de genres

Pa=pg=4,
dont les sections planes sont de genre °

43 .
—=

6,

d’ordre
T—1=35.

Si I'on considére maintenant le systéme oo'* des hyperquadriques
de S4, et que 'on rapporte ces hyperquadriques

¢‘=0, ceny ‘l)u=0, tl'uuo
(les ® représentant des formes quadratiques homogénes a cinq variables,
dont 14 sont linéairement indépendantes), aux hyperplans d’un S

Xy =b,, X = b,, ooy Xis= Py

par cette transformation on fera correspondre, & notre V3, une variété
a trois dimensions de S, dont tous les genres seront 1. Son ordre sera
le nombre d’intersections de trois quadriques avec la Vg, c’est-a-dire

23 5= {o.

Sur cette variété de S'%, Vi, le systéme des sections hyperplanes
est formé de surfaces équivalentes aux sections hyperquadriques de
la V;; on peut donc calculer le genre arithmétique de ces surfaces
sur la V3§, & partir de la formule donnant le genre arithmétique d’une

surface décomposable en deux surfaces F et F’, respectivement de
genres arithmétiques p|, et p,, se coupant selon une courbe de genre « ().

Pa= Pa~+ Pa+ 5.
Dans notre cas, nous aurons donc
Pe=1i+4+6=14.

Les sections hyperplanes sont les sections de la V} par deux qua-
driques; leur genre est donc

(6+6+5—1)+(6+6+5—1)+10—1=4I.

(Y} Cf. L. Gopbeaux, Les transformations birationnelles de l'espace (Mémorial
des Sciences mathématiques, fasc. 67, Paris, Gauthier-Villars, 1934, p. 31).
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Si 'on considére de méme le systéme 0! des variétés cubiques de S¢
et qu’on les rapporte aux hyperplans d’un S, on obtiendra une variété
dont tous les genres sont 1, correspondant & la Vg de St Cette variété
sera d’ordre

135 =33x 5.

Sur cette variété, le systéme des hyperplans découpe des surfaces
équivalentes aux sections de la Vi par les variétés cubiques de S¢;
si 'on note que les sections hyperplanes de la section quadrique de
la V; sont de genre

64+6+5—1=10,

on a, pour le genre arithmétique de ces sections,
’ Pa=14+ §+16 = 34.

Le genre des sections hyperplanes de ces surfaces est égal &
136 =135 +1.
On peut généraliser ce procédé en considérant les sections de la V;

par les variétés d’ordre n de S% Si N est le nombre de ces variétés
non décomposables en la V; et une Vn_; avec

(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)

N= )
(n—1)(n—2)(n—3)(n—14) Sn3+25n
— 2 —1= i -1,

en rapportant ces variétés aux hyperplans d’un espace S%, & la V;§
correspondra une variété dont tous les genres sont 1, d’ordre

5% n¥= Snd.

Les surfaces séctions hyperplanes de cette variété ont pour genre

arithmétique
5n3+-25n

Pa= 6 -
~ Cette formule s’établit par récurrence, & partir du genre de la section
de la V; par une variété d’ordre n, et un hyperplan,

5n(n—1)
2

n=06n+ —(n—1),

nous aurons donc

PP= P+ - x,
5(n—1)P+25(n—1)
6

. 3
P = 5_"_'%5'.‘_;,

p =

:
—1+5+-5—:- -+ 5n,
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On démontre aussi que le genre de la section de la V; par deux
variétés d’ordre n a pour genre

®x=5n%+1.

Nous obtenon?aonc une série de variétés dont tous les genres sont 1,
« multiples d'ordre n » de la variété du 5¢ ordre de S%.

Notons que ces variétés ont toutes le méme nombre de modules,
qui est celui des modules de la V3, ¢’est-a-dire le nombre de ces variétés,
diminué des homographies de S, donc

6x7x8xq9

- — 25 =101.
24

Notons que I'imposition d’un point triple & une telle variété est
possible, car il exige -

“ ITx4{xIx6

. — 4 =11 conditions.
24

De méme, 'imposition d’un point quadruple & cette variété sera
possible, exigeant N
§x5x6x79

—

Rappelons maintenant que si une variété  trois dimensions posséde

un point multiple d’ordre 1, les variétés adjointes devront y passer
(s — 3) fois.

— 4 = 31 conditions.

1

2. Rationalisation des variétés dont tous les genres sont 1. — Notons
que si la variété dont tous les genres sont 1 vient & acquérir un point
quadruple, les variétés adjointes y passeront une fois, d’out il résulte
que tous les genres diminuent de 1. Notre variété dotée d’un point
quadruple est donc une variété dont tous les genres sont o. En parti-
culier, sur la Vi de S% la naissance du point quadruple fait naitre
une variété rationnelle dont on a, par projection, & partir du point
quadruple, la représentation sur un S%. Le point quadruple se repré-
sente par une surface fondamentale du 4© ordre X;, la section hyper-
plane générale de la variété par une surface Fy du 5¢ ordre. L’hyper-
cdne des tangentes au point quadruple A coupe une section hyper-
plane quelconque selon une courbe du 20¢ ordre, située sur un cdne
de sommet A. Sur la surface X; image du point quadruple, il existe
donc une courbe base c,,, commune & toutes les surfaces Fyg images
de sections hyperplanes. La représentation est donc Fj (cyg). La cy9
étant, sur une Z,, fondamentale,
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On peut vérifier immédiatement les caractéres de cette représen-
tation; la courbe c,q, section d’'une X, par une Fj, est de genre 51;
le genre des Fg est

Pa= 4.

La dimension du systéme des Fy est

'

Ei;’;—?-(—g —1—[5x20—=51+1]=4.
Cherchons de combien de paramétres essentiels dépend cette variété;
la £, dépend de 34 paramétres, les cyq y forment un systéme oo*! etil y

a 15 homographies dans le S%. Le nombre cherché des paramétres

essentiels est donc
3{+ 51—15 =190,

ce qui est bien en accord avec le fait que notre variété posséde un
point quadruple, qui impose 31 conditions, c’est-a-dire

101 — 31 = 70.

Pouvons-nous maintenant, par un procédé analogue & celui du
point triple pour les surfaces. démontrer I'existence de variétés dont
tous les_genres sont 1, & partir de variétés rationnelles, dotées d’un
point quadruple. Si nous supposons que ce point quadruple se repré-
sente par une X,, fondamentale, les sections hyperplanes seront formées
de surfaces F,, dont les courbes multiples devront, d’aprés le théo-
réme de Bertini, étre bases pour le systéme; de plus, le point quadruple
étant supposé isolé sur la variété, ces courbes-bases devront se trouver
sur la surface fondamentale ;. Si la dimension du systéme des surfaces
est 7, leur genre arithmétique devra &tre %. Soit alors F, la représen-
tation d’une section hyperplane, ¢, une courbe base d’ordre v et de
multiplicité ry sur la Fa; soit P} (¢y) la postulation d’une ¢, pour une
surface d’ordre m, y passant ry fois, nous aurons les relations :

a. la 3, est une surface fondamentale
jn=23vry. .

b. les Fn forment un systéme de dimension 7.

n-+1 -+ n-+3
( )("6’)( ) i~ EPY(ey) =
¢. les F, sont de genre arithmétique =,

(n—3)("6—'2)(”"') —1—=EP;i(cey) =2
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d. la I, représente un point quadruple, c’est-a-dire que l'inter-
section de deux sections hyperplanes y passant y posséde un point
quadruple. Une telle intersection est représentée par une

]"n—i ( (.‘!'v—l )7
d'ou
dl(n—in—=Sv(ry—1)t]= 4+ X¢ R
. (Xi{ nombre des intersections de ces courbes avec les ¢y),

nt—Yvry=Sv—15+ X,

Ce systéme d’équations indéterminées doit permettre de calculer
les valeurs n, v, ry; de plus, les genres p, des courbes ¢y, doivent étre
tels que le genre de la courbe décomposée en les ¢y, soit

I'=s Zvey,

représente le genre d’une section de la 2, par une Fj, c'est-a-dire

2041,

Nous allons étudier quelques cas possibles :

1°ry,=1.
Nous avons
dn=23y, nt=23vy—15,
d’ot
: (n*—8n+15)=(n—3)(n—5)=0,
n=3% e -n=3. :

Le cas n =3 n’est évidlemment pas possible; le cas n =15 nous
fournit la variété V; de S%, déja étudiée.

20 Courbes-bases simples et courbes-bases doubles. Soit ¢, la

courbe-base simple d’ordre «, cg la courbe-base double d’ordre f.
Nous avons
.’.n:—.a+?p. .

Deux surfaces F,,_; passant par la cp.rencontrent la 2, en i 4 4 points,

i de ceux-ci se trouvant sur la cg:
Mn—4p—=38l—i=4, f4(n—4Pr=4f+i+}

a. n=3J, :
fBwi=0,
(on retombe sur le cas 19);

B. n=6, _—

C B=gpitd,  4Brieia
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Si B=1, t=28; mais sur la quadrique (Fa_s) une droite, ne peut
rencontrer en huit points I'intersection d’une autre quadrique passant
par cette droite.

Si B = 231 = 4; ce cas est encore impossible, car sur une quadrique
deux coniques se coupent en deux points et non en quatre.

=D 36 =4B+i+4, 4B+ i=32.

L’étude de ce cas conduit & étudier les décompositions possibles de
I'intersection de deux surfaces cubiques telles que si 'une des courbes
décomposées a le degré B, 'autre le degré 9 — B, ces deux courbes se
coupent en i points, tels que I'on ait

4Bp+i=32.

a. B=1, la droite peut sc représenter sur la représentation plane
de la surface cubique par une C;(A;, A,) le reste de I'intersection

est une
Ca(M, A3, 4Ala) (i= 3, 4, 5, 6),

ces deux courbes se coupent en quatre points; donc impossibilité.

B. B =2; si 'on représente la conique par une C; (A;) le reste de

Pintersection
CI ( A { ’ 5 Al’ )’

les deux courbes se coupent en six points, donc impossibilité.

y. B=3; si la cubique est elliptique, elle a six intersections avec
son résidu, si elle est rationnelle, elle a huit intersections avec son
résidu; les deux cas ménent & une impossibilité.

d. B =4; si 'on a une quartique rationnelle représentée par '

- Ca(Ayg, Ay),
le résidu sera .
C7(A}1 A}; ‘Als)
et 'on aura B
i1 =10.

Si ’on a & faire 4 une biquadratique représentée par

Cs( Ay, Ay Asy Ay, Ay)
de résidu
Ce(Al, AL, A3, A}, AL AD);

ces deux courbes se coupent en huit points; il y a encore impossibilité.
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e. B =5;les cas ou la courbe résidu est non décomposée sont déja
étudiés; il reste & supposer, pour résidu, deux coniques ne se coupant
pas Cg(A}), le résidu est '

Cr(Ay, 5A);

dans ce cas, ¢ =12; l'intersection de d2ux surfaces cubiques passant
par la cg se décompose en deux coniques ayant six points communs
avec la quintique. Chacune de ces coniques rencontre la 2; en huit
points, dont six sur la ¢, donc quatre points variables. La quintique
est de genre zéro. Le nombre des surfaces cubiques passant par une
telle quintique est

20—[3Ix5+1]=4.

Si une telle variété existe, on devra avoir

fxX7=a+2x5  a=i8.

Soit p, le genre de cg et j le nombre des intersections de cy et cg;
nous aurons

4=-si%fi’-—[7x18+|-—p,]—[l7><5+5]+aj,

102 = pa+ 2J.
2¢8+ Cq = lay.
Mais
Pr=2X7"+1=99, Pa+2j+Pep—1=99

ce qui est contradictoire. Une telle variété ne peut exister.

{. B =6, les décompositions possibles, les cas non décomposés étant

envisagés sont une droite et une conique ne se rencontrant
Pas, et trois droites gauches.
Au premier cas, le résidu est

Ce(A}, Ay),
la c3 sera
C:(A, A3, 4A}),
on aura dix intersections. °*

Si I'on a trois droites non concourantes, la courbe résidue se repré-

sente par .
Ci(Al, A, A; Ay)

la cg sera alors
Ce(A%, Al AL AL AD)

et 'on aura 12 intersections; ce qui conduit & I'impossibilité.
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n. f =7, le résidu peut se composer de deux droites gauches repré-
sentées par
”3(A'l'! Ah Aﬂ);

la cg se représente alors par
G (Ay, AL, AG, 3A7).

Les intersections sont au nombre de 8, et 'on est encore conduit 2
une impossibilité.
Cette étude nous montre que I'on ne peut obtenir un systéme de F,,

avec cg double et ¢, simple sur une 2, fondamentale représentant une
variété du type cherché :.

0. n=38,
48 —1= 6o.

Une étude analogue & la précédente, mais plus longue et plus complexe,
permet de trouver une seule solution du systéme cherché,

B=17, ae==8,

la ¢g étant P'intersection compléte d’une surface cubique Z; par la X4,
et la ¢, I'intersection d’une quadrique avee la Z,; on a alors

(cas e8)=121; pa=9. pg=19; ==5.

Remarquons que la surface cubique 2; est surface fondamentale pour
le systéme. Quelle est sa signification ? Considérons une section,passant
par cette singularité. Elle va se représenter par une Fy de genre p, = 4.
Deux telles F5 passant par la ¢z et la cg se coupent selon une ¢; qui a
20 points communs avec 24, et 15 avec la X;, dont 12 sur la c3. En consé-
quence, notre variété ainsi obtenue posséde, outre son point quadruple,
un point triple.

Ceci nous montre que le fait d’imposer & une variété dont tous les
genres sont I un point quadruple, ne suffit pas & la rendre rationnelle,
puisque, dans certains cas, la variété rationnelle correspondante possé-
dera, en outre, un point triple, que I'on ne peut éliminer, le systéme des
représentations sur le S® n’admettant pas une solution plus générale
si ©=25.

Cette variété peut s’obtenir directement & partir de la V.. Supposons,
en effet, que celle-ci posséde une surface cubique a sections elliptiques;
si 'on fait naitre, sur la V3, un point quadruple et qu'on projette de
celui-ci, la surface cubique se représentera sur le S%, par une surface
du 3¢ ordrz, passant par une partie de la courbe-base située sur la Z,.
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On aura donc
Cg9 = Cy3~ Cgy

ces deux courbes se coupant en 24 points. Soit Z; cette surface du
3¢ ordre. Elle représente bien une surface cubique située sur la Vi,

car l'on a
Ix5—12=3.

Cette courbe du 3 ordre a, sur 24, 12 intersections avec la ¢yq, donc
Ix5—12=3,

ce qui montre que l'intersection de deux Fj rencontre la Z; en trois

points. Si maintenant on considére cette variété comme projection
d’une variété de S8, a partir de son point triple, on a la représentation
de celle-ci en ajoutant la X, au systéme des F;, représentatifs de la V;,

d’on '

Fl(ch’ él)a

les ¢;, et cg étant sur la 2, fondamentale. N

Le degré de la variété est le nombre des intersections variables de
trois surfaces du systéme; l'intersection de deux de ces surfaces est,
en dehors de la courbe-base de degré

§x8—8—fx12=8
-rencontrant la cgen 16 points, et la ¢, en 24 points, dont 8 sont communs

par une courbe du 8¢ ordre ne rencontre la F, qu’en 32 points. La
courbe du 8¢ ordre rencontre une autre Fgen

8 %< 8 —8—2x21{=28 points.

La variété représentée est donc une Vg, dotée d’un point quadruple
et d’un point triple. )
Le genre arithmétique d’une Fg du systéme est

I5—-(8—19+9)=15.
Les sections de deux telles Fg, sont de genre
Ixy7—12=9=6+1.
Nous avons donc obtenu une Vg de S8 Notons, qu’d partir de son
point quadruple, cette Vg se projette sur S% selon une variété du
4® ordre. Cette variété Vg appartient donc & un hypercdéne du 4@ ordre,

et ¢ en est la section par ’hyperquadrique passant au sommet. Mon-
trons que I'on peut passer de cette variété rationnelle & la variété V,



— 108 ~

dont tous les genres sont 1, en faisant disparaftre le point quadruple,
c’est-a-dire que la variété Vg de S8 section d’une hypersurface du 4€ ordre
par une hyperquadrique cst de tous les genres 1.

En effet, une hyperquadrique de S® peut se représenter par le systéme
des H-quadriques de S% passant par une quadrique-base. Leur inter-
section par une variété du 4@ ordre se représente par unc variété du
8¢ ordre, passant quatre fois par la quadrique-base. Les adjointes
d’ordre (n-—15) doivent étre du 3€ ordre et contenir trois fois la qua-
drique; elles se réduisent donc au S® contenant la quadrique, celui-ci
compté trois fois. Les adjointes successives sont des surfaces d’ordre 3n,
passant 3n fois par la quadrique, donc se ramenant toujours & ce S
contenant la quadrique. On a done

Ppg=Pi=P=...= P,=...=1.

De combien de modules dépend cette variété ? .-
Les quadriques de S5 sont o,

_3Ixixrixbxy

T T<2x3Ixixs5 =2
les variétés du 4@ ordre de S° sont o
Ve :’XGX7X8X"-—:=|25.

IX2X3X 44X

Par notre Vg passent toutes les variétés du 4¢ ordre de la forme
Vi+AQQ =0,

Q et Q' représentant deux quadriques de S8, dont I'une définit la V.
Il passe donc ?! %, par notre V.
Les projectivités de S sont «°%, d’oit le nombre de modules de

notre Vg
’ 20 + 125 — 35 — 21 = 89g.

Ceci est en accord avec la représentation. En effet, si ’on impose
un point quadiuple et un point triple, la variété rationnelle devra

dépendre de
89 — 31— 11 = 47 paramétres,

ce que I’on vérifie. La 2, dépend de 34 paramétres, une cq intersection
par une quadrique dépend de g parameétres, une c;, intersection par
une cubique dépend de 19 paramétres, et il y a »'® homographies
dans S%; notre représentation dépend donc de

31+ 9 +19 —15 = 47 paramétres.
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Nous obtenons donc un résultat différent de celui obtenu pour les
surfaces. Les variétés dont tous les genres sont 1, correspondant &
des S™ distincts, ne sont pas dotées du méme nombre de modules.

On peut noter que, sur cette variété du 8¢ ordre représentée par
une Vg (Q;) de S4 les variétés adjointes des sections hyperplanes,
sont découpées par les variétés du 4° ordre passant trois fois par la
quadrique-base, variétés qui se réduisent aux variétés du 2© ordre
passant sunplement par la quadrique-base, c’est-a-dire les sections hyper-
planes elles-mémes.

L’é¢tude de notre systéme d’équations indéterminées devient trés
rapidement trés complexe, mais on peut obtenir quelques résultats
par un procédé analogue & la méthode du point double dans les surfaces
dont tous les genres sont 1.

Supposons donc connaitre, dans ST, une variété F, dont tous les
genres sont 1. Je lui impose un point triple. Les sections hyperplanes
passant par ce point triple forment un systéme o®!, de surfaces possé-
dant un point triple; or, les surfaces sans point triple sont de genre
arithmétique p, = 7; celles dotées d’un point triple seront donc de
genre arithmétique ® — 1. Si donc on projette la F,, de ce point triple,
on aura une variété analogue de S™* dotée d’une cubique. Son ordre
sera n — 3, et le genre des courbes sections de deux sections hyper-
planes, sera diminué de 3.

Si donc nous savons construire, dans S™!, une F,_; dotée d’une
surface cubique a sections elliptiques, nous pourrons, dans I'espace S7,
construire une F,. dotée d’un point triple, dont elle sera projection.

Revenons & notre Vg de S® rationalisée par I'imposition du point
quadruple, et du point triple, représentée par

Fs(cfn cl)'

Supposons alors la ¢;; décomposée en une cg, intersection compléte de
deux surfaces cubiques, et une ¢; plane

C19 = Cy ¥ C3.

Soit v I'autre cubique plane section d’une autre surface cubique 2,
passant par la ¢y, et considérons le systéme de surfaces

Fu[(co)? (e3) (13)3, e5).
Les sections planes sont de genre

45 — 29 —6=12.
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Les adjointes sont des
Fi[(e0)?, €3, Y2]s

les intersections des courbes-bases vérifient
(es, ca)=19, (cy, Ys)m9, (c3 Y3)=6.
Leur nombre est

9.1‘_‘-’621.'2 —[l(3% 7)— ] x9—5(10—1)} —3 —3 =6

v

La dimension du systéme des Fy; est au moins 6, car s’il existe une Fyy
non décomposée, le systéme

F|.|+ !|.F1=0

est de dimension 6. Il ne peut surpasser 6, car deux telles surfaces
se coupent selon une courbe du 11® ordre, sur laquelle les autres
surfaces du systéme découpent une g7;'. Or, ces courbes sont de genre 2,
puisque la série canonique est une g;;. La série semi-canonique est,
au plus, une g;,, donc

r—u1Z5, et rZ6, d'od r=6.

Nous avons donc I'image d’une variété de S® dont tous les genres
sont 1 (sil’on en «enléve » le point quadruple et les deux points triples).
II est & noter ici que le point quadruple n’est plus général, puisque sa
représentation Z, doit contenir des droites.

Ce procédé permet encore d’obtenir une Fy, de S?, représentée par
une variété rationnelle & point quadruple, ddtée de trois points triples.
Cette variété rationnelle se représente par le systéme

ST ST S}
Fii(ed, e3, 13, &3, c2)

toutes les courbes-bases étant sur une 2, fondamentale, cy et cy sur

une 2;, ¢y et vz sur une 2, ¢y et gy sur une 2} toutes fondamentales.
Les intersections sont bien d’ordre

196 — g <16 —36 —2 =11.

Leur genre est
613 —9x6—6=15.

Le genre arithmétique est le nombre des

Fio(c}, €3, 13y &)
qui est.égal & 7,
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Avant de poursuivre davantage cette étude, notons quelques diffé-
rences avec le cas des surfaces.

1° Il n’est pas possible de trouver un systéme de courbes-bases,
permettant d’assurer I'existence d’une variété rationalisée, pour une

valeur donnée de 7; le systéme d’équations indéterminées n’ayant pas
une solution générale;

2° La méthode utilisée pour « enlever le point triple » des surfaces
ne peut réussir avec les variétés, car on ne connait pas de combien
de modules doit dépendre la variété dont tous les genres sont 1 de S%;

3° Enfin, en général, 'imposition d’un point quadruple a une variété
dont tous les genres sont 1, amenant les variétés & n’avoir que des
genres nuls, ne suffit pas pour les rendre rationnelles. Nous avons la,
si I'on trouve un procédé de construction directe des variétés dont tous

les genres sont 1, un moyen d’obtenir des variétés & genres zéro, non
rationnelles,

Considérons maintenant les variétés « multiples ¢ ». Nous avons
ainsi les systémes de variétés équivalentes aux sections des variétés
déja rencontrées par les hypersurfaces de S™.

La variété du 40® ordre « double de la V; » de S%, se représente, si
rationalisée, par une

Fio(elo)y

la ¢, étant toujours sur la 2.

Le double de la Vg de S® sera une variété d’ordre 64, représentée
par une

Fie(cta, €3),

g étant sur X, et Z;, cg sur Z;. On peut montrer que la surface cubique
fondamentale Z; introduit encore un point triple. Si I'on projette
deux fois de celui-ci, on obtient la Fy, précédente dotée d’une surface
du 12¢ ordre; les sections hyperplanes de cette ®;, sont d’ordre

Ix10—2X%X12=0

c’est-d-dire sont les courbes de genre 4, représentées par les sections
quadriques de la Z,.

Notons que, si & partir de la Vg, de S, on avait projeté simplement
du point triple, on aurait obtenu, dans S8, la Vg, représentée par

Fyz(eiy, cb).
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Si, au contraire, & partir de la Vg, de S, on projette trois fois du
point triple, on obtient une variété représentée par

F7(°l!7 ca)'

Mais une telle représentation ne peut exister, car la ¢y appartiendrait
alors & une cubique et & une quadrique, ce qui est impossible.

Ceci nous montre, néanmoins, que I'on peut, par I'imposition de
points triples, et par projection, obtenir des variétés du type cherché.

Je vais maintenant montrer qu’il existe d’autres classes de surfaces
rationnelles, possédant une singularité représentable, par une surface
du 4¢ ordre fondamentale Z;, et qui sont, par conséquent, virtuellement
de tous les genres égaux a 1. On pourra done, en admettant que le
point singulier, représenté par cette X, puisse étre enlevé, concevoir
de nouvelles séries de variétés dont tous les genres sont 1,

Considérons ainsi le systéme des

Fe(cn),

la ¢,y étant l'intersection de la Fg avec une Z, fondamentale. Les F
forment un systéme de surfaces de genre 10, les surfaces adjointes
d’une Fg étant les quadriques. Le systéme des Fg est «!'?; en effet,
¢’il existe Fg, toutes les surfaces

Fg+ Ang =0

appartiennent & ce systdme, et celles-la seulement, puisque, si I'on
considére une Fg quelconque passant par la ¢y, l'intersection de F?
et Fg se décompose en la ¢,y et une ¢y, située sur une quadrique.

Etudions maintenant I'ordre de la variété ainsi représentée. Deux Fg
se rencontrent selon une ¢;,, qui rencontre la ¢y, en 48 points. Une
troisitme Fg rencontre la c;, en 72 points, dont 24 sont variables.
On a donc une V,, de S19. Notons que le genre de la ¢;, intersection
de deux Fg est celui d’une section quadrique de la Fg; c’est-a-dire

1I04+104+6—1=25=2}{1.

Nous retrouvons bien les caractéres d’une variété dont tous les
genres sont 1. Sur la variété rationnelle, la 2, représente un point
multiple. Deux sections y passant se coupent selon une biquadratique,
qui rencontre la 2, en 16 points. La singularité est donc formée d’un
point multiple d’ordre 16, dont le cdne tangent est une surface dont

tous les genres sont 1, Fyg de S°, équivalente aux sections quadriques
de la F,.
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Considérons de méme le systéme des F,,
Fi(eus),

La ¢y étant sur une 2, fondamentale; ces surfaces forment un sys- .
téme «?° de surfaces de genre arithmétique 20. Deux telles F, se

coupent selon une courbe du 21° ordre, section cubique de la F,
c’est-d-dire représentable par

Cy1(6A7),
donc de genre
10X 19— 6 X 21=64.

Cette courbe rencontre la c,g-base en 84 points, donc une autre F, en
7% 21—8{=63=6{—1.

Nous obtenons donc, dans S?, une Vg, virtuellement, dont tous
les genres sont 1. Cette variété posséde une singularité, représentée par
la Z; fondamentale. Deux sections hyperplanes passant par le point
multiple se coupent selon une cp, qui rencontre la Xy, en 36 points.
Iie point multiple est donc d’ordre 36, et son cdne tangent découpe
sur 5% une surface dont tous les genres sont 1, qui est équivalente
aux sections de la F, de S® par les cubiques. Une telle singularité
abaisse de 54 le genre des sections hyperplanes qui y passent.

Cette série de variétés peut s’étendre. Considérons en effet les

Fa(ein), la ¢sn étant 'intersection compléte de Fn et de 2. Les surfaces
ont pour genre arithmétique

(n—=3)(n—2)(n—1)
6

et leur systéme est oV avee

SR ICEDICED)

Ces variétés sont d’ordre '
n(n—4».

LD emet, aeux rn se rencontrent selon une capn_iy, qui coupe la ¢,r de 2,
en 4n(n — 4) points. L’intersection de cette courbe avec la Fn générale
possede
n[n(n—4)]—4n(n—4)=n(n—4)* points variables.
THESK B. D"ORGRVAL, 8
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Le genre d’une telle courbe est équivalent au genre d’une section

de F, par une F, _;, c’est-a-dire la section de F, par une F, étant
p P

a(n—1)(n—2) +na(a—l)

P > —(a—1),

c’est-d-dire si « = n — 4,

(=) (r—=n(r—2)  (rn—4§)(n—5)
2 2

—(n—=8)=n(n—4)~+1.

Le point multiple représenté par la 2, est un point multiple d’ordre
{I(" - 4)’)

dont 12 cone tangent est dans S™ ' une surface d’ordre 4(n — 4)? dont
tous les genres sont 1, équivalente aux sections de la Fy de S? par les
- surfaces d’ordre (n — 4).

A partir de cette série de variétés, on peut en obtenir d’autres,
dotées en plus d’une autre singularité; supposons par exemple que,
sur la Fg(cy) la ¢,y se décompose en deux courbes appartenant &

une 2; et & une X,
Coy = C13 + (-"lg,

nous considérerons le systéme
Fo(cla, cis)

Ce systéme de surfaces est de genre arithmétique égal & celui des
Fg(cg), c’est-a-dire
56 —(5x12+1—19)=14. ¢

Sur cette variété, la X, représente un point multiple d’ordre =z,
tel que deux surfaces y passant Fg(cy,, ¢),) se coupent selon une ¢y
rencontrant 2, en 48 points dont 24 sur ¢, et 24 sur ¢, et 12 en
des points communs & ¢, et c;,. La variété Z; représente donc un
point du 12¢ ordre; notre variété est donc une Vi3 de S¥. Il est
4 remarquer que nous avons déja rencontré une variété de S dont tous
les genres sont 1, 4 savoir la V4, « double de la Vg de S* ». Ceci nous
montre qu’il peut exister des familles distinctes de variétés dont tous
les genres sont 1, qui se distinguent par 'ordre et le genre des courbes
sections de sections hyperplanes.

Notons que les variétés rationnelles, du Lype Fn(cin) dépendent
de 2n?4- 20 paramétres essentiels, la c;n dépendant de 2n®+ 1 arbi-
traires, et la V, de 19 modules. La singularité représentée par la 2,
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dépend d’autant de paramétres que la X,, c’est-a-dire 31. Le nombre
des modules varie donc avec les familles considérées.

3. Les points triples. Conclusion. — Notons d’abord que I'on peut,
4 partir d’un point triple de la V;, obtenir un S® double; si I'on fait
disparaitre, pour ce S* double la condition de posséder une surface
cubique, nous obtiendrons un S® double avec surface de diramation
du 8¢ ordre.

Les modules de cette variété sont

0 X 10 X I1

3 —16 = 149,

autant que les surfaces du 8¢ ordre de S non projectivement iden-
tiques.

Les S® doubles, que I’'on considére rapportés & un S7, dont les sec-
tions hyperplanes sont représentées par les quadriques, cubiques, etc.
de S% donnent des variétés doubles, que 'on peut tenir pour des
variétés dont tous les genres sont 1.

Supposons partir d’une variété dont tous les genres sont 1, située dans
un S™. Si on lui impose un point triple, on aura un systéme ™! d’hy-
perplans y passant, découpant des surfaces dont le genre arithmétique
diminue de 1, le genre ¢t Pordre des courbes sections diminuant de 3.

Si 'on considére maintenant les sections passant deux fois au point
triple (c’est-a-dire les hyperplans contenant le cdne tangent au point
triple), leur systéme a la dimension = —5. Pour projeter, i faut
a partir de la variété V,_; contenant une surface cubique, projeter
de la surface cubique. Deux telles surfaces sections rencontrent la.
surface cubique selon une Cg, et se rencontrent en 12 points sur la
cubique. La projection de la variété sur S™* donne donc des surfaces
dont les sections diminuent quant a I'ordre et quant au genre de

3 x 23= 24.

Sur la V,_y, projetée, le point triple se représente par une surface
du 128 ordre, & sections de genre 4, équivalentes aux sections quadriques
d’une surface cubique. Cette surface apparticnt & un S?; si ’'on consi-
deére, sur la V, de S, le point triple compté trois fois, c’est-a-dire le
systéme des hyperplans passant trois fois au point triple, ce systéme se
représente sur la V,_s, de 5™, par le systéme des hyperplans passant
par le S contenant la surface du 12¢ ordre. La dimension du systéme
de ces hyperplans est donc

F—5—10=%—15,
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Les surfaces, sections par ces hyperplans, coupent la surface du
128 ordre selon une courbe de genre =, telle que
Pa—15+ & =p,—3, = 10.
Cette courbe est équivalente aux sections cubiques d’une surface

du 3¢ ordre; ce sont des courbes d’ordre 27. On obtient done, pour
le genre et 'ordre de nos surfaces, une diminution de

27 + 27 + 27 = 81.

- Nous obtenons done, dans S™*!*, une Vn_ss dont l'ordre et le genre
des sections sont abaissés de 81.

D’une facon générale, si 'on considére sur la V, les hyperplans
. . . . " .. o -+ a?
passant « fois au point triple, le genre arithmétique diminue de

“Pordre ct le genre de 3a* ce que 'on montre par récurrence.

On peut donc, connaissant une variété, en déduire par projection
d’autres variétés; en partant d’une variété dotée d’une surface ration-
nelle d’ordre 342, obtenir en y ajoutant « fois cette surface une V,,
dont elle soit la projection.

En conclusion, on peut dire que les procédés employés au cas des
surfaces ne s’étendent pas directement au cas des variétés, A trois
dimensions. Le nombre des modules n’étant pas constant, on ne peut
de la connaissance d’une variété rationnelle, virtuellement de genres 1,
aflirmer l'existence d’une variété réellement de genres 1 par « 'enlé-
vement » de la singularité de la variété rationnelle.

Si pourtant nous admettons ce point, ce qui est trés vraisemblable,
il en résulterait que, contrairement & cc qui se passe pour les surfaces,
il peut exister des valeurs de = pour lesquelles il y ait plusiears familles
distinctes de variétés dont tous les genres sont 1, ces variétés n’ayant
ni méme ordre, ni méme nombre de modules. ‘

Ce probléme des variétés n’étant ici qu’esquissé, je me horne & citer
quelques-unes des questions qu’il suggeére : -

1° L’'imposition d’une surface cubique 2 une variété dont tous les
genres sont ¥, impose un certain nombre de conditions & cette variété.
Quel est le nombre de ces conditions ? Il semble, par les quelques
exemples cités, que ce nombre doive dépendre de la variété considérée.
Dépend-il alors seulement de la dimension du systéme, ou également
‘de Pordre de notre variété ?

20 Peut-on, par une voie analogue au théoréme de Bachet-Legendre,
ramener, par I'imposition de quelques points triples, toutes ces variétés
& un nombre fini de variétés dotées de surfaces rationnelles ?
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3o Existe-t-il pour toutes les valeurs de ST, des variétés dont tous
" les genres sont 1 ? Il semble bien que ouli, si 'on peut, arbitrairement,
imposer un point triple & une variété, et si sur une variété donnée,
la possession d’une surface rationnelle n’est pas une propriété générale,
n’imposant aucune particularisation des modules. Nous avons vu
qu’alors il y aura, en général, des lamilles distincles de variétés se
séparant par leur ordre. Mais il y a la un nouveau probléme de classi-
fication : les variétés avant méme ordre et méme nombre de modules
d’un S™ donné, forment-elles ou non un seul systéme continu ?

Remarque. — La théorie des surfaces canoniques permet indépen-
damment de nos procédés de répondre affirmativement & la 17 partie
de 3. Mais ceci laisse entier le probléme de classification.

Vu et approuvé :
Paris, le 18 octobre 1945.

Ls DoyeN br Lo FacuLtE pEs Sciencis,
P. MONTEL.

Vuet permis d’imprimer :
Le RECTEBUR DE L'AcADEMIE DE Panis,
G. ROUSSY.



ERRATA.
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—

Page 9, li‘gne 10, au lieu de N=68—2, 2 =P, n=23a~+3, lire N=6B, a =8,
n=3a+3.

Page 1.5, ligne 11, au lieu de C. C, (A%, 9P 1C), lire C. Cy( A, g8, 2C).

Page 16, note 1, au lieu de Op. cit. p. 3 (p. §4), lire Op. cit. p. 3 (§ 44).

Page 17, ligne 3, au lieu de biractionnellement, lire birationnellemeant.

Page 17, ligne 37, au lieu de (¢x + 9,) (L& + §,) ..., lire (82 + ¢,) (82 4+ §;) 4.0 +
P'age 22, ligne 30, au lieu de (n —1) tangente, lire (n —1) tangents.

Page 45, ligne 10, au lieu de p,+ 2 = {8, lire p,+ a = /8.

Page 46, ligne 122, au lieu de «?, lire ».

3 : 3
Page 61, ligne 8, au lieu def , liref .

Page 68, ligne 36, au lieu de 18 + w, lire 19 + w.
Page 75, ligne 3, au lieu de fype, lire type.
Page 85, ligne 13, lire {7 +19 — (4= —8) —8 =1g.
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