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LES SYSTEMES CANONIQUES

D’UNE

VARIETE ALGEBRIQUE A PLUSIEURS DIMENSIONS

INTRODUCTION.

Depuis la fin du siecle dernier les propriétés principales des courbes algé-
briques (et partant, des étres algébriques o ') sont fixées, du moins en ce qui
concerne les propriétés invariantes par transformations birationnelles. En
particulier la théorie des séries linéaires de groupes de points sur une courbe
a recu de ses fondateurs sa forme presque définitive, sinon dans ses méthodes,
du moins dans ses résultats essentiels : c’est ainsi qu’appartt I'importance du
role de la série canonique d’une courbe de genre p ™1, série invariante par
toute transformation birationnelle.

II semble que I’extension, naturelle et tentante, des propriétés dégagées
dans le cas des courbes algébriques, aux surfaces, puis aux variétés algébriques
de dimension quelconque soit aisée. En réalité on ne put aboutir qu’a une
analogie partielle avec le cas curviligne : c’est ainsi que la théorie des courbes
canoniques d’une surface, puis des hypersurfaces canoniques (2 n—1 dim.)
d’une variété & n dimensions fut élaborée d’assez bonne heure. Encore
convient-il de remarquer la différence du mode d’invariance de ces systémes :
alors que la série canonique d’une courbe algébrique est invariante pour toutle
groupe des transformations birationnelles, déja dans le cas des surfaces le
systéme canonique, défini au moyen de I'adjonction par exemple, n’est plus un
invariant absolu. D’une maniére précise ce systéme demeure inchangé seu-
lement pour les transformations birationnelles sans exception, ¢’est-a-dire pour
les transformations birationnelles topologiques. Dans le cas contraire s’intro-
duisent comme parties intégrantes du systéme transformé quelques-unes des
courbes exceptionnelles de la transformation. D’ou la nécessité, si I'on
s’attache i tout prix & obtenir des éléments invariants par toute transformation
birationnelle, d’épurer le systéme canonique brut afin de parvenir au systéeme
canonique pur ou réduit complétement invariant.

THESE MAX EGER. 1
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On peut d’ailleurs se placer 4 un autre point de vue, ce qui revient
restreindre le groupe des transformations dont on étudie les invariants. En ne
conservant du groupe total que le sous-groupe des transformations biration-
nelles topologiques, on obtient des propriétés invariantes nommeées relatices,
par opposition aux invariants du groupe complet appelés absolus. Avec cette
distinction les propriétés des variétés algébriques les plus faciles & mettre en
¢vidence sont les propriétés invariantes relatives. L'étude des invariants
absolus est plus délicate, car cette étude présuppose que I’on domine comple-
tement le groupe des transformations birationnelles d"une variété de dimension
quelconque, ce qui n’est pas le cas. Dominerait-on compliétement ce groupe, il
n’est malgré tout pas sar que 'on épuiserait ainsi la liste des invariants, car il
semble naturel que des sous-variétés de dimensions o, 1, ..., n— 2, soient
aussi susceptibles d’introduire des caractéres invariants. Cette considération
des propriétés attachées a des sous-variétés de dimension quelconque ne fut
pas immédiatement génératrice de résultats. Il fallut attendre 1932 ou, grace
aux travaux de Severi ('), s’ouvrit I'ere de nouvelles recherches. La raison de
ce retard est facile & expliquer : dans le cas des hypersurfaces d’une variété on
posst¢de un critére pour identifier comme appartenant 4 une méme classe deux
hypersurfaces, ce critere est celui de ’équivalence, de sorte que 'on étudie en
réalité des classes invariantes d’équivalence. Une telle notion manquait pour des
sous-variétés d’une dimension inférieure de plus d’une unité i celle de la
variété support. Par la suite les travaux de Severi (*) visant a combler cette
lacune ont permis, par 'introduction du concept de variétés équivalentes, la
recherche systématique de nouvelles propriéteés.

Dans le cas spécial des surfaces, Severi lui-méme, Enriques, Segre,
Campedelli ont dégagé les invariants fondamentaux. Pour le cas des variétés
2 3 dimensions, deux mémoires de Segre (*) ont épuisé la question, en intro-
duisant, pour une telle variété, d’une part des séries de groupes de points,
d’autre part des séries de courbes invariantes.

Un travail semblable restait & accomplir pour une variété de dimension
quelconque : une des principales difficultés de ce cas résidait dans le choix
d’un algorithme qui se prétat d’'une manicre aisée & des formules générales,
car 'exemple de » = 3 donnait desrelations numériquement assez compliquées.
Cette extension fut réalisée en 1937 simultanément par deux auteurs, d’une
maniére indépendante, d’une part dans un Mémoire de J. Todd (*), d’autre
part dans des Notes des Comptes rendus publiées par Pauteur du présent
travail (*).

(V) Comuentaric math. Heleetici, Vol. 4, 1952,

(2) Cf. aussi J. Toob, Annales of Muth, »¢ série. Vol. 35, 1934.
(3) Mém. Reale Acc. d'Italin, Vol. V, 1934, p. 479.

i*) Proc. London Math. Soc., 2¢ série, Vol. 43, 1937, p. 127.
13) C. R, Aead. Sc., t. 204, 1937, p. 92 et 217,
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Ces deux extensions généralisent des propriétés déja connues, mais en
partant de points de vue différents. Le premier des Mémoires indiqués utilise
la methode algébrico-géométrique de I'école italienne; le deuxiéme accorde la
préférence a la méthode transcendante, point de vue de I’école francaise et
qu’ont illustré les travaux de Picard et de Humbert. Toutefois cette derniére
méthode présente un inconvénient : elle n’est pas absolument générale et
requiert I'existence sur la variété de formes différentielles de premiére espice,
ou formes de Picard. Elle ne semble donc pas s’appliquer aux variétés régu-
liecres : cependant il est possible d’étendre les propriétés introduites a de
telles variétés, en procédant par récurrence et prenant par définition certaines
combinaisons de systemes covariants comme systéme canonique. J'ajoute
d’ailleurs que l'emploi du jacobien a été adopté avec fruit par certains
géometres de I'école italienne, notamment par M. de Franchis (').

Le premier Chapitre du présent Mémoire est consacré a I'introduction, par
la considération des formes différentielles de premiére espéce, c’est-a-dire par
voie transcendante, des systémes canoniques de toute dimension sur une
variété irréguliere. L'objet du Chapitre II est 'extension des concepts de
variétés canoniques au cas de variété réguliére : dans ce but il commence par
’examen de certains problemes géométriques, problémes de contact, dont la
solution conduit a celle de la définition directe et générale des systémes cano-
niques par voie purement géométrique. Dans le troisiéme Chapitre sont
groupées des formules auxquelles on peut donner le nom de théorémes
d’adjonction, car ces formules permettent d’exprimer les variétés canoniques de
variétés immergées dans une V, donnée au moyen de l'zntersection de ces
variétés avec certaines combinaisons ne faisant interverir que les systémes cano-
niques de 'V, elle-méme. Ces formules s’opposentainsia celles développées dans
le Chapitre précédent qui introduisent les systemes canoniques de sous-variétés
de V,. Ce dualisme des formules se reflete dans 'emploi de deux symbolismes
dont les liens sont examinés au n° 24. Ces formules, bien que non nécessaires
au développement de la théorie, sont néanmoins utiles dans la pratique, ainsi
que le montrent les exemples du Chapitre IV, en permettant de présenter sous
une forme nouvelle les résultats des chapitres antérieurs, forme intéressante
dans certaines applications. Une partie de celles-ci fait 'objet du quatriéme
Chapitre : j’ai da me borner dans cette matiére, tant a cause du champ étendu
des applications possibles, qu’a cause des difficultés techniques qui subsistent
dans 'emploi des formules générales malgré le symbolisme mis en ceuvre.
(Pest ainsi que je n’al pas examiné le comportement des systémes canoniques
(tnvariants relatifs) par une transformation birationnelle sinon arbitraire, du
moins assez générale : cette question fait d’ailleurs 'objet d’un Mémoire

(') Rendiconti. Curcolo. Muath. Pulermo, t. LVI, 1932, p. 223; L. LX, 1936, p. 161.
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de J. Todd ('). En outre cet Auteur envisage également les invariants de
nature arithmétique analogues au genre, introduits par les nouvelles
variétés (). Dans le présent travail j’ai laissé ce point de vue de coté, de méme
que Vinterprétation topologique ou I'application aux problémes d’équivalence
qui seraient cependant d’une étude intéressante.

Dans le dessein d’obtenir une théorie transcendante, uniforme, valable pour
toutes les variétés, j'ai été amené a élargir le champ des formes différentielles
au dela des formes de Picard. Dans deux Notes aux Comptes rendus (*), je
reprends la question des variétés canoniques sous des bases nouvelles, par la
considération des « formes permises ». Cette notion n’est pas exploitée dans le
présent Mémoire, celui-ci étant en majeure partie de rédaction antérieure a
celle des Notes précitées et sa publication ayant été retardée par les événements.
D'autre part le développement de la Théorie des variétés canoniques a partir de
la notion de forme permise fera I'objet d'un Mémoire ultérieur.

Eln terminant cet exposé, je voudrais exprimer ma déférente gratitude
a M. Elie Cartan, pour I'intérét qu’il n’a cessé de témoigner & mes recherches,
ainsi qu’a M. René Garnier pour la bienveillante compétence avec laquelle
il a bien voulu examiner ce travail.

CHAPITRE 1.

DEFINITION DES SYSTEMES CANONIQUES.

I. -~ Rappel des résultats relatifs aux courbes et aux surfaces.

1. Considérons sur une courbe C de genre p > o une forme différentielle (*)
de premieére espece u=dl. Le groupe jacobien de cette forme, c’est-a-dire le
groupe des points doubles de Il'involution (transcendante) 1= const., se
compose, comme l'on sait, d’un groupe de la série canonique (*) de la courbe.
La connaissance de cette série permet de trouver le groupe jacobien, ou plus

(') Proe. Edinburgh Math. Soc., ser. 2, Vol. 5, 1937, p. 117.

(2) Proc. London Muth. Soc., ser. 2, Vol. 43, 1937, p. 190.

(3) C. R. Acad. Sc., L. 204, 1939, p. 82 et t. 211, 1940, p. 136.

(*) Dans ce Mémoire, nous adoplerons la terminologic et les notations de M. E. Cartan sur les
form»s différenticlles envisagées comme formes algébriques (cf. par exemple : Lecons sur les
Tneariants Intégrawe, p. 55). De plus une lettre minuscule greeque désignera une forme différen-
tiell> ralionnelle gueiconque (une variété polaire d'une telle forme sera une variété polaire pour
quelqu'an de ses coefficients); une minuscule latine, une forme e premiere espeee. (On sait
d'aillewrs qu’une telle forme est néeessairement une différentielle exacte.)

(3) Llintroduction, par voie géoméirique, de la série canonique est due { Brill et Noether.
Llidentité d'un groupe do la série canonique et du groupe jacobien d’une intégrale de premicre
espeéce résulte simplement de la relation, due & Riemann, entre les intégrales abélienues de premitre
espece et les courbes adjointes de degré n — 3, d’une courbe plane de degré n.
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précisément, de déterminer un groupe de points équivalent sur C a ce groupe,
d’une involution définie par une relation de la forme ¢ = o0, o ¢ = df est une
forme différentielle rationnelle quelconque attachée a C, élément d’une
intégrale abélicnne.
En effet, reprenant un raisonnement connu, considérons sur C le rapport
s=.dl_ ¢
dt " dt u
ol z est une variable uniformisante (locale) de C. ¢ est une fraction rationnelle
du point de C, puisque u et  sont des différentielles rationnelles. Par suite le
groupe des zéros et celui des poles de ¢ sont équivalents. Or le groupe des
zéros est formé du groupe jacobien de g, que 'on désignera par la notation {o}.
Le groupe des poles comprend : 1° le groupe des zéros du dénominateur de ¢;
2° les groupes provenant des singularités (polaires et logarithmiques) de f.
On voit tout de suite qu’un pole r-uple de f est un pole (r—+1)-uple de 3,
et qu’un point singulier logarithmique est pole simple de 5.
On obtient par suite, en définitive,

(I) {CP}E{”}*‘(”—i—l)l"?b{wL%

ou P, désigne les poles de f et L, les points singuliers logarithmiques.
En particulier si f est une fraction rationnelle, on obtient la formule
classique donnant le groupe jacobien d’une série linéaire

(1) fol={u]+2Ps,

Remarquons enfin que la formule (1) est susceptible de nous donner une
définition directe de la série {u} : il suffit en effet de montrer que la diffé-
rence {¢}—2P, est indépendante de ¢, ce que la considération d’un rapport
tel que ¢ fournit immédiatement.

2. Passons maintenant au cas d’une surface, et tout d’abord considérons
une surface d’irrégularité positive. Soient sur une telle surface S, « une forme
différentielle totale de premieére espéce, élément d’une intégrale simple de
Picard, déterminant un faisceau (transcendant) de courbes, solution de v = o.
Envisageons le groupe jacobien {u} de ce faisceau : en un point de ce groupe,

on a, par définition, u = o pour toutes les directions de déplacement sur S de

. , ol N .
sorte qu'un tel point est donné par : gr. =0 gz, =0, ol ¢, et 1, sont deux

variables uniformisantes en ce point. Dans le cas général {«} comporte un
nombre fini de points (') et n’est autre qu'un groupe de la série W de Severi
de la surface S ().

(1) Il n’en serait pas ainsi, par exemple, si le faisceau u = o était composé avec un faisceau
algébrique (SEVERT, loc. cit. dans la note suivante, p. 289).
(2) Severt, Comm. Math. Helvetici, %, 1932, p. 268.
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Si I’on envisage sur S une deuxieme forme différenticlle de premiére espéce,
¢, elle détermine en général, avec la premiére, unc courbe des contacts de u et ¢
sur S : lieu des points ou il existe une droite tangente commune & chacune des
courbes des faisceaux « = o et ¢ = o passant par ce point, ou encore lieu des
points ont [z ¢] = o, en notant par [u¢] le produit extérieur des deux formes «
et ¢v. Désignons une telle courbe par {u, ¢| et remarquons que l'on a les
inclusions suivantes :{u} C {u,¢|; {¢} C{u,¢|. La courbe {u,¢}, manifes-
tement algébrique, est fournie par 'annulation du jacobien

D(w, )

_— =0 ou U, V| =0,
D(t-],t‘l) 3 I 3 _I

Ce n’est autre qu'une courbe du systéme canonique (impur) de S.

3. De méme que pour le cas d’une courbe, le systéme canonique etla série W
(que I'on nomme encore série canonique) d’une surface permettent de
résoudre de nombreux problémes de contact entre faisceaux, algébriques ou
non (mais, dans ce cas, solutions d’équations différentielles algébriques sur la
surface). Dans ce but nous emploierons une méthode de récurrence consistant
a comparer entre elles deux courbes relatives &4 des problemes de contact
différant seulement par la nature d’une seule forme différentielle : cette
méthode sera fréquemment appliquée dans la suite.

Prenons d’abord une forme différentielle de premiére espece, u, et une
différentielle de fraction rationnelle o, et proposons-nous la recherche de la
courbe des contacts { u, ¢ |. Soit ¢ une deuxiéme forme différentielle de premiere
espéce, et considérons le rapport (')

5= Do) dg
D(u,¢)  dv

Procédant de la méme maniére qu’au n° 4 pour une courbe algébrique, on
trouve que la courbe des zéros de la fraction rationnelle ¢ n’est autre que la
courbe des contacts cherchée : {u, o}.

La courbe polaire de ¢ comprend : {u, ¢} lieu des poles du premier ordre,
puis la courbe polaire de ¢ soit P;. (1l est entendu que dans P, chaque lieu de
poles r-uples est compté r fois : ainsi, si ¢ est la différentielle d’une fraction
rationnelle possédant une courbe polaire simple, S, alors P,=28.) On a donc
I'équivalence

(2) fwol=lu el Dy

(1) Il est enlendu, ici et dans tous les cas analogues ultéricurs, que ce rapport est a concevoir
D(u, %) D(u,v)
NONARSEIGNAE
variabies uniformisantes locales de la surface. (La théorie des déterminants fonetionnels apprend
dfailleurs que le choix de ces variables n’influe par sar 8.)

comme le (uotient des deux déterminants

ou ¢, et £y soni encore des
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Soient maintenant o et & deux différentielles rationnelles et recherchons leur
courbe des contacts { o, 4 }. La fraction rationnelle

5 Dig. 9 o
o l)(q), il) - du

fournit de la méme maniére que plus haut
(2") (o vi=19 u}+ Py,
ce qui, confronté avec (2), donne

(3) (o, ) =1{u, 9|+ Py Py.

La formule (3) permet de trouver une courbe ¢quivalente a la jacobienne
d’unréseau, R, par laméthode suivante, méthode dite de dégénérescence que nous
retrouverons encore plus loin (n° 16) : prenons dans un systeme linéaire oo?, X,
(un tissu), deux faisceaux sans courbe commune d’équations ¢ = o, ¢ =o.
Leur courbe des contacts est donnée par (3), ou P,=Py=28, et ou
S est une courbe de tissu. On vérifie de la maniére la plus simple les équiva-
lences précédentes en prenant, si F et G sont les deux courbes bases du fais-

o2

=]

ceau ¢, d’équations respectives f=o, g=o0, soit <;>=d(,4—fr>:5—df_—m,
soit _dlog<f> dff % Dans le premier cas ¢ admet la courbe polaire

double G = S; dans le deuxneme les deux courbes polaires simples F =G =S.
Dans les deux cas on a bien P, = 2. Si maintenant les faisccaux ¢ et ¢ varient
continiment jusqu’a acquérir une courbe en commun C, la courbe {¢, |
définie par (3) reste équivalente 4 elle-méme et se scinde a la limite dans les
courbes suivantes : la courbe C et la jacobicnne J du réseau R somme linéaire
ou joint des positions limites des deux faisceaux.

On en conclut, puisque C=S, que I'on a

(4) J={u, o]+ 38.

5. Proposons-nous maintenant la recherche du groupe Jacobzen ¢} d'un
faisceau linéaire. .

Pour cela envisageons sur { ¢, u} le rapport déja utilisé maintes fois ¢ = %

Le groupe des zéros de ¢ comprend évidemment le groupe {o | et en outre un
autre groupe &, dont les points sont caractérisés ainsi : la courbe {o,u} est
tangente & la courbe ¢ en un point simple de celle-ci, de sorte que, par suite
de la définition de {o, u}, cette courbe est aussi tangente a la courbe u, passant
par ce point. Le groupe ¢ annule donc le dénominateur de ¢, et par suite,
s'élimine lorsque I'on écrit 'équivalence des zéros et des poles de c.

(Une analyse plus précise se montre d’ailleurs que ¢ n’est autre que le
groupe des points d’osculation des faisceaux ¢ et u.)

Le groupe des poles de ¢ comprend en dehors du groupe {u!+c¢: 1° le
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groupe intersection de { ¢, u} avec la courbe polaire de ¢, en dehors des points-
bases de celui-ci, et un tel groupe est formé de poles doubles pour ¢ et en
outre 2° le groupe de ¢ formé de poles simples. Or un point commun a {u, ¢ |
et & P, en dehors de ¢* n’est qu'un groupe canonique de P, : désignons-le
par z,. On obtient par suite I'équivalence

(%) 19§ = w29 4 9%

6. Les formules (3), (4) et (5), bien connues, permettent d’introduire la
série (virtuelle) {u} et le systtme canonique {u, v} sur des surfaces réguliéres
pour lesquelles 1’analyse précédente n’est plus valable. Cette extension ne
présente aucune difficulté, et se fait toujours par la considération de déter-
minants fonctionnels, fonctions rationnelles du point de la variété sur laquelle
on opére (courbe ou surface).

II. — Cas d’une variété de dimension quelconque.

7. 11 est facile maintenant de passer 4 une variété V, de dimension n,
supposée actuellement privée de singularité. Si I'on se donne A+ 1 formes
différentielles rationnelles, ou formes de Pfaff, w,, w,, ..., w,, on définit
ainsi A + 1 faisceaux d’hypersurfaces (') obtenus en égalant chaque w; a zéro.

Dans le cas général ot les faisceaux sont en position générique les uns par
rapport aux autres, ils déterminent sur V, une variété algébriqgue a h dimen-
sions des contacts de ces faisceaux, c’est-a-dire lieu du point de V, ou il
existe un [n— 7] tangent commun (*) & une surface de chaque faisceau
passant par ce point (alors qu’en général les hypersurfaces ont un [n—A—1]
tangent commun seulement) ou encore : en un tel point le produit extérieur
[wg, wy, ..., w,]=o0. Cette variété des contacts sera désignée par le symbole :
1 Wy Wiy ooy Wy

Analytiquement, elle est définie par I’annulation (*) de la matrice

H dw;
d(dty)

(J=o,1,...,0; h=1.2,...,n)

(annulation qui est bien une conséquence de [w,, w,, ..., w,]=0) les 7.
désignant comme toujours des variables uniformisantes (locales) de V,.

8. Envisageons en premierlieu le cas particulier ou V, possede des intégrales
de Picard de premicre espéce, c’est-a-dire ol I'irrégularité superficielle ¢ de V,

(1) On désigne ainsi une variété & n—1 dimensions dans une variété a n dimensions (les mots de
surface et de courbe étant réservés aux cas des variétés a 2 ou 1 dimensions).

() Je désignerai, lorsqu’il n’y aura point de confusion possible, un espace projectil & & dimensions
par [£].

(*) Pour abréger on dira (u'une malrice de type queleonque est nulle si elle nest pas de rang
maximum.
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est positive. Si I'on choisit A tel que 2 +1<¢ on peut prendre, pour les w; du
numéro précédent, # + 1 formes différentielles de premiére espéce u,, u,, ..., ;.
L’hypothése que les faisceaux w; sont génériques se traduit par le fait que ces
formes différentielles de premiére espece sont fonctionnellement indépendanies
c'est ce que nous supposerons.

Dans ce cas nous dirons que la variété

TR TN T

définie au moyen de % -+ 1 formes de premiére espéce est une variété canonique
de dimension & de V,, et nous la représenterons par la notation K, (V,), ou
le symbole K; joue ainsi le role d’'un opérateur 4 gauche de V, ou plus sim-
plement, lorsqu’aucune ambiguité ne sera possible, par K.

Pour que cette définition soit intéressante, il faut montrer que, comme pour
les courbes et les surfaces, les variétés canoniques d’'une méme dimension A
Jorment un seul systéme d’équivalence.

Nous envisagerons d’abord le cas de deux variétés W ={u,, u,, ..., u;|et
W = {T,,u,, ..., |nedifférant que par une seule des formes. La démonstration
est aiséetout au moins dans le cas o A + 2<¢: prenons en effet une (A 4~ 2)"*"°
forme différentielle u, et considérons la variété canonique 4 A 41 dimensions

T =1 up, Ty, tuy, ..., w3}
Sur cette T, les variétés
W, ={wy+ptts, tty, ..., .},
ot ¢ est un paramétre, forment un faisceau comprenant pour p = o ou p = =,
respectivement les variétés W et W. Ces deux variétés sont tracées sur T par
les hypersurfaces J, du faisceau linéaire

Jo={ o+ plte, tty, ..oy sy 01, ooy @, 4,

ou les w; sont p=n—7%—1 formes différentielles arbitraires. L’intersection
de la variété T par une hypersurface J, comprend, outre la variété W,, un
résidu ¢ se caractérisant ainsi : en chaque point M de ¢ les » + 1 formes diffé-
rentielles ¢ = u, + p@,, u; ont un [n — A — 1] tangent commun, tangent aussi
au, puisque d’une part M est sur T et que d’autre part

[11'07 i—’o; Uy -0y I‘),J: lVa ’703 ey u}.];

enfin M appartenant & J, les n formes ¢, u;, @ ont un élément linéaire intégral
commun, élément linéaire appartenant nécessairement au [n — A — 1] tangent
précédent [si I’on suppose le choix des w, tel que la varieté { v, w,.. .w, } n’ait
pas de points communs avec T (*)] : parsuite aux points de ¢l existe un élément
linéaire tangent commun aux (n-+1) formes w;, u,, &,, u;. Cette variété « est
donc variété-base du faisceau découpé sur T par les jacobiennes J,. La partie

(*) Ce choix est possible, car la variélé [w,, we, ..., w,} est & p —1 dimensions, et la variété T
est & X +1 dimensions : or (p —1) +(h+1)=n—1< n.

THESE MAY EGER. 2
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variable, c’est-a-dire la variété W, appartient donc a un systeme d’équivalence.
(En se reportant au renvoi du n° 11 on reconnait que e est l'intersection
de T avec la variété des contacts extérieurs des n—+-1 formes considérées.)

On passe ensuite facilement au cas genéral, car deux K peuvent toujours se
réunir par une chaine de variétés de contacts ayant deux h deux A faisceaux en
commun.

Le systtme d’équivalence auquel appartiennent les variétés canoniques de
dimension % se nommera le systéme canonique de dimension ). de YV, et se
dénotera par | K% |.

9. Avant de donner une extension des systémes canoniques aux variétés
n’entrant pas dans la catégorie envisagée précédemment, par exemple variétés
d'irrégularité superficielle nulle, ou méme variétés possédant un systéme oo”~*
d’indice 1, de variétés a £ dimensions, cas oi n — k-1 formes différentielles
de premiére espéce sont toujours fonctionnellement dépendantes ('), nous
traiterons différents problémes de contact, que les K} permettent de résoudre,
problemes dont les énoncés sont analogues a ceux rencontrés aux n® 3, 4, et 5.

CHAPITRE 1I.
PROBLEMES DE CONTACT.

I. — Problémes de contact entre intégrales de premiére espéce
et fractions rationnelles.

10. Faisons tout d’abord quelques remarques d’ordre géométrique sur la
variété des contacts de A + 1 faisceaux, dans le cas ou 'un de ceux-ci posséde
une variété base, ainsi que cela se produit pour des faisceaux linéaires par
exemple.

FEnvisageons donc A+ 1 faisceaux w,, w;, ..., w, et supposons que le
faisceau w, ait une variété hase (a n— 2 dimensions) que nous désignerons
par W. A part cela, les 7.+ 1 faisceaux sont toujours placés en position
générique.

Appelons T lavariété T ={w,, w,, ..., o} et slavariété s ={w,, ..., o}y,
c'est-a-dire la variété des contacts des 1 faisceaux w,, ..., w;, sur W. 7 qui est @
/. —1 dimensions appartient a 'l'.

in effet, soit M un point de ~ : les % faisceaux w; ont en commun un
[(n—2)— (% —1)]=|n—*—1] tangent situé dans le [n — 2] tangent & W
en M, par définition de <. D’autre part, les hyperplans tangents en M a ces
7 faisceaux se coupent suivant un [n—2A] contenant le [n— 7% —71] pré-
cedent. Cet [n—2] ei le [n—2] tangent & W ont donc comme réunion

(1) Cf. Sever1, Ann. di Matematica, 20, 1913, p. »01.
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un [n—h+n—2—(n—x—1)]=[r—1]. Il existe par suite une hypersurface
de faisceau u, admettant cet [n — 1] comme hyperplan tangent & M, ce qui
montre que M appartient a T.

Il en résulte que la section T par une hypersurface arbitraire du faisceau w,,
hypersurface que nous désignerons par la méme lettre, comporte tout d’abord
la variété =. On peut se proposer la recherche de la partie résiduelle. On voit
facilement que celle-ci n’est autre que lavariété {w,, w,, ..., v, },,, c'est-a-dire
la variété de contacts des faisceaux w; sur I’hypersurface w,. Par suite on a
I’égalité (")

(6) (T, 0g,) == {01, 0, .y 03 fw [ @1, ®Way ooy 0 e,

11. Considérons maintenant A -1 faisceaux sur V,, comprenant p formes
différentielles de premiére espéce et A 41— p différentielles rationnelles.
Désignons par @q, 9, ..., ¢ les différentielles rationnelles et par u,, ..., u,
les formes différentielles de premiére espéce. Proposons-nous la recherche de
la variété
T="190, 91, + sy Progy sy ooy Ughe

Introduisons pour cela, employant encore la méthode du n° 3, une (¢ + 1)
forme de premiére espéce u, et considérons, sur la variété

O =1{ G0, Py «-r: Oregy Uy U1y - ooy U |

le déterminant fonctionnel ¢ déja employé plusieurs fois

6__ D(<P01 CPM ceay Uyy vony u_o) :%.
TD(ug 01, oy uy o 1) T Oug
Exprimons 'équivalence sur O des variétés poles et zéros de la fraction ration-
nelle 8. Les zéros du numérateur ne sont autres que les points de la variété

{CPOy Quy e vvy Pumgy oy o ooy Uy ;@)-

Il est manifeste que cette variété comprend : 1° la variété T inconnue; 2° une
variété e que l'on peut caractériser ainsi : en un point M de & les A1 hyper-
surfaces 9., ¢, ..., u,ontun[n — A — 1] tangent commun coupant le [A + 1]
tangent 2 ® en M suivant une droite d’aprés la définition de la variété de contacts
de @y, 24y ..., u, sur @. Mais cet [n— i — 1] est aussi tangent a la surface u,
qui y passe puisque M appartient 2 @ donc les points de ¢ sont tels que le
[» — A —1] tangent aux 9,, ..., 1, coupe le [A + 1] tangent 2 ® suivant une
droite, ou encere ¢ est le lieu des points de © ou les [A + 2] faisceaux u;, o, ont
une droite tangente commune [on peut dire qu’en un point de ¢ le systéme de
Pfaff u;— 0, 9,= o admet un élément intégral linéaire. ¢ se nommera variété
des contacts cxtérieurs des A -+ 2 faisceaux sur © pour rappeler qu’en un point

(') Conformément aux notations usuelles en géométrie algébrique, je désignerai par (A, B) linter-
section des deux variétés A et B.
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de = le produit extérieur régressif (') (au sens de Grassmann) des A + 2 formes
différentielles données est nul].

Il suit de la que ¢ a une définition symétrique par rapport aux faisceaux et
que par suite on n’a pas a en tenir compte puisqu il figure aussi dans les zéros
du dénominateur de s.

D’autre part, la section de ©® par une surface polaire d’un faisceau ¢; ot j o
figure comme lieu de poles aussi bien au numérateur qu’au dénominateur
de 5 : ces sections n’apportent donc aucune contribution dans 1’équivalence
cherchée. Il reste a évaluer les poles de ¢ provenant de la section de O par la
surface polaire ¢,. D’aprés la formule (6), cette section comprend les variétés

{gol, yoy @nepy Uos + ey (193.?0 et {Qq, ..., 1 }?5,
en désignant par ¢; la variété base du faisceau @, (variété caractéristique de o).
Mais il est facile de voir que la premiére de ces variétés est un lieu de pdles
doubles de ¢ (en supposant p, hypersurface polaire simple), alors que laseconde
(qui est en quelque sorte la section de © avec la variété d’indétermination
de ¢,) est un lieu de pdles simples seulement.
On obtient ainsi I’équivalence fondamentale analogue a (5) :

(7) {‘?o,---; u;,...,ap}z{gp,,...; Uoy Ugy «oey up}

{ . ) [ f .
2 P Uy Uy ey My o T Pus e Wy Wy ey U g

Ce qui montre que le probléme se raméne & un probléme analogue avec une
différentielle rationnelle de moins : on parvient ainsi & des variétés de contacts
ou ne figurent plus que des formes de premiere espéce; or, pour cette derniere
catégorie, la réponse est donnée immédiatement par la définition des variétés
canoniques. Explicitons donc les calculs.

12. Prenons d’abord le cas d’une seule différentielle rationnelle 9,; alors la
formule (7) nous donne

i

' . | { ! \ 1
1P05 My vy U P Uos ey u(,\._i—'z'uo,...,u:,; +fuo, ey Ug g

O

ce qui s’écrit par définition des variétés canoniques

{fpn: Upy oo v u.P}zK’(g + 2 Ki;«—;- I\?}u
ou encore symboliquement
(8) f_q)oz Uty ooy Up | = Ko (1 490)%

L'interprétation du second membre est aisée : on fait jouer a la variété V,,, dans
laquelle on prend les variétés de contacts, le role d’unité

[K,(1)=Kj%].

(1) CI. Enzykl. . Math. Wiss., W, AB 11, p. 1442; B. CARTAN, Invariants intégraur, p. 58.
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La forme (8) suggeére la formule suivante
(9) § 90 Gy vees Prmg Uny e w, =K (1 00)2(1F 00)%. .. (14 235)%],

dans laquelle chaque produit des ¢; dans le développement du polynome du
second membre désigne 'intersection des ¢, correspondants.

La formule (9) se démontre facilement au moyen de la formule (5) par le
procédé d’induction compléte.

En effet (9) étant admise pour (A — ¢ ) faisceaux linéaires, le second membre
de (7) s’écrit '
Ki(1-+0)% . . (1+ 01~p)+ 2K @o (L @1 )2 . (14 90 P+ Kool (1 + 94 )2 oL (1 + 900)2
Ce qui n’est autre que I’expression développée de

Ko (14 @) . . (14 Drg )2

13. 1l est loisible dans la formule (g) de faire ¢ = o de sorte que I'on obtient
la formule suivante exprimant la variété de contact .. + 1 faisceaux linéaires en
position générique :

A
(10) {90y 01,0090 ;‘EK7.H(I+‘Pi)2'
o

Or cette formule nous donne la possibilité d’introduire les systémes canoniques
sans utiliser les formes différentielles de premiére espéce de sorte que ces
systemes peuvent se considérer sur des variétés quelconques. Bien entendu les
variétés introduites pourront étre virtuelles.

En supposant les variétés canoniques déja définies dans les variétés de
dimension <n—1 pour lesquelles la formule (10) sera valable, on peut
montrer que la variété virtuelle K; (1) définie par la formule (10) reste équiva-
lente a elle-méme lorsqu’on varie les faisceauz.

A cet effet, on peut observer, en imitant le raisonnement employé au n° 8,
que la variété des contacts W ={¢,, ¢, ..., ¢} peut encore étre définie
comme intersection compléte des variétés du type.] = {00, Try eer 3 O, Wy, eeny W),
ou les p = n— 1 —1 formes w, sont choisies arbitrairement (de maniére toute-
fois & constituer avec les ¢; une base pour les différentielles de la variété).
Introduisons une (% -+ 2)* forme différentielle 3,, désignons par W et les
lieux analogues a W et J ou ¢, remplace g,, et soit T la variété { o,, oy, ..., 9 |.
Recherchons la nature de I'intersection (JT). Celle-ci comprend en premier
lieu W, puis les sections de T par chaque variété-base des A + 2 faisceaux o,
(d’aprés le n° 10 cette section d’ailleurs est la variété des contacts des A -1
autres faisceaux sur cette base). Enfin en dehors de ces points existe un
résidu ¢ qui, on le reconnait comme au n° 11, n’est autre que l'intersection
de T avec la variété des contacts extérieurs des n—+ 1 faisceaux considérés w;
et ;. Par suite Uintersection (JT) ne differe de la précédente que par W et la
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section de T par la base du faisceau o,. On peut donc écrire en désignant par 3
les sections de ' par les bases des faisceaux o,, v, ..., ¢, et par F(F‘) une
hypersurface de ¢,(%,) :

Ty = {’rg},, "J,-. ce @t e W,
de méme

(Jf[‘)g {cp‘,, Diy veey On(Fr+ P+ ¢+ W.

Ici, & I'inverse de ce quia lieu au n° 8, les variétés J et J ne sont plus équiva-
lentes dans le cas général, par suite de la présence des variétés bases, mais la
théorie classique des hypersurfaces adjointes (*) apprend que les deux combi-
naisons J + 2F et J 4 2F sont équivalentes. On a par suite, en coupant par T,

(T) 4+ 2(FT) = (JT) - 2 (FT).
Or, d’apres la formule (6),
(I?T) = {Eﬁll) (?Iy S ) C?/ ;F+ {'CP()) q)h ey (?, %l‘"

et une équivalence analogue pour (F1). Par suite, en omettant des termes
communs aux deux membres, on peut dire I’expression

W : Q@oy P1y P2y« v ey OO ;’F*+ 2 {:{D: Qi « ooy 92 ;F"}" 2 { Fo, Y15 o -0y 90 .;”i
ne change pas si I’on permute ¢, et®, ou encore que I’expression.

E=W4 2 ;ﬁ?o:‘«?n cee '*?"A}i""}‘ {{?uz RSVARERE "f’lgf"
jouit de la méme propriété.
Si maintenant on admet la formule (10) pour les variétés jusqu'a la
dimension (n—1), on voit que E peut s’écrire
)
E=W -+ Ko (¢5 +2%0) (1+90)*. .. (1 ¢3)°

retranchant de E la variété symétrique (comprenant des variétés canoniques
déja définies) : A
Kil(t+90) (1400 (1 +01)% .. (1 + @) — 1,
on obtient la variété

Ko(r)==W — K| (1+ )2 (1+ ). .. (1+ 9‘,.)2—IJ

qui, par hypothése, est invariante si I'on permute ¢, et $,; comme de plus elle
est symétrique et indépendante de 3, on reconnait que K; (1) est indépendante
des faisceaux 9.

On appellera alors systéme canonique de dimension . le systeme d’équivalence
de ces variétés K, (1) de sorte que la formule (10) restera valable dans une
variété i n dimensions.

(1) Cf. par exemple Lnzsykl. d. Muath., F¥Viss., 111, (6 b), p. 763, ou SeVERL, Rendic. d. Cir. Math.
Pulermo, 28, 190y, p. 33.
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II. — Probléme de contact entre formes difiérentielles de premiére espeéce
et systémes linéaires.

14. Un systewme linéaire de dimension 2 d’hypersurfaces dans V,, représente
I'ensemble des hypersurfaces de niveau constant pour une fraction rationnelle
contenant linéairement 2 —1 constantes arbitraires et dont la variété des
poles est fixe. Dans ce qui suit un faiscean transcendant (tel que celui déter-
miné par une forme différentielle de premiére espéce) sera considéré comme
un systéme linéaire de dimension 1, i cela prés que pourra manquer la variété
base du faisceau.

Envisageons 4 systémes linéaires de dimensions Jiy hsy ..., hy. Par un
point générique de V, passe 7, hypersurfaces indépendantes du systéme de
dimension 2;, hypersurfaces ayant en ce point leurs hyperplans tangents

linéairement indépendants. On a ainsi 2 %; hyperplans en chaque point de V,

déterminant un [ n—X2;] tangent commun 4 toutes les hypersurfaces appar-
tenant aux systémes linéaires. Nous appellerons variété de contact des systémes
linéaires donnés, le lien des points de V,, ou les hypersurfaces qui y passent
ont en commun un espace linéaire d’une dimension supérieure d’une unité a la
dimension normale, ¢’est-a-dire le lieu des points ou il existe un [n — X7 ;4 1|
tangent commun a toutes les hypersurfaces des systémes linéaires.

Pour exprimer qu’un point M appartient a la variété de contact précédente,
il suftit d’exprimer que le dernier hyperplan tangent contient le [n — Z4;+ 1]
déterminé par les X),—1 autres, ce qui donne n— XJ;+ 1 conditions si I'on
tient compte du fait que I’hyperplan considéré passe déja par M; il suit de la
que cette variété de contacts est 4 1 = Y7,— 1 dimensions. De méme que dans
le cas des faisceaux envisagés au paragraphe I de ce Chapitre, nous noterons la

variété de contacts de £ systémes linéaires dont F,, F,, ..., F; représentent
respectivement une hypersurface générique, par ’écriture {F,, ¥,, ..., F, 1.

15. On peut démontrer relativement & ces variétés de contacts, des propo-
sitions analogues a celles formant I'objet du n° 10 : la démonstration est en
tous points analogue : si 'on désigne par W la variété base (lorsqu’elle existe)
du systéeme linéaire de dimension 7, (W est @ n— ), —1 dim.) et par < la
variéte == 1{F,, ..., F}, c’est-a-dire la variété de contacts de systémes F,,
Fa, ..., Fisur W, alors ~ appartient a T=F,, V,, ..., F,l.

Le reste de lintersection de T et d'une hypersurface arbitraire F, du
systeme F, est formé par la variété de contacts sur ¥, des autres systémes
linéaires considérés et du systéeme (3 A, — 1 dimensions) caractérisque de ¥,
sur F, soit f,. En effet soit M un point commun a T et 2 F, n’appartenant pas
a W, alors par M passent seulement %, hypersurfaces indépendantes du
systeme I\, dont F, est 'une d’elles. Les A, —1 autres sont précisément celles
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du systéme caractéristique fi. Le [n — Xk;~ 1] tangent commun en M & tous
les systémes F; appartient & ’hyperplan tangent en M i F,, et se trouve bien
tangent commun aux sections des systémes f,, F,, ..., F,par F,.

16. Partant de ces propriétés on peut procéder comme aun® 2 pour exprimer
les variétés de contact au moyen de systémes canoniques, par la considération
de déterminants fonctionnels et I'évaluation des ordres de multiplicité des
variétés polaires des systémes pour ces déterminants.

Mais on peut aussi suivre une méthode plus directe et de structure davan-
tage géométrique, la méthode de dégéncrescence. Elle repose sur la proposition
suivante : prenons, dans un systéme linéaire L de dimension A + 2, un systéme
linéaire de dimension p, @, et un systéme 4 ¢ dimensions, X, non sécant avec @,
c’est-a-dire ® et £ n’ont aucune hypersurface commune et tels de plus que
p+g=h—+1. L est alors la somme linéaire des systémes ® et X. Si l'on
envisage la variété de contact de @, X et d’un certain nombre d’autres systémes
linéaires R,, R,, ..., dont I’ensemble sera désigné par R et la somme des
dimensions par ¢ (cet ensemble peut manquer), cette variété de contact, soit =,
est tracée sur la variété T de contact du systéme L et des systémes restants R.
Si maintenant X et @ varient continument jusqu’a acquérir une hypersurface S
en commun et par suite & déterminer un systéme somme linéaire L*a 2 + 1 dim.,
~ varie aussi avec continuité, et se scinde a la limite dans les variétés
suivantes : =~ de contact entre L* et les systémes résiduels, et x de contact
entre ces systémes et le systéme caractéristique du systéme L sur S, soit (L)s.
Soient en effet ®, X, =, les limites de ®, X, 7. Pour qu’un point M appartienne
d <, il faut et il suffit que passent en M : 1° p hypersurfaces (sous-entendu : indé-
pendantes) de R; 2° p hypersurfaces de ®; 3° ¢ hypersurfaces de X; et que ces
A+ p5—+-1 hypersurfaces admettent un [n—(A+¢+1)+1]=[n— 71— 2]
tangent commun 0. Siles p+ g =7+ 1 hypersurfaces des catégories 2° et 3°
sont indépendantes, ce sont les A+ 1 hypersurfaces de L* qui passent en M et
celui-ci est alors un point de <*. Dans le cas contraire, c’est que M appartient
a S etil reste en dehors de S, A hypersurfaces indépendantes qui appartiennent
a L. Si maintenant on observe que le [n — 1] tangent en M & S contient I’espace
tangent commun 0O, en faisant de la géométrie sur S, on voit qu’en M les hyper-
surfaces suivantes : 1° ¢ hypersurfaces R; 2 A hypersurfaces de (L) admettent
un espace linéaire tangent commun d’une dimension supérieure d’une unité a
la normale, c’est-d-dire que Mappartient a x. Les réciproques sontimmeédiates.

On a par suite I'égalité

“

T=T + %

d’ot ’équivalence

ou, sous une forme plus explicite,

{@, 3, Ri={L, R} +{ (L), R}
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On se trouve ainsi ramené 2 des problémes ot un des systémes linéaires a
une dimension de moins, ou & des problémes analogues dans un espace i
dimension d’une unité moindre.

17. On arrive ainsi par réductions successives a des problémes de contact
entre faisceaux linéaires que I'on a appris 4 résoudre au paragraphe précédent.
La formule exprimant le résultat final, analogue & la formule (9) est la

suivante X
(11) } Fo.Foo oo Fyy g, g, o0 ug ; = K,,] I(1+ F)rr,
1
ou e
s:E «[+p—l,

et ou ont été mises en évidence lgs formes différentielles de premiére espéece
pouvant figurer parmi les systémes linéaires et qui n’apportent aucune contri-
bution au second membre. Pour Vinterprétation de celui-ci, se rapporter au
n®12. Admettons en effet (11)démontrée pour des variétés 3 moins de n dimen-
sions, et pour des variétés & n dimensions lorsque la dimension du systéeme F,
est %,. Etablissons-la pour le cas d'un systéme de dimension A, +1. Pour
simplitier je désignerai par F le systéme I¥,, par X sa dimension, et par R les
systemes résiduels Fy, ..., F;, u,, ..., u,. Imaginons que F appartienne & un
systéme linéaire L & A+ 2 dimensions et prenons dans L un faisceau ® non
sécant avec F. Par les résultats du numéro précédent, out X est remplacé par F,
on a
\F, @, R}E{L*, BRI+ L(L)s. R

Par hypothése (11) s’applique au premier membre et au deuxié¢me terme du

second membre, on a ainsi en particulier
‘ TF, @, Rl = Ko [ (14 F) (1 + FPRP =K [(1+ F)» 4P,
ou . )
P = (1+ Fo)et (1 Fyylrt;
et de méme
{(L)s, R} =K, [F(1+F)+:P]
d’ou, par différence,
{L*, R} =Ky |(14+F)+P —F(1+ F)» 2P| =K, [ (1 F)r2p],

ce qui n’est autre que la formule (11) pour un premier systétme L* & A +1
dimensions. Partant alors de (10) on parvient & justifier (11) dans tous les cas.
Naturellement les formes de premiére espéece peuvent manquer, et ’on obtient
alors une formule analogue 4 la formule (10) que jomets d’écrire pour
simplifier.

III. — Probléme des jacobiennes.

18. Le probléme des variétés jacobiennes ou des jacobiennes est en quelque
sorte une dégénérescence des probléemes de contact entre systémes linéaives
traités dans le paragraphe Il : on peut dire que ¢’est un probléme de contact inté-

THESE MAX EGER 3
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rieur au systeme considéré. On sait en quoi ce probléme consiste : étant donné
un systéme linéaire L de dimension A + 1, il existe en général oo* hypersurfaces
de L (formant un systéme algébrique) ayant une singularité nouvelle que ne
possede pas I'hypersurface générique du systéme L. Le lieu de ces singularités
est en général a A dimensions et se nomme variété jacobienne dn systéme
considére.

Dans ce qui suit nous supposerons que le systéme donné est non-extraor-
dinaire, c’est-d-dire qu’il possede une variété base de dimension normale
(n — % —2), qu’il n’a aucun point multiple assigné et que les singularités
nouvelles acquises par les hypersurfaces du systéme L sont en général des
points doubles. La jacobienne d'un tel systéme est alorsle lieu des pointsde V,,,
ou une des hypersurfaces de L qui y passe posséde un point double.

Il suit de 1a que, parmiles A + 1 hypersurfacesindépendantes qui passent par
ce point, A seulement ont un véritable hyperplan tangent, de sorte que toutes
les hypersurfaces passant en ce point sont tangentes & un [ n — 4] (alors qu’en
général il n’existe qu'un | » — A — 1] tangent commun seulement) : on voitbien
apparaitre ainsi le caractére de variété de contact intérieur de la jacobienne.

19. La méthode de dégénérescence utilisée au n° 16 pour les problémes de
contact entre systémes linéaires s’applique ici a peu prés textuellement
choisissons dans le systéme L & A 41 dimensions envisagé, un faisceau ¢ et un
systeme X4 (A —1)+41—1=A—1 dimensions non sécant avec ¢. La variété
de contact de o et de £ (4 A —1 dimensions d’aprés le n° 14) est tracée sur la
jacobienne du systéme considére, et tend a la limite, lorsque ¢ et X se meuvent
de maniére & acquérir une hypersurface en commun, S, déterminant ainsi un
systéme L*a 4 dimensions, vers les variétés suivantes : variété jacobienne <* de L*
et variété jacobienne du systéme caractéristique, du systeme L considéré sur S.

De méme qu’au n° 16 on raméne le probléme & un probiéme analogue ou la
dimension, soit du syteme linéaire, soit de la varié¢té support, est réduite d’une
unité.

20. On parvient ainsi & la formule suivante, exprimant la jacobienne J, d'un
systéme linéaire a4 2 -1 dimensions, dont F désigne une hypersurface
générique :

(12) Jo =K (14 F)r+e,

ou des conventions analogues a celles posées dans la formule (g) sont
utilisées. :

Un cas particulier intéressant de cette formule s’obtient en posant A =o, et
en supposant que le faisceau ainsi obtenu est celui d’une forme différentielle de
premiére espece «. J, se réduit dans ce cas a K, groupe canonique de la variété
(ui se trouve ainsi ¢étrc le groupe (virtuel) jacobien {u| d’une forme de
premiére espece.
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CHAPITRE I1I.

THEOREMES D ADJONCTION.

21. Les résultats obtenus dans le Chapitre précédent font intervenir les
variétés canoniques d’une méme dimension prises dans des variétés du type
intersections complétes ou variétés caractéristiques ainsi que l'exprime le sym-
bole K; place devant les seconds membres des formules (¢), (11) et (12).

Il peut étre désirable de n’introduire que les variétés canoniques Ki de lu
variété 'V, dans laquelle on opére.

Dans ce but on est amené i trouver les variétés canoniques de la variété
intersection compléte de deux variétés (équivalentes on non, le premier cas
correspondant aux variétés caractéristiques) en fonction d’éléments dépendant
de ces variétés et des systémes canoniques de V,,.

Le cas ou I'une de ces variétés est une hypersurface de V, et I'autre la variété
unité (c’est-a-dire V, elle-méme) est particuliérement intéressant, et conduit a -
des théorémes auxquels on peut donner le nom de théorémes d’adjonction, car
ils font intervenir des variétés covariantes, généralisant les classiques varictés
adjointes d’une hypersurface.

22. Le premier de ces théorémes est celul exprimé par la formule suivante :
(13) KE = (P Ks,_l -+ K']/lm—l):

ou F désigne 'hypersurface d’un systéme lin¢aire Fi. En particulier, pour
’=n—2, on obtient

-R
I\n-;’

= (F,F+K/_,)

t

car Kj_ = F, ce qui n’est autre que la classique formule d’adjonction rappelée
a la fin du numéro précédent.

Pour démontrer (13) on peut procéder par récurrence en se servant de la
formule (12) : remarquons tout d’abord que la formule (13) conduit par appli-
cation répétée i la formule suivante

(4) K = (F, KE7, - KEZ).

ou Fg désigne la ¢*»° variété caractéristique de |F , intersection de ¢ varictés
équivalentes & F (pour 7 = o on pose F' =1, ¢’est-a-dire V,). Cela étant, consi-
dérons un systeme linéaire 'F de dimension 2 + 2 et soit ), , la jacobienne de
ce systéme donnée par I'application de (12)

Jia= Ky (5 + F e,

Il est facile de voir que la variété (F, J,.,, ), intersection d’une hypersurface
de | I'| et de J, n’est autre que la jacobienne du systéme caractéristique de | F|
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sur F et se trouve par suite donnée par
(F, Jyi1) = (Jﬂn )FE K F (1 F)r+2,

car il faut dans le second membre de (12), prendre F comme variété unité, c’est-
a-dire multiplier ce second nombre par F avant le symbole K;.
On déduit des deux relations précédentes

(F, Kypy (1 4 Fyri) = K, F (1 F )2
ou encore .
F, Ki i +FYa+F)y?] =K, F(1+ F)7.+2'
Si maintenant on admet la relation (14) pour ¢ > 2, on voit qu’a chaque terme de

la forme (') K, <" : 2>F°‘+' dans le second membre, correspond un terme de

la forme [F, K«,‘+.<}‘:2>(F°‘+ F**')] dans le premier membre qui lui est

équivalent si « > o. Pour « = o, on a la relation (13) elle-méme qui se trouve
ainsi démontrée.

23. La formule (13) indique que l'on obtient le systéme canonique de
dimension A de f/ en coupant cette hypersurface par une variété a2 2 + 1 dimen-
stons somme d’une variété canonique a . -+ 1 dimensions de F et d'une variété
analogue de V,.. Si donc nous appelons variété adjointe d’indice % cette derniére
somme de variétés canoniques, ((3) peut s’écrire

KY =(V, AT) avec Al = Ky, + K

A
mais dans I'expression de A}, K, peut s’écrire & son tour
e . .
I\)‘H: (r‘ A)\ﬂ) avec A)‘+1’: }\‘/.—«2_‘_ '\‘:v:
et ainsi de suite.
Le dernier terme auquel on arrive correspond 4 A+ 4 =net’on a

AF

—_— K —
Tk == Ki=1.

Par suite 'adjointe d’indice  de F peut s’écrire

AY = KRS, (F, K)o Bt

4+1
ou encore, comme la somme de la série

AF =K

1+

+(F, KU) + (F2, K Y

en considérant un terme tel que K; comme nul si ¢ >n de sorte que l'on a

] . N . s e n - ,
(1) Conformément & un usage répandu je désigne par (/)> le coefficient de x# dans le dévelop-
\
- . - n!
pement de (1 + x), ¢’est-a-dire pour n et p entiers le ceefficient ————— = (/-
’ plin—p)! "
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symboliquement (avec le sens qui vient d’étre précisé) (')

n
A1

5 Fe 2,
(15) A.A_I——FK

La formule (14) est susceptible d’une forme toute semblable et s’écrit
lel

FFo o 5 741
(l6) Kspz (Ff', A-f:r> avec A~ Zl_——m

L’application de (16) se fait selon les mémes principes que pour (15) :

on déceloppe en série par rapport a FK le second membre (terme général

— —1\ )
( of) (—1)*F*K*= <‘° +z > F2K* ] » en ne conservant que les termes ayant
un sens.

2%. Le probléme posé au n° 21 est ainsi résolu par (15) et (16) pour des
hypersurfaces de V, et leurs variétés caractéristiques des différentes dimen-
sions. Il reste maintenant a traiter le cas des variétés intersections complétes et
tout d’abord le cas de I'intersection de deux hypersurfaces, F, et F,.

Soit W =(F,, F,);si nous faisons de la géométrie dans F,, W se trouve étre
une hypersurface de cette variété et la formule (15) est applicable et donne

CF,
KY =(WA}) avec A) = ‘—_"‘\_\‘fh,
ou développée

A “ 2 \\‘:’1 [&5—‘0—1+3(. F,

(I'c comme indice supérieur de sommation indique simplement que l'on
prend tous les termes ayant un sens, les suivants étant remplacés par zéro, et
le ¥, placé en indice indique que I'on doit prendre les intersections dans F,).
Si l'on veut faire de la géométrie dans V,, on voit que le terme
_ (WK e = (FPFIRGL, )
s’éerit
( 11\11

+1+z)
ou cette fois les intersections sont prises dans V.
. Si dans la formule ainsi obtenue :

A)‘ = z (Fx I\flo-t-o-uv

(*) tlest & noter que, dans la formule (15) et les suivantes, les opérations symboliques indiquées
au deuxiéme membre ont un sens différent de celui employé au n° 12 [dans la formule (8) par
exemple]. Au no 12 le symbole K; est un opérateur porlant sur la variété écrite a su droite, opé-
rateur distribulif par définition ct permutable avee les coefficients numériques. Dans la formule (15)
Popérateur K et ses puissances nc portent que swr la wariété NV, dans laquelle on opére : c'est
la raison pour laquelle, dans le développement des formules analogues K est toujours écrit & clroite
des symboles représentant les autres variétés. (La variété unité, c'est-d-dire V, étant supposée
implicitement écrite a droite de K.)
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on remplace chaque Ki* par son expression déduite au moyen de (15), on a

) NY 0y W
A= (FIFIRE L L),
0,0
ce qui n'est autre que le développement de la fraction rationnelle en K
K.

W .
Av= (1—FK)(1—TF,K)

On entrevoit maintenant la réponse au probléme dans le cas général d'une
variété W, intersection compléte de k formes Iy, F., ..., F,

W= (F,. Fa, ..., Fp),

on a, pour les systémes canoniques de W,

. . K
W /v AW wo_ yus )
(88) KM =(WA}") avec Ay = KGR TN

En particulier, si 'on suppose toutes les hypersurfaces I'; équivalentes & une
m¢me hypersurface F, on retombe sur la formule (16).

La formule (18) nous permet le passage du symbolisme actuel a celui
employé dans le Chapitre 11 [c/f. note ('), page 163].

Soient par exemple A et B deux hypersurfaces de V, et ¢(A, B) une fraction
rationnelle en A et B dont le développement en série est supposé a coefficients
entiers

.

N Bl [23

— w A2 R

o= C,5A*Bs.
0,0

En vertu de (18), la variété canonique K, [ o(A, B)|, s’écrit

N ok e NG, ATBEK .y ¢ AR BK N\
2 Cas KA B%) = G s = 7 3w 78K

Inversement, une variété U, se présentant sous la forme
U =14 (AK, BK) K;,

peut encore s’exprimer, avec Uopérateur K; a gauche

e Fa (A B\
L*“A[‘H(—IM’KT;)J'

On peut ainsi transformer les formules du présent Chapitre en formules
adaptées au symbolisme du Chapitre II.

Remarquons enfin que si 'on introduit la fonction génératrice de Laplace
des différentes variétés canoniques, celle de V, sera

?(t)ZZK"f[": ;‘jlk—t’
0

Kk 1
G0—FK).. (1—GK) 1— Kz’

celle de W sera
(Pw(t) ol \V
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par suite en introduisant les fonctions génératrices attachées aux hypersur-
faces F;, soit

ot FE

=Ky
on a la formule simple

Ow () =9 (Fy) 9. (Fa) ... ox(Fr) o ().
25. Au moyen de la formule (18) on peut exprimer chacun des termes qui

figurent dans les seconds membres des formules (10), (11) et (12) au moyen

des variétés canoniques de V,, ce qui répond au desideratum formulé au début
de ce Chapitre. La formule (11)

)FU Fz; M ]",(-; Wiy oovy lt? ( = K). ll(l -+ Fi>“*l

devient ainsi

El\,lIZ(I—Fl) ot 0SS+ 1.

En supposant le deuxiéme membre développé, on a des termes de la forme

(\/1;1-x>(/;—l> ) ( )];%F"

dont il faut prendre une variété canonique de dimension 7. En \'ertu de la

4K
lreta

multiplier le tout a droite par K,. La somme de tous ces termes n’cst autre
évidemment que Pexpression du second membre de (11) ou Pon a remplacé

formule (18) cela revient & remplacer chaque F; par le symbole -

dans les binomes (14 F)), F; par - }ll\l\’ ¢’est-a-dire
W N
(- =) ™
ou encore |
K5

(G F Ry — TRy (1 — TR
)M ) )

on a donc la formule suivante, transformée de (11),
Ky

k .
]-I (1— FiK)"w‘—r—:
1

D’une manitre toute semblable on transforme la formnule (12 ), donnant la jaco-
bienne d’un systéme linéaire, sous la forme
K~
IS .
(1 — FK)#*+2

(19) -fF,,l’z, cei Uy, Wy e, U

i

S

(20) )=

On peat observer que cette jacobienne apparait par comparaison avec (18)
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comme 'adjointe d'indice — 2 de F* 2, ¢’est-a-dire 'adjointe d’indice — 2 de la
variété base du systeme.

Remarque. — Les formules (15), (16) et (18) ont été établies en supposant
que 'hypersurface F était suffisamment générigue dans V,, c’est-a-dire pouvait
varier dans un systéme linéaire suffisamment ample (au moins o’ pour
pouvoir exprimer Kf). Ces mémes formules peuvent servir a définir les
systémes |K%| dans les cas ou les raisonnements précédents ne seraient plus
valables : par exemple si F est ssolée dans V,, ou réductible ou virtuelle. De
méme si F posstde quelque singularité la formule (18) définit les [K)Y| en
considérant ces singularités comme virtuellement inexistantes.

26. On a obtenu précédemment les variétés canoniques d’une intersection
compléte d’hypersurfaces : on peut, au moyen de la formule obtenue, exprimer
les variétés canoniques de Ja somme de deux hypersurfaces; bien entendu cette
expression a le sens précisé a la fin du numéro précédent : si F, et F, sont deux
hypersurfaces, une variété canonique de la somme F,+ F, est une variété
canonique d’une variété F générique (lorsqu’elle existe) vérifiant I'équivalence
F=F,+F,.

Si une telle variété n’existe pas, (14) donnera par définition la variété cano-
nique cherchée; on obtient ainsi

R (Fy-+ Fy) K
Fel, / 711
(21) I\I. - 1 (-Fl—{— Fz)lr,

formule qui se généralise avec facilité au cas d'un nombre quelconque d’hyper-
surface.

En particulier (21) donne les variétés canoniques du multiple d’une hyper-
surface
PYR.
1--pFK )

(22) KU ==

CHAPITRE V.

EXEMPLES DE VARIETES CANONIQUES.

27. Comwmencons par remarquer que, étant donnée une variété V,,, larecherche
effective de ses systémes canoniques peut se faciliter si 'on connait un
systéme | F| d’hypersurfaces dont les variétés canoniques des différentes carac-
téristiques sont connues, car alors la formule (12) montre que, pour trouver K,
il suffit de faire varier F dans un systéme oc**' et de prendre la jacobienne J,
de ce systeme; dans le second membre de (12) tous les termes sont connus
sauf le premier, K; (1), c’est-a-dire la variété K% que I'on désire. D’'une maniére
toute semblable la formule (20), transformation de (12) au moyen des théorémes
d’adjonction, fournit K3 & partir d’un systeme | F/, cette fois les variétés cano-
niques de dimension supérieure a A étant supposées connues.
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On peut aller plus loin dans cette voie en donnant & A dans (20) successi-
vement les valeurs n—1, n—2, ..., A1, 2; 0n aboutit ainsi & un systéme
d’équations linéaires qui, résolu en K;, donne ’expression suivante

(23) K=Y (" L) ),
0

avec la convention habituelle relative & la limite supérieure de «,
(Jn=1,d,=05s1 p>n)
(23) peut s’écrire symboliquement

J*
(23") K=

(1+ FJ)i+2 ’

28. Appliquons ce qui. précéde a la recherche des variétés canoniques d’un
espace projectif a n dimensions, [z]. Dans un tel espace on voit immédiatement
un systéme d’hypersurfaces F particuliérement simple : celui formé des
hyperplans de [n]; dans ces conditions on a

Jo=o, si p 7 n,

car un systeme linéaire d’hyperplan ne posséde pas de variété jacobiennc. Le
seul terme non nul dans le développement (23) est celui correspondant
a X+ o = n pour lequel J,=1, d’otr

n S\
(24) K%-]E(—I)nv—hk)k ~I—l>l< u—).;

dans la suife nous désignerons par P un hyperplan d’un espace projectif, de
sorte que (24) s’écrit

NYSESED N
Kl == (— pyn—=n{ _ ' > JRIUE
= ) (A +1 !

Pe="'représente ainsi un espace projectif a2 dimensions [#] ('). Remarquons que
la formule (24) eat trés bien puse démontrer par le premier procédé indiqué au
numéro précédent les variétés caractéristiques de F sonten effet toutes des espaces
projectifs et le procédé d'induction compléte est tout indiqué dans ce cas.

29. Faisons une application de la formule (24) & la recherche du degré de la
jacobienne d’un systéme linéaire de formes de [n] de degré p.
Dans ce cas, on a F=pP et la formule (20), qui développée s’écrit

S A1+ a\ -
J/EX( o )(Pll\lﬁ[u)
0

devient, compte tenu de ce qui précede et de (24),
- S lti+o —h—% pAPA n+1 In—h—2.
J";Z( 2 >(—I)n p*l (7.-+—o:—i—1>ll
0

(1) En parliculier pour n=1, x =o, on retrouve le fait que le groupe canonique d’une droile
(ou d’une courbe rationnelle) est formé de — 2 points. Pour # = 2 on obtient la courbe canonique
et la série de Severi du plan projectif.

THESE MAX EGER.
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ou . ]
~ . A n-1
J::_z __l‘ll -/.I)/L IN . —_— %
g ( ) (\ o Lo 1 (=p)%
1]
mails
Py p—— n—+1 __(n+1 n—»n
o L4o41/ 7 \L-41 a )’
d’ou

e ( \m - n-—+1i i = ‘n — 1 _ N
Tr=(=n) ,(7.4-,)] '2( o >( Py
V]

Dans le second membre la sommation va jusqu’a o = n— 7, car les termes
suivants sont identiquement nuls; dans ces conditions la somme n’est autre
que le développement de (1—p) '™ et est égal & (—1)y*(p—1), don
I'expression définitive de J,

-~ n 41 ; N
25 Jo s (o — 1) Pia—h
( ) n (1 ) (I. ‘)
Remarque. — Si p = o, on retrouve pour J, la wariété canonique Ki en
' / ! q /\

vertu de (24); le fait est général, KY peut se considérer comme la jacobienne
a A dimensions d’un systéme linéaire formé de variétés (virtuglles) nulles F = o,
ainsi que le montre (12) ou (20).

30. Passons maintenant i la détermination des systémes canoniques d’une
hypersurface de degré p de |n], F = pP. 1l est indiqué de se servirde laformule
(22) donnant les systémes canoniques du multiple d’'une hypersurface. On a
immédiatement la variété adjointe de F

*
. -y
AI;A: 2 l’xl)xKll.lil‘-l Sy
1]

ou, en tenant compte de (24),

>

. AV - wnapa - §) SRR — %
(26) Ai=(=n) ' Z(/ + 2 oz,)( Py

L'infint estatteintici pour 2 4 2 +a = n—+1,c’est-a-dirc poura=n—7nr—1.
Le degré de Aj est
nA- 1 [lu—'/.—-l_*__”_}_(__,)fj n-1 I)Il'—~-l. —1——»;5+._.+(__1)n~7.~t I_l+ 1 .
o B ) ’ 7=+ 2
Nous verrons au numéro suivant sous quelle forme on peut mettre ce degré
(et celui de la variété canonique correspondante, section de F par AY).

31. De la méme maniére on peut appliquer la tormule (18) pour la déter-
mination des systémes canoniques d’une variété W, intersection compléte de &
formes de [n] [supposée privée de points multiples, du moins virtuellement
ainsi que cela a été indiqué a propos de I'application de la formule (18) dansla
remarque du n° 25 ] soient F;=p,P(1=1, 2, ..., k), les £ formes, on a

A wo__ K'[/"—}-l
L TE T

H(I—*PiPK)

1
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Pour donner au second membre une forme commode, désignons par o(7) la
fraction rationnelle

(27) o(t) = —— ! :2(:11"
0

H(I—Pil)
1
(Pexpression explicite de ¢, en fonction des p; serait aisée & obtenir, mais est
inutile ici).
L’expression de A}" devientainsi

*

(28) AY = e (PR L)

0
dans laquelle il faut remplacer K; ‘¢, par sa valeur tirée de (24), c’est-d-dire

o n—+1 N ) a N
par (— 1) °‘<7 i ,,_|_1> pri-i=x prei=k go met alors en facteur et 'ona
[t A8

A = Pr—i—kgy,

olt w est le degré de A}’ égal a

/ n—+1
0) == cu(—1)*{ . — p bk,
Z « )(/.+1+A<+a>( )
0

St maintenant on envisage le polynome

U(0) = (n—!—1> . <n+t>[+u_:“_/),,.|’

[¢] 1

on voit que le coefficient de 2~ dans le produit o) n’est autre que w; ona
par suite (')

) — [')11»31 -
w=[2() w(&)] nor—r = [%ﬁ*{m] i

ou encore (en vertu des propriétés rappelées en note)

(29) w——[(t_l)n‘i]

9 TOLI(E—po) ] o

32. On peut encore obtenir une expression analogue de w par un procédé
intéressant pour la suite (n° 33).

Remarquons pour cela que K- pour un espace projectif, n’est autre, d’aprés

le développement du second mewmbre de (23) qui nous a conduit a (24), que le
Jr

coefficient de J* dans le développement de la fraction rationnelle ————>
(14+J)r=

au facteur P*~* pres.
Il suit de la que, si 'on remplace les K\"/ par ces développements dans
Pexpression (28) de A, on obtient une fraction rationnelle en J dont il suffit de

(1) Je désigne par [f(¢)]« lo coefficient de ¢* dans le développement de f(¢) en séric de Laurent
autour de £ = o. On a les 6galités évidentes

[ o=l (= 0ke= =050k [4(5) Je= 01
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prendre le coefficient du terme en J* pour avoir w. Or (28) donne

» Jrorkra 1
i o i

B Jo+k J
w= [(I -+ J)m—/m-'z Q < I+ J) ]‘m’

d’aprés le développement (27) de o(¢); mais

(o J > (1)
o = —_—;
'(I‘*‘J O(1—p—1J)

par suite la valeur de w est, avec un léger changement inessentiel de notation,

c’est-a-dire

(30) 0= [ - ! } .
(1+ )2 0(1—p —1¢) Jiu—imk

L’identité des deux expressions (polynomes en p;) (30) et (29) est facile a
vérifier (par I'égalité pour p;=1 des dérivées partielles en p;) (*). En particulier
‘n— k41
) ) ) L1
espace linéaire & (n — k) dimensions d’aprés (24). Si dans les formules précé-

dentes on fait k=1, on retrouve les résultats du n° 30 mis sous une forme plus
condensée.

pour p;=1 on retrouve bien la valeur (— 1)*~~* qui convient & un

Vérification directe des résultats qui précédent.

33. 1l n’est pas sans intérét de vérifier directement les formules (30) et (28)
que nous venons d’obtenir, parle calcul du degré de A} i partir des équations de
cettevariété. De plus ce méme calcul nous donnera aussiune vérificationde lafor-
mule géncérale (20) donnant lajacobienne d'un systeme linéaire d’hypersurfaces.

Envisageons donc dans ’espace projectif [n], dont (a, 2, ..., x,) sont des
coordonnées homogénes, la variété W intersection compléte de 4 formes des
degrés p;

(31) Ji=o, Ji—=o, Je=o.

(") On peat aussi observer que
N [ AVALS
¢ = — —
L/ (D)= 50— = U,
ot le contour C entoure l'origine dans le sens direct.
Par suite si dans Uintégrale :
1 Or+hk—n —1

— - — 12
2RV (1+ 0¥ (1—pi—10)

Wiy =

{0,

. . P . I+ f
on fait le changement de variables (suggéré par la remarque de la fin du n 24) ¢t = y on

0

obtient Fintégrale
1 (t — [)u+|
3 e (.
2w, FI(t— pi)

1t

Way = —

ot le conlour G entoure le point & infini du plan (z). 1’égalité de ces deux intégrales montre ainsi
Pidentité des expressions (29) ot (30) de w.
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Coupons cette variété par un systéme oo*+* de formes de [n] de degré v. Soient
Fo=o, Fy=o, ey F,au=o,

(% + 2) formes linéairement indépendantes servant de base & ce systéme.

Proposons-nous de définir la jacobienne Ji. En un point M de cette variété
les A + 1 hyperplans tangents & A + 1 hypersurfaces du systéme et les £ plans
tangents aux formes (31) définissant W ont un [n— 7 — £] en commun d’aprés
la définition de J;.

Il suit de la que les A+ 2 4+ % hyperplans polaires de M par rapport aux
formes f: et F; ont un {n —A — k—1] commun. Cela veut dire que la matrice
(A h~+ 2 klignes et n 41 colonnes)

U o o
()x(\ d.r1 T ()xn
3 ()J"u U;L] " U‘l'u
(32) OF,  OF, JF,
dze Oz, U dZn

dF‘/\H ()F)\+1 ()F7\+1
().IJO ().1)1 Co ()xn

est de rang égale & A + k+ 1, c’est-a-dire que cette matrice est nulle.

Par suite J, est défini comme 'intersection de W avec la variété représentée
par (32) égalée & zéro [qui est bien n—(n+1—A—k—1)="%+ £ dimen-
sions; avec les k£ conditions imposées par (31) cela donne bien A comme
dimension de J, ]. Il suffit donc d’évaluer le degré de (32).

Or, cette évaluation est classique (') connaissant les degrés des termes de la
matrice : ici cette derniére a une composition uniforme par rapport aux
colonnes, et le degré des termes d’une ligne est p,— 1 pour la ligne de rang:< 4
et v—1 pour les lignes suivantes.

Il suit de la que ce degré est donné par le déterminant :

P1 P2 -+ Prr1tr—k
S = L Pr—r—k ,
(8] I PPN PR
o I, ooy P

ou 'on a posé
k

(1 =V =at)e I—l(l —pi—1t) :i ol

ou encore ¢ n’est autre (avec la notation introduite au n° 31, que

o= '
(33) l'(l_:t)7\+2ﬂ(1_17i: [)](n-—k—)\)

(1) Cf. par exemple Enzykl. Math. Wiss., [l, C. 7, p. 828 et suiv.
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Pour simplifier posons p;=1-+4n;, on a

N 1
34 0= — .
(34) [(I—‘J—It)""‘zII(I—Ilit)}*,‘_}(_‘”

\

Développons ¢ en le considérant comme une fonction de v : a priori la série du
binome montre que ¢(v) est un polynome de degré (n— £—7) en v. Cher-
chons-en le développementau moyen de laformule de Mac-Laurin (*), en remar-
quant qu’il est légitime de dériver sous le signe [ | par rapport & v. On a ainsi

] (3 +2)¢ I
o (v) = —
(v) [(l_v__”)/.~3 H(— n,—t)}n_k_.”

et d'une facon générale

3% () (F 41+ oa)! t*
0*(v) = = —
(2 +1)! (l—v—-lt)"‘"”‘xll(l—'llit)]n_/‘__‘,.),

d’out la valeur des dérivées a 'origine

. _(rHa+a)t | 1
(0) = "0 [(1+1)'~*2*“II(1—11[1)],,_,H_x

et par suite le développement requis

n—k—n

(35) o(v) = E <7'+:+I>h(}.+z)w

u

en posant

L

(36) h(p) = T
(o P Lo —na)

n—k—u
Le fait que le coefficient de (l @+ 1) y= dans expression de $(v), qui a priord
est une fonction de 2 et de « ne dépend en réalité que de la somme A + « est
trés important, car si 'on désigne par H,,, une variété a £+ u dimensions de
degré h(w) et par Ky lintersection (WH,.,),, en remarquant que F est de
degré v et que par suite F> est de degré v*, on voit que la formule (35) exprime
que la jacobienne J;, est de méme degré que la combinaison second membre

développé de (20):

%

Ao+ W
().

0

Bien entendu cela ne prouve point I'équivalence des deux variétés (du moins
pour £ >>1), mais cela donne une vérification numérique de la formule (20).
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On voit que ~( ) n’est autre que le degré de I'adjointe A}, degré obtenu aux
n° 31 et 32; les deux formules (36) et (30) ne sont en effet qu'une seule et
méme formule.

1
(1 —v—1¢)r210(1— ngt)

(*) On pourrait aussi poser ¢(v, t) = et développer ¢ (v, f) par rapport

A v en appliquant la série du binome.
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