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INTRODUCTION

WEIERSTRASS a montré que toute fonction continue f(x) sur un
intervalle réel fermé [a, b] (*), peut, quel que soit ¢ > 0, étre
approchée amoins d’e par un polynoéme P(z) = a, + g, 2 + az2® +- - -
-+ a,2*. Si 'on se borne a l'intervalle [0,1] et que I'on effectue le
changement de variable z = ¢~ >"X on obtient le théoréme sui-
vant : toute fonction continue F(X) sur le demi axe réel positif
[0, + o] peut, quel que soit ¢ > 0, étre approchée & moins d’c par
un « polynéme de DIRICHLET »

P(X) = ay + aje— ™X | ... 4 ane— 2K

Ch. MiNTZ (2) a généralisé ce théoréme comme suit :

20 = 0,24, Agyeeey Anye.. €tant une suite infinie croissante de nombres
réels = 0, une condition nécessaire et suffisante pour que toute fonc-
tion continue (3) F(X) sur [0, + o] puisse, quel que soit ¢ > 0,
étre approchée @ moins d’c par un polynéme de DIRICHLET

P(X) = a + a,e—2™X L. .4 g, ¢ 20X

est la divergence de la série 2 1/,
v>0

Aprés 5 paragraphes de préliminaires, destinés & poser les pro-
blémes sous forme d’analyse fonctionnelle, et & rappeler les pro-
priétés indispensables des transformations de Fourier et de
LaPLACE, nous avons donné une démonstration du théoréme de
MinNTz au début du chapitre I (§ 6, 7, 8), et nous avons abordé le
probléme suivant :

() Voir note 1, page 15.

() MionTz [1]. Pour toutes les références bibliographiques, voir I’index
bibliographique placé a la fin du volume.

() Nous ne parlerons dans cette introduction que des fonctions continues,

mais notre étude porte aussi sur les fonctions de puissance piéme sommable,
p=1.

Laurent ScHWARTZ.
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Lorsque la série Z 1 [2,converge, quelles sont les fonctions conti-
v>0
nues F(X) sur [0, + o] qui peuvent, quel que soit ¢ > 0, étre
approchées @ moins d’c par des polynémes de DIRICHLET de la forme
P(X) = Y a6 ™% ?

Nous avons complétement résolu ce probléme, aux § 9, 10 et 11,
en indiquant les propriétés caractéristiques de ces fonctions (énon-
cées au théoréme I du § 10 et & la réciproque I du § 11). On peut les
résumer de la facon suivante :

F(X) est aralytique sur 10, 4+ o[ et prolongeable par une fonc-
tion ¥F(Z), Z = X + iY, holomorphe pour X > 0 ; elle admet un
développement de DIRICHLET suivant les fonctions e~ *™2,

F(Z) = 2 cve 2T
v

convergent pour X > 0 une fois opérés certains groupements de
termes convenables, dépendant exclusivement de la suite Xy, Ay,... Apye..
Dans ces conditions si des polynémes de DIRICHLET

PyX) = D) (@) ™

convergent uniformément vers F(X) sur [0, 4 o], les PyZ)
convergent vers F(Z) uniformément dans tout compact du demi-plan
X>0.

Il y a lieu de remarquer le contraste entre le cas de divergence

et le cas de convergence de la série 2 1/, ; dans le premier cas,
v>0

on peut approcher toutes les fonctions continues, dans le deuxiéme

cas on ne peut approcher que des fonctions analytiques d’une

classe trés restreinte.

Au § 12, nous avons étendu les résultats précédents, en rem-
placant lintervalle [0, 4+ oo ] par un intervalle réel quelconque
[A, B].

Les derniers paragraphes du chapitre I (§ 13 et 14) sont consa-
crés aux applications i la théorie des séries de DiricHLET lacu-

naires. Les séries considérées sont de la forme 2 ce N2 la série

2 1 /2, étant supposée convergente. Certaines des propriétés énon-
v>0
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cées sont classiques, d’autres sont nouvelles. Toutes sont des con-
séquences presque immédiates de ce qui précéde ; aussi sommes-
nous passés trés rapidement sur ces applications, les considérant
plus comme une illustration des méthodes utilisées que comme le
but de nos recherches ; nous avons été conduits, du fait du volume
nécessairement restreint de ce travail, & abréger des développe-
ments que le lecteur complétera facilement.

Le deuxiéme chapitre abandonne les problémes d’approxima-
tion et traite de propriétés extrémales. Quelle est la valeur absolue
maxima du coefficient a; d’un polynéme P(z) = ay + a, z + ...
+ a ¥ + ... + a, 2* de degré n, borné en module par 1 dans
Pintervalle [0, 1] ? M. S. BERNSTEIN a résolu le probléme, par les
formules (15. @) que nous donnons au § 15. Nous avons partielle-
ment traité un probléme plus général, qui, aprés changement de
variable z = ¢~ 2"X, g’énonce ainsi :

Quelle est la valeur absolue maxima du coefficient a, d’un poly-
néme de DIRICHLET

P(X) = ao + a18—2")‘1x N ake—21r7\kX et a"e_zﬂ,.x
borné en module par 1 sur le demi axe réel [0, 4+ o ] (la suite finie
A1y Ageee An étant donnée) ?

Nous n’avons cherché qu’une expression asymptotique du maxi-
mum. Nous avons supposé que la suite A, = |2, Ay, -+ - 2y | est
la suite-section formée des n premiers éléments d’une suite infinie
croissante A de nombres réels = 0. Si nous désignons par N (k ; n;A)
le maximum cherché, nous nous sommes bornés a 1’étude
asymptotique de N(k ; » ; A) pour une suite A donnée, pour % fixe
etn > 4 .

Il y a deux cas a distinguer, suivant que la série Z 1/, con-
verge ou diverge. Si cette série converge, N(k ; n ; A) reste borné,
pour k fixeet n > 4+ .

Si cette série diverge, N(% ; n ; A) tend vers + oo avec n, et
c’est 14 que son étude asymptotique est intéressante. Avec la seule

hypothése lim A, = -+ o nous avons trouvé
vV—> 4 o

log N(k ;15 A) ~ 2MS,
Sa= X N,

vn

avec
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En nous plagant dans le cas un peu plus restrictif ou la série

2 (1/2,)? converge, nous avons trouvé

Ape B <Nk 5 15 A) < Bre 2957 \/S,

A, et B, dépendant de la suite A et de k, non de n. Bien que
nous ne soyons pas parvenus a améliorer ces inégalités, nous consi-
dérons comme probable I’existence d’une constante C, (dépen-
dant encore de la suite A et de %, non de r) telle que

Nk ;n; A)~ Cpe 2MSn,

Ainsi lorsque A est la suite des entiers naturels S, = 2 1/,
vn
différe de log n d’une quantité bornée, nous pouvons done situer

N entre Ay n* et B n*\/log n, alors que les formules| de
M. S. BERNSTEIN donnent une valeur principale égale & 57— n.

(2k) !
(Voir § 19).

Notre étude contenait initialement un 3¢ chapitre. Nous avons
dd, dans cette thése, nous borner aux deux premiers ; le 3¢ parai-
tra comme] mémoire autonome dans un périodique (}). Néan-
moins, étant donnée I'unité du tout, nous résumerons ici ce troi-
siéme chapitre.

= {3 |v=1+ 2 sera un systéme dénombrable de nombres

réels de signes quelconques, rangés par ordre de grandeurs crois-
santes (A, > 0 pour v > 0,2, < 0 pour v << 0, éventuellement

= 0).

Nous étudierons I’approximation des fonctions continues F(Y)
sur un intervalle fini (— A, 4 A) par des « polyndmes trigonomé-
triques » de la forme P(Y) = | a,e™ ¥,

Ivi<n

Pour certains systémes A, I’approximation & moins d’c est pos-
sible pour toute fonction continue F(Y), quel que soit ¢ > 0 ; pour
d’autres systémes on ne peut approcher que certaines classes de
fonctions continues. La séparation de ces deux sortes de systémes A

(*) Probablement les Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1943. Le
titre de ce mémoire est : Approximation des fonctions par des sommes d’ex
ponentielles imaginaires.
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est un probléme trés complexe ; il suffit pour s’en apercevoir de
remarquer que le systéme { ), = »/2A | permet seulement Pap-

proximation des fonctions continues périodiques (F(A) = F(— A),
mais qu’augmenté d’un élément quelconque 2, il permet 1’approxi-
mation de toutes les fonctions continues. Nous nous sommes inté-
ressés au probléme suivant : lorsque toutes les fonctions continues
ne peuvent pas éire approchées, quelles sont les propriétés caractéris-
tiques de celles qui peuvent létre ?

Le résultat est le suivant :

F(Y) admet un « développement non-harmonique de FOURIER» for-
mel

F(Y) =ch e — 2ThY

qui admet le mode de convergence suivant :
. -l —_ S —_
La série 2‘ c,e MY |1 X st convergente pour X > 0,

quel que soit Y, du moins une fois opérés certains groupements de
termes convenables, dépendant uniquement du systéme A ; sa somme
F(Y ; X), harmonique dans le demi-plan X > 0, est continue sur le
segment vertical X = 0, | Y| << A sur lequel elle est égale a F(Y). 11
s’agit en somme de la généralisation du procédé de sommation
exponentielle d’ABEL, classique dans la théorie des séries de Fou-
RIER ordinaires.

De cette étude on déduit des applications a la théorie des séries
de DiricHLET lacunaires, qui sont bien plus vastes que celles du
1er chapitre. Elles comprennent comme cas particulier un théo-
réme classique de Porya}sur la distribution des directions de
croissance maxima des fonctions entiéres, et un théoréme de
V1. BERNSTEIN sur la distribution des points singuliers d’une série
de DiricHLET sur sa droite d’holomorphie. Mais comme, encore
une fois, les démonstrations sont immédiates, nous sommes passés
trés rapidement sur ces applications ; mais nous avons terminé
le mémoire par une note, donnant un point de vue historique sur
les applications a la théorie des fonctions analytiques.

D’une fagon générale, et en particulier en ce qui concerne cette
note historique, nous nous excusons d’avance des lacunes ou des
erreurs bibliographiques qui ne peuvent manquer d’exister dans
nos références ; nous avons da travailler dans des conditions ne
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permettant pas une abondante documentation. Signalons en par-
ticulier que le récent ouvrage de M. N. LeviNsoN (*) ne nous est
parvenu qu’une fois le manuscrit entre les mains de 'imprimeur ;
nous n’avons eu que le temps de le parcourir et de compléter quel-
ques-unes de nos références.

Je tiens & remercier tout particuliérement M. Georges VALIRON
qui, non seulement m’a donné de nombreux conseils, mais encore,
par la correspondance qu’il a bien voulu entretenir avec moi, m’a
aidé a surmonter beaucoup de difficultés.

Je veux enfin exprimer ma reconnaissance & M. HADAMARD et
M. Paul LEvy qui ont guidé et enrichi ma formation mathéma-
tique, et & M. N. Boursaxkr dont la forte personnalité a influencé
grandement mes recherches récentes.

() N; Levinson [1].



PRELIMINAIRES

§ 1. — Systéme total ; systéme libre ; base.

Soit & un espace vectoriel sur un corps fondamental ¥ (qui
sera toujours le corps des nombres réels ou celui des nombres
complexes). Un élément de & sera appelé indifféremment point ou
vecteur, et dans ce dernier cas sera surmonté d’une fléche.

- .
Un systéme de vecteurs z ey 2 (v parcourant un ensemble d’in-
dices N) est dit total s’il engendre I’espace entier ; autrement dit

. —> . .
s1 tout vecteur z admet au moins une représentation
— —>
(1a) T = va e,
v

comme combinaison linéaire d’un nombre fini des Z, a coefficients
z, dans §.

Un systéme de vecteurs { e, | est dit libre 8’il vérifie I’'une quel-
conque des trois conditions suivantes, toutes équivalentes :

10 aucun des vecteurs du systéme n’appartient au sous-espace
vectoriel engendré par les autres ;

. . . i g . .
20 il n’existe aucune relatlonzxv e, = 0 & coefficients non tous

v
. >
nuls entre un nombre fini des vecteurs e, ;

30 tout vecteur # de & admet au plus une représentation de la
forme (1 a).
Un systéme non libre est dit lié.

Un des vecteurs,z, est dit indépendant des autres s’il n’appar-
tient pas au sous-espace vectoriel engendré par les autres ; un sys-
téme libre est un systéme dont tout vecteur est indépendant des
autres; un systéme lié est un systéme dont au moins un vecteur est
dépendant des autres.
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Un systéme { e, | & la fois libre et total est dit systéme de référence
ou base ; c’est un systéme total qui cesse de I’étre par suppression
d’un quelconque de ses éléments, c’est aussi un systéme libre
qui cesse de I’étre par adjonction d’un vecteur quelconque.

: LY _) z
Si le systéme | e, | est une base, tout z de & admet une représenta-
—_
tion et une seule de la forme (1a); x, est la composante de x

- —) -
suivant le vecteur de base e, ; un nombre fini seulement des 2, peu-
vent étre == 0.

§ 2. — Formes linéaires. Dualité

Dans ce paragraphe, & n’a qu’un nombre fini n de dimensions.

Comme les formes linéaires sur & (4 valeurs dans f) peuvent
étre additionnées, et multipliées par des scalaires de £, elles forment
un espace vectoriel &' sur ¥, appelé dual de 8. &' a le méme
nombre }de dimensions que &. D’ailleurs le dual &'’ de &', appelé
bidual de &, est isomorphe a &.

. — , —> — —> —>

Soient z € &, y € &’ ; appelons B(y, z) = y(z) la valeur de la
forme linéaire;au point;; B est une forme bilinéaire qui établit
une relation dite de dualité entre & et &'. B(—g;:;;) est appelé pro-

. . - —-> . . -—> -
duit scalaire de y et z ; lorsqu’il est nul, on dit que y et z sont
orthogonauz.

—_
Soit % ev %veN une base de &. Chaque forme linéaire?est déter-

minée par les B(?;, ;:) = yv. Si en particulier nous appelons?l; la
forme définie par les égalités

—> — 0 si V==
B(jp’ev)=8w_—_31 ST

les | 7 2;&(—:—1\1 forment une base de &'. Les deux bases { ¢, | de §,

{ v} de &', entiérement déterminées I'une par l'autre, sont dites
bases biorthogonales normales.

—
Si Tet estégala 3z
v

> >
ot yes & Xuf
v
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on peut écrire

>->
By, 2) = Zy;xv
v

.._)
En particulier les composantes de z suivant la base { e} peuvent
étre interprétées grice aux relations de dualité, par

T, = B(?v’ ;)

Les propriétés, pour un systéme de vecteurs g;:g, de totalité et
d’indépendance, peuvent s’exprimer par les relations de dualité :

- .
TutorkME 1. — Pour qu'un systéme |e de vecteurs de & soit
total, il faut et il suffit que

> > N >
«B(y, e) =0  pourtoutv» entraine y= 0.

TukoriME II. — Pour qu’un [systéme {e}, o de vecteurs de &

. . 3 3 . . _+
soit libre, il faut et il suffit que pour tout p € N, il existe fu e &
vérifiant lorsque v parcourt N

> >

B (fp’ e) = ap.v'
Tout systéme ﬁ;;ueN satisfaisant aux conditions du théoréme I1I
est libre dans &’ ; c’est un systéme biorthogonal normal associé
au systéme g—t_e:g Pour qu’un tel systéme soit unique, il faut et il

—

suffit que le systéme g—ej; soit une base de & ; le systéme {fpf est
alors lui aussi une base de &'.

§ 3. — Espaces vectoriels topologiques

Les considérations précédentes deviennent sans intérét dans un
espace a une infinité de dimensions, sans I'introduction d’une
topologie.

Nous supposerons donc que & est un espace vectoriel topolo-
gique (*). Sa topologie est définie par la donnée, pour chaque point

() Pour les notions générales de topologie, consulter N. BourBaxi [1],
chap. I, II, I11.
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de &, d’un systéme de voisinages, satisfaisant & certains axiomes ;
il suffit d’ailleurs de connaitre les voisinages de ’origine, ceux d’un
autre point s’en déduisent par translation.

—>
Un espace vectoriel & est dit normé lorsqu’a tout élément z de
— —
& est affecté un nombre réel p(z), appelé norme de z, que ’on

. 3 g . . . . .
écrit aussi ” x" , et qui satisfait aux 4 axiomes suivants :

g p@ >0

p@ + .57) < p(;) + p(@)

( PG7) = ls| p(@) (e B
p(-:;:) = 0 entraine ; = (—)’

(3a)

Un espace vectoriel normé est toujours considéré comme topo-

logique ; un systéme fondamental de voisinages de O dans sa
topologie est constitué par les boules

V) @< (aréel > 0).
Deux normes définissant la méme topologie sont dites équiva-
lentes.
Un systéme de vecteurs { & |, e est dit total sil’espace vectoriel
qu'il engendre est partout dense dans & ; autrement dit si tout

->
z € & admet au moins une représentation

(3b) z = lim > @)ev
Iy

. . __>
comme limite () de vecteurs dont chacun, (), ¢, est une com-

v

. . s, e . g
binaison linéaire d’un nombre fini des e,.

Un systéme de vecteurs #Z szN est dit libre s’il vérifie I'une
quelconque des 3 conditions suivantes, toutes équivalentes :

10 aucun des vecteurs du systéme n’appartient & ’adhérence du
sous-espace vectoriel engendré par les autres ;

(1) La limite doit étre entendue ici dans un sens absolument général, j peut
é&tre un indice entier tendant vers + «, ou une variable continue tendant vers
une limite. Ge peut étre enfin une limite suivant un filtre quelconque. Cf. N.
BourBaki[1], § 5.
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20 toute relation

lim ¥ (%),6,= 0,

I v
entraine

= 0 pour tout v.

lim (z,),

3° pour toute représentation
(30) 7= lim )} (z,),
/ v

lim (zv); existe pout tout v.
7

Dans ce cas, si nous posons

(3¢) li]m (%), = %,

les {2,| sont déterminés pour—;; donné, indépendamment de la
relation (3 b), pourvu seulement que celle-ci soit possible (c’est-
a-dire pourvu que z appartienne & I’adhérence du sous-espace

. d ¢ . .
vectoriel engendré par les e,. Nous écrirons symboliquement :

(3d) Z~ S ze)
vEN

Nous avons écrit ~ et non =, S et non Z, pour bien montrer
qu’il ne s’agit pas d’une véritable somme, mais d’une limite de

-
sommes. (En général la série Exvev est divergente.) D’ailleurs ce
v

e d . , . ->
développement Sa.e, ne caractérise pas nécessairement z: plu-
sieurs vecteurs peuvent avoir le méme développement ; autre-

. . - >
ment dit on peut avoir méme pour z % 0
Z~S Oy (Y.

v

Dans les exemples qui seront étudiés dans ce mémoire, nous
montrerons que cette circonstance quelque peu paradoxale ne se
produit pas,

Un systéme { e/}, & la fois libre et total est dit systéme de réfé-

rence ou base ; c’est un systéme total qui cesse de 1’étre par sup-

(}) Voir par exemple KAoczMARzZ-STEINHAUS [1], p. 262.
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pression de I’'un quelconque de ses éléments ; ¢’est aussi un sys-
téme libre qui cesse de I’étre par adjonction d’un vecteur quel-

conque. Si le systéme | e, |,y est une base, tout Z €& admet alors
une représentation symbolique bien définie de la forme (3d),
qui encore une fois ne signifie pas autre chose que (3b) et
(3¢); x, est la composante de ;:)suivant le vecteur de base ;:,
c’est une forme linéaire continue de .

Les formes linéaires continues sur & forment un espace vectoriel
& sur £ qu’on appelle dual topologique de 6. Pour que la forme

. . _> . . . .
linéaire y(z) soit continue, lorsque & est normé, il faut et il suffit

—
ly(=)] ;- - A ;

que == soit borné ; le maximum p(y) de cette expression peut
=l

étre pris comme norme de la forme linéaire ; de sorte que &’ est
lui aussi un espace vectoriel normé. Le dual topologique &' de
&' ainsi normé est appelé bidual topologique de & ; il n’est pas en
général isomorphe a 6, mais & est isomorphe a un sous-espace
vectoriel topologique de &"’.

— —>
Soient z € 6, y € &' ; on peut encore définir le produit sca-

. _) _) age - - . .
laire B(y, ), forme bilinéaire continue qui établit entre & et &’
une relation de dualité.

ﬁ
Nous avons défini ||_g-/>|[ comme Max hl(__z’_)l ; on peut manifeste-
=l

ment pour calculer ce maximum se restreindre a la sphére || z|| =1

ou & ’hyperplan fermé y(_;) = 1, ce qui permet d’énoncer :

. g
THEOREME I. — La norme d’une forme linéaire continue y est le
mazimum de | y(z) | lorsque x décrit la sphére || z|| = 1 ; c’est aussi
Vinverse de la plus courte distance de U'origine a 'hyperplan fermé
_)
y(z) = 1.

TutoriEME de Haun-Banacu () II. — Toute forme linéaire
continue définie seulement sur un sous-espace vectoriel fermé de
Despace vectoriel normé &, et de norme N dans ce sous-espace vectoriel,

(*) Voir S. Banacs [1], p. 28.
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peut étre au moins d’une maniére prolongée dans U'espace entier par
une forme linéaire continue de méme norme N.

Ce théoréme est de démonstration délicate ; ses applications
sont trés nombreuses. En particulier il permet de généraliser les
théorémes I et IT du § 2 aux espaces vectoriels normés i une infi-

oy s . . . . . - 3 \
nité de dimensions ; mais les formes linéaires ¥ du théoréme I et

3 ]7; §F e n duthéoréme II doivent étre des formes linéaires continues.
Un systéme tel que { f; $ e N 8t encore appelé biorthogonal normal
associé & 3 e % veN ; c'est toujours un systéme libre de &'. Pour

qu’un tel systéme soit unique, il faut et il suffit que 3 Ziveu

soit une base de & ; mais alors { f; 2 » € N IV’est pas nécessairement total
dans &' (%).

. —-> -> . .

Soit i ey fve § une base, 3 fu 2 » e N 1@ systéme biorthogonal normal
associé. On peut avoir une nouvelle interprétation des compo-
santes zy d’un vecteur z : zv = B(f, x) ; cela revient a dire que f,

. 3 . —-> .
est la forme linéaire continue qui & chaque vecteur z associe sa
composante zy.

Un des buts du présent travail sera d’étudier dans des espaces

vectoriels usuels la formule (3d), et de voir dans quel sens la
somme du 2¢ membre s’apparente 3 une série convergente.

-> —>

Nous avons vu que si ge\,z est une base, a tout z on peut faire
correspondre un systéme de composantes { z, | ; mais les conditions
auxquelles doit satisfaire’un systéme { z, | d’éléments de ¥ pour étre

celui des composantes d’un vecteur, sont trés complexes ; leur
étude sera également un des buts de ce travail.

§ 4. — Espaces vectoriels usuels

(a, b) étant un intervalle réel fini ou infini, on appelle L?(a, b)
(p réel > 1) 'espace vectoriel des fonctions f(x), définies sur
(a, b), & valeurs dans ¥, et de puissance p-iéme sommable par rap-

(*) Voir note1, p. 11.
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port & la mesure de LEBESGUE (on considére comme identiques
deux fonctions presque partout égales) ; cet espace est en outre
normé () par

11l goga, 5y = 111l = (flf(x)irdz)%

Si f(z) € L*(a, b) pour tout p fini, on démontre que lim || f||,
p>t®

existe et n’est autre que le maximum vrai de | f(z) |, M(| f|) défini
par

| /(2)| < M (1§ ]) presque partout

| f(z) | > M’ sur un ensemble de mesure > 0, quel que soit M’ << M (2)°

M(| f|) peut étre égal & + oo.

Aussi appelle-t-on L™ (a, b) I’espace vectoriel des fonctions f(x)
mesurables et presque partout bornées sur (e, b) (on considére
toujours comme identiques deux fonctions presque partout égales)
avec la norme

1 llo = M(|f]) <+ 0.
On montre que tous les L? sont complets (3).
Pour 1 < p << + «, le dual topologique de L est isomorphe
alr, oup = p/(p—1),(1/p + 1/p’ = 1), et réciproquement. Si

> — ,
feLP geL? on peut prendre comme produit scalaire

> > b
(ba) B J = f gn)f@ds ()

C’est I'inégalité de HOLDER (°)

b
L g(@) f(z)dz

qui montre que si ’on considére g € L#” comme forme linéaire
continue sur L7, sa norme

(4b)

- >
<lellzllfile
—

b
C g(z) f(z)dz

Max — n’est autre que || g|| -
fEL? 71l

(*) BanacH [1], p- 2 4, Kaczmarz STEINHAUS [1], P. 15.
() BaNacH[1], p.2 4, ZvyemunD [1], p. 66.

(®) BaNacH[1],p. 3 4, KaczMARz STEINHAUS [1], p. 15.
(4) BanacH[1], p. 59 65.

(°) Baw~ach [1], p. 2.
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Le dual de L est aussi isomorphe &4 L., et I’on a encore les for-
mules (4a) et (4b) pour p =1, p' = o ; mais le dual de L*
n’est pas isomorphe & L! et contient un sous-espace vectoriel
fermé isomorphe a L.

On appelle C(a, b) ’espace vectoriel des fonctions continues sur
I'intervalle compact [a, b] (*), avec la norme

1!l e, 5 = a¥:x<b | f() |

C(a, b) est un sous-espace vectoriel fermé donc complet de L*.
Nous voyons la une différence capitale entre les L? pour p fini,
et L™ : tandis que dans tout L?, p fini, le sous-espace vectoriel des
fonctions continues est dense, dans L® ce sous-espace vectoriel
est fermé. Comme dans le présent travail nous étudierons la tota-
lité de systémes de vecteurs dans les L?, ces vecteurs représentant
toujours des fonctions continues, il ne pourra étre question que
de totalité dans L? pour p fini, ou dans C, jamais dans L.*.

On appelle V[a, b] ’espace des distributions bornées de masses
sur 'intervalle [a, b]; toute distribution peut étre représentée par
une fonction & variation bornée ®(x) (la distribution peut compor-
ter des masses ponctuelles aux points a et b, méme s’ils sont &
Pinfini). Cet espace est en outre normé par

b
loly= [ laetall

L’espace V[a, b] est complet. Si la fonction ®(x) est absolument
continue,

d® = g(x)dz,p e L, et [Py =|¢[lp;

ainsi L! est isomorphe & un sous-espace vectoriel fermé de V. On
définirait de méme V]a, b[ comme I’espace des distributions de
masses sur Ja b[, et V[a, 8[, Vla, b].

(*) Pour désigner des intervalles et spécifier s’ils ont ou non des extrémités
nous emploierons la notation suivante :

[a, b] est I'intervalle fermé, a <z << b

Ja, b[ est ’intervalle ouvert, a << 2 << b

[a, [ est un intervalle semi ouvert a < z < b.

La topologie de ces intervalles s’obtient en les considérant comme sous-en--
sembles de la droite réelle achevée, compacte,[— o, + @ ].
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Le dual topologique de C(a, b) est isomorphe & V[a, b] (*). Pour

- -> . . .
feC, G eV, le produit scalaire peut s’écrire
-> > b
(49 BG T = [ fledcte),
a
et 'inégalité de HoLDER devient

&d) ‘ffZ)dGm) Max [ x IGly @

Le dual de V n’est pas isomorphe a C, mais contient un sous-
espace vectoriel fermé isomorphe & C.

Un espace particuliérement intéressant est ’espace L*(a, b)
appelé espace de HiLBerT. Comme il est isomorphe & son propre
dual, on peut définir dans I'espace lui-méme un produit scalaire
bilinéaire et une orthogonalité

> > b
B, 3 = f ) ()i,

(avec || f||2 = B(f, f) sit est le corps des complexes, f étant la fonc-
tion complexe conjuguée de f ; || f||2 = B(f, f) sit est le corps des
réels, ce que nous supposerons dans la suite de ce paragraphe).

Une des plus importantes propriétés de L2 est la possibilité d’y
former des bases orthogonales normales. On appelle ainsi une base

-> > —> ->

3 ey % ven telle que B(ey, ev) = dyv. Tout vecteur ze L? admet alors

une représentation unique Z o va;:: (voir formule (3d)); mais
v

ici le signe ~ peut étre remplacé par =, et S parz, car il s’agit

bien d’une somme convergente dans I’espace de HiLBeRrT. De plus
—->
=it =X la1 <+ o
v
réciproquement tout systéme de nombres réels | z, | vérifiant
_)
2 | 2* < + oo est le systéme des composantes d’un vecteur z
v

€ L2 ce qui résout ici trés simplement le probléme posé a la
fin du § 3.

(1) BanNacH [1], p. 59-65.
(3) BanacH[1],p. 5.
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D’une fagon générale, I’espace de HILBERT est une généralisa-
tion immédiate de I’espace euclidien & un nombre fini de dimen-
sions ; d’ailleurs tout sous espace vectoriel & un nombre fini de
dimensions d’un espace de HILBERT est un espace euclidien. Aussi
Tespace L2 se préte-t-il bien aux calculs analytiques que ’on peut
faire dans I’espace d’EucLIDE.

§ 5. — Transformations de Fourier et de Laplace (%)

Soit S I’espace vectoriel des fonctions continues sur I’axe réel,
nulles pour | z| assez grand.
Pour f(z) € S, on peut définir

Ga) g0 = [ = jeyis, y rel.

On démontre que g(y) € L¥— oo, + ) vérifie ’égalité de
PARSEVAL (%)

(5d) g llLt— o, + o) = I1F(®) lIL2— 0, + )

Cela prouve que la transformation linéaire—f)»_g), de I’espace
vectoriel S muni de la norme de L%(— o, + o), dans I’espace vee-
toriel L¥— oo, + ), est continue et conserve les normes. Mais un
théoréme général de topologie (%) dit qu’une transformation uni-
formément continue définie sur un sous espace partout dense d’un
espace uniforme, peut étre et d’une seule maniére prolongée dans
tout I’espace par une transformation continue. S étant partout
dense dans L*(— o, + ), on voit que la transformation linéaire

7—»? ci-dessus définie peut se prolonger d’une seule maniére
comme une transformation linéaire continue de L2 dans lui-méme,
dite transformation de Fourier, vérifiant 1’égalité de PARSEVAL
(5 b). Nous représenterons toujours cette transformation par la
formule (5 a) bien que I'intégrale du 2¢ membre n’ait plus de sens
si f(z) € L2 n’est pas sommable.

(Y TircEMARSH [1].
(®) TitcEMARsH [1], chap. III.
(3) N.BourBaki[1],p.101.

Laurent ScEWARTZ. 2
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On démontre la formule de réciprocité (*)

+
69 f@) = [ et gty

ou le signe d’intégration a le méme sens conventionnel.
Toujours pour f(z) € S on démontre I'inégalité de PARSEVAL-
RiEesz (%)

e NLr(— o, + ) <@ 12—, + o)

5
G4 avee p'=p/p—1) et 1 L<p<K2

Cela montre, par un raisonnement identique a celui qui a été
fait plus haut, qu’on peut par prolongement définir la transfor-
mation de FouriErR comme une transformation linéaire continue
de Lr dans L7, 1 < p < 2 ; cette transformation diminue (3) les
normes, d’aprés (5d). Nous la représenterons toujours sous la
forme (5 a), mais ne chercherons pas & donner de sens a la for-
mule de réciprocité (5 c).

Lorsque f(z) € L?, p > 2, on ne peut pas en général définir
la transformation de FoURIER ; méme si pour une autre raison on
peut la définir (par exemple si en outre f(z) € L) on ne peut pas
affirmer] que g(y) € L7 ; on a simplement, par l'inégalité de
ParsEvaL-RIEsz une minoration

8@ ILp(— o0, + ) = | @) | Liy(— o5, + o)
P=pp—1) p=2
Si F(z) € V]— ®, + o[, on peut définir

(e

+ o
6N W= e mare
Comme
Il 2 lLe (— oo, + o) < 1 F@) V) — o0, + oo

on a la une transformation linéaire continue, dite de Fourier-

(3) TircHMARsH [1], p. 69.

(3) TrrcuHMARSH [1], p. 96.

() En ce qui concerne les inégalités, nous emploierons une fois pour toutes
les notations de N. BourBak1[2], § 6.

> o s’énonce positif

> o s’énonce strictement positif.

De méme pour : croissant et strictement croissant ; & gauche et strictement
a gauche, etc. La transformation de Fourier de L? dans L?' diminue les normes;
elle les diminue strictement pour 1 < p < 2.



PRELIMINAIRES 19

Stieltjes, de V dans L®. La fonction g(y) est d’ailleurs continue.
Si F(z) est absolument continue, dF = f(z)dz, g(y) est la trans-
formée de Fourikr de f(z) e L.

La transformation de Laplace (1) est définie par
Gg) G = f e f(a)dz 1 A=oir.
0

Si par exemple f(x) = O[et*] pour z — -+ o, quel que soit
¢ > 0, G(») est holomorphe pour ¢ >> 0.

Le cas le plus intéressant est celui ou f(z) € L¥0, + ).
Alors e~ezf(x) € L, de sorte que G(A) est aussi holomorphe pour
o > 0 ; G(2) est bornée dans tout demi-plans >> ¢ > 0, et, dans un
tel demi-plan tend vers O pour |¢ 4 ir| > . De plus pour o
fixe, G(s + iz), en tant que fonction de z, est la transformée de
Fourier de la fonction égale & e—2f(z) pour z > 0, & 0 pour
z<<0:

(5 h) G(O' + i‘t) =ﬂ [g‘_‘ 2oz f(.’t)] e 2imtx dz

On en déduit I’égalité de PARSEVAL

+o ®
G [ 166+ i = [ 1= o pas

v

et la formule de réciprocité

-+ o
) fore =2 = [ 7 G 4 ine T

Désignons par HP 1’espace vectoriel des fonctions G(A) holo-

—0

+ 1
morphes pour ¢ > 0, et pour lesquelles ( f | G(e + ir)l”dr)” est

borné pour ¢ > 0 (2).
Normons cet espace par
1

+oo _ 1
6k 16y = max ([ 16te + i )P
>0 —_

-]

On démontre les propriétés suivantes de 'espace H? (%) :

(*) Doerscu[1] ; TircEMARSH [1] ; PALEY-WIENER [1], . 8.

(®) Zyemunp [1] p. 158. Il ne s’agit pas du méme espace H?, mais d’un
espace & propriétés tout a fait analogues.

(8) TrrcEMarsH [1], p. 119 151 ; ZvemunDp [1], p. 158-164 ; Haroy [1];
NEVANLINNA [1], p. 180-196.



20 ETUDE DES SOMMES D’EXPONENTIELLES REELLES

10 Quels que soient ¢ > 0 et ¢ > p, si G(A) e Hr, alors
G(A 4 ¢) € He, et il existe une constante K(c) dépendant exclusi-
vement de ¢, telle que

6 G + ) [lne < K() [| GO llup

20 Lorsque le point A tend vers le point iz de I’axe imaginaire sur
une ligne ayant une tangente non verticale, G(1) tend vers une
limite G(ir) du moins pour presque toutes les valeurs de .

3e Si G()) e Hr, alors G(it) € LP(— o, + o)

La fonction de s égale & || G(o + it)|| L?(— + ») est décroissante
et I’on peut écrire

(5m) GO e = | G(2%) || Lof— o0, + o0)

4° G(}) est représentable par l'intégrale de CAucHY
1 [+t G
G’()\) = 21; f )\Gf‘tgt d‘C-

On voit que la transformation de LApPLACE est une transforma-
tion linéaire continue conservant les normes, de L0, 4 o) dans
H2.

Mais on démontre que réciproquement toute fonction G(2) e H*
est transformée de LaprLAcE d’une fonction f(x) & L0, + o),
donnée par (5j). La transformation |de LapLacE définit donc un
isomorphisme entre L0, + oo ) et H2.

Si maintenant f(z) € L?(0, + o ), G(}) est encore une fonction
holomorphe pour o > 0. Si de plus 1  p << 2 l'inégalité de
ParseEvaL-RiEsz montre que

(5m) {Ij—: [G(= + iz)|p'dc)%'<<£°° Ie—z""f(z)lvdx)%'

La transformation de LaprLace est donc une transformation
linéaire continue, diminuant les normes, de L?(0, 4 « ) dans H?,
P’ = p/(p — 1), 1 < p < 2. Mais pour p < 2, ce n’est pas un iso-
morphisme. On a les formules :

Gk G(ix) = fo " fa)e— 2 g,
Gn) 166 5 < /@ 1,
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Pour G(2) € H%, 1 < ¢ < 2, la formule (5j) a un sens et 1’on a
Pinégalité de PARSEVAL-RIESZ

1 1

50) (fo‘” le—znczi(z)lﬂ’dx>7< <£+: |G(s + i'c)|!d1>;.

La transformation réciproque de la transformation de LAPLACE,
(57), est donc une transformation linéaire continue diminuant les
normes de H? dans L¥(0 + ), 1 < ¢<2,¢ = ¢/(g — 1). Mais
pour ¢ < 2, ce n’est pas un isomorphisme. On a les formules :

+oo
G’ fa) = f (i)™ e

(50) 1@l < I G(E) fle-

La transformation de LAPLACE-STIELTJES

G() = fo e e~ 2™ gF (),

définie pour F(z) € V[0, + o[ est une transformation linéaire
continue, diminuant les normes, de V[0, + o[ dans H®. Elle
prolonge la transformation de LapLacE de L0, 4+ o0 ) dans H®.
Elle admet une formule de réciprocité obtenue par intégration
formelle de (5 j).



CHAPITRE PREMIER

APPROXIMATION DES FONCTIONS
PAR DES SOMMES D'EXPONENTIELLES REELLES

§ 6. — Théoréme de Weierstrass. Théoréme de Miintz

WEIERSTRASS a montré que sur un [intervalle fini [a, b],
toute fonction continue f(z) peut étre approchée & : prés par
un polyndéme, quel que soit ¢ > 0. En langage fonctionnel,

cela peut s’écrire : dans C(a, b) le systéme des vecteurs 173: = o}
v = 0,1, 2,..) est total.

Ch. MUnTz () a généralisé cette proposition en 1914 en énongant
le théoréme suivant :

M= | pvl v = 0, 4, 2,...) étant une suite croissante de nombres

réels > 0, o = 0, lim py = 4 o, pour que le systéme de vecteurs
V—>x

ﬁ: = z*v| soit total dans [C(0,1), il faut et il suffit que la série
2 1/uv diverge.
>0
On voit pourquoi la présence de la fonction 20 = 1 est indispen-
sable a la totalité : c’est la seule des fonctions z*v qui ne s’annule
pas pour z = 0.
Lorsque le systéme des | z"v| est total, il le reste aprés suppres-
sion de I'un quelconque de ses éléments -~ 20 ; donc chaque vec-

teur-z. est dépendant des autres, sauf_e:.

Ainsi la présence ou ’absence de z° dans le systéme introduit
toujours une petite complication dans les énoncés relatifs a la
totalité ou a I'indépendance dans C(0,1). Nous nous en affranchi-
rons en considérant le sous-espace vectoriel C'(0,1) formé des

() Ch. MiinTz [1].
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fonctions continues nulles pour z = 0 ; le lecteur rétablira sans
peine les énoncés relatifs a G(0,1).

Comme nous nous préoccupons ici du double point de vue de la
totalité et de I'indépendance, nous énoncerons le théoréme sous
une forme plus générale :

TuEOREME GENERAL DE Mintz. — M ={p}( =1, 2,.)
étant une suite croissante de nombres réels,
1 .
B+ =->0 1<p< +») lim p,= 4 .
p v—>—+4®

10 §ila série Z 1/u, diverge, le systéme de vecteurs 323 = gt i est
w>0
total dans L*(0,1) lorsque p est fini, dans C'(0,1) lorsque p = o ; de
plus chaque vecteur est dépendant des autres.

20 Si la série E 1/u, converge, le systéme des vecteurs z—e: g est
u,>0
non total, mais libre, dans L?(0,1) lorsque p est firi, dans C'(0,1)
lorsque p = .
Nous donnerons dans la suite une démonstration de ce théoréme.
Nous noterons par P(z ; M) toute combinaison linéaireZavx“'

d’un nombre fini des zy,, tv € M, et nous appellerons polynéme
une telle combinaison, par extension de la notion ordinaire de
polyndme, qui correspond & des p, entiers ; les u, sont les expo-
sants, les ay les coefficients du polyndéme.

§ 7. — Passage de puissances & des exponentielles
Faisons le changement de variable 2 = ¢ 2%, et & chaque fonc-
tion f(z) définie sur [0,1] faisons correspondre la fonction F(X)
définie sur [0, 4+ o ]:

2T
(a) FX) = fle™)e 7 1<p<®)
On voit immédiatement que
1
[IF | LP(0, + ) = (1/2")p||fl|m(0,i)-
La transformation f — F définit donc pour p fini un isomor-
phisme multipliant les normes par un facteur constant entre
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L7(0,1) et L?(0, + o0 ) ; pour p = oo un isomorphisme conservant
les normes entre C'(0,1) (déja défini) et C'(0, 4 oo ), sous espace
vectoriel de C(0, 4+ oo ) formé des fonctions nulles pourz = + .
On vérifie aisément que le dual de C'(0, + o ) est V[0, 4+ o [.

Dans cet isomorphisme, a la fonction puissance z*v correspond
la fonction exponentielle e— 2™X A=+ %

Nous appellerons toujours polyndéme une combinaison linéaire
4 nombre fini de termes

P(z; A) = E ae— TNX,
NEA
Les ay seront encore les coefficients du polyndme.

Le théoréme général de MinTz peut donc s’énoncer de la fagon
suivante :

TrEOREME. — A = | M) (v = 1, 2, ...) étant une suite croissante
de nombres réels > 0, im A, = + o ;
V—>r®

10 Si P1/)y = + w0, le systéme de vecteurs l—e: = e 7K st

total dans tous les L?(0, + o0 ) (p firi) et dans C'(0, + ), et chaque
vecteur est dépendant des autres.

20 Si 21/).\; < + o, le systéme de ces mémes vecteurs est non
total, mais libre, dans tous les L2(0, + oo ) (p fini) et dans C'(0 4 o)

§ 8. — Démonstration du théoréme de Miintz (%)

D’aprés les théorémes du § 4, pour que le systéme des | Z = e“m‘vxl
soit total, il faut et il suffit que
a) pour p fini, le systéme de relations

(%) & L0, 4 0) p = p/(p—1)
Ba) ? ‘fo‘ e ™ Xo(X)dX = 0 pour A=A (v=12--"),

\

entraine ¢(X) = 0;

() Des démonstrations d’un genre analogue a celle qui est donnée dans ce
paragraphe, ont été données déja par divers auteurs. Signalons notamment
CARLEMAN [1], p. 14-17 ; Szasz [1]; Szeeo [1]; PALEY-WIENER [1], p. 82-84.
Une démonstration d’un tout autre genre est donnée par MM. KaczMARz-
SteiNHAUS [1], P. 86-92.
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b) pour p = + o, le systéme de relations
) € V[0, + o[

(8b) zf —mx,ﬂ, =0 pour A=} (v=1,2,--)
entraine ®(X) = 0.

1° Supposons la série 21/)y divergente.
Posons

A = J e~ ™XoX)dX  pour p fini
0

30 = [ Xap0  pour  p=uo,
0

les relations (8 a) (p fini) ou (8 ) (p = o0 ) étant supposées satis-
faites.

De toute fagon si on pose A =¢ + ir, J(A) est holomorphe pour

o > 0 et bornée pour ¢ > ¢ > 0, et s’annule pour les A = A. Or,

M. BrasceKE (*) a donné une condition toujours vérifiée par les

zéros ¢y d’une fonction holomorphe, bornée et == 0 de la variable

complexe £ dans un domaine (®). Si le domaine (M) est le disque

¢ < 1, la condition de Brascmke fest ¥ log|1/5| < + oo.

g, %0

Pour un domaine (® connexe quelconque, la condition devient

2 G(% &) < + o0, G étant la fonction de GREEN, &, un point
Ly=Lo

quelconque. En particulier pour [le {domaine ¢ > ¢ > 0, nous
trouvons

1+a')—\'2£
Zlog = <+,
)‘v¢a 1'—7
v

a réel > ¢. Et comme lim ), = + %, cette condition est équiva-
v—>®

lente a £1/0 < + o ; par hypothése cette condition n’est pas
satisfaite, on a donc J(A)=0 et par suite d’apreés (5 j) ¢(X)=0(p fini)

oud(X)=0(p = + ») ;lesystéme i?v 2 est total.

(*) BrascHKE [1].
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— .
Comme le systéme % ey 2 reste total par suppression del’un quel-
conque de ses éléments, chaque vecteur est dépendant des autres

20 Supposons la série 21/)\‘, convergente, et de somme S.

Alors la condition de BLascHKE est satisfaite par les ), dans le do-
maine () constitué par le demi-plan ¢ > 0. D’aprés la réciproque
du théoréme de BLascHKE on peut construire une fonction W(z)
holomorphe dans (®), bornée, == 0, et s’annulant pour les 2 = 2.
On peut prendre

Pour ¢ > 0, | W(}) | < 1; W(2) est d’ailleurs continue en tout
point de la verticale s = 0, et y prend des valeurs de module 1.

Posons J(2) = W()/(1 + 2)2

On voit immédiatement que J(A) € H?, quel que soit p (*);
en particulier pour 1 < p < 2, de sorte que d’aprés les propriétés
de la transformation de LapLAcE (§ 5) on peut écrire

I = f e~ T X o X)dX
0

¢(X) e L*(0, 4+ « ), quel que soit p' > 2.
Montrons que ’on a aussi ¢(X) e L7, 1 L p' < 2.

D’aprés (55)
+ ,
o(X) = f I(ix)e 2™ X g,

—®

Intégrons par parties

-+ o
(8¢) o(X) = — %ix f_ 3} J(ix)e2™ Xy = — 2Tg-(-q,(X).

Mais J'(i7) € L¥— o, + o ) car

J’()\ 2
22)2—)\v T+

et

I z'c)
T(ix)

221’ -+ )\“

(*) Pourla définition de H?, voir § 5.

+
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Alors d’apres I’égalité de PARSEVAL

[ 1m0 pax < a5 + 22 300

On peut écrire

-] 1 (- -]
ﬂ I«p(X>IPdX=£I¢(X>IPdX+£ |o(X)|P"dX

avec

fo NexlPax < e % <[l 30m [lE:

2—p'

< f” dX > 2
1 _2
(2nX)2—F

(8d) ﬁ "ol ax <[ l% + 2] 3% (25 + 2)7

h étant une constante absolue.
Dans ces conditions, ¢(X) satisfait aux conditions (8a),

o

et
[ lelax < (| |0X)ax )

d’aprés I'inégalité de HoLDER.
Finalement

X
P (X) = j‘; ¢(t)dt aux conditions (8 b) et ne sont pas = 0 : cela

—>
prouve que le systéme | e | n’est pas total.

J(A) n’a pas d’autres racines réelles > 0 que les A, ; donec la

forme linéaire?e L?" (pour p fini) oudeV (p = + ) n'est
orthogonale & aucun vecteur ¢ 2**X, en dehors de ceux du systéme.

Il en résulte que ’espace vectoriel A?(A)adhérence dans L2(0, 4+ o0)

3 rs g 7 A
du sous espace vectoriel engendré par les e, n’est adhérent a

—27TAX

. . - .
aucun € qui n’appartienne pas au systéme | e,|. En particu-

lier aucun des vecteur_e)v n’est adhérent au sous-espace vectoriel
engendré par les autres, le systéme est libre.

On obtient d’ailleurs immédiatement un systéme biorthogonal
normal associé au systéme § e, |.

Si en effet nous posons
J(r)

(8e) I(A) = Tt —ra)
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on a, quels que soient j et &
J:(A) = 8.

Par des raisonnements identiques & ceux qui ont été faits plus
haut, on montrerait que

A) = f e~ 2™ X o (X)dX,
0

wX) € LP(0, + ®), 1<p <o
) C
@)  Pour p'>2, |leX)[l <|| Jk||m: < _Wk—)_l

(8g) Pour 1 Lp' <2, ||oeX)||r < )‘1| 0 ():r

C, G,, G, étant des constantes absolues, A, le plus petit des ..

Les formes linéaires;:(X) € L¥ (pour p fini),

= X
Py(X) = ﬁ ox(t)dt € V[0, + o[ (pourp = + )

constituent un tel systéme biorthogonal normal associé au sys-
téme | e {.

Il en existe d’ailleurs une infinité d’autres (le systéme %Z%
n’étant pas total) ; on pourrait en obtenir en remplagant J(2)
par une autre fonction analogue définie & partir de W(}).

Pour tout ﬁX) € A?(A) on peut écrire formellement
F(X) ~ S¢e—2™X (d’aprds 3d)
v
¢ est une forme linéaire continue de Fe Ar(A), et un prolonge-

ment & tout L? (pour p fini) ou C’ (pour p = ) de cette forme
linéaire, est celle qui est définie par

¢ € L?'(p fini) ou b€ V(p = o).
Autrement dit

(8h) e = ﬁ o X)F(X)dX
On en déduit 'importante majoration

(817) fex| SITFlp [l oeller < _JI_I I F -

C(A) étant une constante dépendant exclusivement de la suite A.
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Remarque. — On peut étendre le probléme de MyNTZ & un sys-
téme quelconque de nombres ) réels > 0. Mais les démonstrations
deviennent plus compliquées.

10 Si 21\./(7\\,2 + 1) = + o, le systéme !—e-:f est total dans
L?, 00 > p> 2, et dans C'.

Je n’ai pas pu prouver qu’il fat total dans L?, pour 1 < p < 2.
On peut cependant le prouver en admettant la véracité d’une

hypothése de M. André BLocu sur la dérivée d’une fonction bornée
dans un domaine.

20 Si Zlv/()w” + 1)< + o, le systéme n’est pas total.

Je ne traiterai pas la question ici, elle fera I’objet de publications

ultérieures. Remarquons seulement que si lim A, = + o, la série
V>4

E)\V/Ow’ 4 1) converge ou diverge en méme] temps que la série
A

Dans les paragraphes qui suivent, nous étudierons 1’adhérence
A?(A) du sous-espace vectoriel engendré par les Z, lorsque la série
2 1/} converge. Nous étudierons en méme temps la convergence
du développement

F(X) ~ Se,e— 2*NX-
v

La suite |{)/| sera supposée donnée une fois pour toutes, de
sorte que nous appellerons « constantes » des quantités qui peuvent
dépendre de cette suite.

§ 9. — Etude de I’adhérence A?(A)
dans le cas d’une suite § ), | réguli¢re

Rappelons que si, formellement, F(X) ~ Se,e— X on a
v

. C
(81i) |¢kl<ﬁr(k—t)||lFllp-

Nous allons montrer que si la suite | A, | vérifie certaines condi-
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tions de régularité, la série 3" | c;| e~ *™X est convergente pour

X > 0 et que ’on peut écrire :
(9a) 2l e e L CX) [y

C(X) étant une constante dépendant exclusivement de X et res-
tant bornée pour X > ¢ > 0.
Nous montrerons méme que I’on a

(99) Dlee e — WX L CX)||Flp 5

A, est le plus petit des ).

Pour prendre une condition de régularité simple, nous suppo-
serons

(9e¢) Npr — N > ¢ >0 fixe.

Cette condition est en particulier toujours réalisée si les Ay sont
des entiers. Il est bien évident que toutesuite | ) | rendant finie

la sommeZi/)\v ne satisfait pas a cette condition, mais alors

il faut que la croissance de la suite | A, | soit irréguliére, puisque
lim. sup (Av-1 — &) = +

v—>®
D’aprés (8 ¢) on peut écrire
et2r(A—M)X

9d) X |ale™ WX Llg|4C Y 7o NFle
k>1 k>3

e 2r(A —M)X )

<C’IIF|lp<1 + X T
k>2 '

Nous sommes donc amenés & minorer | J'(};)| lorsque 2, tend
vers -+ oo . Faisons d’abord ce calcul.

A
%) 13 =5 1
(9e ‘)| = by (L - Ke)2
rveall -I—)—: H *

Nzh,

On a, pour 3, assez grand, m(i{*_——T‘)é> e~ ™, quel que soit
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»>0. D’autre part la fonction entiére H (1 + ;‘-) est de genre 0,
vV

weA
on a donc
A
11 (1 + i) < o
WEA
NEMe

ce qui donne, sans avoir besoin d’aucune restriction sur la suite

]
X
() 701> e I 13|
NEA Y
NFEM

pour 2, assez grand, quel que soit » > 0.

Mais la fonction entiére E()) = H (1 — ;—v > est aussi de
AyEA

genre 0. M. HapaMARD (*) a montré qu’une telle fonction, consi-
dérée en dehors de voisinages de ses zéros, ne peut pas prendre
des valeurs dont le module tend trop vite vers 0. Le théoréme de
M. HapaMARD, dit théoréme du minimum, a été considérablement
précisé depuis, et on en a donné diverses formes. Nous ferons dans
notre étude un fréquent usage de ce théoréme, mais pas toujours
exactement sous les formes habituellement énoncées ; dans ce cas,
sans démontrer & chaque fois la proposition, nous renverrons &
des ouvrages donnant des énoncés trés analogues et dont il suffira
de changer un peu la démonstration. Nous utiliserons ici la forme
suivante :

( SiE(}) est une fonction entiére de genre 0, dont les zéros réels > 0 N,
(9g) | rangés par valeurs croissantes, vérifienth, 4 — \W_>=q>o,onapourk
( assez grand, | E'(\) | = e et cela quel que soit n > 0 ().

. A — .
On a donc aussi H 1— 7: > ¢ "™ et par suite
MEA
NEN
(9R) Tw) | > e~

(1) Hapamarp [1] ; E.Borer[1], p. 361 et [2], p. 77 82, LinpELOF [1].
() V1. BernsTEIN [1], note II & la fin du livre. Voir en particulier I’énoncé
de la page 289. Voir aussi LEvinson [1], p. 90.
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pour }; assez grand ; « > 0 quelconque. Cela revient a dire que

quel que soit «, il existe une constante K(x) telle que pour toutes
les valeurs de A,

(9R) [3'0w) | > K(x)e™H
La formule (9 d) devient alors :

AN —MX 1
; M —2 = ¥ av—2r(—\)X
(97) g lcxlcz"( ¥) <C’I|F",(1 +K(a) ; e* ( 1) )

k>1 k=2

On a certainement o), — 27(h; — A)X < — a, dés que

A 2\
X>_n(A—:_"—A1); donc pour tout k=> 2 dés que X?,ma-ﬁ—,ﬁ'

Il suffit donc lorsque Z décrit le demi-plan X = ¢, de choisir
Ay

ET— = ¢ ; alors la série du 2¢ membre de l'inégalité (9 i) est

majorée par Z e *™. Mais la convergence deZ 1/»v entraine
k>2
A

lim — = 4 o desorte que la série 2 ¢~ M egt elle-méme & partir
k—>w k

d’un certain terme majorée parZe’"A", A > 0 quelconque, done
convergente ; ce qui démontre bien I'inégalité (9 b).

Naturellement cette formule reste valable dans des conditions
bien moins restrictives pour la suite | A, | que la condition (9¢). Il

suffit que les intervalles 7y 1 — 2, qui sont en moyenne trés larges

pour v — o , ne soient pas trop souvent trés petits. M. V1. BErN-
STEIN (1), définit un indice de condensation de la suite f Ay |, qui est

toujours nul lorsque ’on a (9 ¢). Exprimer que cet indice de con-
densation est nul, revient justement a écrire que la fonction en-
tiere E()) vérifié pour ), assez grand | E'(\)| = e, quel que
soit »n > 0.

Nous pouvons donc dire que la formule (9 b) est valable toutes
les fois que I'indice de condensation de la suite | ), | est nul.

Les conséquences de la formule (9 a) sont trés importantes.
Posons Z = X 4+ iY, X >0

G(Z) = 2 c;c""“)‘*z
k

{*) V1. BRrNSTEIN [1], note II.
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G(Z) est holomorphe pour X > 0, et représentée par une série de
DiricHLET absolument convergente pour X > 0 ; on a
(9J) |G(Z)] < GX) [|Flp

Rien ne nous dit a priori qu’il y ait identité de la fonction G(X)
définie par le développement convergent E ce— 24X et la fonc-

tion F(X) qui en tant que vecteur de L? admet le développement
formel

—

> >
F ~ Scier, ex — e—2™X,
k

Mais il est aisé de le montrer. Soit Py(X ; .\) une suite de poly-
ndémes € A?(A) convergeant vers F(X) dans L?(0, + o).

lim | P, — Fl, = 0.
1
Mais d’apres (9 j)
| PAZ) — G(Z) | < C(X) || Py — Fp

de sorte qu’en particulier les P(X) convergent vers G(X), unifor-
mément pour X > ¢ > 0; on a done bien G(X) = F(X) presque
partout.

Nous supprimerons donc la notation G et écrirons

(9k) F(Z) = Y, e T2,
k

Nous pouvons rassembler tous les résultats obtenus dans ce
paragraphe en un théoréme :

3 kY . . Y -
THEOREME FONDAMENTAL I. — Sila séne}_‘ 1/+v converge et

si Pindice de condensation de la suite | 7,| est nul, en particulier si
les 7y sont des entiers, toute fonction F(X) € AP(\\) a les propriétés
sutvantes :

10 F(X) est analytique sur 10, + o[ et prolongeable par une
fonction F(Z), Z = X -+ iY, kolomorphe pour X > 0.

20 F(Z) a le développement de DIRICHLET

F(Z) = 3 ce™ M,
v

ce développement, et méme le développement zcye2t(7‘l_7“')z est nor-
v

Laurent SceawaARrTz. 3
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malement (*) convergent dans tout demi-plan X >¢> 0; les ¢
- . R . e d
sont les composantes de F suivant le systéme libre | e, |.

3° Or a les inégalités :

98 X |FZ) | < Y o] e NX L CX) || F .

C(X) étant une constante dépendant exclusivement de X et restant
bornée dans tout demi-plan X > ¢ > 0.
On en déduit que si des polynomes e AP(A) ou plus généralement

des fonctions I'y(X) = E(c\,),e_‘zﬂ"X € AP(A) convergent dans 1P
v
vers ¥, les F)(Z) convergent vers F(Z) uniformément dans tout demi-

plan X = ¢ > 0, et méme que dans un tel demt plan, on a unifor-
mément :

lil.n e2™X [Z | (cv)’__cvle—m:).vXJ =0

1 v
On pourrait démontrer de la méme maniére que pour X > 0, 0n a
2 lalM T L GX)F ),
M= h

En particulier on a la suite des inégalités (& = 1, 2, ..)

F(Z) — E cw—muz

k<<h
(91) g; 8—27‘7‘hz < C(€1 h) " F " (4]

C(e, k) étant 'une constante dépendant exclusivement de ¢ et A.
Il résulte des théorémes démontrés ci-dessus que pour Z = X
+iY fixe, X > 0, F(Z) est une forme linéaire [continue de

Fe Ar(A). 11 est intéressant de prolonger cette forme linéaire en
I’étendant de A?(A) a LP(0, 4+ oo ) (p fini), a C'(0, + o ) (p = ®0 ) ;
c’est-a-dire de déterminer o(f, Z) € L*(0, + o0 ), telle que pour

toute fonction F & A?(A), on ait
©m) F@) = [ o, DF @
0

(*) Une série est dite normalement convergente lorsque la série des valeurs
absolues est uniformément convergente.
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11 suffit d’ailleurs pour cela que I’on ait

9n) e— ™2 =f o(t, Z) e~ F™dp  (v=1,2.."),
0

car alors (9 m) est vraie lorsque F est un polyndéme et par suite
pour toute fonction F, limite de polyndmes.

Il y a plusieurs méthodes pour déterminer une telle fonction
9(t, Z) (qui naturellement n’est pas unique).
Par exemple, la formule (8 )

6= fo (Ot

suggere

F(Z) = Ecve_ 2N ﬁ ” F(t) <2 o (t)e mﬂ) dt,

c’est-a-dire
90) ot Z) = X, p)e™ TN

La série au second membre est une série convergente de vee-
teurs de L?', et méme la somme des normes est finie car

2” [l pr e— 2N <Cze—2rr7\vx<c(x)
wllo <CLTIRT S 6.

I1 est bon de remarquer que ¢(2, Z) (pour Z fixe) est ainsi déter-
minée comme limite de vecteurs de L*', mais qu’il pourrait n’y
avoir convergence pour aucune valeur particuliére de ¢ (1). Mais
les fonctions ici considérées sont indépendantes de p’ ; on peut
donc faire p’ = o, ce qui montre qu’il s’agit d’une série unifor-
mément convergente de fonctions continues.

On peut obtenir aussi cette méme fonction (¢, Z) en cherchant
sa transformée de LAPLACE

-]
JN Z) = f 8—2""';P(t’ Z)dt,
0
(*) De méme que dans la théorie des séries de FOURIER, si
+
flx) €L¥0,4), ona f(z) = 2 a g™,
— 0

la série du 2¢ membre est convergente dans L? vers f(z), mais pour chaque
valeur particuli¢re de z, la série peut diverger.
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qui pour les valeurs A = ), prend les valeurs e—2*MZ  d’aprés
9n).
La transformée de LAPLACE de ¢y(¢) est

IY)
10 = Ty

Nous pourrons alors prendre
— 2t\Z
Ne—2TNZ = ] \ € .
9p) JNZ) = EJ Je M ; =0T

On détermine ainsi J(A, Z) pour tout A = ¢ + ir, c > 0, par
une série uniformément convergente ; d’ailleurs cette série est
aussi convergente dans HP (p > 1 quelconque) et méme 1la
série des normes est convergente car

R —2m\X
23_2""VXHJ Mias < CZ IJ'()\, ] <L CX).

On a des propriétés analogues pour (ﬁ J(A, Z) (Z fixe), de sorte
que, d’apres les inégalités (8 c) et (8 d) le passage & la limite peut
se faire pour la formule d’inversion de la transformation de La-
'PLACE et on a

+ _
o(t, Z)e— 3™t f I(o + it, Z)eH ™,

L’intégrale du 2¢ membre est d’ailleurs sommable pour tout ¢,
de sorte que cette formule donne ¢(t, Z) pour tout ¢ comme une
fonction continue.

Naturellement en revenant aux variables z et z, et aux fonc-
tions f(x) € L»(0,1), on !peut donner un théoréme analogue au
théoréme général. On obtient :

THEOREME FONDAMENTAL II. — Siles uy sont réels, py + 3 > 0,

lim py = + ®©; si la série 2 1/uy converge, et si U'indice de conden-
v>® 1y >0
sation de la suite | | est nul, en particulier si les vy sont des entiers,
toute fonction f(x) € AP(M) a les propriétés suivantes :

10 f(z) est analytique sur 10,A[ et prolongeable par une fonction
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f(z), z = re®, holomorphe sur tout le domaine de la surface de
RiEMANN de log z défini par r << 1.
20 f(z) a le développement formel en série de puissances

i94) f2) =Y eat

Le développement Xc,zv— "t est normalement convergent dans

9 .
toute régionr <1 —e, <> 0; les ¢, sont les composantes de f sui-
9

cant le systéme libre des | z ™.

3° On a les inégalités
(97) rh | < X e | PR K CO | fll oo, 1y,

C(r) étant une constante dépendant exclusivement de r et restant
bornée pour r < 1 — = ; on en déduit que st des polynomes ou plus
généralement des f(z) = Z (ev),x™ € AP(M) convergent dans L

vers f, les z~*1f,(z) convergent vers z~ *1f(z) uniformément dans toute
région r < 1 — ¢, et méme que U'on a uniformément dans une telle
région

lim [2 [ (e), — ¢, | v Pn] = 0.
I v

Sous cette forme le théoréme est susceptible des mémes amélio-
rations que sous la premiére forme.

§ 10. — Etude de I’adhérence A?(A) dans le cas général

Lorsque I'indice de condensation de la suite | A} n’est pas nul,
la démonstration du théoréme fondamental du précédent para-
graphe n’est plus valable ; un exemple va nous montrer que le
théoréme n’est plus toujours vrai.

Prenons ()

211.)3' = n? 27!X9,‘+1 = n? + e_"‘
F(Z) == Z c, e INEL gy = €%, Camy1 = — €7+

On voit sans peine que la série de DiricHLET est partout diver-
gente : le terme général tend vers oo .

(*) 11faut commencer 4 A;, comme toujours.
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Mais groupons les termes 2 par 2 :
Ga(Z) = came 2% gy TPhannl,
Pour Z fixe, on a, pour n —

|(;n(z)l ~ en:ie_._nzx I { — e—Zs:_'_':l ~ IZ l ens__n!X——-nl;

la sérieZ(},,(Z) est donc absolument convergente pour tout Z et
n

définit F(Z) comme une fonction entiére.

Montrons que la sérieZ(},,(Z) est normalement convergente
n

dans tout secteur angulaire

X> l - i <K, a réel, K réel > 0, quelconques.

Dans le demi-plan X > «, on a la majoration uniforme

[1—e— 2 ™|<ClZ]e
Donc

[Gu(Z)| < Ce® ™ |Z] e X,

Dans la partie du secteur ou X <0, |Z| est borné, et
e~ "X L e *l; dans la partie ou X >0, |Z| e "X | Z] e—X qui
est borné. Finalement |G,(Z)| << Ael®!*+7*—n st bien majoré
par le terme d’une série numérique convergente.

On peut voir aussi que la sérieE(},,(Z) ne saurait converger
uniformément dans aucun demi-plan X > « : car alors d’une
part | F(Z)| serait bornée par un nombre M sur la verticale X = «,
d’autre part les inégalités de CAucHY (%), donneraient M > e™ e—2n*
(n = 0, 1, 2...) ce qui est absurde.

La fonction F(X) est € L?(0, + o ) (p fini quelconque) et de
C/(0, + ) ; elle est limite de polyndmes, a savoir

> G2,
oCvtn

et cependant son développement en série de DiricHLET diverge
partout.

() Dans le cas de convergence uniforme, méme par groupements de termes,
sur une verticale, le maximum du module de la fonction dépasse le module de
chaque terme de la série.
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On pourrait construire des exemples plus complexes que celui-
ci; il se peut que les groupes de 2y trés serrés comprennent un
nombre de termes croissant. De toute fagon les caractéres obser-
vés dans cet exemple sont universels. Nous montrerons ultérieure-
ment que toutes les fois que I'indice de condensation de la suite
{2y | n’est pas nul, le théoréme fondamental du § 9 est faux;
Phypothése de l'indice de condensation nul apparait comme né-
cessaire et suffisante pour la validité de ce théoréme.

Dans le cas général le théoréme doit s’énoncer sous la forme sui-
vante :

THEOREME FONDAMENTAL. I. — Si la se’riez 1/7y converge, on

peut répartir les A, en une infinité de groupes de termes consé-
cutifs G, (32,. . .(;m- -+ dépendant exclusivement du systémet M |5
et tels que toute fonction F(X) e AP(A) posséde les propriétés sui-
vantes :

10 F(X) est analytique sur 10, + oo [ et prolongeable par une fonc-
tion F(Z), Z = X +- iY, holomorphe pour X > O.

20 F(Z) a le développement de DiricHLET (peut-étre divergent)
F(Z) = Ecve—lf"fz, ot les ¢, sont les composantes de —F) suivant

v

. i d .
e systéme libre z ey 2 Ston pose

G < FZ)>= Y, ce 22

WEGn
. n=on
la série ™% 2 (G < F(Z) >) est normalement convergente dans
n=1

tout secteur angulaire (¢, K) :
X>Ze>0, |Y/(X—¢)|<K

(mais peut, pour ¢ assez faible, n’étre pas uniformément convergente
dans le demi-plan X = ¢).
30 On a les inégalités

(10a) e2X|F(Z)| < X 3|60 < F(Z) >|< CX, Y)[|Fllp

C(X, Y) est une quantité dépendant exclusivement de X, Y, et bornée
dans tout secteur angulaire (¢, K).
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On en déduit que si des polynémes € AP(A) ou plus généralement
des fonctions Fy(X) € AP(A) convergent dans Lr vers F, les F,(Z)
convergent vers F(Z) uniformément dans tout secteur (¢, K), et
méme que dans un tel secteur on a uniformément

lim e2X ¥'|6, < F —F,>| = 0.
n

L’examen de la démonstration du théoreme fondamental du
§ 9 montre que toute la démonstration résultera de celle de 1'iné-
galité (10 a), T 6tant un vecteur de A?P(A) et les ¢, ses compo-
santes suivant le systéme libre | e, |.

Pour n’avoir pas a utiliser d’intégrations par parties (8 ¢),
(8 d) et n’avoir besoin que de 'inégalité de PArsevaL RiEsz, nous
prendrons 1 < p < 2 et nous démontrerons ensuite le théoréme
pour p quelconque.

Effectuons une répartition quelconque des 7, en une succession
de groupements de termes consécutifs (,(s,...p..., le groupement
G, étant réduit & un seul élément ), et posons

G <FZ)>= Y cg 22
MNEGn
D’aprés (84),

¢ =£ F(t)e,(t)dt.
Si nous posons formellement

olt, Z) = X p,t)e 2™ME,

G < (t,Z)>= 3 gl T2
" EGn
on a évidemment

G <F2)> = [ Flige <o,2)> &
de sorte que I’on a la majoration

(10%) 1Gn < F(Z) > </ FllollGn < #(t; Z) >l

et pour prouver la formule (10 a) il suffit de prouver

(10¢) 2% W |1Gn < ot Z) > [lp < X, Y)
n>1
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C(XY) restant bornée dans tout secteur (¢, K). C’est une inégalité
qui dépend de la suite ) et des groupements (,, mais non de F.
Elle peut s’écrire

el + e2X ¥ [16a < o(t, Z) > Iy < C(X, Y).

nz2
Les fonctions g¢.(t) sont définies par leurs transformées de
LaAPLACE
*® -
A) = ‘ e—zﬂkt?v(t)dh r=o0+1it, >0
)

JN
(8e) W = =70y

Si nous posons formellement

10, Z) = 3 I,Ne 22,

G <IN, Z)>= Y, Jpe2™E
»NEGn

on voit que G, << J(4, Z) > est la transformée de LaprLAcE de
Ga < ¢(t, Z) >. Drailleurs Gn < J(, Z) > € H?, quel que soit
p>1,et

(10d)  ||1Ga <IN Z) >lae = ||Gn < I(#%, Z) >||ip— o, + =)
L’inégalité de PArsevaL RiEsz donne pour 1 < p < 2
|G < 2ts Z) > |lri0, + =) < |G < IR Z) > [l

de sorte que pour démontrer (10 ¢) il suffit de démontrer :

(10e) XN 6y < I, 2) > [l < OX, Y)
n>1
c’est-a-dire
30 fler + *% X (162 < 04 Z) > |lgr < C(X, Y).
n>2

Cessons une fois pour toutes de nous occuper de || J,() l|ap, qui
ne dépend pas de X, Y ; il nous faut ensuite trouver une majora-
tion du groupe de termes (j, qui ne le disloque pas en ses diffé-
rents termes ; nous utiliserons une représentation par une inté-
grale dans le plan complexe.
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On peut écrire

e 2\ Z
(A — M) (1)

1 e—2n§z
= J()\)- mﬁl —__J\C)\A—C) ds.

I'; est une courbe fermée parcourue dans le sens direct, entou-

rant une fois le point A, mais n’entourant aucun autre des A, et
n’entourant pas 2 ().
De méme

S (e~ 22 — J()
{(10f) 2

. 1 e— 272
{10g) Gn <IN Z)>= IO mﬁgnm) .

T'g, étant une courbe fermée parcourue dans le sens direct en-
tourant une fois les ); € (;,, et aucun autre des ), et n’entourant
pas 2.

Prenons pour I'g, une courbe composée des 2 segments de droite
(Ra<|S|< Rg, Arg £ =) et (Ra << 18] < Ry, Arg § = —14),
et des 2 arcs de cercle (| |= R,, |Arg ¢ |<¢) et ((§| = R,
|Argz| < ¢) ¢ est un angle vérifiant 0 < ¢ << /2 ; cela suppose A
non réel > 0 et R,, R, choisis de telle facon que seuls les 2; du
groupe (j, soient contenus dans la couronne R,<|Z|< R,
Nous prendrons aussi R, = R,,;.

D’aprés (10d) il suffit de considérer /. = iz purement imagi-
naire, de sorte que |2 — &| =9 > 0 fixe lorsque ¢ parcourt les
Ig,.

Alors (10 g) permet d’écrire (10 e) sous la forme

(10R) e™X B 160 < I(,2)> gy < NI gy x )
n>2

K(X, Y) étant la somme de 2 intégrales

eW.n |  —2nrZ
x 2 e
_ o2t X £ —
(104, KX, Y) =e 2“»[1214'# I 'ldc{
9 "SY rRpet | __onrz
(10h) Ky(X,Y) = e*™X > P’.u 3 !'[d”
n=2 ‘ Rﬂe— lq‘ \ !

() Immédiat par le calcul des résidus. Gette courbe I'y doit naturellement se
déplacer lorsque A se déplace.
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et nous serons parvenus a la démonstration du théoréme si nous
majorons K, (X, Y) et Ky(X, Y) dans tout secteur (¢, K).

Occupons nous d’abord de la majoration de K,(X, Y) qui est
indépendante du choix des groupements de termes G

Nous avons déja vu que pour |§|—> + w0, >0, |J()]
> e~ " E() ], avec

E@E) = [ (1 — &) ; et cela, quel que soit » > 0 ().

Evaluons |E(¢)|. Déterminons d’abord v, tel que v > v, en-
traine Z 1<
v >vo
Q) =[] a—w x JT a—wm.
LR v>v,

Pour [¢|— + o, le premier de ces deux produits dépasse
e~ l8l, D’autre part, lorsque ¢ est donné, il existe une constante
p telle que : Arg u = == { entraine [1 —u|> ¢ *1l; on a alors,
pour Arg & ===

—elgl X apy
H (1——5/'\\.‘}8 > > el
Y>>V,

On a done pour [§| > + o, Argg =+ ¢
|E(¢)|>e—n(i+P)ICI;

et cela quel que soit » > 0.
On a donc finalement

|EQ) | > eI
quel que soit « > 0, et aussi
(103) 13| > e==I¢!
quel que soit « > 0.

Finalement cela signifie que, quel que soit ¢, et pour tout
2 > 0, on peut trouver une constante > 0, K(«, ¢), dépendant
exclusivement de « et ¢, telle que
(10) 13@)] > K=, eI
avec Arg¢ = == ¢, || quelconque.

{*) Voir formule (9 f).
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Quant a e—2"%Z, son module peut s’écrire, si nous posons

{=ret™, Z=X4iY:
(10]') lc—2‘r~§Z|= e 2zr(X cos ¢ — Y sin ¢),

Compte tenu de | Y| < K(X — ¢) < KX, ce module est majoré
par e—2%X (cos ¢ — K|sin ¢ ).

Comme, lorsque ¢ tend vers 0, cos § — K |sin ¢| tend vers 1,
on peut choisir § assez faible pour que cos ¢ — K|sin ¢|=f3,
pourvu que 0 <C 8 < 1.

On a, dans ces conditions

(10 k) Ie— 27tz ' > 283X,

Cette formule est d’ailleurs encore valable si Z reste dans le
secteur (¢, K) et £ dans le secteur | Arg ¢ | < ¢.
11 vient alors

v

< K(a, ¥)

(101) e2™hX I € dr

-r:CZl e 2m X — 2nfrX + ar
i) l

e, . . 1 .
uantité certainement majorée par ———e—*"dr si
1 10T° P B )

ar aR
X> 2
= wbr —n) = m(pRy—4y)

pourvu que R, — 7, > 0.
Comme R, > ), on peut d’abord choisir 3 tel que 0 <8 < 14,
BR, — }, > 0 ; cela nous détermine une borne supérieure de ¢.

L’inégalité X > ¢ nous permet ensuite de choisir « tel que

a Ry . , .. ..
TR, = — 534 et ¢ étant ainsi choisis, on a

el

e 2787

27h X
(10m) %™ 3

Ryl

B
—-Crdr’
%< gy JR’ ¢

quantité bornée.

Par contre, en ce qui concerne la majoration de Ky(X, Y) in-
tervient d’une facon fondamentale le choix des groupements G-

En effet sur arc de cercle (5| = R,, | Arg &| < ¢), la majora-
tion (10 k) reste valable, mais la minoration (10 Z) ne reste va-
lable que si le cercle | Z] = R, ne passe trop prés d’aucun des

points J.
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Nous utiliserons le théoréme du minimum de HApAMARD sur les
fonctions entiéres sous la forme suivante (?) :

une suite de nombres ry, re, -« - rp, - - - croissant indéfiniment, tels

g Si E(A) est une fonction entiére de genre 0, on peut construire
(10n) ? que chaque couronne ro, < || < ras1 contienne au moins un zéro

de E(\) et que I'inégalité : min | E(\) | == e—arm soit vérifiée pourn
|n|=rn

assez grand, quel que soit « > 0.

Nous prendrons désormais R, = ry, pour n > 2; G, est 'en-
semble des Ay compris entre r, et r,,;.

Alors il existe une constante K(«) dépendant exclusivement de
a, telle que, pour [¢]| = R, (n=1,2,.-.),]3(©)| = K(z)e—2l8l;
quel que soit « > 0.

En déterminant « comme plus haut < _(M:—L'-) =¢-ona
=(BR, — N
Rpe+ 3 — 277 I 2WR
2:),X | € v 2%0m __aRg
(100) DIRM_W e X | ar| < T e

Comme chaque intervalle (R,, Rn:1) contient au moins un 2,

on alim R,/n = 4  de sorte que la sérieE R,e—*Rncon-
n—»®

verge, et Ky(X, Y) est bien bornée dans le secteur (¢, K), c. ¢. f. d.

Ainsi nous avons bien démontré I'inégalité (10 a), donc le théo
réme fondamental, pour 1 < p < 2, avec les (, choisis comme
Pindique la démonstration : la suite des r, doit satisfaire au théo-
réme du minimum de Hapamarp, et §, est I’ensemble des 2,
compris entre r, et r,,,. Le choix de la suite { r, |, et par conséquent
des groupements §, comporte évidemment un certain arbitraire ;
mais pour tous les choix possibles (qui ont un certain caractére de
constance) des r, satisfaisant au théoréme de Hapamarp, le
théoréme fondamental s’applique. On pourra, la suite |7y une
fois donnée, supposer les (f, formés une fois pour toutes ; ils sont
indépendants de la fonction F, et nous les appellerons dans la
suite « les groupements de termes (j, ».

Comme dans le cas de I'indice de condensation nul, la formule
(10 a) peut étre étendue par une formule analogue a (9 ).

() V.BERNsTEIN [1], note II. Voir aussi VALiroN [1].
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Le théoréme fondamental et 'inégalité (10 @) n’ont été démon-
trés que pour 1 << p << 2. Il n’y a aucune difficulté a les étendre &
p quelconque.

Si F(X) oo See ™ X ¢ Lo,
v
alors

¢~ TXF(X) oo S e VT IX e Lt (6> 0)

v

et le théoréme (10 a) ayant été démontré pour p = 4, on a,

| gn <D > [ = B ga (07 + 9 (= ) > |
< G(X, Y) || e 2™ XF(X) ||y,
Ce(XY) étant la constante de l'inégalité (10 a), pour p = 1 et la

suite des (v + ¢).
Comme

e 2F(X) ||, < K() || F(X) |lp,

Pinégalité (10 a) est bien montrée pour p quelconque.

Comme dans le cas de l'indice de condensation nul de la suite
{2, F(Z) pour Z = X + iY fixe, X > 0, est une forme linéaire

continue deF e AF(A) ; et de la méme maniére on peut former un
prolongement & I1.2(0, + ) (p fini) ou C'(0, + ) (p = ») de
cette forme linéaire.

Il s’agit ici encore de déterminer o(t, Z) € L#’ telle que

(10p) F(Z) = fo o(t, LIF@dt.

Mais cette fonction g(¢, Z) a déja été écrite au cours de la dé-
monstration : ¢’est

9, Z) = Z o (t)e ™ 2I™NE,

Nous n’avions vu la qu’une expression formelle ; mais nous
savons maintenant que la série Z((j.,, < ¢(t, Z) >>) est convergente
dans L”’ et méme que Z 1Ga < o(t, Z) >|lppr < + 0 (d’aprés
(10 ¢)). Comme d’ailleurs on peut prendre p’ quelconque, en par-

ticulier |p' = w0, ¢(t, Z) est définie comme série uniformément
convergente de fonctions continues.
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On peut aussi déterminer ¢(¢, Z) par sa transformée de LAPLACE
IR, Z) = ZJV(X) e 2™ . cette expression également n’avait été
utilisée que comme écriture formelle, mais nous savons maintenant
que la série 2(@, < J(A, Z) >) est convergente dans H? (p quel-

conque), et méme que Z 1 Gn <JI(,Z) > |ly, < + 0 (d’aprés (10e).)
Comme on peut aussi prendre p = w0, J(A, Z) est donnée comme
série uniformément convergente de fonctions holomorphes pour
o > 0 et continues pour ¢ = 0. Il existe d’ailleurs une représenta-
tion trés simple de J(}, Z) par une intégrale dans le plan complexe

—-21:§Z
INZ) = Z‘I 2mf J(C)A—10) L
ou
1 ,— 2742
(104) IO Z) = I )mﬁj————fw_c)dc

I" étant la courbe parcourue dans le sens direct, formée des 2 demi-
droites Arg § = == {(ou une déformation de cette courbe, de fagon
que . ne soit jamais entouré). On peut d’ailleurs démontrer directe-
ment la convergence de cette intégrale; si nous avions commencé
par la (ce qui n’aurait exigé que la majoration de K,(X, Y)
dans (10 &) ; aucune étude de groupements de termes n’aurait été
nécessaire) nous aurions directement montré la 1re partie du théo-
réme fondamental, sans passer par I'inégalité (10 a) ; nous avons
préféré tout faire d’un seul coup.

Pour revoir d’un seul coup I’enchainement des diverses pro-
priétés, nous redonnons un tableau synthétique des fonctions intro-

duites :

wor = I ()
0=
(107) -
30, Z)_J)\)2m T % Z=X+¥,X>0

+o ,
9(t,2) = f I(ix, Z)e*™dx

- 00

Alors pour toute F(X) € A?(A),

FZ) = fo " Flslt, it
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Le théoréme fondamental peut étre énoncé avec les variables
z et z, dans L*(0, 1) :

THEOREME FONDAMENTAL II. — Siles| p, | sont réels, vy —{—%> 0,

lim py = + ® ; si la série 2 1/pv converge, on peut répartir les p.,
V—> xR P-:>0

en une infinité de groupes de termes consécutifs Gy, Gg, -+ - Go - + - tels
que tout f(z) & AP(M) posséde les propriétés suivantes :

10 f(z) est analytique sur 10,A[ et prolongeable par une fonction
f(z), z = re®, holomorphe sur tout le domaine de la surface de
RIEMANN de log z défini parr < 1.

20 {(z) a le développement en série de puissances (peut étre diver-
gent)

flz) = E ¢,z

- . . . —}
ou les ¢y sont les composantes de | suivant le systéme libre des % zt %
La sérieZ(Lj,. < z—™f(z) >) est normalement convergente dans

toute région (e, K)

r<<l—e<<i{;

<K,

log r
(donc en particulier dans tout compact r <1 —<<<1;|6|< %),
mais peut pour c assez faible n’étre pas uniformément convergente
dansr <1 —-.

3° On a les inégalités

(A0s) |z HfR) | < Y |Gu<<z T Mf(z) > | K Cr,y 0) [ fll s

C(r, 6) est une constante dépendant exclusivement de r et de 8, et
restant bornée dans toute région (c, K).

On en déduit que si des polyndmes ou plus généralement des
f;(z) € A?(M) convergent dans LP(0,1) vers f(x), les z—*1fy(z) con-
vergent vers z—*1f(z) uniformément dans toute région (¢, K), et méme
que Uon a, uniformément dans une telle région,

lim r =+ [ Y6 <fy—F>[] = 0.
] n

Remarquons enfin pour terminer ce paragraphe, que si I'indice
de condensation de la suite | 7, | (ou | g, |) est nul, on peut prendre
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des groupements Gn réduits chacun & un seul terme, de sorte que
la série de DiricHLET est absolument convergente pour X > 0
{ou r << 1); elle est alors nécessairement normalement conver
gente dans X >¢>0 (ou r <1 —e¢<C1). Les théorémes du
§ 9 sont ainsi contenus dans ceux du § 10.

§ 11. — Réciproques. Caractérisation de A?(A)

RECIPROQUE DU THEOREME FONDAMENTAL. — Si la série
21/)\\; converge ; st la fonction
F(X) e L?(0, 4+ o )(p fini) ou eC(0,+ ®)p=wo),
posséde les propriétés suivantes :
10 F(X) est analytique sur 10, + o[ et prolongeable par une

fonction ¥(Z) holomorphe pour X > 0.
20 F(Z) a un développement de DiricHLET formel

F(Z) = Y ce— 22

la série em‘lxz(j}“ < F(Z) > est normalement convergente dans
tout secteur angulaire (¢, K) ;
—
alors F(X) € AP(A), et les ¢y sont les composantes de ¥ suivant le
—
systéme libreg ey %

Ainsi les propriétés 'des F(X) e AP(A) trouvées au § 10 sont
caractéristiques.

On pourrait naturellement remplacer les conditions 1° et 20
de cette réciproque par des conditions bien moins restrictives
(voir & ce sujet le théoréme 1 du § 13) ; nous ne I’avons pas fait
ici, n’ayant en vue que la démonstration d’une réciproque.

LemuME : St F(X) € L?(0, 4- o )(p fini) ou € C'(0, 4 ®)(p = )
alors
lim || F(X + ) — F(X) ||, = 0.
>0
120
Cette propriété est évidente lorsque F(X) est continue et nulle
pour X assez grand. Dans le cas général, nous approcherons F(X)
par G(X) continue et nulle pour X assez grand, de fagon que

Laurent SCHWARTZ. 4
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[l F(X) — G(X)|l, < ¢ et par suite aussi|| F(X + ») — G(X + ) [|»
< ¢ quelque soit » > 0 ; si nous choisissons alors » de fagon que
I G(X + ») — G(X) ||, < ¢ nous aurons réalisé
I F( X+n——FX)||p<IIFX+n) GX + ) l»

+ [IGX + m) — G(X) ||, + [|G(X) —FX)|l» < 3¢
ce qui démontre le lemme.

Il résulte de ce lemme que pour prouver que ﬁX) e Ar(\), il

suffit de prouver que pour tout » > 0, F(X + ) € A?(A).
Or

F(X + 1) = lim Z G<FX 4 n) >
n—>e v=1

est limite d’une suite de polynémes € A?(A) car

G<FX +n)>= Z (cke—zﬂk"))e-—ilﬂ)‘kx_
)\k € gv

Il s’agit bien d’une limite dans L?(0, 4+ o0 ); car la série
2(;,. < F(X + #) > quelque petit que soit » (*) est uniformément

convergente dans (0, + o), méme aprés multiplication par
™ X done elle est aussi convergente elle-méme dans L?(0, 4+ o )-

Il est intéressant d’étudier un exemple simple qui nous mon-
trera que les diverses propriétés de I’exemple donné au début du
§ 10 sont universelles, lorsque 'indice de condensation de la suite
[ 2] est == 0.

Posons

' — 27 (Z + )
N €
bn(Z) = D —
(11 a) "\( ) 2"‘ J (}‘v)

Quelque petit que soit v > 0 (*), la série au 2¢ membre est

normalement convergente par les groupements (j, dans tout

secteur angulaire (;, K), méme aprés multiplication par e™X,

donc la série Z(B’,.< ®,(X) > est aussi convergente dans

(*) Mais non en général pour 5 = 0.
(3) L’étude de la série (11 a), représentable par I’intégrale (11 b), est tout &
fait analogue a celle qui a été faite sur I’intégrale (10 g). De méme la démons-

tration de la convergence normale par groupements est identique a la démons-
tration du §10.
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L#(0, + o) quel que soit p > 1. On peut d’ailleurs représenter
®,(Z) par l'intégrale

1 e—278Z + )
(1) D) = g [, &

I' étant une courbe parcourue dans le sens direct formée des
2 demi droites Arg & = == .

Ainsi ®,(X) € AP(A) ; nous allons montrer [que pour ®,(X)
Iintroduction des groupements (G, et des secteurs angulaires est
indispensable.

Appelons indice de condensation A de la suite |2v| le nombre

défini par
log | 1/E’
(11 c) A =limsupM>0(1)’
vV—> ® )\‘
ou

v

EQ) = H(1 — %)

Comme la fonction entiére H< 14 %) est de genre 0, on a égale-

ment

log|1/3’
(11¢) A = lim-sup L)/\(M-

v—>®© v

Dans ces conditions, si nous supposons A > 0, pour tout
A’ > A, il existe une infinité de valeurs de v pour lesquelles
l ! > €A%, ce qui prouve que la série (11 a) est divergente

T()

pour X<%——n; ainsi l'introduction des groupements de

termes est bien inévitable, le théoréme fondamental du § 9 serait
faux pour la suite .

!
Sur la verticale X = g—n — %, les termes de la série (11 a) ne sont
pas bornés dansleurensemble, donc d’apreés unraisonnement signalé

ala note n° 1 de la page 38, ®;(Z) n’est pas bornée sur cette ver-

(H V1. BERNSTEIN [1], p. 289. Plusieurs notions utilisées dans ce paragraphe
sont d’ailleurs dues 4 cet auteur. Comparer par exemple la fonction ¢,(Z) a la
fonction g(s) de BErnsTEIN [1], p. 99, représentée par I'intégrale (6), p. 97 de ce
livre.
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ticale, et la sériezg,, < ®,(Z) > ne saurait converger uniformé-

7

. A . .
ment dans aucun demi-plan X > e P'introduction des sec-
teurs angulaires est elle aussi inévitable dés que I'indice de con-
densation n’est pas nul.
Lorsque 'indice de condensation de la suite | 2 | est un nombre

fini A, on a quel que soit v

L K(@)elf TN ¢ > 0 quelconque

.
')
de sorte que la formule (9 b) est encore valable

¥ Je, |2 —NE L CX) [|F |,

C(X) restant cette fois borné pour X > :,)‘A; + ¢ (il suffit pour le

voir derépéter les raisonnements du §9)’; la série de DiricHLET de
F, qui peut ainsi diverger pour X << QA; comme le montre ’exemple

de ®,(X), est toujours absolument convergente pour X > 2% .
Autrement dit A/2r est la distance maxima effective qui peut

séparer U'abscisse de convergence par les groupements G, de I'abscisse
de convergence simple ().

On peut faire une extension intéressante des suites {Av] & indice
de condensation 7 0 : les suites | 2| & éléments multiples. Soient
dv, & + ¢, deux éléments voisins ; le plan engendré par les deux
vecteurs ¢ ™%
deux vecteurs

, €2t eX peut aussi étre engendré par les

6—21:le e 2n(A, + )X
2me !
lorsque ¢ — O ces deux vecteurs deviennent

e———21cAvX’ Xe—-21l:)‘vX.

e— 21|:XVX’

Nous sommes ainsi amenés a considérer un élément 2, « mul-
tiple d’ordre 2, » comme définissant ay vecteurs distincts

8—21:).vx, Xe—2nxvx’ e Xoy— 11— 20X

() Voir V1. BErnsTEIN [1] p. 134, Théoréme 1.
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L’étude des suites {A] & éléments multiples ne présente aucune
difficulté spéciale ; la totalité ou la non totalité du systéme fev]

dépend alors de la série 21/).V ou chaque terme 1/, est compté

- . . Y . z r_ o
ay fois, ce qui revient & considérer la série Z Xv!, chaque terme

n’étant plus alors compté qu’une fois. La fonction J(1) se forme de

fagon identique, mais 4 Ay et — %, en sont zéro et pdle multiples
d’ordre ay.

Nous nous contenterons de donner deux applications de cette
théorie :
10 Si tous les A, sont confondus avec un méme élément 2, le
systéme de vecteurs est total :
Xme—2™X (5 = 0,1.2---).
C’est un théoréme important /dans la théorie des polynémes de
LAGuUERRE (%).

Par le changement de variables X = u?, on verrait aisément
que le systéme de vecteurs

Xne— X (n=0,1,2--),

est total dans LP(— o0, + o0 ) ou C'(— o, + o ) (fonctions conti-
nues, nulles pour X = = o ) théoréme important dans la théorie
des polynémes d’HERMITE (3).

20 Si la série E 1/Av converge, on a pour F(X) e A?(A) un
développement du type

F(Z)= }:e—%ﬁwz (cvn + CVIZ + o+ c"av—izav—i)‘

normalement convergent dans des secteurs angulaires par groupe-
ments de termes appropriés.

Les formules synthétiques (10 r) doivent étre remplacées par
des formules tout & fait analogues ; signalons en particulier la for-
mule

(114d) [FZ)| <CGX, Y; AIF|lp
C(X, Y ; A) restant bornée dans tout secteur angulaire X > ¢,
| Y/(X —¢) | < K, tant que la suite A varie de fagon que la série

(*) Szeeé [2].
(*) TircaMARrsH[1], p. 76-82.
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Z 1/iy (ou les 7, sont rangés par ordre de grandeurs croissantes,

chaque terme répété autant de fois que I'indique son ordre de
multiplicité) reste uniformément convergente et de somme bornée.
Signalons enfin pour terminer ce paragraphe que nous avons

répondu, dans le cas du systéme de vecteurs libres ey — e—2" X, 3
deux questions posées ala findu § 3 :

. g . . .
10 Si toutes les composantes du vecteur x suivant le systéme libre

- —> —
; ey % sont nulles, x = 0.

20 La condition nécessaire et suffisante pour que dans L?(0, 4 ),
les | ¢y | soient les composantes d’un vecteur suivant le systéme libre

—* . .
3 ey § est la suivante : la série

_2 Gn(Z) = —2 < 2 cvc—2")‘vz>,
n=1 n=1 \NEGn

doit étre, méme aprés multiplication par e2™X normalement conver-
gente dans tout secteur angulaire (¢, K) ; sa somme pour Z = X
réel > 0, doit étre e LP(0, 4 o).

§ 12. — Intervalle réel fini
et éléments A, de signe quelconque

Nous avons étudié des vecteurs e—2*X 2>0, dans L?(0, + 0 );
on aurait pu faire la méme étude dans LP(A, + ), A réel quel-
conque, et ’étude de vecteur et+?™X 3 > 0, dans L?(— o0, B), B
réel quelconque. Nous allons maintenant étudier des vecteurs
e—2™X ) réel de signe quelconque, dans L?(A,B), — oo < A <B
<+ .

Soit donc A = | ) | une suite quelconque de nombres réels ;
I’indice v sera supposé varier de — o a + o0, les 2, seront rangés
par ordre de grandeurs croissantes, A, > 0 pourv > 0, 3, <0
pour v << 0; 2, = O pouvant éventuellement faire partie de la

+ —
suite. Nous appellerons A, A les 2 suites partielles | A |,~.0, | v }v<o. "

TuforEME DE Mintz 1. — 10 Si la série ¥, 1/])| diverge,
v£0
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le systéme de vecteurs e—2™X est total dans L?(A, B) (p fini) et dans
C(A, B) (p = ), et chaque vecteur est dépendant des autres.

20 Si la série 2 1/I2v| converge, le systéme est non total, mais

. v7~0
libre.

La 1re partie du théoréme est évidente ; en effet si 2 1/ di-
v7£0

verge, I'une au moins des 2 séries 2 1/2, Z 1/)y diverge, de
v>0 v<0

sorte que ou bien le systéme Fz\,]v>0 est total dans L?(A, 4 o)
(et C’(A, + 0 )) ou bienlesystéme t_:zy ly<o st total dans L?(—o0 ,B)
(et C'(— o, B)) ; en tout cas le systéme j—e)v} est bien total dans
L?(A, B) et C(A, B).

Mais la deuxiéme partie n’est nullement évidente et n’a pas
encore, je pense, été démontrée. D’un seul coup nous démontrerons

la 2¢e partie du théoréme de M NTz et nous caractériserons I’adhé-
rence A?(A ; A, B) dans L?(A, B) du sous-espace vectoriel engendré

—>
par les {e|.
Nous démontrerons d’abord un lemme :

LemMME: Si P(X; A) = Za\,—'?“' VX' est un polynéme formé

avec les e *™X et si la série Z 1/|7v] converge, les polynomes défi-
vZ0
nis par
p(x A= 2 ae— 2xAX
v>0
0
PX;A)=4a (V)
P(X; A)= 2 ave_2“7‘vx.
v 0
vérifient les inégalités

g 1P 1oa, ) < C 1Pl Lo, B)
(12a) <

0
[P ClIP|| Loa, B)
PN Lo, B) < ClIP Il Lo, By:

(1) 11 est entendu une f01s pour | toutes que si A, = 0 n’est pas élément de A,

il ne sera pas question de BnideF,etc... La décomposition se fera toujours en
somme de 2 termes, et non 3.
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la constante C dépendant exclusivement de la suite A et de intervalle
(A, B).

Pour simplifier appelons ﬁ, ﬁ, n les normes intervenant dans les
1ers membres de (12 @), r la plus grande des trois, N la norme inter-
venant dans les 2¢8 membres. Nous pouvons, en multipliant P par
une constante convenable, supposer n = 1. Il faut alors montrer
que N est borné inférieurement par un nombre > 0 indépendant
de P.

Nous allons supposer le lemme en défaut et montrer que nous
aboutissons & une contradiction. En effet si le lemme est faux on
peut trouver une suite de polynémes P,(X) pour lesquels

nj=+1 lmN,=0.
1

Mais d’apres (10 a)

egﬂ)\lx * + + +
IP(2)| < CX, Y)n; < C(X, Y).

D’aprés un théoréme bien connu sur les familles normales de
fonctions analytiques, on peut de la suite P; extraire une suite

+
partielle que nous appellerons encore P,, telle que les Pt P,(Z)
convergent uniformément vers {une fonction analytique limite,

e2"7‘lzf’(Z) dans tout compact du demi-plan X > A ; alors quel
que soit ¢ > 0, les i’,(X) convergent vers +P(X) dans LP(A + ¢,

+ o). D’ailleurs i’(Z) admet un développement en série de Di-
RICHLET

‘ IE(Z) = 2 e N,
v>0
convergent par groupements de termes dans le demi-plan X > A.
Comme un raisonnement analogue pourra étre fait & propos des
i’, et ﬁ,, on peut supposer que pour la méme suite Py(X) consi-
dérée, les f’,(Z), l°3,-, P,(Z) convergent respectivement vers f’(Z)
holomorphe pour X > A, P constante, P(Z) holomorphe pour
X <B; les lgf(X) convergent vers 1+)(X) dans L?(A + ¢, 4+ ),

les E(X) vers P(X) dans L?(— o0 , B — ¢). Et I’on a les développe-
ments
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F(Z) = Z cve“zﬂvz

v>0

0

P =g

F(Z) = 2 r:ve_z")‘vz
v<0

+ 0 -
Il en résulte que les P; = P, + P; + P; convergent dans

+ 0 —
L?(A 4+ ¢, B—¢) vers P = P 4+ P 4+ P; mais I’hypothése
lim N; = 0 montre alors que P(Z) = 0.

j

Or P(Z) est une série de DIRICHLETEcve“z’“vz convergente

par groupements dans la bande A << X << B ; elle ne peut étre
= 0 que si tous ses coefficients ¢, sont nuls ().

0 —
Alors IJS(Z) =P=PZ)=0.

+
Les P,(X) convergent donc vers 0 dans L?(A + ¢, + ®) ;
+ 0 — 0 —
mais P; = — P, — P; + P;, et comme les polynémes P;, P;, P;

convergent vers 0 respectivement dans L?(A, B), L?(— o0, B —¢),

+
L?(A, B), les P; convergent aussi vers 0 dans L?(A, B — ¢), donc
dans L?(A, + o ). Ce qui permet d’écrire, compte tenu de la possi-

0 —
bilité d’un raisonnement analogue pour P; et P; :

+ v -
lim r, = lim », = lim n, = 0,
] I
(t) Cette proposition peut étre considérée comme classique dans le cas d’une
série de DiricHLET convergente (voir par exemple Vladimir BERNSTEIN [1],
P- 10). Elle est beaucoup moins simple dans le cas de la convergence par groupe-
ments. Voici comment on peut le voir dans le cas qui nous occupe. On a

+ 0 - +
P =—P—P.D’unepart P(Z) est holomorphe pour X > A et bornée sur (A + ¢,

0
+ o) ; d’autre part comme P est constante, et que P est holomorphe pour X <B

+
et bornée sur (— «, B —¢), P(Z) est nécessairement une fonction entiére,
bornée sur tout ’axe réel. Nous verrons au § 14 qu’une série de DIRICHLET

du type 2 cye—27\% ne peut posséder de telles propriétés que si elle est cons-

v>0
tante ; le lecteur se convaincra aisément que la démonstration qui sera donnée

+
de cette propriété ne fait intervenir que les résultats du §10. P(Z) est donc cons-

+
tante et méme nulle puisque P(+ ) = 0 ; tous ses coefficients ¢, sont alors

0 -
nuls & cause de (8 k). De méme pour P et P.
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égalité qui est bien contradictoire avec n; = 1 ; ainsi le lemme est
démontré.

Ce lemme permet de caractériser complétement AP(A ; A, B)."
En effet si des polyndmes Py(X ; A) convergent vers F € AP(A ;

A, B) dans L#(A, B), les P,(X) ont une limite F(X) & A?(A ;A, + ),
les P, une limite F, les P,(X) une limite F(X) € A?(A ; — 0, B),
etl’'on a F = f‘ + Fo‘ + F, les inégalités (12 a) étant satisfaites
par f‘, PQ, I?, F. Réciproquement d’ailleurs, toute fonction

+ 0 — + + — —
F(X)=FX)+F+F(X),FeA*(A; A, +x),Fe A?(A;—x,B)
appartient évidemment a AP(A; A, B). Nous pouvons donc
énoncer :

TutorkME II (CArAcTERISATION DE AP(A ; A, B)). — Pour
qu’une fonction F(X) appartienne a AP(A ; A, B), il faut et il suffit
qu’elle admette une décomposition (d’ailleurs nécessairement unique)

+ 0
F(X) = F(X) + F + F(X),

+ + 0 — —
Fe AP(A; A, + w), F constante (*), F € A?(A ; — o, B). Ces fonc-
tions vérifient alors les inégalités

!

+

\ 1 F(X) llLo(a, + w) < CIF(X) llLp(a, B)
0

(12a) ( |F| < ClIFX)lILaa, )

I F(X) lLp(—e ,B) < CIF(X) lIL2(a, B)

C étant une constante dépendant exclusivement de la suite | )y | et de
Uintervalle (A, B).

En conséquence :

10 F(X) est analytique sur 1A, B[ et prolongeable par une fonc-
tion F(Z), Z = X + iY, holomorphe dans la bande A < X < B ;

20F(Z) admet un développement en sériede DiIRICHLET-LAURENT (2).

(*) Encore une fois, on devra avoir Fq = 0 si 0 n’appartient pas & la suite A.
Voir note 1, page 55.

(*) Nous employons le terme de série de DiricHLET-LAURENT lorsqu’il y a
des exposants A, des 2 signes, par analogie avec la série de LAURENT qui géné-
ralise la série de TAYLOR.
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V=4
F(Z) = 2 c g TN,

V= —00
On peut définir un partage des | )y | en une succession de groupes

de termes consécutifs ((3,.)::"' * dépendant exclusivement de la suite

—®
| 2 |, tels que la se’rieZ(j,. < F(Z) > soit normalement convergente

dans tout compact de la bande A < X < B.
3° On a les inégalités (A < X < B):

(12b)  |FZ)| <16 < FIZ) > < CX, Y)|[Fllps(a,p)

C(X, Y), étant une constante dépendant exclusivement de X, Y (la
suite A étant supposée donnée une fois pour toutes) et restant bornée
dans tout compact de la bande A < X < B.

Si des Fy(X) € AP(A ; A, B) convergent vers F(X) dans LP(A, B)
les ¥{Z) convergent vers F(Z) uniformément dans tout compact de
la bande, et méme dans un tel compact on a uniformément

n=+4w
im ¥ |G<F,—F>|=0.

n=-—oo®n

+ +
En méme temps les ¥,(X) convergent vers F(X) dans LP(A, + ),

0 0 - —
les F; vers F, les Fy(X) vers F(X) dans L?(— w0, B), avec toutes les
conséquences que cela entraine (§ 10).

De ce théoréme fondamental résulte bien la 2¢ partie du théo-

réme de MtNTz. Le systéme 3—;,2 n’est pas total, puisque tout
F(X) € A?(A ; A B) est analytique sur ]A, B[. Ce systéme est
libre car si a chaque {fonction F(X) e A?(A ; A, B) on fait corres-
pondre son coefficient ¢;, on définit sur AP(A ; A, B) une forme
linéaire continue prenant la valeur 1 au point _e_:, la valeur O en

. -
tous les autres points ey.

Les inégalités (12 a) expriment que les 3 transformations li-
néaires

- T +

FeArA;A,B) — FeAr(A; A, + o)
0

Fe A?(A; A,B) —— F nombre réel

—

FeA?(A;A,B) — FeAPA;—,B)
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sont continues. On voit ainsi que 'espace vectoriel AP(A ; A, B) est
isomorphe au produit des 3 espaces vectoriels A”(Zﬂ\L ;A 4+o®);
droite réelle ; AP(/—\ ; — o, B).

On peut étendre cette propriété ; soit 2 un nombre réel > 0,

A
appelons F(X) la fonction définie a partir de F = ) cye— 20X

A A +
par F = 2 cve—2™X_ Fe AP(A ; A, + ) est transformée li-
SN
+
néaire continue de F donc de F € A?(A ; A, B), et on peut écrire

(120 1F00) o, + ) < Call Pl
Cx dépendant exclusivement de 2, de la suite | 2, |, de I'intervalle
(A, B).

Naturellement lorsque la suite | 2y | ne comprend que des élé-
ments > 0, les inégalités (12 a) deviennent

I FllLoa, + o) < Gl FllLpa,B)-

C dépendant exclusivement de la suite |2 | et de Dintervalle
(A, B). On en déduit des améliorations considérables de I'inéga-

lité (10. a) :
(12d) XY 6. < F(Z)>| <CX,Y)||F llLo(a, B)-

C(X, Y) restant bornée (pour une suite A et un intervalle (A, B)
fixés) dans tout secteur angulaire

X>ZA+e |Y/(X—A|I<K

Les théorémes de ce paragraphe peuvent étre énoncés pour les
variables z et z :

TutorEME pE MuUnTz III. — S0 f p‘,{ = M est une suite de

nombres réels rangés par ordre de grandeurs croissantes, pv + :7 >0,

pour v >0, py + % < 0 pour v < 0, éventuellement p, = —% :
10 Si la série 2 1| uv| diverge, le systéme de aecteurs% ;“*%

20
est total dans L?(a, b) (p firi) ou dans C(a, b) (p = 0 ),0<<a< b
< 4 o, et chaque vecteur est dépendant des autres ;
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20 §i la série 2 1/|uv| converge, le systéme de vecteurs est
w0
non total mats libre.

TrEorEME IV (CARACTERISATION DE A?(M; a, b)). — Pour que
la fonction f(x) appartienne @ A?(M ; a, b), il faut et il suffit qu'elle
admette une décomposition (d’ailleurs nécessairement unique)

+ 0 —
f(@) = f(z) + f(=) + f(=),
+ + 1, - —
f(z) € A?(M ; 0, b), 2P f(x) = constante, f(z) € A*(M ; a, + ©) (}).
Ces fonctions vérifient alors les inégalités

+
/(@) Lo,y < Cll £(2) llLo(a, )
1

(12e) |2f&)| < CI®) loia
) lLa(e, + w) < Cll /(®) lILp(a, 5

C dépendant exclusivement de la suite | py | et de Vintervalle (a, b}

En conséquence :

10 f(x) est analytique sur la, b[ et prolongeable par une fornction
1(2), z = re®, holomorphe dans tout le domaine de la surface de
Ri1EMANN de log z défini para <r < b ;

20 f(z) admet un développement en série de puissances de LAURENT

fla) = ) ezt

On peut partager la suite | py | en une succession de groupes de
termes consécutifs (g,.)::i: dépendant exclusivement de la suite
{ v |, tels que la se’riezqn < f(z) > soit normalement convergente

dans tout compact de la couronne (¢) a <r < b.
30 On a les inégalités (a < r < b)

(2 1@< X 16n < f(2) >| < Cr 0 1 fllLofa, 5

® ;(z) correspond aux y, > — % ,f(z) aux p, < — 1; .

(®) La couronne désigne ici toujours le domaine a <r <<b de la surface
de R1IEMANN delog 2.
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C(r, 6) étant une constante dépendant exclusivement de r et 5 (la
suite M et Uintervalle (a, b) étant supposés donnés une fois pour
toutes) et restant bornée dans tout compact de la couronne.

Si des f(x) e AP(M ; a, b) convergent vers f(xz) dans L*(a, b),
les f,(z) convergent vers f(z) uniformément dans tout compact de la
couronne, et méme dans un tel compact on a uniformément

n=-4 o

lim Y [Ga<fi—f>|=0.
]

n= -—aw

+ +
En méme temps les f(x) convergent vers f(x) dans Lr(o, b), les

0 0 — -
zUPf(x) vers z'IPf(z), les f,(z) vers f(z) dans LP(a, + x), avec
toutes les conséquences que cela entraine (§ 10) ().

§ 13. — Applications a la théorie des fonctions analytiques :
domaine d’existence

Dans tout ce paragraphe et le suivant, A = | ), | est une suite
donnée une fois pour toutes de nombres réels = 0, rangés par
ordre de grandeurs croissantes, et la série 2 1/7v est supposée

N0
convergente. Les (§, sont les groupements de termes définisau §10.

TutorEME 1. — Si par un procédé de sommation linéaire régulier
la série de DIRICHLET ch"”“"z converge uniformément vers

F(Z) sur un segment horizontal (X, + iY,, X, + iY,) ; la série
D6a2)  (GuZ) = D, ce” ™)

"EGn

() On pourrait aussi faire I’étude des systémes ’ ::*" l dans L?(a, b) ou C(a, b),
a < 0 < b ; elle ne présenterait aucune difficulté et nous ne la ferons pas ici.
L’étude n’aurait de sens que pour p, rationnel 4 dénominateur impair ; il
faudrait alors séparer la suite | p, | en 2 suites partielles § u,’ { 3 numérateurs

"

. ) ’ . . - . ’”
pairs, | 1. | & numérateurs impairs ;les "/’ sont des fonctions paires, les z" des

fonctions impaires. Le systéme n’est total que si chacune des 2 séries E 1/,

Z 1/».” diverge. Siseule la premiére de ces 2 séries est divergente, le systéme

est total dans le sous-espace vectoriel des fonctions paires, non total dans celui
des fonctions impaires, etc...
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converge uniformément vers F(Z) sur tout segment (X, + ¢ + tY,,
X, + iY,) ; et en outre converge normalement dans tout secteur angu-
laire

X=X, +¢ l-i— <K e, K réels > 0.
X — X,

Ce théoréme est trés important ; d’une part il montre que pour
des séries de DiricHLET du type étudié, aucun procédé de somma-
tion linéaire ne peut &tre plus puissant que le procédé de groupe-
ments défini par les (,; d’autre part il montre que si la série

E cie— ¥ diverge 'partout, il est logique de lui attribuer la

somme 2 Ga(Z) puisqu’aucun procédé de sommation linéaire ré-

gulier (en particulier aucun autre procédé de groupements de
termes) ne pourrait lui en donner une autre.

La démonstration n’est pas difficile.

Le procédé de sommation linéaire sera défini par exemple par

v=oo
FiZ)=lim Y, afjee ™ ()
I v=0

La série au 2¢ membre est supposée uniformément convergente;
soit Fj(Z) sa somme ; on suppose aussi que les F,(Z) convergent
uniformément vers F(Z)

On a manifestement F{Z) € A®(A; X, + iY,, X, + iY,) et par
suite aussi F(Z) € A®(A ; X, 4 ©Y,, X; + 1Y,).

Alors d’aprés le théoréme fondamental II du § 12 on a
FZ) = Z dve™ 21:‘sz, la série 2 Gn < F(Z) > étant normalement
convergente dans tout secteur angulaire

X> X, 4 ITC_—_X,|<K

On a d’ailleurs, pout tout v, dy = lim a(j)ev ; comme le procédé
]

de sommation est supposé régulier (cela veut dire que si une série
est convergente et a pour somme S, le procédé de sommation
réussit et lui donne aussi la somme S), on a nécessairement lim

a(j) = + 1, donc dy = ¢y, c. g. f. d. (3).
(*) Voir par exemple Emile BoreL [3], p. 220.

(3) L’hypothése de I'uniformité de la convergence n’est pas nécessaire,
R. BAIRE a en effet montré que si une suite de fonctions continues est conver-
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TuEorEME II. — Si A est le plus petit nombre réel tel que la fonc-
tion F(Z) soit représentable par la série de DIRICHLET ¥, cie—2"ME

normalement convergente par le procédé des groupements de termes
Gn dans tout secteur angulaire

X>2A+4+e |Y/(X—A)|LK, e>0,K>0,
la droite X = A est une coupure du domaine d’existence de ¥(Z) (*).
Supposons le théoréme faux et montrons que nous aboutissons
4 une contradiction. Si la droite X = A n’est pas une coupure,
elle contient un point, que nous pourrons supposer étre le point A
lui-méme, ou F(Z) est holomorphe, et de rayon de convergence
R > 0. Alors en tous les points de la demi-droite réelle Y = 0,

X = A, le rayon de convergence du développement de Taylor
est > R.

On a alors uniformément, sur (A, 4+ o)

n=

f(2-3)- ZSEE

d"F(Z)
din

F (Z — % ) Alors d’apres le théoréme fondamental I du § 10, le
développement de DiricurLET de F(Z — R/2), qui est
R

Z (c\.ezﬂv 2) e—2™MZ gst normalement convergent par le procédé
des groupements (§, dans tout secteur angulaire X > A + ¢,
[Y/(X — A)| < K ; et le développement de F(Z) est normalement
convergent par le procédé des groupements (, dans tout secteur
angulaire

X>A—R2+e |Y/(X—A+R2)[<K,

Mais quel que soit n, € A°(A; A, + ) donc aussi

ce qui est bien contraire & I’hypothése faite sur le nombre réel A.

Nous désignerons désormais par A(A) la famille des fonctions
analytiques définies par des développements de DIRICHLET

gente, il existe un ensemble d’intervalles partout denses, dans chacun desquels
les fonctions sont bornées dans leur ensemble ; dans le cas qui nous occupe,
la convergence uniforme en résultera.

(}) V1. BERNSTEIN [1], p. 139-141.
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Ecve—f-”"‘vz; le domaine de convergence par le procédé des

groupements G, n’est pas spécifié, mais c’est toujours la totalité
du domaine d’existence. La suite A est toujours supposée donnée
une fois pour toutes.

TutorEME III. — Les fonctions F(Z) € A(A) qui sont bornées
en module par un méme nombre M sur un segment horizontal
(X; + iY,y, X, + iY,), forment une famille normale dans le demi-
plan X > X,.

En effet ces fonctions sont, en module, bornées dans leur en-
semble, dans tout compact de ce demi-plan d’aprés (12 d).

Ainsi’étude que nous avons faite introduit un nouveau critére de
normalité : la combinaison d’une majoration sur un arc de courbe
non fermé et d’une suffisante lacunarité du développement de
DiricHLET.

§ 14. — Applications & la théorie des fonctions analytiques :
fonctions entiéres

Lorsque la fonction F(Z) € A(A) est entiére, son développe-
ment de DIRicHLET est convergent par le procédé des groupe-
ments G, dans tout le plan complexe.

Posons :

M(X, 4+ ;YY) = max. | F¢ + iY) |
E>X
MX, +®; Y, Yy) = __ max, _ |F{E+in)l.
E2 X7, <a<Y,

Dans le cas ou la série de DiricHLET est absolument convergente

(par exemple dans le cas d’un indice de condensation fini de la

suite | % |), nous poserons aussi M(X, + o) = gnax | F(E + in)|.
>X

z=
—o i+ ®
TaEOREME I. (MAJORATION DES COEFFICIENTS). — Il existe
une constante C(k) dépendant exclusivement de Uindice k, telle que,
(14a) | el < Clley e X M(X, 4 05 Y) (%)

(1) Une formule d’un type analogue, mais correspondant & des conditions
tres différentes, est donnée par M. MANDELBROJT [1] p. 14. Pour situer cette
formule par rapport & la ndtre, consulter la note historique du mémoire
annoncé dans notre Introduction.

Laurent SCHWARTZ. 5
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En effet c,e—24X ¢—270xY egt le coefficient de e—2™™Z dans
le développement de la fonction F(X + Y + Z), qui est con-
tinue lorsque Z parcourt le demi-axe réel > 0 et bornée par
M(X, + o ; Y); il suffit alors d’appliquer (8 Z). On voit méme que

Ck) < l J' ik C dépendant exclusivement de la suite A.

Ce théoréme est tout a fait comparable au théoréme de CaAucHY
qui borne les coefficients d’une série de Taylor dont on connait
la fonction

M(r) = max. |f(z)]:

|z]|=r
M(r)
lee| <=~
Cette formule de CaucHY est d’ailleurs valable pour des séries
de DiricHLET absolument convergentes sous la forme

| ] < MX, + o)e?™MX,

La formule que nous avons démontrée ici est bien plus inté-
ressante : elle majore les coefficients non pas en fonction de
M(X, + o), mais de M(X, + o ; Y).

De méme que la formule de CAucny démontre les theorémes
de LiouvILLE sur les fonctions entiéres, le théoréme I montre que :

Une fonction entiére F(Z) € A(A) ne peut étre bornée sur une
horizontale sans étre une constante (1) ;

Une fonction entiére F(Z) € A(A) ne peut, sur une horizontale,
croitre moins vite que e—*X (A > 0) pour X - —c0 , sans se réduire
@ un polynéme de DIRICHLET.

THEOREME Il (CROISSANCE SUR DIVERSES HORIZONTALES). —
Il existe une constante C(e,h) dépendant exclusivement de <, h réels
> 0 telle que

168) gy MX &, 003 YER) SM(X, + 03 Y)

< Cle, IM(X —e, +o0; Y == ).

11 suffit pour le voir d’appliquer I’inégalité (10 a) aux fonctions

+
(1) Telle est 1a proposition utilisée 4 lanote 1 de la page 57. La fonction P(Z)
est entiére donc son développement de DiricHLET est convergent par le procédé

des groupements Gq dans tout le plan complexe, elle est bornée sur I’axe réel,
donc constante.
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F(X 4 iY + Z) et F[X — ¢ + (Y == h) + Z] qui appartiennent
4 A®(A; 0, 4+ »). Ce théoréme montre que les croissances de
M(X, 4+ o ; Y) lorsque X - — o sont du méme ordre de gran-
deur pour les diverses valeurs de Y.

TaEoREME [II (CROISSANCE DANS DES BANDES HORIZONTALES).
— Il existe une constante C(e, Y,, Y, Y,', Y,') dépendant exclusive-
mentdee, réel > 0,Y,,Y,, Y,', Y, telle que

(14, ¢) % M(X,4 »; YpYz)<C(E,YuYz,Y1’,Y2’)M(X—5:+°°;Yll,Yzl)
T MX 4 05 Y, Y5> G YL, YL, YL Y )M(X e, 0 YY)

Démonstration identique a celle du théoréme II. Ce théoréme
montre que les croissances de |F(Z)| pour X - — o sont du
méme ordre de grandeur dans 2 bandes horizontales (Y,, Y,),

(Yy', Y,"), quelles que soient leurs positions, et leurs épaisseurs
> 0.

Tutorkme IV. — Si Pindice de condensation de la suite | ) |
est nul, il existe une constante C(c) dépendant exclusivement de ¢ réel
> 0 telle que
tae)  EEEEED CMX, oY) <MK, + ).

Ce théoréme est une conséquence immédiate de I'inégalité
(9 a). I1 montre que la croissance de | F(Z)| sur une horizontale,
pour X — — o0, est du méme ordre de grandeur que la croissance
totale définie par M(X, + ). Pour utiliser un langage clas-
sique (%), 'ordre et le type de F(Z) sur une horizontale sont les
mémes que Pordre et le type globaux. En particulier si F(Z) est
d’ordre infini, c’est d-dire si lim. sup. log log M(X, + o) _ + o

X—>—w | X |
elle est aussi d’ordre infini sur toute horizontale ; cela entraine d’aprés
un théoréme de BIEBERBACH (2) que toute horizontale soit une hori-
zontale de Julia (3).

Nous n’insistons pas sur les autres applications possibles de la

(*) Voir par exemple NEVANLINNA [1], chap. viir.

(*) BiEBERBACH[1].

(®) Povya [1] p. 627. Une horizontale de JurLia Y = k est une horizontale
telle que dans toute bande horizontale h —e <Y <<h 4+ ¢, ¢ >0, F(Z)
prenne une infinité de fois toutes les valeurs sauf 2 au plus.
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théorie. On pourrait donner quelques théorémes utilisant 1'iné-
galité (12 d), et montrant que 1’on peut remplacer les demi-droites
horizontales £ > X par des segments horizontaux X < &< X+ A
de longueur fixe h; et les demi-bandes horizontales > X,
Y, <»n <Y, par des rectangles X <{< X 4+ 4, Y, <n <Y,
de longueur fixe A.

Nous ne démontrerons pas non plus ici le théoréme :

TraEOREME V. — Toute droite horizontale n = Y est une horizon-
tale de Julia, ¢ moins que dans une bande horizontale Y — e < n
LY + ¢ assez mince | F(Z)| ne tende uniformément vers o pour
X—>—ow.

En ce qui concerne la portée et la nouveauté des applications
démontrées aux § 13 et 14, voir la note historique du mémoire
annoncé dans I'Introduction.



CHAPITRE II

MAXIMA DES COEFFICIENTS
D'UNE SOMME D’EXPONENTIELLES REELLES

§ 15. — Position du probléme

A la suite d’une question posée en 1889 par MENDELEIEFF et
en partie résolue par MARKOFF (), Serge BERNSTEIN (2) a compléte-
ment résolu le probléme suivant :

Quelles sont les valeurs absolues maxima des coefficients a,, a,, a,,...
a, d’un polynéme de degré n, P(z) = a, + o,z + ... + a,2", borné
en module par 1 dans Uintervalle [0,1] ?

BERNSTEIN a donné la valeur maxima exacte de chaque coeffi-
cient :

la| <1
lay| < 2n?
nn+k—1)!
(154) lal:| < 22k m)!—(ﬁv

|ana]| < n-2%72
an] <27

La méthode repose sur un fait assez particulier. On démontre
que c’est le méme polynéme P(z) qui réalise les maxima de tous les
coefficients ; ce polyndéme, dit polyndme oscillateur de degré n,
est caractérisé par le fait qu’il atteint sa valeur absolue maxima
+ 1en n + 1 points de I'intervalle (0,1), successivement avec
le signe 4 et le signe —. Or ce polyndme est connu : c’est
cos 2n (arc cos \/z) ; il ne reste plus qu’aen calculerles coefficients
pour trouver (15 a).

(*) Marxkorr [1].
(*) S.BEerNSTEIN [1], p. 30, formules 52 bis et 53.
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Posons-nous maintenant le probléme suivant : yy, p,, ... pa, étant
n + 1 nombres réels > 0, distincts, quelles sont les valeurs absolues
maxima des coefficients a,, a,, ... a,, d’'un polynéme généralisé (*)
P(z) = ayz™ + ...+ a,2"", borné en module par 1 dans Uinter-

valle [0,1] ? La condition Max |{P(z)] << 1 peut d’ailleurs étre
<z

remplacée par une condition moins restrictive : || P(z) || p0,0) < 1
(p=1); dans ce cas les py au lieu d’étre > 0, devront étre
1

> — =
p

Pour p = o, c’est encore un méme polyndme oscillateur qui
réalise les maxima de tous les coefficients, mais ce polynéme n’est
pas connu, et ses coefficients semblent difficilement accessibles ;
pour p < o, les valeurs maxima des divers coefficients sont réali-
sées par des polyndmes différents.

Nous aborderons ce probléme avec des méthodes nouvelles,
tirées de I’analyse fonctionnelle, et trés analogues a celles qui ont
été utilisées dans le premier chapitre. Sauf pour p = 2 (espace de
HILBERT) nous ne trouverons pas des valeurs exactes des maxima,
mais des valeurs approximatives, qu’on pourra considérer comme
satisfaisantes en envisageant le probléme d’un point de vue
asymptotique.

SoitM = | u, |,~ ¢ une suite de nombres réels, rangés par ordre de

grandeurs croissantes, uy 4+ 1/p > 0(2), lim uy = + o ; appelons
v—>®

M, la suite section p,, pg...tn. P(z ; M;) désignant un polynéme
a,z* + ... 4+ a,z"", posons

| ax |
I P( 5 Ma)|lLp(0, 1)

(15d) Np(k; n; M) = Max

et cherchons seulement une valeur asymptotique de Ny(k ; n ; M)
pour une suite M donnée, pour k fixe, et pour n - 4 .
Dans le cas ou M est la suite des entiers > 0, p = », les for-
mules de BERNSTEIN (15 a) donnent
92%
(15¢) N, (k; n) o~ (2k)
() Nous dirons désormais polyndme, conformément a la définition de la

page 23.
(¢) Pour p = o, on peut prendre p, = 0 ; mais c’est sans intérét, car le

maximum de | a, | est trivial : c’est + 1.
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Remarquons que Ny(k ; n ; M) n’est autre que la norme de la
forme linéaire continue (a;), définie sur le sous-espace vectoriel &,

de L?(0, 1) engendré par les ;“', v < n, et qui & chaque polyndme
P(x ; M,) fait correspondre son coefficient g, ; cette forme prend

les valeurs dxv aux divers points ;*", v < n (Y). Nous effectuerons
la transformation définie au § 7, de sorte que nous aurons & ré-
soudre un nouveau probléme.

A = | |,~0 étant une suite strictement croissante, de nombres
réels > 0, appelons A, la suite section };, 2,, - - - X, ; nous considé-
rerons des « polyndmes» P(X; A,) = a,e—2™X ... 4 ge—2X,
et poserons

la; |
15d No(k; n; A)=M .
(154) p(k; ny A) = Max IPX5 An) llLa(0, + )

Si les A sont reliés aux py par &y = v + 1/p, Np(k; n; A)
est relié & N,(k ; n ; M) par

(15¢€) Np(k; n; A) = (2n)PNy(k; n; M).
Il s’agit d’étudier la valeur asymptotique de Ny(k;n;A)
pour une suite A donnée, pour k fixe, n - .

TrEOREME. — Toute fonction g,(X) e L?(0, 4 0 ) (p' =p/(p—1),
p fini > 1) qui vérifie

fakad .

(15f) j e Ko X)dX =8, (v<nk<n)
0

vérifie

(15g) Il 2£(X) ”LP’(O,-l—w) = No(ks n; A)

De plus il existe une fonction g,(X) € L?' vérifiant (15 f), et pour
laquelle U'inégalité (15 g) est remplacée par une égalité.

On aurait un théoréme analogue pour ®(X)e V[0, + o[
(p = ) a& condition de remplacer ¢,(X)dX par d®y(X).

Démontrons ce théoréme pour p fini ; pour p = «, la démons-
tration n’en différe que par I’écriture.

La fonction ¢i(X) e L*" définit sur 170, 4+ ) une forme
linéaire continue ; les égalités (15 f) prouvent que cette forme pro-

( 0 pour i = j,

() 8y = 11 pour i = j.
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longe a tout ’espace L? la forme linéaire (__)a,,) définie seulement sur
&, ; la norme || ®llLe(o, + ») de 1a forme linéaire prolongée a tout
I’espace L? ne peut que dépasser la norme N?(k ; n ; A) de la forme
linéaire (—a:,) sur &,.

D’autre part, d’aprés le théoréme de Haan-Banach (*) la forme
linéaire (—a),‘) définie sur &, admet un prolongement sur tout I’espace
L?, qui a la méme norme ; ce prolongement est défini par une fonc-
tion ¢i(X) e L, vérifiant (15 f) et pour laquelle I'inégalité (15 g)
devient une égalité. On peut d’ailleurs démontrer qu’une telle
fonction g,(X) est unique.

§ 16. — Evaluation exacte de N, (k;n; A)

D’aprés le théoréme du § 15, Ny(k ; » ; A) est le minimum de
] ¢(X) ”L?(o, + w) lorsque ¢, (X) vérifie (15 f). (k < n).
Effectuons la transformation de LAPLACE

A

(16a) Tl = fo X X)dX;  A=o 4+ ir, > 0.

D’apres ce qui a été vu au § 5, les relations « gi(X) € L#0, + o0 ) »
et « Jz(A) € H2 » sont équivalentes; || ‘Pk(X)”L'(o, +e) =l T llge 5

enfin les relations
(15§) L e~ 2T™MKg, (X)dX = LI v<n

sont équivalentes aux relations,
(16 B) TiN) = 8 v < 1.

Nous pouvons donc dire que Ny(k ; n ; A) est le minimum de
Il Jx(2) || 4a lorsque la fonction J,(2) € H? vérifie (16 b).

Soit W,.(2) la fonction de BLAscHKE (%) relative aux zéros Ay,
v<n,vZk;

1 —
wio) =1 (7557
=

(*) Théoréme 2 du § 3.
(*) Voir note 1, p. 25.
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Cette fonction vérifie, quel que soit v,y < n,v £ k : Wi(h) = 0;
quel que soit 7 réel, | Wy(iz)| = 1.
On peut écrire

Wk()\)

(16¢) J:(\) = Wits)

Ue(V);

Ui(2) est holomorphe pour 5 > 0 et vérifie Uy(};) = -+ 1. Mais

X1

\

13609 s = ([ 130 e

(16)d 1

= 1 + . 2 1
| Wi(he) | <£w | Ux(iv) |2d1> = (Wil | | Ue) |l gga-

Le minimum de || J,(})||gs lorsque J,,()\) vérifie les relations

(16 b) est donc identique au produit de ——— ml par le minimunr

|W
de || Uy()|lygs lorsque Uy(d) vérifie la seule relatlon U(de) = 1.
Nous allons calculer exactement ce dernier minimum.

Ui(X) € H2 est représentable par I'intégrale de CAucHY :

(t6e) wo =5 [ 2 a

Faisons X = ), dans cette formule et majorons I'intégrale par
Pinégalité de HOLDER-SCHWARZ :

1 1
2

= un < ([ o) ([ g%)

ou

(161) 1 < UM [las/V bnhe

I’inégalité devenant une égalité si (et seulement si)
2\

(162) U = 5

On voit donc que ’on peut écrire

(16 k) min || Us(\) |lga = V/%mes
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et par suite

1+ N/,
(163) Ny(k; n; A) = \/zmx,,Hl 1_{; /M
vSh

Non seulement nous avons obtenu la wvaleur exacte de
Ny(k ; n ; A), mais nous avons le polyndme extrémal Py(X ; A,)

qui réalise le maximum de TP—II%—) . Ce polynéme est celui pour

lequel I'inégalité de HOLD ER-SCHWARZ

L ae | < | Pe(X) [la || 2(X) Il
appliquée & la formule

(171 =£w Pk(X)(Pg(X)dX

devient une égalité; donc & un facteur constant prés Py(X) = ¢,(X),
ox(X) étant la fonction vérifiant (15 f) et qui réalise le minimum
de || ‘Pk(X)”L*(o, + o) 1l est facile de la calculer :

24
. 24 Wi\
(16]) Jk()‘) =X + )\kwk()\k)

+* 2 Wilin)
PUX) = X) = [ o i 4, o

Dy vk 2intX,
(16k) Pi(X; Aa) _f Iy H Y e dr.
v<n<1 +)‘k/)‘v>
vk

On vérifierait aisément, par une décomposition de la fraction
)—\V—V_:(l)? en éléments simples, et intégration terme i terme, que
k

Pexpression trouvée est un polynéme. Mais la méthode méme qui
a été employée et le résultat trouvé montrent que ce n’est pas le

(*) Cette formule a été trouvée par MM. Kaczmarz et STEINHAUS [1], p. 86-
90. La méthode utilisée est tout a fait différente, et n’est pas généralisable au
cas p = 2. Elle a d’ailleurs uniquement pour but de démontrer le théoréme de
MunTz et n’a pas été appliquée a des recherches analogues aux nétres.
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polynoéme extrémal P,(X ; A,) qui a une expression simple, mais
sa transformée de LarLacE J,.(0.).

Cherchons une évaluation asymptotique de Ny(k; n; A), la suite
A étant donnée, et k fixe, pour n — + o . Nous supposerons la
sériezi/).v divergente, sans quoi Ny(k; n; A) admet une li-
mite pour n — oo, qui est donnée par le produit convergent

I T RS W)
Vi [ fe m\.
vZ£h
Nous poserons S, = 2 1/, et supposeronsdonc lim S, =+ o0 .
V<Il n—>rw®

Déterminons » > 0 assez faible pour que |u|<» entraine
Ty = M), (u)|

< e. Nous pourrons alors trouver

1—u
v, = k assez grand pour que v > y, entraine -:v—" < 7, et nous aurons
e R
- 1+ w/n, 25 [1 + ¢ (W /W]
(161) Nyfks;n; A)= (wm H T/, )( I>I e )
v ;tko v gno

v<n

Le premier de ces 2 facteurs est indépendant de  (pour n = y,) ;
le deuxiéme est compris entre eZMSal(1+:) et 2M(1—e)Ba—8,) ,
comme pour n— ®, S, — Sy, ~ S,, on peut dire que, quelque
petit que soit « > 0, on a pour r assez grand
(16m) EM(1—2n < Ny(k; ny A) < 21 +2)5r oy encore
(16 n) log Ny(k; ny A) =~ 2NSp.

Nous pouvons obtenir une évaluation plus précise lorsque la
série 2 (1/2+)? est convergente.

En effet dans ce cas la série

V=0

Z‘o (108 t:://:: —? 7»)
vtk

est convergente; soit log D, sa somme.
On peut écrire

2 log | 7=

v<n
vk

1+7\k/

= 2MSq + log D& 4- 0(1,,
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et par suite

I RERRDY

P 2MkSn
vt | T/, oo Die .
v=n

Il existe donc une constante C, = D, \/ &miy, dépendant exclusi-
vement de k et de la suite A, telle qu’on ait, pour & fixe, et n —o0
(160) Ny(k; 13 A) o~o Cre¥5n,

RECAPITULATION :

Formule exacte

1+ N/N

(1613) Ny(k; n; A) = \/mkvl;[k‘ m

v<n

Formule asymptotique générale (Zl/)w = - co)

(16n) log Ny(k; n; A) oo 2MS,.
Formule asymptotique spéciale (2 1hhv=+w; Z( 1IWE< 4+ o )
(160) Ny(k; 13 A) oo Cye?¥Sn,

Formaules relatives aux polynémes en zt*. 11 suffit de faire le chan-
gement de variables ; comme

= 3o B _o(34),
vgn & V%n by 1/p F%O By 2 X
v{n

nous pourrons poser S,’ = E 1/uv et écrire :

w>0

vKn

Formule exacte

1
W+ 35
1+ T
e 11| 2
(16p) Ny(k; n; M) = V2 + T
=k M+ 3
vCn 1 2
- 1
#w+2

Formaule asymptotique génémle( 2 1y = + oo)
>0

(1649) log No(k; ny M) oo (2 + 1)S's.
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Formule asymptotique spéciale

(X tw=tw: ¥ (1/H~)2<+w)
w>0 w>0
(16r) Ny(k; n; M) oo Clgel20e+ 18

§ 17. — Evaluation asymptotique de Ny(k; n; A) pour p <2

La majoration de Ny(k; n; A) sera aisée, grace a l'inégalité
de ParsEvaL-RiEsz (*). Nous utiliserons le théoréme du § 15.
Soient, d’aprés une méthode développée au § 8,

W() = H (1—)\/)\\,)

v<n 1+ "/)\v
I = W)/ + N2
I (0
Jk()\) - ()\ — )\k)JI(Ak)
(174) L0 =8, v<nk<n

Mais J,(1) € H?, quel que soit p =1 ; comme ici p < 2, on
peut écrire d’aprés ce qui a été vu au § 5

) = ﬁ e~ X 0 X)dX,  eyX) € LP(0,0).

Les égalités (17 a) sont, pour @,(X), équivalentes a (15 f), de
sorte que, d’aprés le théoréme du § 15

C
No(k 5 75 A) < || 96(X) lliwjo, + w) <M ) e < 7o

calcul d’ailleurs déja fait au § 8 (Formule (8 i)). C est indépen-
dant de k et de 7, et dépend exclusivement de A.

Cette majoration est en tout point analogue a celle de la for-
mule (16 i) et peut aussi s’écrire

1+ )"‘/)‘v

N,,(k;n;A)éDz.—H m

v<n

vZ£k

() Voir § 5, formule (5 d).
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On pourra sur ce produit faire & nouveau les évaluations asymp-
totiques du § 16 et trouver, lorsque la série 21/).\. diverge,

(17 by) Np(k 5 m 5 A) < e Plt+ 5

pour n assez grand, quel que soit « > 0 ; et si de plus 2(1/%,)’
converge,

(17 ¢;) Np(k ; 15 A) < Bee25n.

Au contraire la minoration de Ny(k ; n ; A) est beaucoup plus
délicate. Nous utiliserons encore le théoréme du § 15. Il existe
7x(X) € L?(0, 4 o) satisfaisant aux égalités (15 f) et telle que
Ny(k;n;A) = ||%(X)||Lp'(o,+ ®)*

Posons

() = /; e~ X o (X)dX.

(%

On a pour e réel > 0

L0+ ¢) =£ e— 2mAX (e~ 21:&chk(x))dx_

Ainsi Ji(A + ¢) apparait comme la transformée de LaprLAcE
de (e—2™X ¢, (X)) € L0, + ).
On en déduit d’apreés 1'égalité de PARSEVAL

136 + ) s = lle™ ™% a(X) llao, 4 )

Mais I'inégalité de HoLDER, appliquée au produit e— =X 9(X),
!
avec les exposants conjugués g = 2_5; ,q = b , donne

—2meX C
[l e =% ou(X) [ Lajo, + ) < NPT I 2&(X) llLa(0, + oo)-

et par suite
4
2p
T 1 3e* + € llms-

¢ pouvant étre pris quelconque, fixe ou variable avec n. C est une
constante universelle.

Mais les égalités (15 f) pour ¢(X) sont équivalentes pour
Jx(2) &

(17 a) L) =8y v<mk<n

€

(17 d) Nplksn; A) >
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Il nous faut donc minorer || J,(A + €) ||z sachant que Jy(A) satis-
fait aux égalités (17 a).
Appelons W, (%) le produit de BLascHKE pour les zéros Jv,
v < n,v Z k, pour le demi plan o > ¢ (ce qui nécessite ¢ < };)

r—ce
1—,V_E
W =11 /
. 1 4 ——=
v<{n —
ESS M €

Ona W, ,(W) =0, pour vy < n, v 2 k ; et quel que soit - réel,
I W, ile + i7)] =
On peut écrire J,(2) sous la forme

We, k()‘)

Jk()\) = m UE, k()‘)

pour ¢ > ¢ ; U, x(2) est holomorphe et bornée pour ¢ > ¢, et
vérifie U, ,(4) = + 1

+ o0 1,
\ 130+ € g = ( f | Tue + i) lzdt)z
(17e) —

1 r+ 1 U ud+9) lin
= ———— o [2 N ek T iH,
( W, 1| (Jﬁ, | Ueple+ ] d‘>2 TW, 2 1

Nous sommes donc ramenés & minorer || U, ;(A + ¢)||y. sachant
que |U, ()| = 1.
La démonstration du § 16 est encore valable ; il suffit de représen-

, + o l]e k +l")
ter U, , parl'intégrale de Cavcuy U, ;(2) = —-f mdr
pour trouver
(17) TU 4 + ) llgs = Véme —e) >k

constante dépendant de A et de ¢, et bornée tant que e < A < A,.
La combinaison de (17 ¢) et (17 f) donne

h

13 + e 2 1557

k est une constante dépendant seulement de la suite A et de ¢,
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restant bornée tant que ¢ < 1,’ <1, ; en portant dans (17 d) on
obtient la formule définitive

2—p 2—p 1 +)\k—€
(17g) Nyk; n; A) > h= i ! " h NEl
4 olk; ny A) = C Ws,k()‘f) =7 G 1 M —c¢
v<n _)\’___5
vZk

On peut sur ce produit faire les mémes évaluations asympto-
tiques que précédemment, et les résultats sont les mémes, a condi-
tion de remplacer tous les 2, v < n, par Ay — ¢. En particulier
1

hy —

la somme Y} 1/, doit étre remplacée par ¥
vsCn yn

quantité est > S,,.

-3 mais cette

On a donc, dans le cas général (Y 1/hy = + oo)

2—p

—

(17%) Npk;ny A) =¢ P e2Me—ot—alSn
pour n — o, quel que soit « > 0 ; et si de plus 2(1/%,)’ < 4+ o

pamed 2

(174) Np(k; 13 A) >é ¢ 2P 20u—e)Sn,

k
Il est d’ailleurs possible dans ces formules de prendre ¢ variable
avec n, pourvu que ¢ < A/ < A,

Nous choisirons . de facon & rendre aussi grande que possible
2—p
la quantité ¢ 2» ¢—2n;{] suffit par exemple de prendre S, = 1, et
nous aurons les formules asymptotiques cherchées :

Dans le cas général (Zi/).v = + w)

(175,) Np(k; nj A) = ™t —alSn,
pour n — o, quel que soit « > 0 ;
si de plus 3(1/0)? < + o
£2NSn

2—p

(S P

En réunissant ces minorations aux majorations (17 &,) et (17 ¢;)
nous pouvons récapituler :
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RECAPITULATION :
Formule asymptotique générale (Z‘l/).v =+ oo)
(47) log Np(k; n; A) &~ 2NSh.
Formaule asymptotique spéciale (21/7\\, =4 ;2( IWE<+ o )
p—2

(17¢) Awﬁl‘AkSnS,l 2p < Nplk; n3 A) < Bg&”"s“-

Formaules relatives aux polynémes en xt.

En posant toujours S, = 2 1/pw.

>0
vn
Formaule asymptotique ge’nérale( Y =+ )
w>0
(17)) log Ny(k; n3 M) =~ 2( s + 3 ) Si

. L. 1\?
Formule asymptotique speczale( 2 1py= 4+ ; 2 (;) <+oo)
uy>0 py>0
=

1
2l pe+ =) S'n 2\ ue+ =)
A7k) A',,e( ”) S'a P < Nplk; n;M)gB'w( ") i

§ 18. — Evaluation asymptotique de N,(k; n; A) pour p > 2

Cette fois c’est la majoration qui sera beaucoup plus délicate
que la minoration. Aussi commencerons-nous par la minoration.
Nous ferons la démonstration pour p fini ; pour p = o0, il 0’y a
qu’une différence d’écritures.

D’aprés le théoréeme du § 15, il existe une fonction
o:(X) € L?(0, + o), vérifiant les égalités (15 f) et telle que

Np(K ;75 A) = |9 X) |20, + )

Si comme précédemment nous posons
b -~
5 = [ e ax,
on a J;(2) € H?, puisque p' < 2, et

(18a) Np(k; 75 A) = [|e:X) | L0, 4 ) = [ TN [l 191

Laurent SCHWARTZ. 6
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de plus J;(2) satisfait aux égalités (17 a). Nous introduirons alors
la fonction de BrascHkE W,(2) relative aux zéros A, v < n,
v # k, et au demi plan ¢ > 0 ; pour tout v < n, v 2 k, on aura
W.() = 0; et quel que soit < réel, |W,(iz| =

A
1 —
v -
v;t;: 1+ N
et nous poserons
. Wi
Ji(\) = Wrine) U);( )

de sorte que Uy() est une fonction holomorphe pour ¢ > 0 et
e Hr, vérifiant Uiy(d;) = 1, et que l'on a

1 .
(185) 13 | e = W] | UxN) || g et par suite

1
(186) Np(k n; A) IW A)l” ”HP

Mais ’application de la formule (5 ) (*) donne ici
(18d) 1= U | < K) || Us) ||

K étant la fonction définie dans cette formule.
11 suffit alors de porter dans (18 c) pour obtenir la formule défi-
nitive

(18e) Nplk; n; A) =

1+ M/N
| Wk('\k) | H ' T— N/

vil\

h étant une constante dépendant exclusivement de 2.
Nous avons déja donné les valeurs asymptotiques d’un tel pro-
duit :

Si Y1y < 4
(18£)) Np(k; ny A) > e2Mel—alSa
pour rn assez grand, quel que soit « > 0 si de plus, Z (A )2 4o
(182) Np(k; n; A) > Awe?Sn,

{t) Ou, ce qui revient au méme, la représentation de Uz par une intégrale
de Caucnuy et ’application de 'inégalité de HoLpER.
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Passons maintenant & la majoration.
Nous poserons comme précédemment

1 — M
woy = 11 (r=m)
vn
(18h) I = WO/ + ne
I

I = G —g170w)

de sorte que Ji(Av) = dwv,v < n, k< n.

Comme p’ < 2, il n’est pas évident que J,(2) soit transformée de
Laprace d’une fonction de L¥'.

Mais Jp (2 — ) € H2, e réel > 0, « < 7,.

o | L—= 2] | — (o + DM
En effet, la quantité T am| = ‘H—(’Tl_’-')/—)\v
atteint sa valeur maxima, lorsque ¢ = — ¢, pour = = 0, cette va-
leur est i + Z;" ; si on choisit - assez faible devant 2, on peut
- v
2 . 1 + S/)\v 35/"“ .
écrire | 7—— s <e et par suite
3 e3ESn
et dISg—gr=
On a donc
. e3€Sn
(187) 1330 — e} lls < O) 13757

Ji(. —¢) est alors transformée de LaprackE d’une fonction
Ye, 1(X) € L0, + o0 ), et d’aprés I’égalité de PARSEVAL

. . e3sS,.
(18)) [[¥e, a(X) llLego, + ) < O(1) 7ol
On en déduit
(18k) L) = ﬁ e Koy X)dX (1)
(181 o(X) = e~ Xy (X).

Cette derniére égalité montre que ¢i(X) € L*'(0, + o ) comme
nous voulions I'obtenir ; il suffit en effet d’appliquer au produit

() La fonction ¢x(X) est évidemment indépendante de :.
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e— 2’ eX | L 4(X)|? 'inégalité de HOLDER avec les exposants con-

jugués ¢ = p—2 q = 2 pour avoir
p—2’ r

o) e 4
(18m) [} ¢x(X) [l1ar(0, + 0 ) < 53 Il Y6, 1(X) llL2(0, + w)<c'u—_2[m'
e 4P c 2p

D’aprés le théoréme du paragraphe 15, on peut conclure, compte
tenu de I’évaluation de J'(?,) :

A
e3ESn 1 + :;\"

(18 n) Np(k; n5 A) < Ce =3 |
52_p' v<n - :

v A
On en tire les formules asymptotiques : si E i =4+ o

3eSn -
(180) Np(k; n; A) < € — e?l-L“—f—d)Sn

g 4P

pour n assez grand, quel que soit x > 0; si de plus Z(i/lﬁ“ < +w

3ES)|

(18p) Np(k; n; A) < Dy sy P50,

Nous pouvons maintenant choisir ¢ variable avec n de fagon &
P2

rendre aussi petite que possible I'expression e33/c 27 ; il suffit de
prendre ¢ S, = 1, ce qui conduit aux formules asymptotiques défi-
nitives :

Si N1/ =+ o
(181,) Np(k; n; A) < e+ 205
pour r assez grand, quel que soit « > 0; si de plus S A< 4w

=
(188) Ny(k; n; A) < BietsSns, % .

En combinant ces majorations aux minorations (18 f;) et
(18 f,), nous pouvons récapituler :
RECAPITULATION :
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Formule asymptotique générale (2 10y = + oo)

(185 log Np(k; 75 A) o~ 2::Sa
Formule asymptotique spéciale (Z 1 =+4+»; 2(1 MP< 4 )
. p=2
(182) AugBn K No(k; nj A) < B, 2P

Formules relatives aux polynémes en z™.
Formule asymptotique ge’nérale( 2 Y = + oo)
“v>0

(18q) log Ny(k; ny M) o~ 2<“ + I%) S,

Formule asymptotique spe'ciale( E 1=+ oo; Z (1)’ <4+ oo)
Pv>0 Hv>0 F
2(m +':;)Su' 22

1
k4= )Sn’
(18r) A,,'e2(" P) K Ny(k; n; M) < Bile S’ 2P .

§ 19. — Conclusion

Nous avons d’abord trouvé une formule relative 4 une suite
A = | | quelconque (sans autre hypothése quez 1=+ o ;

Phypothése contraire n’étant pas intéressante, puisque quand elle
est réalisée, N, a une limite, d’ailleurs inconnue, pour n — ).
Cette formule est indépendante de p :

log Ny(k; n; A) o~ 20S,.

L’équivalence est d’ailleurs uniforme par rapport a p ; quel que
soit « > 0, on peut trouver n, assez grand (dépendant exclusive-
ment de k et de la suite A) tel que n > n, entraine

AN = K Nyk5 5 A) < 2+
quel que soit p = 1, fini ou infini.
Si nous prenons pour A la suite des entiers naturels,
1 1 1
Sa=1+5+5+ -+ ,;~logn,
a formule trouvée s’écrit

log Ny(k; n) 2k logn
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équivalence conforme aux résultats de BERNSTEIN (donnés pour
p= o).

En faisant ’hypothése supplémentaire 2 (1/W)*<< + «, nous
avons pu améliorer les résultats et intercaler Ny(k ; n ; A) entre
les 2 quantités

P2
C 3827‘1’8“, D ke‘z).lc»‘.’ms’l 2p ,
la deuxiéme de ces quantités étant plus grande ou plus petite que
la premiére selon que p = 2 ou p < 2 ; pour p = 2, ces 2 quan-
tités sont du méme ordre de grandeur et conformes au résultat du
§ 16.

Mais la valeur asymptotique exacte de N, doit pouvoir é&tre
située avec plus de précision entre ces 2 infiniment grands ; il
faudrait pour cela employer des méthodes plus puissantes que
celles qui furent précédemment exposées. Il y a la un probléme
que nous n’avons pas pu résoudre ; nous pensons qu’il doit en
réalité exister pour p quelconque comme nous ’avons vu pour
p = 2 une constante Cp(k, A) telle que

Np(k; n; A) =~ Cylk, A)e*Sn.

Si nous considérons le cas p = «, la suite A étant la suite des
entiers, la formule (18 g) donne '

Ain®* < N, (k3 n) < Bwn®\/logn

alors que les formules de S. BERNSTEIN donnaient

92k
N (k; n) ~ m n*
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