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SUR LE SCHEMA DE HELMHOLTZ-KIRCHHOEF

Introduction.

On sait que, parmi les figures physiques de I'écoulement d'un fluide, se
présente le mouvement permanent, avec sillage en aval d'un obstacle.

A cette figure particuliére correspond le probléme hydrodynamique théo-
rique de I'écoulement plan du fluide incompressible avec surfaces de discon-
tinuité s’étendant a I'infini, qui donne lieu au schéma de Helmholtz-Kirchhoff.

Ce probléme a fait I'objet de nombreux travaux, en téte desquels se situent
par leur importance, les Mémoires de M. Henri Villat ('); depuis il a été
particuliérement étudié par MM. Alexandre Weinstein et Caius Jacob et
surtout par M. Jean Leray dont les travaux occupent une position centrale dans
la théorie des sillages, el dont la Thése (*) de M. Julien Kravichenko constitue
le prolongement. On trouvera dans ce dernier travail une bibliographie
étendue de la question ainsi qu'un exposé capital d'un caractére définitif.

Dans le présent Mémoire, j’ai tenté une extension des résultats déja obtenus
dans diverses directions, et en particulier dans le cas d’un obstacle fixe par
rapport a un canal a parois rectilignes indéfinies et paralléles, cas ayant fait
I'objet de la thése précitée, laquelle m'a été du plus précieux secours.

Il s’agit ici, en I’espéce, du mouvement plan irrotationnel du fluide parfait
incompressible enfermé dans un canal indéfini dont les parois sont des

courbes p., 1y, Le fluide vif provenant de I'infini amont heurte un obstacle ]/3_6
fixe dans le canal, sc subdivise en un point O de I'obstacle en deux courants
qui léchent celui-ci le long des éléments @, et @,, pour s’en détacher aux
points P, et P,, confondus avec B et C dans le cas dit du sillage, en amont de
ces points dans le cas de la proue, et pour laisser entre eux un sillage de fluide
mort limité aux lignes de jet A, et 2,.

(1) Eten premier lieu sa premiére Thése : Sur la résistance des Fluides, n° d’ordre 1412,
Paris.

(%) Sur le probléme de représentation conforme de Helmholts, Théorie des sillages
et des proues (J. Math. pures et appliquées, g série, L. 20, 1941, p. 35 & 303).

THESE A. OUDART. 1
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Dans un premier Chapitre, je situe des généralités et les représentations
conformes employées; je rappelle, en particulier, I’emploi du demi-plan
supérieur (T') de la variable ¢ et de la demi-couronne (d) comprise entre les
cercles de rayon 1 et ¢ <1 concentriques a l'origine du plan de la variable Z.

Le second Chapitre concerne le probléme inverse (indéterminé)de MM. Levi-
Civita et Villat, et en particulier I’étude du module de continuité.

Le troisiéme Chapitre étudie I'obstacle, les parois et les lignes de jet et met
en évidence certains aspects du probléme en ce qui concerne la limitation
du canal.

Le quatriéme Chapitre a trait aux conditions de validité dites de M. M. Bril-
louin; j'établis I'impossibilité de satisfaire en général a la condition V <1 dite
de limitation de la vitesse ou premiére condition de validité (que j'appelle
condition de validité totale) pour un canal convergent; par contre, j’obtiens
une proposition tout a fait satisfaisante pour le canal divergent et 'obstacle
tranchant.

Le cinquiéme et dernier Chapitre traite de l'existence de la solution en
application du Critére d’existence de MM. Jean Leray et Jules Schauder.

Sur les suggestions de M. J. Kravtchenko, j’ai tenté d’exploiter le plus
possible le demi-plan (T); I’étude poursuivie m’a montré que I’emploi de la
demi-couronne (d) avait aussi ses avanlages et que cette représentation, qui
nécessite 1'usage des fonclions elliptiques, conservait sa valeur; d’ailleurs,
I’étude de ces dernieres fonctions n’est pas sans intérét en soi et est une
excellente application de la théorie des fonctions.

Chemin faisant, je me suis rendu compte qu’il n’était guére possible de se
passer complétement des dites fonctions, et en conséquence, J'emploie I'une ou
Iautre représentation, indifféremment, selon la plus ou moins grande facilité
qu’elle peut offrir.

D'ailleurs 'usage du demi-plan (T') n’est pas sans inconvénients en raison
de D'existence du point a I'infini du plan et de la nécessité d’introduire la fonc-
tion i% s moins simple que Q(Z).

Enfin les résultats qu'on peut obtenir dans le probléme indéterminé de
MM. Levi-Civita et Villat par exemple, concernent des domaines de solutions
voisins, mais non identiques.

A ce sujet, il y a lieu de noter que les sujétions du plan Z, par exemple la
limitation de ¢ par l'inégalité ¢ <C 0,517 dans un certain probléme, si elles
n’ont pas leur équivalent dans le plan ¢, laissent la place a d’autres sujétions,
par exemple la nécessité que la fonction @(¢) satisfasse & deux conditions de

régularité.

Dans un but d’allégement, j'ai reporté en Annexe un certain nombre
d’études préliminaires, et j’ai retranché un.certain nombre de résultats numé-
riques qui pourront prendre place dans quelque autre Mémoire.
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J’ai adopté pour les références a la thése de M. J. Kravtchenko les initiales
(4. K...) suivies du numéro du paragraphe ou de la formule et de la page; j'ai
procédé de méme pour les références aux Eléments de la théorie des Fonctions
elliptiques, par Jules Tannery et Jules Molk (7. M...); mes propres références
ne comportent que le numéro du paragraphe et de la formule sans initiales,
sauf pour ce qui concerne I'Annexe.

En terminant cette Introduction, je veux reporter ma pensée sur les Maitres
de ma jeunesse, et je veux exprimer toute ma respectueuse gratitude a mon
Maitre M. Henri Villat, qui a bien voulu suivre mes travaux et les encourager
avec tant de bienveillance, et leur donner I'impulsion qui m’a permis de les
conduire & bonne fin, malgré les vicissitudes de la guerre.

Je suis également heureux de remercier ici mon ami M. Julien Kravtchenko

de 'aide si efficace et si cordiale qu’il m’a donnée pour vaincre les difficultés
du sujet traité.

CHAPITRE 1.

GENERALITES ET REPRESENTATIONS CONFORMES.

10. La figure 1 situe le probléme posé, comme nous l'avons exposé dans
I'Introduction.

Fig. 1.

11. Soit f(3)=0(x, y)+il(x, y) le potentiel complexe dans le
domaine (A) du fluide vif.

. . d,
La vitesse complexe W =u —1p = 3/; donne les composantes (u, ¢) de la

vitesse V du fluide en chaque point.
On pose

(1) Y — 0



et
(2) QR=0-+.T (fonction de Levi-Cavlta),

Oest 'angle de Vavec Oz et T= logV <V =valeur absolue de la vitesse V)
Nous ferons la convention habituelle

(3) V=1

sur les lignes de jet et a 'infini aval dans le domaine (A), d’ou

(4) P=pot ; (1— V)
et
(5) ’g‘—f':%:I sur)u et )\2,

et & linfini aval sur p., et w,; p=pression statique au point de vitesse V;
po= pression statique dans le sillage et aux points de vitesse 1.
La densité du fluide est posée égale & 1 conventionnellement.

12. La fonction f(z) définit la représentation conforme de (A) de (3)

sur (F) de (/) (fig. 2)-

Fig. 2
Y
e t,
(F)
L @, Re ¢

0 @, BT, ,

Lo Yz
PLAN £

Par convention f(0)= o, c¢’est-a-dire
(1) 9(0, 0)=1d(o0, 0)=o.

Nous devons justifier que la bande s’étend de —oo & 4o le long de
I'axe des o.
Considérant p, par exemple, V y tend vers 1 a I'infini aval; on voit donc

d R .
que d_c; ~1 quand / -« et ¢ -~ ; méme raisonnement pour A,, A, et ,.

A D'infini amont, cela se complique : il n’est pas certain que ¢ y prenne la
valeur — o que nous lui assignons sur la figure 2. Cependant il en est bien
ainsi, lorsque les parois y possédent des asymptotes paralléles (6, =¥)



distantes de Li; on a alors

—+ d
(2) V_w:thqJ’ £+A¢o et ¢ —>—o0.
Si le canal s’épanouit indéfiniment vers I’amont et si 'on a pour . =— o
yi==ki(— x) sur [ Ay et k, étant des fonctions bornées,
Ye=ky(-— x)+ sur p, \ P et ps étant <1

la vitesse sera de I'ordre de ——— ou ——
(—ax)h  (—a)

- et fVa’l, c'est-a-dire ¢, deviendra
infinie négative.

C’est le cas d’une direction parabolique unique (paralléle a Ox) (p, et p, <1).

Cest le cas d’un canal admettant deux asymptotes (p,=p,=1) ou méme
deux directions paraboliques faisant un angle < g en valeur absolue avec
l'axe des 2.

Dans le cas ot I'épanouissement du canal est égal & = (ou supérieur), on ne

peut plus affirmer que ¢ + — o 4 I'infini amont. Nous éliminons de tels cas de
nos préoccupations.

13. Le procédé des images conduit & doubler la bande (F) par symétrie
par rapport aux frontiéres ¢, et — {,, puis & couvrir le plan (/) par la trans-
lation 27(, + ¢, ) réitérée. La fonction u= ¢’'/** de périodicité 2¢n conduit &

. — ™ .
représenter la bande (2F) sur le plan (u) en posant A = Sy (e==%1).
Fig. 3.

U )
mz ml
o P, R [
AN
= 0 - g

Plan intermédiaire W

En posant p=—c¢ %ﬂ“ W le demi-plan supérieur (U) correspondra a la

bande (F); en posant ¢ =—1, le point & =0 correspondra & ¢ =--; d’ot
N S

(1) G—e Wr¥ bt et la figure 3,

avec

(2) p=r

(3) a=m L (notations de la figure 3).

b+ ¢e
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14. La transformation de Schwarz permet alors d’étendre le demi-plan U
coupé le long de OU, (U, image de O) sur le demi-plan (T) en assurant la
correspondance ( fig. 4)

—c a 1, b o
0 {

—0 0 Uy O -+

ou trois couples suffisent & la détermination.

Fig. 4.
(T
a -1 ¢, +1 b
the 7\2 ) mz 0 @, 7"1 sy .
PLAN ¢t

Les points a, t,, b seront singuliers et les développements en a et b seront

o g

de la forme (t — a)™ et (t— b)", ce qui conduit a
°‘ 8

(2) @=K(t -a)" (¢t —b)~.

La singularité ¢, consiste en ce que la variation d’argument de (u —u,) est
double de celle de (1 —¢,), de sorte que

o . di
U— o=y (L— ). .. et Tr c':0,

donc

o B

to—a+ t0~b"°’
il s’ensuit
dql1+bq/g

ly— ————"

(3) ° QJH—%
Passant aux logarithmes, il vient alors
(4) jzmﬁlog(l——a)—glog(t——b)%—kz,
s T

(5) 0= — %"’ log(ty—a) — %’log(l) — 1) — i+ ky qui détermine k.

partie reelle

La correspondance fondamentale de la bande (I) et du demi-plan (T) est

donnée par
(61)

{ c amont @, N

v o} —1 -1



et conduit aux relations

(65) @1:—%log(1~—a) -—%log(x—b) + ks,
(65) cpzz-%log(—l—a)—%log(—l—b)—l—k‘z.

Nous noterons les trois formules

Gy t—b Yy, t—a

(7) f:*;;logto_b—"&“logtoﬂa’
- %4—% t— 1

(8) df=—-"— (t——a)(t—b)dt’

(9) kgz q’)‘); log(lo—— b) —+ %log(to— a),

et rappellerons avec M. J. Kravichenko que :

— le domaine (T dépend de trois paramétres a, b, t,;
— le domaine () dépend de quatre paramétres o,, ¢,, 4,, U,.

Ceci ne peut nous étonner, car le domaine (T) peut représenter confor-
mément aussi bien (F) que tout domaine semblable, de sorte que les équations
qui donnent a, b, ¢, sont homogénes en ¢,, ., 4,, ¢

9

15. La transformation de Schwarz fait correspondre ’aire (T) du demi-
plan supérieur (T) & I'aire d’un rectangle (R) du plan (u) (fig.5) par la
formule

(1) du — di .
Vie—a)(e—1)(t—b)
Fig. 5.
3 Wy — i
| |
o, U, W, :
g A (R) N,
X k0 2
2
PLAN w
Soit en partant de u = o pour { =—cc
~ dt
u —_—= y
@ /_wx/u—a)(ﬂ—r)(t—b)

le radical étant pris positif pour ¢ =— .
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Nous avons (cf. fig. b) évidemment

T dt
b \/P\(t)

—+1 dt
o of gt
® ? f ww) ko ), VRQ®
W3 ¢ . at
® 7“[ V—Rm—[ V=R(t)

les radicaux étant pris avec leur sens arithmétique et en posant

(3) L

(6) R(t)= (¢t —a)(£—1)(t—b).

L’inversion de l'intégrale elliptique peut étre conduite en faisant appel
direct aux traités classiques, ou a partir de la connaissance des poles et des

zéros de la dérivée % =(t—a)(*—1)(t—b). On obtient ainsi

d
(7) To=pu—plu+y)

(p étant la fonction elliptique de Weierstrass aux périodes 2w,, 2w, ); puis

a—i—b_'_i p’u-—p’y.

® T e pu—py

On obtient également par la méme méthode une autre forme de j—i
dt PP ( Y>

7= "
[#f-r(e+1)]

16. La méthode des images permet de doubler le rectangle (R) dans le
sens de w, et d’obtenir une bande de hauteur w, et de périodicité 2w,.
La fonction cellule, logZ de période 2ix, conduit a poser

(9)

(1) u:Cii%logZ

et a obtenir une demi-couronne (d) pour la représentation de (R). La con-
stante C et le signe sont alors déterminés par la correspondance des figures 5
et 6, ot les lignes libres sur la figure 6 sont représentées sur OX, d’ou

’ [N
(2) u:m,—|—m3——%—zalogz,

Le rayon du petit cercle est
(3) qg=¢e u—’;’

comme on le calcule aisément.
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17. Corresponpances poncrueLLes Er Remarques. — Le point O du plan (3)
devient le point u, défini par

(X) to—z (Io+b -+ £ ‘p’uo———‘plY
b 2 pu—py

ou
Y b dt

{2) Uy «)»Alﬁ)i‘—;—l— —
3 _ VR

Uy U0+ W,

(radical arithmétique),

Ce point O correspond 4 Z, = e avec

I “dt
3) So= — Qm 0— W Z) s (radical arithmétique ).
@4 2 [N - VR(¢)

Fig. 6.

PLAN 7

L’infini amont correspond a u, = o (par définition) et a Z, = ge* avec

(4) P [oo., — I] — __dL_ (radical arithmétique).
® 2 o ) VR(?)

Par ailleurs la correspondance (t) et (Z) est assurée directement par

1 2
(5) {—= 7 +'2‘ Y )
p(m1~’- Wi = logZ) —pY
et

- ) Z *
‘e [p%—p(mﬁ—m-&——%’[logZ)]

Enfin le domaine (d) est défini par ¢, s, ¢t s,, ol ¢ et 5, ne dépendent que
de a et b, mais on 5, dépend de a, b et ¢,.

THESE A. OUDARY, 2
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CHAPITRE 1I.

PROBLEME INVERSE OU INDETERMINE DE MM. LEVI-CIVITA ET VILLAT.

20. Le probléme direct consiste a déterminer les lignes de jets et les fonc-
tions f(z), c’est-a-dire & déterminer le mouvement. Le probléme inverse
consiste 4 déterminer z(f) pour un domaine (I') donné, c’est-a-dire des
couples obstacle-canal cadrant avec la bande (I).

La représentation conforme transpose le probléme du domaine (1) dans le
domaine (T) ou (d) etlaformule (11 .1) remplace la détermination de = (/) par
celle de Q(t) ou Q(Z) réelle pour les lignes de jets 4,, A, :

(1) T=o.
21. Sowution pe M. H. Virar (') [ demi-couronne (d)].

210. Suivant les notations de M. H. Villat, soient ®(s) fonction d’obstacle

et W(s) fonction de paroi, les valeurs de @(X, Y) données sur les demi-
circonférences de rayon 1 et g

(1) % (X, Y)=®(s) sur la demi-circonférence de rayon 1, avec 0<s<T;
L O(X, Y)=W(s) » q, avec 0Ss<T.

Soient s,, 5, les images du point de bifurcation et de I’cc amont, valeurs
données pour lesquelles on peut avoir discontinuité

(2 % D (50+ 0) Z P(s0— 0) [pour un bord arrondi, ®(s,+ o) =P (sp— o) + 7].
) W(s +o0) Z2W(s;— o).

Remarquons qu'il faut

{ @(so+0)2®(s0— 0),

®) | W(si+0)<W(si—o) (8,20,
et aussi
) W(r)2W(o) (8,20,).

Lorsque W(s,+ 0)=W(s,— o), nous prendrons ¥'(s,) =0, Ox est alors
direction asymptotique amont.

Lanullité de T le long de %, et %, (20. 1) permet le prolongement analytique
dans la demi-couronne inférieure par les valeurs imaginaires conjuguées.

(*) Cf. Ann. Sc. Ec. Norm. Sup. 29, 1912, p. 227; Apercus théoriques sur la résistance
des fluides, p. 67 (Scientia, n° 38).
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La fonction Q(Z) est alors une fonction analytique, uniforme de Z réguliére
excepté en s,, §,, 2% —§,, 2% —$§;, ¢, — ¢, +1, —1 et en général aux points
de discontinuité ou de non-analyticité de ® et W'.

Parois, obstacle et lignes de discontinuité seront analytiques sauf aux points
indiqués ci-dessus. En particulier les lignes de jets seront analytiques sauf
peut-étre a leurs extrémités, points ==¢ compris |ce qui distingue le canal
curviligne du canal rectiligne (J. K., p. 59)]. Par contre, étant donné que ®
et W ne sont pas, en général, analytiques, le squelette du schéma (parois et
obstacle) ne sera pas, en général, analytique,

211. M. Villat a montré (') que ce probléme de Dirichlet dans la couronne
est résolu par

7)— ') 0z © (207 + 2 e) | ae
(1) .Q(/J)_—q—r—_,—Q f (I)(s)| <~—lo Z nc)—F 5(l.7rloDL + ﬂ_c)]dc
——f Ye )l{;( logZ — vc>+§3<——logé (:ra)]deg

avec la condition de régularité (ou d’uniformité)

(2) f [@(e) — W(e)]de =o.

212. Les formules (7. M., VIL, 3) et (T. M., XI, 2) permettent d’écrire

G(u+a)+(u—a)=C0u+w,+a)+l{u+o,—a)—2n;
P (u+ w3)

R ) e —pa 2™
u—+a)+ C(u~a):2§u+}7p_—lao—&a
2§(u+wJ):2Cu+pf,_ueg—i—2m.
D'ot
= p/(ﬁlggZ) -
Q(z)=to §<?—llogZ> [f [tl)(s)——‘lf(e)]dstM_._w__ﬁ_____ W(e)de
T 0 p(;—tlogZ)——@ °

T ®(c)d:
—+—p< 1log?) o (€) ;
[ov(wsz)—r(2e)
T W(e)de
_p’<%irlogZ+m3> = (¢) ™ .
1
i p(lnlogZ+m3>~p(Ee)

(*) Scientia, p. 72.
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La condition d'uniformité de Q(Z) nous impose ici la condition (211.2),
d’ou

{

. kY (l)
(1) Qzy="2t p/<i’—1|ogz> (¢) e
T L (ﬁﬁIOOZ — ((ﬁe
A (p iTL' =] P T

™ J
— p! &logZ—ws qf(a)de )
P\ o )
<.—1]00Z—-w3 —p e
A P iz o8 b

ou les fonctions du second membre (') sont uniformes.

9213. On a alors

af dt
— eQ
(1) # f A

avec (14.8), (17.6) et (17.5).

922, EXPRESSIONS VALABLES JUSQU’A L’OBSTACLE OU JUSQU AUX PAROIS.

220. Pour mettre les formules (211.1) et (212.1) sous une forme valable
sur l'obstacle ou les parois, on emploie |'artifice classique consistant a faire

apparaitre la forme O >< o ou g et a prendre la valeur limite, si elle existe.

2210. On est amené a remplacer la premiére intégrale de (211.1) par

/ [@(c) —D(s)] [c<%log2~ %e) —|—§<%’tlogZ+ %1:>] de + ®(s).14,
0

et de méme la deuxiéme par des expressions analogues en W, {; avec une
intégrale I,.

2241. Ona

@y
(1) ="l U(;;logZ-@-ml)
L= —

g
e 0'<?)—l logZ — m1>
T

(1) A signaler ici une erreur dans la formule (::), page 27 de 'ouvrage de M. Umberto
Cisotti, Idromeccanica Piana, parte prima. On constate que le second terme a été omis
dans cet ouvrage.
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et compte tenu de (7. M., VI, 1), on a

G(0+ o) =—eMa(v — ),
d’ou

(2) lo g(v 4 o)

. ®,
=amy +(2k+1)in avec ¢ —= — logZ.
o(¥ — ;) n ( ) T &

® . . ez .
Posons u=¢+ —¢. Le domaine de « est limité aux abscisses — w,, + w,
iy

pour Z réel < 1. De plus ¢ sera imaginaire pure avec coefficient de ¢ positif,
d’oti le domaine figure 7.

Fig. 7.
A B
L
b
- w, 0 w,
PLAN »

La valeur limite de log ¢ :) makl

= quand ¢ —o fixera £. Il s’agira de suivre
- 1

logou le long de — w,yw,. La seule difficulté réside en O:cu~u dont
'argument varie de — m, d’on

g(wy)

logou =logo(—u) —im et loga(#w”\—m (k=—1)
Dés lors
g(v—+ wy) o
(3) logm_zm( i
(4) L 2mlogl = 7
1= T q

l 10y

2212. De méme

+T
(1) I“:f C(u—+ wy)de — 2ams™ avec u = %logZ—i— %‘e
-7
et
B P+ o ®
(2) f LU+ wy) de = glog%‘j—:—&;’—)) avec ¢ = @, ?élogZ.
—

La formule issue de (7. M., VI, 1) reste valable avec cette valeur de .

De plus, pour ¢ < Z <1 et Z réel, on a

RO} )
v_ﬁ-rlobqZ,_l - |loggZ|;
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¢ est imaginaire pure avec coefficient de 7 positif; on aboutit encore 4 k = —1
et
2m, logZ T 2
3 L=———— +2n0, — +— —2mn,
(3) 3 ; N Jm,+lm, 213 T,

compte tenu de(2211.3), (2212.1) et (2242.2).

1 T, . \
La formule v, 0, — v, 0, = i réduit (3) a

(4) 1= 2mlog%,

2213. On en conclut les deux suivantes :
. T
() @)= (@) —0)] [:(%logZ—— “7’;3) N ;(%;logZ+ ‘{%)J de

0

+ ®(s) + 2—n‘;‘-:oilogz D(s)

_ ,‘%[ﬂw(e) [:;(%logZ — %s) + Zz(%lOgZ—F %Eﬂ de;
(2) Q(2)= %foﬁ‘p(e)[g(%“gz =) t(esz+ o) |
_E%‘Lllogz W (s)
_%[ﬁ[w(s) W] [g:;<%logZ—— %5) +C3<%103Z+ %5)] de,

valables, la premiére jusque sur I'obstacle (Z =e¢"), la deuxiéme jusqu’aux
parois (Z=gqe"), sous condition bien entendu que les produits indéterminés
aient un sens, ou conservent un sens aux intégrales correspondantes, c’est-

a-dire en somme a f?“)—:—s@—@ et f‘—y-(il—:—:ﬂﬁ Ces deux formules peuvent

étre vérifiées a partir de la page 19 de Scientia, n° 38.

2220. On peut de méme remplacer la premiére intégrale de (242. 1) par

T 5 / T =
(:I’(E)_\(p"”w dz + B(s) . de -
LoeZ ) — p 2 bt —p2
| p<;lobZ) pe 0 p(inlogZ> pe

et la deuxiéme par

K1 ‘IJ- E‘ o T
- ( ) ‘F(S) = de-f—‘lf(s) — dE - .
ogZ — —pt log s ) —p =
/ p(t.ﬁlooZ m;> p_e / p(l.ﬁloDZiw‘;) pPE

9221, Mais (7. M., VII, 3),
pa
})d — J)O!

=l(a+a)+{(a—a)—2La



et (T. M., X1, 2),

P (a=w;)
plartw,)—pa

dotr (T. M., VII, 8)

=%(a+a)+G(a—a)Ean,—28(atw,),

!

pl(ai(.n);) _ N _ __Ya
p——d_——(atwu)~‘pa__cj(a+a)+c”(a a)—2%a pa—e

92222, On a alors

n
p/<%logz> - de = :Ii——2§<%logz>ﬂ;
1 log —_p
SRV ONE
et

@y
= . p’<f—logZ) p
p’(&logZiw;) d =1+ R LU —2§(°ﬁlogZ> .
LT Wy o7 - ®W, wml GZ) T
P ElobL__w& —p—c P ETOD /Me‘
0

™

99223, On en conclut les deux formules suivantes

T
ey N [@(c) —D(s)] de 2nglogZ  w (o
(1) Q(Z)—“? P (LTIO°Z> ), . AN ™ ] T 2wt iT logZ ) | ©(s)
pl—=logZ)—p—c
A (17: > T

< o " W(e)d
_P< > j W(e)de — < log Z—mJ>/ P( llogz_ewz_p%
(2) QL) = lw1 P'(%IOgZ>/ﬂp<m ®(e)de — <*logZ> f oy de

1 1 o .
ElogZ>—‘pFe p( lo Z> e;

o (® logz— o [W(e)— W(s)]de
PA\in O logZ — 0, ) —p e
A ‘p(l‘ﬂ ° . P
®
ﬂp’(élogZ)
p(?{logZ)—e;

formules valables, la premiére jusqu'au point Z =e¢", la deuxiéme jusqu’au

— E—Y)iiig—z 27*C< et ogZ>—|— W(s)h.

point Z = ge“.

9994. On vérifie aisément que ces formules découlent aussi de 2213.1
et 2213 . 2.
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2225. En faisant Z = ¢* dans la premiére, on vérifie que Q(Z) a bien ®(s)
pour partie réelle sur la circonférence de rayon (1). En faisant

(H_T  \
(.)1)

13
Z—ges—=ce"

dans la deuxiéme, en tenant compte de ce que
® ; P =S
Z<%s+w3> = 7?T§+T“+ -2 _ (T-M., V11, 9) et (T. M., 1X, 6),

o de
7)1&)1_7)1@1:15’

on vérifie de méme que Q(Z) abien W(s) pour partie réelle sur la circonférence
de rayon q.

23. REMARQUES.

231. On peut observer que la condition T = o pour Z réel conduit & partir
de la formule (2213.2), appliquée au point Z=g (ou — ¢), aprés quelques
calcufs élémentaires, a la condition de régularité (211 .2).

232. Cette condition peut s’établir directement en appliquant le théoréme

de Cauchy a la demi-couronne, pour la fonction Q(LZ)

et prenant quelques
précautions pour les points de discontinuité de Q(Z) sur le contour.

233. La formule (211.1) peut étre établie a partir du théoréme fondamental
de Cauchy appliqué au cercle, que I'on transpose successivement sur le demi-
plan, le rectangle, la demi-couronne (voir Annexe I),

24. Sovution b M. J. Kravrcaesko [ demi-plan (T)].

240. M. Basile Demtchenko indique dans un ouvrage ('), sans toutefois
insister et sansen tirer une méthode, le raisonnementde base. M. J. Kravtchenko,
dans une lettre du 8 aotit 1939, m’a proposé I'emploi du plan ¢ au lieu du
plan Z; il y voyait la source de simplifications importantes et envisageait
méme son emploi systématique.

J’ai pu reprendre la question quelques mois aprés mon retour de captivité
en 1941. M. J. Kravichenko donne également (*) quelques indications &
ce sujet.

(') Problémes miztes harmoniques en hydrodynamique des fluides parfaits, p. 2 et 3
(Gauthier-Villars, 1933).
(%) J. KravTCHENKO, P. 103-106, § 1k bis.
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2411. La partie réelle de Q est connue : sur les parois donc pour
—w < tla et bt <<+ oo

et sur |'obstacle donc pour
—1SI8+1.

La partie imaginaire de Q est nulle (T = o) sur 4, et 2,
altli—1 el +15t<b.
2412. Convention de signe. — Considérons le polynome
(1) R(y=(t—a)(t+1)(t —1) (Lt —b)

qui s’annule en changeant de signe pour a, —1, 1, b.

Nous prendrons la détermination de yVR(¢) positive ¢ o (J. K., p. 104).
Chaque fois que ¢ passe par les valeurs a, —1, 1, 4, I'argument du radical

varie de — l;;—c, de sorte que R () sera imaginaire pure dans (a, —1) et (1, 8)

et négative sur (—1, +1). En particulier \/B(o):—— l V= abl.
2413. R([ a sa partie réelle égale a h ____! pour (— =, a) et (b, + ),
VR
I(\’}(R() | pour (—1, 1), & o sur le reliquat de 'axe réel. Nous posons
Q)
Ty

242. M. B. Demtchenko établit que si I'on connait la partie réelle ¢(¢')
de f(¢') sur I'axe réel ¢’ du demi-plan (T), onaa partir du théoréme de Cauchy

+r ' /
(1) Jt) = ;;_f (?Ellj ([h + iy, (valeur principale de Cauchy).

Il indique également comment on peut passer du cercle au demi-plan.

243. On obtient (") ici

O \ . SO | [ 4l / a .t » riogl !
(1) Q) =+ K / b le/ n J () /d/ )
VR ol I8 y Rogy 6— ~Ju R(y) 6 —1¢

~
~

—1

| On verra plus loin que 4, =0 (263).]

VR(?7) = o(¢*) de sorte qu’il n’est pas nécessaire de parler de valeur prin-
cipale de Cauchy dans le cas présent. Rappelons la convention de signe (2412).

a »
(" f signifie quon intégre de — o a a et de b & «.

— 0¥ b

THLSE A OUDART 3
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244, La formule (213.1) est remplacée par

Al
(1) z= elgg{dt avec (14.8).

i,
25. EXPRESSIONS VALABLES JUSQU’A L’OBSTACLE OU JUSQU'AUX PAROIS.

250. Laformule (243.1)est valable pour zcomplexe et pour zréel sur (a, — 1)
et (1, b).
L’artifice classique appliqué a (242. 1) donne (7 étant réel)

“+R !
CP(l ) - <P(T) dt/.

(1) f(t):iq)”.‘—wf)_’_é,:i:nl )¢

—R
251. On a, en effet,
lim — =T
R—».J t—t ’

comme nous allons le démontrer.

Fig. 8.

Y

-R T «R
PLAN ¢t

Considérons la figure 8. Nous avons

+R
Lo=l=k
Pour v, en posant ¢ — t = pe®, il vient

dt .
-t,—_; — 2IT.
Y

Pour T, en posant ¢/ = Re'?, il vient

ae ("¢ . (" d
f-T— :lf ,—“—t'd(.P:lTE—Fltf I_q);
Pt—t o ' — o ' —t

|| =R, [t]=r et | —t|>R—r,

mais
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d’ou

l f y )\———»o pour R — oo,

rrestant fixe.

252. Nous obtenons alors la formule

o) =9 (=) 4
t—t

J(t)=ihu+ 0 (%) + - val. privc. f

—»

Cette formule conserve un sens si ¢ — 7, et 'on obtient

(1 SO =ibe+9(7) + 217_ val. princ. f () —¢(7) dt

=z
qui a pour partie réelle ¢(7) pour = réel.

Ceci suppose naturellement que ¢(#') a un module de continuité convenable.

253. (252.1) permet de donner a (243.1) une forme valable jusqu’a
'obstacle et aux parois.

Répétons qu'il n'y a pas de difficultés sur les lignes libres.
26. CoNDITION DE REGULARITE.
260. Nous référant a M. B. Demtchenko (/loc. cit.), nous allons montrer que

la condition de régularité se réduit a f o(t')dt'= o parce que lim ¢ f(t) =o.
— =

261. Ceci nous conduit a étudier le comportement de Q(z) a I'infini. On
montre (A. 33) que pour t = Re? (0S¢ <w), ona

Q) =0T _‘E+7§(e',~e;>1ogﬁ+z‘13+ .

’

de sorte que :

2611. Sz_(tz_) — o pour R — o, donc ¢ f(t) - o et a fortiort.

2612. 9;2” —opour R — o, done Si{_(% = f(t) > o.
(

262. De (2611), on tire, d’apres (260), la condition de régularité

() A ‘F(t)
d d =
(I) f_l \/H t) b M”[ t=o.

263. De (2612), on tire que ¢, =0, ce qui simpliﬁe les formules (242.1),
(243.1), 252.1), et celles qu’on en peut tirer par (253), en particulier

(1) o) [ prew ar o X ar ]
VR(z) 7 L VR t—t  _J, VR(Z) =1
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27. Expressions pE T ==1logV sur L'0BSIACLE ET SUR LES PAROIS.
271. Cas de la solution de M. H. Villat.

2711. Posons Z =¢". 1l vient par (2213. 1), sur 'obstacle,
(1) O,(s)=®(s) (cf. 2225),

(2) T,(s):::—;

f“[d)(e)*d)(s)] [C%(v—w a)+§%(s+e)] de +2msD(s)

[ Oy @ 1!
/O‘llf(s)[aﬁ(s e)+¢ 77(s—i—a)Jcles
2711. Posons
Z—=gqe", (logZ:[ﬂ o 1'?).

\ @y
[l vient, par (2213.2), sur les parois,
Q(ge)= l%gf t@(s)[l(%(s—‘—s)%—wg»+C<(;)—_'(s+s) +w,>]ds
~2v71(7:~2~’+s)‘l"(s)
—[ e —venfu(Ze-ore)u(Zero o))l
Compte tenu de (7. J., XI, 2) et (7. M., VI, 3), il vient

Q(qE"):%{ f'<b<e>[c-.’i‘if<s—s>+:a‘i;<s+e>

0

de + 21;3/ d’(s)da~z~q,(n§—’+s> W (s)
Jy .
_f (W () — 1["(¢)][§%(s——s)+:%(s+s)] d: ~—2v;;f ‘I}"(s)ds%—g‘r).,ﬂllf(c)s.

Compte tenu de

. AT
] (I)(s)de:/ W(e)de et de mm——mw,:f%,
0 “0

nous obtenons

(1) 0,(s)=W(s) (cf. 2225),
7

h_[ [(W(e)— \[f(s)][c%'(s—s)+c%<s+s)] de — 2, s W (s)

(2) Ty(s)="2 {
+f @(e)[cx‘—";‘(s—e>+t.f1;—‘(s+s>]ds}-

2713. Observer la symétrie entre T, (s) et T,(s). Ces formules peuvent étre
établies & partir de Scientra, n° 38, p. 18.
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2714. On obtient également, soit a partir des formules précédentes, soit a
partir de (2223),

~2 . ~ T o) = S/ =) .

(1) l;'f;(s;::‘p"i's ————————(D(H) (D(S)(’ls—‘p'({j)lsmw,) Fie)de
W1 ™ (j)ig__.. g1 I3 . / )( -5 — W, (,:‘1
P PL¢ J, 4 P

o

[

lp ._‘s
— ——m———'—f Wie )d'+27"[’ﬂ1*‘* ‘-—SJ(D(S)
P

Une expression identique pour T,(s) en changeant
(2) ®en — U et Wen—.

272. Cas de la solution de M. J. Kravtchenko.

2721. Nous emploierons une variante de la méthode, pour obtenir une
formule valable jusqu’a la frontiére du domaine.

Surlobstacle, ’élément génant de laformule (263.1) est la premiére intégrale.

Nous écrirons

O(t)y — d(7) -
— e dll R(?) toar
o [ f T

On a
-+1 dt,
f l—l-j? [lOg(t’—-t)] .._.]O'T
—1

étant suivi par continuité ( fig. 8). Quand ¢ devient réel =, on voit facilement

que
R/ 1—7 .
; = log —+ 7.
t—r 147

—1

1+t’+ [arg(1 — ¢) —arg(—1—¢)], log (¢ — ¢)

On obtient dans ces conditions
(1) 9(z) =®(7),

ce qui montre que Q(7) a bien ®(<) pour partie réelle,

\/ (D(" — 0 W) de
(2) T(r):% (D(r)log — / f VR (%) \/R(ﬂ) I —=

2722, Considérons maintenant les parois,; nous pouvons écrire :

anR\/ t)llft’ (e
\/R(t)\“ 2 i / a

®ar
—R*7D
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On établit aisément, en suivant log(# — t) par continuité, que

R N . . - =log b=t 1 in
S Ry ey ey T R

ou nous ferons t =1, d’ou

(1) O(r)=W(r) (méme remarque).

() TO=—|¥e) log

— val. princ. ;
\/R(t’) U — P A t'—r

Tt JR(7)
+1 g , —<W(')— ¥(7)
_f VR() &) dt i / \/R(t) ar

28. MODULE DE CONTINUITE.

280. Nous allons généraliser les résultats obtenus par M. J. Kravtchenko,

pour les parois rectilignes (J. K., § 11, Corollaire, p. 68) au cas des parois
curvilignes.

281. Cas de la solution de M. H. Villat.
2811. On peut écrire (cf. 2711.2)

[@(s)*®(3>][_(3_8)+§_( +8)] Ble) = B(s)

E—3S
avec

Als, &) =(e— 9= (s— )+ (s —$) L= (s +2).

Soit un point e* (s 3£ 5, ou d’une discontinuité plus généralement).

Pour appliquer la théorie exposée en Annexe LI, nous supposerons w, et v,5% o
[c'est-a-dire a2 —1 et b£1 (ef. 18,4 et 15,5) ()], ce qui permettra de
développer C%(s— ¢) dans un cercle A de rayon égal a [2w,| ou|2w,| et de
choisir un intervalle E contenant s et s, 4 son intérieur, lui-méme contenu
dans le cercle A et plus petit qu'un demi-intervalle dans lequel ®(¢) appartient
a l’espace £,(¢) (n >1).

Considérant l'intervalle d’intégration, celui-ci est divisé en 3 : E', E, E".
La fonction A (s, ¢) est continue par rapport as ete dans E' et E”, et sa présence
ne modifie en rien les raisonnements de (A 23). Dans le cercle A, on a

A(s, &) =— wii + (s —¢)B(s.¢),

ou B est une fonction continue, d'ou

_m D(e) —D(s)

0, e—s

[@(e)-«@(s)][c’%(s—s)—l—c%(s-i—e)]: + C(s.¢),

ou C est continue.

(*) a et b sont ici les quantites qui entrent dans R(¢).
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Le théoréme de M. J. Kravtchenko, appliqué & la premiére partie (A. 21)
pour les valeurs s et s, pour l'intégration, montre que cette contribution
appartient a 'espace £,_, ().

Quant a la deuxiéme partie, jn[C(s,, ¢) — CG(s, €)] de, elle satisfait 4 une

condition £2,(s), car C(s, ¢) satisfait a une condition £,(s) comme ®(s), c’est
dire que 'on a
A AE
——FF > donc -
[Togls:— 1] [Toglsi—1]

1G(si,6) —G(s, ¢) [ <

f[C(si,a) — G(s, )] de

Au total la premicére intégrale de T,(s) appartient a l'espace £2,_,(s),
®(s) appartenant a 'espace £2,(s).

2812. La fonction s est Lipschitzienne; ®(s) appartient a l'espace £,(s),
donc s®(s) satisfait a une condition y,(s), donc & une condition v, (s)

(¢f.J. K., p. 69).

2813. Quant a la deuxiéme intégrale, que W(e) soit continue ou non (les
discontinuités étant de premiére espéce, car nous écartons le cas saugernu
ou W serait infini), nous pouvons la dériver par rapport a s, et sa contribution
est Lipschitzienne.

2814. Ainsi T,(s) appartient a l'espace £,_, (s), si ®(s) appartient a
Pespace £,(s). De méme T, (s) appartient a 'espace £, (s), si W'(s) appartient
a l'espace £2,(s).

2815. Considérons Q(Z) [(21).1), (2213.1) et (2213.2)], fonction
continue et dérivable dans (d). Elle appartient a I’espace £2,_, (s) pour les points
des cercles de rayon 1 ou g ot ®(s) ou W(s) appartiennent a 'espace £2,(s).
Nous voulons montrer qu’elle appartient a I'espace £,_,(Z).

2816. Explicitons la définition : On dit que U(Z) appartient a U'espace £2,(Z)
st elle est continue et satisfait a la condition
A
[log| |7

2817. D’apres (2815), Q(Z) salisfait a la condition £,_,(Z) dans (d) et sur
les frontiéres. Il reste & montrer que ceci reste vrai quand on wvorsine les
frontiéres de la couronne, par exemple la circonférence de rayon 1.

Le seul terme génant (') est

. D) — B D(e) —D(s) +7(Il(s)~—d)(s) s-—¢ :
U(Z) = 100, dﬁf : TocZ de.

B

|U(Zy) — U(Z)|$y4(Z—Z) avec v,(z) =

n

2T

(*) Pour ¢ = m, on prendrait f

0
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On a
P “log— —s
. e T R(e) —D(s) O
U(z)—Ul(e )_/’ p— 7 de.
-7 Iog—lf — &
Soil
AN
t—es|ipele )],
1l vient
_ _ -
logZ:z‘s—|—log[x—|—pe(qo PE)I%I‘S—(-L'pe‘?,
d’otut
Z
log—l:-—s nes 0 1
I 7. o pe’9+s—a <’/lz:ga—q; (Cf. /lg 9).
0~ —¢

Divisons maintenant l'intervalle en trois par s — 2¢p, s + 2¢.

Fig. 9.

Dans 'intervalle (s— ¢, s+ ), la contribution est

I‘P
o
< -
sing
*".‘I 1]

A e i de
< = - )
smg . !log[s-—s[l le—s|

©

D(e) —®(s)

E— 9

de,

donc

. B
qui est de 'ordre de — ———.
sing |logp |*

Pour l'intervalle — 7, s — ¢, nous sommes ramenés a (A. 22) [intervalle E, ]

et a(A. 23) [intervalle E'] avec ¢, complexe et égala lif—z- On voit facilement,

que, moyennant quelques légéres retouches, les raisonnements restent valables.

2818. Méme raisonnement prés de la circonférence de rayon ¢.

2819. Conclusion. — Si la fonction ®(s) satisfait ¢ une condition £2,(s)
excepté en s, et W (s) cxcepté en s, (n "> 1), la fonction Q(Z)[(211.1),(2213.1),

(2213 .2) | vérifiera une condition *,_,(Z1) dans tout son domaine d’existence,

sauf aux points e=* el qe=":.

Scolie 1. — Si W(s) satisfait & une condition £,(s) méme en s=-s,, les

exceptions Z = qe*"* s’évanouissent.



Scolie 2. — Si ®(s) et W(s) admettent d’autres discontinuités (de pre-
miére espéce), on doit naturellement excepter les points correspondants.

Remarque. — Pour le canal divergent, on est assuré de la continuité de W(s)
en 5,, mais non du module de continuité suffisant.

282. Cas de la solution de M. J. Krastchenko.

2821. Considérons les formules (263. 1), (2721 .2), (2722. 2), nous pouvons,
a o
dans les deux premicres, considérer que / sont des valeurs principales
—wvb
de Cauchy ou non, a volonté (243).
Lies extensions (A. 24) et (A. 25) permettent d’appliquer le théoréme de

M. Kravichenko immédiatement en prenant pour fonction W(¢), la fonction
(

P oy 2O
VvR(z) VR
exceptant ici les valeurs de ¢ suivantes : ¢,, o, @, —1, 41 et b (et toules

autres discontinuités de premiére espéce éventuelles), les discontinuités de

avec ¢ au lieu de =, ainsi que les raisonnements de (281) en

X \ ’ 1
deuxiéme espéce étant d’ordre « = - <1.
2

Excepté pour ces valeurs de t (et leurs voisinages) peul-étre, Q(t) sattsfera a
£, (2) st ®(2) et W'(2) satisfont @ une condition £2,(t) (n>1).

9822. Aux points a, — 1, 1, b on ne peut appliquer directement le théoréme
invoqué. On peut se ramener au plan (Z).
On montre en effet facilement qu’en ces points, on a, par exemple,

e

c_}% ~A(t—a),
d’ot
At L L ’
’EI:BU_aV:BIAtF et loglAt|=12loglAZ|-+2logB  (B3=o),
de sorte que les conditions 2, pour Q(Z), ®(s), ¥(s) entrainent des conditions
2, pour Q(t), ®(¢) et W'(¢) méme cn ces 4 points et leurs voisinages.

Ig. 1o.
~
~
~, \\
. ~ 1
~,
-00 SN \‘f’
+ f
c t’ [-%

e !
2823. On peut établir ces résultats directement, sans passer par le plan Z,
d’abord pour ¢ — a par un chemin oblique sur la direction (@, — ) ( fig 10).

THFSE A OUDARIL. 4
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2824. Puis pour un chemin confondu avec cette direction (1 - @) ( fig. 11).

g, 11,

2825. Donc pour un chemin quelconque.

2826. En ce qui concerne le point a I'infini du plan t, 'inversion rameéne ce
point a distance finie :

1=, Ilog[Aul‘:Ilog(u||:|logl[.

Nous convenons de dire qu’une fonction est continue pour ¢t = w« et y satisfait
a une condition £,(?), sil’on a

(W (1) =W ()| <1alt)= m'

Par un raisonnement calqué sur celui de la couronne, on montrerait
que : |W(u)—W(0)|<yn(u) conduit a [Q(u)—Q(0)|<yn(u), donc
Q(8) = () | Yot (0)-

2827. Il y a lieu d’observer, qu’au voisinage de ’obstacle (des parois),
seule I'intégrale en @ (en W') qui entre dans la formule (263. 1) est en cause, et
que l'intégrale en W' en (@) n'intervient pas par la continuité de W(®), mais
par son bornage (A .23).

CHAPITRE III.

ETUDE DE L’OBSTACLE, DES PAROIS ET DES LIGNES DE JET.

30. HyporuiSES SUR L'OBSTACLE ET SUR LES PAROIS. DEFINITIONS.

301. Hypothése (12) d’une direction asymptotique ou de deux directions
asymptotiques distinctes faisant un angle aigu avec la direction Ox a I'infini
amont

W (5, — 0) — W(si+0) = W(— @) — W(+ o) =2qh =0, — 0 <0§B<'é>-
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302. Obstacle anguleux ou continu au point de bifurcation
Q(sp+0) —D(so—0)=P(t,+0) — D(t{,—0) =210 = 0] — @, (0L 1),

o = 0, rebroussement en pointe vers le fluide vif;

o= éa obstacle continu;

@ =1, rebroussement en pointe vers le fluide mort, cas éliminé pour les raisons

données par M. J. Kravtchenko dans sa Thése (J. K., p. 73, ligneg).

303. On vérifie aisément que ® posséde le méme module de continuité par
rapport 4 z (plan du schéma) que ® et U par rapport a s ou ¢ (sauf aux points
a l'infini, point de bifurcation et points de détachement) : 'obstacle et les
parois sont donc en particulier & tangente continue.

Nous admettrons a 'avenir que ® et W satisfont a4 une condition £2,(s) ou
£2,(1), sauf en s, et s, éventuellement.

304. A l'infini aval, il faut ,20,, c’est-a-dire

W(r)— W(o)=W(b)— W(a)=any=0,—0, <°§Y< é)

Nous supposons d’ailleurs que ces directions font un angle aigu avec Ox.

305. Définitions. — Obstacle tranchant par rapport a un axe de référence :
obstacle rencontré en un seul point par une paralléle & cet axe, angle =20
et de m.

Obstacle monotone par rapport a un axe de référence : obstacle dont la
tangente conserve un angle de signe constant (sauf au point de bifurcation).

Paroi tranchante ou monotone, mémes définitions.

Canal [ou sillage] tranchant (ou monotone) et divergent { ou convergent} : si
les parois [ou lignes libres] sont tranchantes (ou monotones) et s’écartent {ou
se rapprochent } de I'axe de référence.

306. Traduction analytique dans le plan 7. ou le plan ¢.

3061. Obstacle monotonc

o Sh<msurwmyis,Ss<m ou ty St<a,

—n<PLosurw,:05s5s, ou — 15¢t<4,.
3062. Canal monotone et divergent

o SW<msurp, :58s<m ou b <too,

—7niW<osur py:0Ss<sy ou — w<tia
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3063. Canal monotone et convergent
§

—nsW¥W<osur ., s 7 ou b $t<+ o,

IZANENIVAN
A IA

o SU'<msurp,:0ls<s ou — o <tLa.

A noter les conditions nécessaires suivantes :
Canal divergent

B=o, donc W(s;+0)==W(s;—o)=o0 ou U'*+ow =—o.
Canal convergent
Y=o, donc U (o) =W (n) =o ou Y(u)=W(b)=o.

A noter que si 'obstacle ou le canal sont tranchants : [ ou || < %. Si
tous deux sont tranchants, il en sera de méme de |®|dans tout le fluide
(propriété bien connue des fonctions harmoniques).

3. NATURE DES SINGULARITES : 9 AMONT, POINT DE BITURCATION.

311. Considérons
7 —17, zélogz_l‘

U(Z)::Q(Z)%—E?log———tr~+ -

Z—7, i 7 —7,

Cette fonction est réelle sur ['axe réel, car il en est ainsi de Q(Z) puisque
T=o0etquclon a

7Z—17,

log

— log

7—-17 . T o
- Z_Z_:]—cmp, avec ¢ =17, ZZ,,
les deux logarithmes étant rendus uniformes dans tout le plan par les coupures
circulaires Z,Z, et Z,Z,, U(Z) est uniforme dans la couronne (C). La partie
réelle est visiblement continue en Z,, Z,, %, 7, et U(Z) est réguliére dans la
couronne (C), frontiéres comprises.

Il en résulte, en appelant 2 'angle de Z — Z, ou Z — Z, avec la tangente au
cercle correspondant pour Z =7,

S}%Z—lg xalog(Z — Zy) et T(Z)>2aloglZ —1Z,", 0, = ®(so+ 0) — 207,
pour =1,

Q7 . S . ;

T—goﬁlog(&——%) et T(Z)>2Blog|Z —7,], O, = W(s;— o) — 2}

Vitesse nulle a I'infini amont si 3 £ o, et au point de bifurcation si o 54 o.

On ne peut rien dire si 3 =o, parois paralléle set si « = 0, rebroussement
de I'obstacle vers le fluide vif.

Ces résultats s’établissent immédiatement par la méthode de I’Annexe-3.
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312. De méme dans le plan ¢, nous considérerons

. 20, t—1t 2f .
U(t) =Q(¢t) + —l.-loD rararia —l.—log(t—{— 7) par exemple.

U(?) est uniforme et réguliére dans le demi-plan T. Conclusions analogues.

32. LIGNES DE JET.

321. La continuité de ® et W pour s=o et =, pour t=—1, +1, a et b
nous indique que O(X, Y) ou O(¢) a une valeur unique quelle que soit la
direction de la courbe du plan Z ou ¢. (Application de la théorie de I’intégrale
de Poisson ou Annexe 3).

D’oti ces résultats : 1° I'obstacle et la ligne de jet se raccordent tangentiel-
lement; 2° la vitesse est paralléle a la paroi & I'infini aval, et toutes les lignes de
courant, y compris la ligne de jet correspondante, ont méme direction asymp-
totique que la parot a I'infini aval.

Les théorémes établis sur la continuité de Q(Z) (2819) et Q(¢) (282) nous
assurent que la ligne de jet est a tangente continue (c’est-a-dire O varie
continiment ). De plus @ est dérivable par rapport 4 X ou a ¢z, sauf peut-étre
aux extrémités des lignes de jet et est d’ailleurs analytique. Remontaat au

plan (=), on en conclut que : les lignes de jet sont analytiques, sauf peut-étre a
leurs extrémités.

322. Si l'obstacle est tranchant ainsi que les parois, nous avons déja dit que
| @] est partout inférieure a = : c’est la un caractére commun a toutes les lignes
de courant.

. . . 8 .. , .
323. En appliquant & = les principes établis en Annexe 3, nous voyons que

T est bien définie aux points — 1, + 1, a et b du plan ¢ (par exemple), donc de
V, qui est alors égal & 1 : a 'extrémité de 'obstacle d’une part, dans tout le
jet a U'infini aval d’autre part.

a9. OpsracLr.
331. Plan 7. — On a
(1) ;:fet%“>d/

o

(213.1) qui fournit les coordonnées x et y des arcs @, ¢t @,, sous forme
paramétrique. Soit /I'abscisse curviligne sur I'obstacle, on a encore

dl . s df
= e e L
(2) ds /¢ ds’
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avec j == 1 pour s<s, <%> Relation de M. Villat (J. K., 1.31, p. 72) g{et
dt , . 1 1 dz
ZZ% étant donnés par (14.8), (17.6) avec ?)? logZ = % sel—r =ds.

La fonction [(s) est donc continue et dérivable, et sa dérivée posséde le
méme module de continuité que T (e~)et appartient a I’espace £,_, (), sauf en
So €t — 5.

D’aprés (311), au voisinage de s = s,, on voit que T (e*) se comporte comme

(3) 20 logl e — e | 4+ tonction continue de (s — s,).

d dt d
D’autre part 67{ s’annule comme (¢ —,) et, comme P REGY ?‘l{s’annule comme
§—$,-

D'ou (J. K., p. 73)
dl
(4) %:K(*“) (s —s0)' %+ Ky (s),

avec K, K, continues == o.
. dl . . . . . .
On voit encore que - est o, infini ou fini au point de bifurcation selon que

<~ I \, . r :
aS ou = , c'est-a-dire selon que l'obstacle présente en O un angle saillant
vers le courant, ou rentrant ou est continu.

L’intégrale (1) conserve un sens puisqu’on suppose a < 1 (302); de sorte
que [(s) est continue et croissante méme en O. Par ailleurs, aux points de

. )
détachement, 7 est nul comme s ou © —s.

On a enfin

(5) L [ et

0

af
s ds.

332. Plant. — On aura

t
* al . .d .

z:f eQdf et c—i—t:_/e—Tc—l‘Z; J=1, pour tSt,(—1sts+1),
lo

avec

df i+ t—t,
dt— T m (t—a)(t—0)

La fonction /(z) est donc continue et dérivable, sa dérivée appartient &
Pespace £, ,(¢) (2821) comme e, sauf pour t=1,. Mais T(¢) se comporte
alors comme 2 log(t—¢,)(312), d’ou % =K (2) (t—1,)'7** 4+ K, (¢) : mémes
conclusions.

.o.Ldl s : ‘
Mais ici — ne s’annule pas aux points de détachement.

On a
+1
L:f e_Td—fdt.
- dt
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34. Parois.

3410. PlanZ. — Nous avons montré (281) que Q(Z) appartient a I'espace
£,-,(Z). Partant d'un point de I'obstacle pour aboutir & un point z'de la paroi
t~, en suivant sur le plan Z un chemin analytique et borné, nous sommes
certains que 3’ sera a distance finie. Partant de ce point, que va-t-il se passer
a l'infini amont et & 'infini aval ?
Nous avons encore

dl, 1 ,,)df
(I) "(TS —=e ¢ g)

[, étant I’arc de paroi p.,. dl . estinfini pour s=s,, o el = (1=, a, b).
Nous avons posé nos condmons (12) (301) pour que f'— — o pour s —> s,.

dl,
Nous vérifions aisément que —= conserve un signe constant convenable (*).

Considérons
t t
(2) z——z’:f eiQdf:f e do et
I A

Si 6,0,0, 0,540, y 1 . Siau contraire §,(8,) et 6,(6;) = o, alors y peut ou
non augmenter indéfiniment ( parois paraboliques).

Dans le probléeme inverse cherchons des conditions pour que le canal construit
reste d’ouverture bornée, c’est-a-dire pour que les parois aient des asymptotes.
Il faut et il suffit que I'on ait, pour s=s,, oet =

! do
S T
Y= vﬁ e sm‘FdS ds,

‘ d
w—x’:f e cosW L. ds,
v ds

(3) lim|y —y' | <A et lim|z — 2’| - .
3411. Infini amont.

34111. V=e¢" ne doit pas étre nul (sinon épanouissement indéfini). Il

faut done — T,(s,) bornée supérieurement. D’aprés (2712.2), il suffit que
T —_— . oy - rea r
W) = W) regte hornée. La continuité de W (s)) est déja assurée en s,.

gE—s

Cette autre condition sera en particulier satisfaite en vertu du théoréme de
M. J. Kravtchenko (A.22 ou J. K., p. 66) si W(s) appartient & I'espace £2,(s)

(1) On a
di_ ey t—ty e bt b
i VR 7 7 g = o Pt o= “’)\/(t PTG

(t—a)(t—y)

aussi bien pour Z — e* que pour Z = ge’, car EZZZ == ids dans les deux cas.
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méme en s, (en particulier st W(s) y est dérivable). [On peut d’ailleurs ne
faire appel qu’a (A. 314.1) et I’égalité W (s, + o) = W (s, — o) suffirait. |

34112. Ceci posé, je dis que la premiére égalité (3410. 3) est satisfaite.

On a. en effet,
;j}dunwi?m <qu
ds

B étant le maximum de e~" qui existe en vertu de (303) (34111) et des
propriétés du module de continuité.

ds,

sin‘lf%

Mais lsxi]{:yi reste borné quel que soit U', et il suffit d’examiner ‘If%-
Or

,zvx_w1>
do _dfdt di o Pars =
ds T dr ds ' ds 7 v Yooy 2’
pi-e(i-%e)
oul'on a posé s =5, 4+ a.
Mais
TP =pl = lap' L+ et ii—l z !
Py =14 7 %Py ds 0y (§— 8 )2
D’autre part
pa
" 2 _T
1/9:—?14—‘#'—1- >~ k T =k (s—s),
dt Tt ,(:)10(
P

k' étant une quantité bornée, car
%-—i—%:f ng%dy:f 'e“Tcosedy
depuis un point de 11, a un point arbitraire de ., qui sont a distances finies

(¢f. 3410), est bornée. En définitive 99 ost de lordre de ——. On est donc

s s — 5,
- Ui(e)
ramené af

E— %

dz, ou puisque

\]Jn(&):o h fwds)

P

la condition £,(s,) suffit donc, et le point a I'infini amont reste & une distance
bornée de ’'axe Ox.

€] 1 — B Id d”\ ~
34113. Quantax — x’:fe "cosW ?J% ds comme ¢~ et cos\U" ne s’annulent

1 . . . .
. & — &' devient bien infini.

do . . .
pas, et que —- devient infini comme -—

1
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3412, Infini aval.

34121. Soit le point — ¢ correspondant a l'infini aval sur u, et a t=26.

af I .
CTt —> o© commet__b, mals
! 1 @ ~ ! Is
\ p<w1~5—;l«?>—~p’i P(ww%)—m
t—b=- —
X%y oy A
plow—s—=)=pr  plo— )—py
et

p’——|—p’(m _@_13)
dt W, 2 U

a*_——-;{ ‘" Wq 2’
Pi—p wx—;;S)
dt
d

Pour s ==, 7 s'annule comme = —s (pour s = o, comme s, raisonnement

différent), et t— b s’annule comme (n —s)* (pour s=o0 comme s*). Il suffit
d’intégrer pour le voir (remarquer que t — a a une forme différente dt — b).

d . . 1
—J—(est infinl comme
ds T—3S

1 . ,
Dec sorte que ou »et comme e ' —1 et O — o, I'inté-
q s ’

grale en cause se ramene a la méme forme et la condition £,(%) ou £,(0)
suffit encore.

341122, On vérifie aisément que le domaine (A) du plan z s’étend bien a
I’infini vers Ox.

3413. On a donc le théoréme suivant (') :

a. Pour assurer au canal une méme direction asymptotique unique Oz, il est
nécessaire que W(s,+o0)=W(s,—o)=W(o)=W(rn)=o0, mais cela est
insuffisant.

b. Une condition suffisante pour que le canal soit 4 tangente continue et
admette des asymptotes paralléles @ O en amont et en avql est alors que W (s)
vérifie en outre une condition 12,(s)| n "> 1| partout, méme pours,, o et .

3420. *Plan t.

Nous avons montré (282) que Q(¢) appartient a 'espace £,_,(2).

Le chemin est donc borné dans le plan z entre deux points appartenant
I'un a Pobstacle, 'autre & une paroi [ méme raisonnement que (3410)].

Nous avons

dl1__ - QIJ1+LIJ‘_), t—
(1) dr = ¢ l T (t—a)(t—0)

> o, pour — o0 <t <a,

c’est-a-dire sur ,.

(') Comptes rendus, 21k, 1942, p. 149 a 151.

THESE A, OUDART. 5
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De méme
dl,

dt

est <o sur P-2-
Nous voulons vérifier les inégalités (3410.3).

3421. Infint amont.

34211. Condition nécessaire : — T (o) bornée supérieurement.

Nous avons vu (2826) que I'inégalité |W(z) — W' (w0 )| < v,.(¢) conduil &
Q1) — Q)| < vu(t).donca | T(1) —T ()| <y,u(t)et | — T ()] reste
borné comme |T(z)|. En faisant appel & (A.33.2), on voit d’ailleurs que
’égalité W' (—oo) =1"(+ ) suffit.

. . , df do R I . d
DI @) __ I, ) ?
34212, Ceci posé, ; = " estde lordre de - [lsuffitd exammerfllfdt dt

v e L v ,
ouf ?dl' Si W satisfait i une condition £2,(¢) [n > 1],[ + dt sera de 'ordre

de y,_,(?) et satisfera a une condilion £2,_,(2).

34213. |x —&'| >, car di: est de 'ordre de 1, et e~ cosW £ o.

d

3422. Infini aval.

Pour t=a, %’t‘ est infini comme - - —~ (3420.1). Il suffit d’examiner
fnzq:(—’a) dt. Il suffira donc que W'(¢) vérifie une condition £,(t) en a.

3423. On a donc le méme théoréme :
a. Pour assurer une direction asymptotique unique, il est nécessawre que
P(+o)=W(—ow)=W(a)=W(b)=no.

b. Pour que le canal soit a tangenie continue et admeite des asymptotes
paralleles @ Ox en amont et en acal, il suffit en outre que W(t) vérific une
condition £2,(t)[ n > 1] partout, méme pour %, a et b.

Le canal reste alors de largeur bornée.

33. Asymerotes (cf. J. K., p. 74).
351. La distance des asymptotes a A, et a u, reste W',; a A, el @, reste ¥',.
352. Si le canal reste de largeur bornée, ’asymplote 4 A, a pour ordonnée

b
y,:f sin®dg, la distance du point de délachement & 'asymptote est

7

ob
d, :f sin®do.



— 35 —

36. Poinrts pE pETACHEMENT. PROUE.

360. L’examen de 'allure de z( /) aux points de détachement n’est pas sen-
siblement modifié; nous ne reproduisons ici les raisonnements, qui emboitent
ceux de M. J. Kravtchenko (/. K., § 15, p. 77 et suiv.), que dans la mesure ou
ils sont nécessaires pour fixer les résultats.

361. Plan Z.

3611. Considérons le sillage correspondant aux données a, b, {,, {,, ®O(s)

et W(s). La fonction 3( /) est analytique, exception faite des points de bifur-
cation, de détachement et & 'infini.

3612. Supposons (toujours) que ®(s) vérifie une condition £°,(s), saufl pour
Is . . o
s=s,, alors E;l existe et vérifie une condition £°,_, (/) sur I'obstacle, sauf pour
$o5 O, T ‘
Supposons maintenant que ®'(/) existe (courbure) et appartienne a 'espace

. . . . . . . dd
#2,(0), sauf pour I,=1{(s,) ou elle peul ctre discontinue mais bornée. Alors —

. . « 1y . - . d®d
existe, sauf pour s ==, et appartient a espace £,(s). Remarquons que — est

alors nul pour s=o et =, ce qui implique que pour obtenir une courbure
bornée de 'obstacle aux points de détachement, il est nécessaire que ®@(s)
satisfasse a ces conditions. Nous y reviendrons.

Llinégalité (/. K., 1.3%, p. 78)

(1) |QUZ) = QU(E 0[S (ZFT)
reste valable, la participation de la fonction de parois étant lipschitzienne. On

U T . N
est alors conduit a I'inégalité suivante (/. K., 1.34, p. 59) ol 79 est la cour-

f
bure de 2, ou A,

ae (=0 Z=x1|_ ve(Zx1) . . dfde 1
—— — < — — e —
(2) daf oN_ Z51|° |Z=1] ou N=lim = 97 71 >

Posant (/. K., 1.35, p. 79)
dQ

(3) ?'—f::U—a—iV,
il vient (J. K., 1.35', p. 80)

. . d® .. .dT . 2528,
(4) U(es)+iV(e®) =y Zﬁe—H— iy e—T?ﬁ, J===1 pour { Zgiézz

En introduisant la double fonction W (Z) définie comme suit (J. K., p. 80) :
W (Z) est analytique pour ¢<|Z| <1, vérifie 22,_,(Z) pour |Z| =1, est réelle
pour Z réel, égale & U au voisinage de Z ===1, quelconque mais continue et
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suffisamment réguliére sur le reste de la frontiére de (C); et en examinant

P(l)y=F — —F— 77— — W(2) | P(Z) est une double fonction];

on voit que P(Z) est holomorphe pour la valeur Z =1 |signe convenable].

Compte tenu de
do
W(i‘l)::(; 72-) )

fae

il vient (/. K., 1.36. p. 80)

5 d@  Q(*x1) Zx1  do
() df 2N le—mé_n

T

S (L x1).

3613. On en conclut encore que les résultats fondamentaux de M. H. Villat
sc retrouvent; les lignes libres ont un rayon de courbure nul si Q'(Z=1)5£0;
elles sont convexes vers I'amont ou aval selon que Q'(Z=1) est — ou +.
[ Notons que le cas Q'(== 1) <o répond scul a la condition de validité totale
V<

Si Q'(Z=1)=0, la ligne libre est osculatrice a I’obstacle qui peut alors ¢tre
prolongé dans le sillage par un arc @', ou @ a courbure non nulle sans troubler
le régime hydrodynamique : détachement en proue.

3614. Digression. — Dans le cas de l'obstacle et du canal symétrique a
parois paralléles et si I'obstacle monotone se termine par une tangente paral-
léle & O, le détachement doit avoir lieu vers 'amont (courbure vers le fluide
vif plus correclement). Par application des formules (/. K., B 54, p. 88), on
vérilie aisément que Q'(Z=1) >o0.

Il faut observer que, physiquement, on aurait un détachement en proue en
amont.

En tout cas, cette digression montre que ’on ne peut pas partir de I'unique
courbure pour décider si le détachement sera vers 'aval ou I'amont. Cepen-
dant, on connait quelques cas ou cela est possible (J. K., p. 88).

3615. Revenons au cas de la proue dans les conditions soulignées en (3612).
La condition de non-recoupement des lignes libres et de ’obstacle se traduit
encore par la condition due a M. J. Leray

, __d [dQ - x
(1) = %<-—d—f->2:1> o (J. K., p.85).

La deuxiéme condition de M. M. Brillouin V<1 ne peut étre satisfaite dans

tout le voisinage de P,(f = 9,) que moyennant les deux conditions

(2) ago, &0 (J. K., p.86),
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dont la premiére est la condition de convexité vers I'Tamont : la condition ¢, est
une condition suffisante (mais non nécessaire) de validité locale pour les proues
convexes.

Les remarques des pages (/. K., 86) et suivantes restent valables, mais les
formules (A), (A’), (B) et (B") doivent étre modifiées :

1° Dans leurs notations : la fonction W pour nous est la fonction de parois
(notation introduite déja par M. H. Villat); la fonction W introduite par
M. J. Kravtchenko sera notée par nous différemment en posant

(3) ;@(s):fll(.v)+7r, pour 0 <s<sy (1),

O(s)=®(s), pour s, Ss<m;

2° Par adjonction d’un terme provenant de la fonction de parois; on
obtient (*) aisément (par dérivation) par exemple

, . gm'f T . N 27, 0y
(B) Q (1) = W/O [@(0) — @(e)]p e e - 222 (o)
+ET—(:—’- i ‘F(e)p(%e—l—ws)d‘s.
2w? [T
(B) Q(—1)= T‘?‘_ o [®(e) —(I)(TE)JJ)<%E—I— m1> de — 277);;.)1 ®(m)

aw? [T
:“[ ‘P(s)p<%s—l—w1—l—w,;>ds.

3616. Nous allons examiner des cas ol la nature du détachement peut étre
précisée en application de (3613).

36160. Pour des obstacles tels que ©(0)S®(s)<P(n) avec (o)< o P(n),
les deux premiéres parties des seconds memhres de (B) et (B’) sont négatifs
sous réserve de la condition v, >0 (J. K., p. 88-89).

N ~ . -3 ® A ® .y

36161. Sil’on considére p (7{1 c -+ w3) et P(?l ¢+ w,+ w3) » la premiére
3

de ces fonctions est croissante et la deuxiéme décroissante. Nous pourrons

donc appliquer le « lemme de Leray » (') sous la condition restrictive

(R) fﬂfl)(e)ds:fﬁ‘lf(e)ds:o.

(*) Rectifier le signe a la page 70 de la Thése de M. J. Kravtchenko,

.o.d
(?) Q'(==1) sont finis 517;:0 poure=oourm

(*) J. Kravrwnenko, Theése, p, 107,
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Soit un canal monotone convergent (306) ou plus généralement les conditions

T(e)>0 pourolels;, et W(e)So pours;<esm;

i
en vertu du lemme de Leray, f 11"(5)3)(%5 —+ w3> de est négative; deméme,
0

en est-1l pour —/‘n‘lf(e)p<%a+w,—|—m3>, de sorte que (B) et (B') sont

certainement négatifs.
Pour ces obstacles el parois, le détachement n’est pas en proue mais est
cependant convexe vers 'amont (3613).

36162. Si la condition (R) n'est pas remplie, les deux intégrales en W
peuvent ou non avoir des signes convenables. Soit ||, le maximum du
module de W'(s); on voit facilement qu’il suffit de satisfaire a

Wiy < — 1®|, et [Pz oun >0 (36160).
Wy €y

36163. On sait que v, > o pour

< L et m<<o pour ¢g>> - (J. K., notule 43, p. 89g).

27 26

3616%. La minoration dez;—“e—é partir de (7. M., X, 3) conduit facilement
1¢1
a l'inégalité

= >¢(q) oi @(q):éll-— 27¢°+39'—¢' %

Wy €y

avec le tableau

o T 1 1 i

7 10 8 6 3\/3

. 1 LI I

7 © Too 64 36 27
o(q) | 0,5 0,48 0,28 0,07 0,0018

36165 On a alors la proposition suivante ('). Soit ®(s) telle que
P(0)SP(s5)S@(m) et @(0) <o (m),

la fonction d’obstacle (ce qui est en particulier le cas de I'obstacle concave).

Siv,=~Cw, est >0 <en particulier s1 ¢<g'< g—l/g>, on peut affirmer que le
!

(*) Cu R. Acad. Sc., 21k, 1942, p. 679. Nous avons écourté la démonstration,
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détachement n'est pas en proue, tout en élant convexe vers 'amont (donc
V < 1) dans les deux cas suivants :

a. Canal monotone convergent avec la restriction

R:f ‘J’(e)ds:f W(e)d: =o.

C’est en particulier le cas du schéma symétrique.

b. Canal quelconque satisfaisant a

VW

—T'—/— o et |O
< e/| w/‘ l !0 [ ITU

c’est-a-dire tel que I'angle de pente des parois en valeur absolue soit plus

4

. . 1) e,

faible que la fraction —— des angles de pente aux deux extrémités de
171

Pobstacle (en valeurs absolues), lesquelles sont des maximums.

3617. Condition de courbure de lUobstacle aux points de détachement. — On a
db _ db dl
ds — dl ds

. . ; do , T
Sil'on veut que 'obstacle ait une courbure —; bornée, c’est-a-dire un rayon de

. , . d dl
courbure non nul aux points de détachement, il faut que f;‘; =0, car ; = o.
. d®

Si—- £0, l'obstacle possédera un rayon de courbure nul au détachement.
dl
 ds

. do . .. , . .
Si s &St nul et lipschitzien, 5 étant nul et d’infinitude =1, comme on le

(o sy d® . .
vérifie aisément, — reste fini et le rayon de courbure n’est pas nul (résultat
déja remarqué par M. J. Kravtchenko). La condition de Lipschitz est d’ailleurs

. . do - L. d®
nécessaire : — = o ne suffisant pas. Si I Sannule comme s [ou (= —s)%]

ds ds

avec o < 1 rayon de courbure nul, > 1 rayon de courbure infini.

362. Plan t. — Nous avons tenté de discuter I’allure des points de déta-
chement dans le plan z. Nous avons été amené & tourner les difficultés en
passant par le plan Z qui est plus commode, donc a interpréter les résultats
de (361).

En particulier, (3613) conduit au résultat suivant :

o dQ .. . . . ..
Si—, V1— ¢ a une limite finie ou infinie pour =21, et est positive, la

convexité se présente vers I’aval, ou est négative, la convexité se présente vers
'amont. Si cette limite est nulle, le détachement est en proue.
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37. PoINTS A L'INTINI AVAL.

370. Valeur de % — Nous considérerons la paroi i, pour fixer les idées et

lui supposerons une asymptote paralléle 4 Ox en aval.

371. Supposons alors un développement, ot la série entre crochet est sup-
posée convergente

(1) IIT(I_,):%[A°+A1I—{’+A2é+...|;

: d¥ ..
on aura alors <ce qui suppose que 5+ 2, dune limite 5£ 0)

aw 1 1 1
/A W[—Aoa—Aa(a—k I)Z—Aﬂ(a+2)l—§ —I—]

v av  dW di, . dl,
Considérons —— = —- —* et cherchons la valeur asymptotique de = pour

s=o(t=a)

dl it . t—t,
ds T (t—a)(t—0) ds
et
dt du du oy
d—s-._.\/(t—a)(lz—l)(l'—b)—czg—s ES‘———"—T?!
d’ou
dt Wy
—=— —\/(at—1) (b —a)\Ja—t[1+H(s)] avec H(a)=o.
ds T
Posons
a—t=2z
il vient

%: %Vm[l+o1(z)])

d’oti on tire
|1+ 0s(3)]= %\/(ag—-l)(b —a)s

et

Va—t= g;—r\/(a?——l)(b——a)sll—l—o,,(s)].
Il s’ensuit
dl, _ K,

7= -S—+K+K,s—1—... avec Ko> o,

i
lL—=—K,logs + H(s) et s=Ae % [1+05<%>];

El_"!{ . aAoKo

dAo K—&
ds ~ sl3+t [ T

1 g jo+t
s [log %J

[1-+..][1+...]=

[1+
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Le développement (1) correspond donc a une fonction W(s) dont la dérivée

devient infinie pour s = o, de sorle que si

d¥ .
- est finie ou nulle, le contact sera
infini.

372. Soit maintenant

(1) w(le):e‘ulﬁ[l\o—-}— Aill—-!—Agilz— +.. .],
ar av a Ko A
—Jl::——oze—“/ZA,,[I—;—...] et —{75—-:~-E-Z‘;—‘E9f1—|—.,.],

—5 aura une limite (3£ 0) si s¢** a une limite (5 0), c’est-a-dire si al,+ logs a

une limite. Or,
oly+logs = (1 — aK,) logs + a H(s),

\ . , . dv . .
d’ot la condition nécessaire et suffisante pour que —- ait une limite est

d
P
=%
on a alors
tim 2X = 2 4,K,.
Sio<a<fz—o,%l§ »wcomme—%;

1 d¥ _
Si K, < a —- ~ 0 comme — a A K, %8,

373. Les résultats ci-dessus montrent ce qu'il y a d’artificiel dans la repré-
sentation sur le plan Z, puisque pour étre certain d’avoir une asymptote

o, . - , AW ey Ay s
élémentaire on est amené a donner & — une valeur oo. Il y aurait intérét a

voir ce qui se passe dans le plan ¢.

374. On voit aisément que K, est un nombre qui dépend de ¢,, 4., aet b
ou W, w,, s, et 5.

375. Considérons réciproquement le cas suivant :

dwr voowr— B
-E—:Bsi'—l—..., doulﬂ_Y+IsY+1+.,_
et comme
B 1
lh=—Kelogs+..., qf:“{_—i—_l_"’—;‘—;;—F
e %o

Nous supposons y > —1 (puisque W est borné). On voit alors que ¥ — o,
. . . d¥ A . . .
mais le contact est infini, alors que —— peut étre fini nul ou infini.

THESE A. OUDART. (]
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376. Considérons

d¥ B ¥ — B B

—a?:'————l—aﬁ—{—..., d’ou ——--i——o“—i~...:—————l————az+...,
s<log}> o (log;) a<m>

le contact est alors fini pourvu que & > 1 (¢f. 3413).
St a<o, W(o0) est alors infini, ce qui est saugrenu.

377. On a ainsi les théorémes suivants (') :
Soit un canal de direction asymptotique Oz en aval [W (o) =W (r)=0]:

. d¥ . . .
a. Si —- reste fini ou s’annule ou est infini comme BsY(y >—1), le contact
ds
est infini avec 'asymptote et I'on a,

. . B i
partie principale ¥ — -
Y+1 I
e K. *

Cest le cas d'une bonne fonction W(s) dont la dérivée reste finie.

aw
b. 11 est nécessaire (non suffisant) que —- soit o pour avoir un contact
d’ordre fini.

av . B .
c. 1l est suffisant que —=soit de la forme T +...(a>1)et la
partie principale est d < 8 E)
a

B/ K,\*
¥ = <T;> [s ou m—s selon p, ou pyl.

378. Sile canal se termine par une partie rectiligne, on est dans le cas a.
379. Etude de Q'(Z).
3790. On a

/ '—‘_&)1 ! —1 o __(‘_)1. - _&.E o —&i
QUZ)= (I)(a)[ <-n10oZ 1r8> 5 ;p(l.ﬁlobZ—r— n8>]d§

+% 1f llf(e)[ (.;logl~%s+m3>+p< logZ+—e+m?>]dE

3791. En introduisant ®(¢) — ®(s), on retrouve Q' (= 1).
3792. En introduisant W' (e) — W(s), on aura

SZI(Z)_E)_;%%f [1P'(a)—‘lf(s)][ p(%’a+w3—|—%logZ>
+p(9-15+w3——?7—;logz>]ds

—zm——‘If”(s)—f e)[ <—e—|— 110@Z>+p<%’s-—%’clogl>]ds}-

() C R. Acad. Sc., 214, 1942, p. 150.
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3793. Sil'on fait Z=ge", il vient dans Q'(ge*) un terme en

™ .
f ‘I"(E)—‘F(.s)dE)

(e —9)*

ce qui est incommode

3794. Faisons
®
li=pe“ et p=ge*a2o, lfilogZ:m;,—l-%s—{— —a,

il vient
9'(93'5):%:—7;34%]011[‘}”(5)— W(s)] [P(%(E-i-s)-i—’?)—IOC‘)—FP(%(E—S)—%O()]dE—27)15;"1}.(3)

—foﬂtl)(e)[p<%(£+s)—l— %;a—i—w3>+.p<% (e\—s)—f)—jéa—l—w.;)]ds%-

3795. Sur OX nous avons alors [W (o) étant nul], avec « = logg,

w? ( T ® i W, N

QX)) = = (e =(e—ia)+p—(c+ia)|de S

(X) Xw| J, (e)p—( )+ p—( )| de

T AT

(] . [O) . LEEEE)

*-f (D(E)[p<—18~la—w.;>+p<—18+m+m.;>]ds .

0 T ' T yaran

Mais sur OX, nous avons O
dQ  dQ  de LY

T=o done — =— — — —.. AN

© gL T AN T ax

AR

(Nous vérifions immédiatement que le second membre est réel.) AR

Si & — 0, ce deuxiéme membre augmente en général indéfiniment, avec la
partie principale du crochet

~ T w’
2 ‘I"(s)p(-a>d&.
J ;
di

37951. Canal divergent : W(+ o) est négatif, donc < est négatif et

décroit sur A, & partir de zéro, donc est négatif : la courbure des lignes libres
est concave vers le village a I'infin1 aval.

37952. Canal eonvergent : conclusion contraire, et en particulier, il y a des
points pour lesquels V est >1.

37953. Dans les deux cas, le canal et le sillage ont méme allure; pour y
échapper, il faut que f ]FT(S—) dz reste borné, donc que W(¢) ait un module de

0
continuité convenable pour e = o et en particulier que ¥/(¢) =o.
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3796. Nous avons vu que pour obtenir un canal ayant un contact d’ordre

"

fini avec ses asymptotes en aval, il faul — = . Nous avons vu que pour

. ooy . di’
obtenir une allure différente, il faut — =o. Il faut donc un contact extréme-

ment étroit du canal avec ses asymptotes pour que les lignes libres puissent
étre concaves vers le sillage dans le cas du canal convergent. Cette remarque
nous sera utile.

38. PoINTs A L'INFINI AMONT.

380. Placons-nous sur ., toujours dans I’bypothése d’une seule direction
asymptotique W(s, )=o.

381. Soit un développement de la forme

v —__ ' X av_ X
(l) F([])—(_l1)1[A0+A111+.-- ’ (ill—‘—(—ll)a*[ Aoa—{—JA](a 1 1+... )
dly, Ui+ o t—t, i dt — w, >
7 =€ - ?\/(T—:W—_b)\/l —1 avec-ﬁ-s_—?\/(t—a)(t —1)(t —b).
Posons
_r, dr oy
t_._;, 7{;_?[1+01(T)],
dou '

%(5—31):‘:[14—02(1)] et T:%(S—Sj)ll—{—O;(S—S])].

De la
% gy Y1 2 01 T @5(7)]:e-w(qeu,)4h+¢z[1 ~+ O;(s~s1)]
s T T P s—8
et
li—_—e—T('le"x)Ep‘_"iT;&log(s——s,)—H(s—~s1)
ou
awv Aya K¢
__li—.:KllogS_I_s +H(s —s) et = 0% —
! (s—sl)llog ]
S—8&

Mémes conclusions que (371).

382. Soit

W(l,)=e* A0+A1l+-~- > ﬂ:“ealAO[l_F"'l;
11 - dll
il vient
ﬂ_ O(A()K1
ds _m

Mémes conclusions que (372).
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383. Remarque. — Reprenons la condition suffisante du bornage {3413) :
|W(s)—W(s) [ <yu(s —s$1). On voit aisément que les cas envisagés cn (381)
et (382) comme en (371) et (372) doaneat satisfaction a cette condition; car

W(s) y prend la forme ——A[_T ou A(s—s,)*. Et 'on sait que le module
log
s —8

de Holder est plus fort que le module v,5 vérifions-le dailleurs.

oK,

. K, I . . i
Jedis que (s—s,)* <<————I—>aquelquesult nice(s—s,) “log (S_S1><I
fog
' s — 85
pour | s — s, | assez pelit, ce (ui justific notre assertion.
38%4. Conclusion (théoréme analogue a 377). — Soit un canal de direction
asymptotique unique (— Ox) cn amont [W'(s,)=o0]:
A . . . . y
a. Si - reste fini ou estinfini comme Bis—s,[¥(y>—1) ou s'annule, le

contact est infini avee 'asymptote el I'on a
B I

Y41 1e4
[ e""”

partie principale W' —

Clest le cas d’une bonne fonction W'(s) dont la dérivée reste finie!

b. 1l est nécessaire (non suffisant) que —; Soil infini pour avoir un contact
d’ordre fini.

av .
c. Ilestsaffisant que — soit de la forme B - = +-..(a>1)
BIK (s_m<lo°|s—stl>
. . . . . . 1 o4
et la partie principale est ¥' = T

CHAPITRE 1IV.

CONDITIONS DE VALIDITE.

4A(0. RAPPEL DES DEUX CONDITIONS DE VALIDITE DE M. M. BriLLouiw.

400. Nous avons eu l'occasion d’invoquer (3613), (36165), (3794) la
premiére condition de validité de Brillouin

(1) V< ou T<o.

La deuxiéme condition de validité consiste dans la nécessité d’obtenir un
domaine (A) d’un seul tenant (fig. 1) sans recoupement des lignes de jet et de
'obstacle, non plus que des lignes de jet entre elles ou avec les parois.

Cette deuxiéme condition est nettement impérative.
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Nous avons vu (3613, dernier alinéa) que ce qui caractérise le détache-
ment en proue, c'est la possibilité de prolonger 'obstacle dans le sillage par
un rayon de courbure non nul et satisfaisant a cette condition.

401, Tl est indispensable de remarquer le caractére restrictif, et que d’aucuns
jugent exorbitant, de cette premic¢re condition. Clest ce qu’avait déja observé
M. II. Villat dans son Mémoire Sur la validité des solutions de certains problémes
d’Hydrodynamique ('); mais « si l'on veut que la configuration soit générale,
c’est-a-dire indépendante de la pression p, a l'infini, il est nécessaire et
suffisant (pour ce qui concerne les pressions) que la vitesse V soit partout au
plus égale a Punité » (*).

L’inégalité a satisfaire est strictement (11.4)

V<14 ap,.

En prenant le probléme sous cet angle, il faudrait chercher la valeur
maximum de V (laquelle a lieu sur le squelette du schéma) et déterminer alors
si la solution est acceptable ou s’il se produit des cavitations. On pourrait
également chercher quelle pression p, il faut exercer pour valider un schéma
donné ou calculé; on trouve dans le Mémoire précité un excmple de cette
méthode.

C’est pourquoi nous considérons la premiére condition de validité T<o
comme étant une « condition de validité totale ».

402. Convexité des lignes libres. — Citons encore M. H. Villat (*) :
« Comme M. Brillouin ’'a montré (Journal de Chimie ct de Physique, 1911,
p- 145), il résulte de la (*) que les lignes de glissement %, et A, doivent
étre constamment convexes vers le fluide en mouvement... Il est intéressant
de remarquer ici en passant, que, si 'on envisage les cas ol la pression p,
(nécessairement positive ou nulle) ne serait pas nulle, cette convexité des
lignes de glissement n’est plus indispensable. » M. H. Villat donne d’ailleurs
un cas simple qui met le fait en évidence.

403. Nous nous trouvons alors devant les problémes suivants :

4031. Trouver deux domaines de fonctions ®(s) et W(s) qui permeltent
de vérifier V <1.

4032. Etant donné un squelette, dire si cette condition sera vérifiée par
le schéma.

1

(1) Journal de Math. pures et appliquées, 6° série, 10, 1914, p. 231.
(*) H. ViLrar, loc. cit., p. 234.
)

3) 1. e. : la condition V<1.
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4011. Nous avons rencontré (3796) un cas intrinséque pour lequel la
premiére condition de validité ne peut étre satisfaite : c'est le cas du canal
convergent pour lequel, en général, les lignes libres sont concaves vers le
fluide vif a Vinfini aval et la vitesse ~>1 sur la paroi et au voisinage de la ligne
de jet vers 'infini aval.

4042. De méme sil’obstacle est plus large que le canal 4 I'infini aval, il ne

sera pas possible d’obtenir des lignes de jets Loujours convexes vers le fluide
vif, d’ot V 21.

4043. Si le canal (ou l'obstacle) forme un saillant vif vers le fluide vif,
la vitesse y devient infinie : il y a la une condition nécessaire de validité : le
squelette ne doit pas présenter d’angle vif vers le fluide en mouvement.

i d®  dT . ,
405. En vertu de o= L(m, T est maximum sur le contour du schéma,
lorsque I’élément est convexe vers le fluide vif.
Il suffira de vérifier I'inégalité T <o sur les parties convexes.

406. Remarque. — La largeur du canal est donnée par V,L=1{¢,+ {,;la
condition V_ <1 conduit a L >{, 4 J,. Cette condition est nécessaire,
sinon nous aurions p,< p, et 'on ne voil pas comment le courant fluide
pourrait s’établir des basses pressions vers les fortes pressions.

407. Remarque fondamentale.

4070. Nous devons nous demander si une ligne de jet en une paroi ne
peut pas ne pas se recouper elle-méme.
Considérons la bande cisaillée (F) du plan f (fig. 2); 'égalité classique
dy

g— =7 appliquée le long de deux lignes de courant dans le plan f et dans le

¢
4
plan s montre que chaque ligne de courant longe sa voisine toujours du méme

coté % = V est essenticllement positif)-

4071. Si la paroi fait une boucle, laligne de jet suivra dés lors la méme
boucle, & quelque distance; plus exactement la ligne Aw,%, par exemple,
suivra u, : notons qu’une telle solution mathématique n’est pas exclue & priori
du probléme général.

4072. Mais plagons-nous dans des cas particuliers et rappelons d’abord
que

Aw+iAy = As= e’Qd/:fe‘T(cos®+isin@)(dq;—l—idq)),

d’ol1, pour ¥ = const.,

? 4
Az :f e Tcos® do et Ay :f e Tsin® de.
Qo Po
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Supposons un obstacle tranchant et un canal monotone.

Le long de @, on aura [@| <= et signe (0) = const.,.de sorte que Ay est

monotone et la difficulté ne peut se produire pour la paroi.

(4070) montre alors que la ligne de jet ou l'obstacle ne coupe pas
« sa » parol et ne peut faire de boucle.

41. THEOREMES FONDAMENTAUX ( Propriétés intrinscques).

410. Rappelons que sila condition V<1 est satisfaite, les lignes de jet sont
convexes vers le courant. A ce sujet, il est impossible (379%) de chercher a

e . . . d¥v .
satisfaire & cette condition pour le canal convergent, & moins que — soit nul

a linfini aval (contact d’ordre infini des parois et de leurs asymptotes en
aval).

AL, Tuakorime 1 (V). — 8¢ la vitesse sur Uobstacle et les parois, supposées
quelconques, est inféricure a Uunité, les deux conditions de Brillouin sont
satis faites (*), le sillage est monotone et divergent ct les lignes de jet concaves
vers le sdllage.

4111. Puisque T<Lo sur ., ., @, et égal a O sur 4, et A, il est négatif
partout dans la demi-couronne (d) : la fonction harmonique T ayant son
maximum sur le contour.

La premiére condition est satisfaite et les lignes de jet sont concaves vers

le sillage.

Le long de OX, (d)_$ est négatif et sur A,, on a alors g—g = 3—;1; < o: 0 décroit
donc lorsque X croit de ¢ (infini aval) a 1 (obstacle) ol nous savons qu’il y a
raccordement. -

Supposons Ox choisi de telle sorte que ©,2050,, ce qui est mon droit :
© reste négatif sur %,.

Sur A, © décroit du point —1 (obstacle) au point (— ¢) infini aval et par
suite : O reste positif sur 2.

Les lignes libres 7, et A, ne pourront donc se¢ recouper a arriére de
I'obstacle, puisqu’il faudrait que © devienne négatif sur A, ou positif sur 2,,
ou les deux.

Nous ne pouvons supposer qu’elles se recoupent en avant de 'obstacle,
sinon il existerait un domaine fermé (A’) de (A) compris entre ’obstacle et
les lignes de jet pour la frontiére duquel on aurait { = o, de sorte que ¢

serait nul partout dans (A’) et par suite dans (A), et I’on ne pourrait avoir
4y, ba£ 0, ce qui est absurde.

(") C. R. Acad. Sc., 208, 1939, p. 721.

(%) Dans le cas de la proue, il faut vérifier que les lignes de jet ne recoupent pas
I'obstacle.
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4112. Cororuare ('). — Pour satisfaire & V<1, il est nécessaire que la
tangente a l'obstacle aux points de détachement, orientée dans le sens de
’écoulement, fasse avec I'asymptote a la paroi voisine un angle positif au
point P, et négatif au point P,. De plus, les asymptotes ne doivent pas
recouper I'obstacle (fig. 1).

Dot les conditions analytiques

®(0) <W(o)LogW(r) < P(m),
qui traduisent la premiére partie de cet énoncé.

412, Tukorine 2 (?). — Généralisant le théoréme 1 du paragraphe 16 de
la Thése de M. J. Kravtchenko (4. K., p. 108) :

St Pobstacle est tranchant et le canal monotone et divergent ( par rapport a la
vitesse a U'infini amont), le sillage est monotone et divergent, les lignes de jet ne
se recoupent pas.

4120. Nous avons déja remarqué (306) que O reste compris entre — et + .
Il s’agit de montrer que O est négatif sur A, et positif sur 2,.

4121. Nous allons d’abord démontrer cette proposition dans le plan (Z)

sous la restriction (R)
T ks
f (IJ(a)a’s::f W (e)de =o.
0 0

La formule (212.1) nous donne, compte tenu de la condition d’uniformité

Vdaeties. L1 a—o .
EIQM.fz? et en vertu de lidentité : -— = +— A2 (A= appliquée
eux fois

(@
- lp’(;;rlan) x
(1) —Q(Z)= f D(e)de
“ glogZ —p s
P\ P

AT

° . W‘(s){p%e——‘p%s,]de
—ip’(lf’l—;logZ—m)

(*) C. R. Acad. Sc., 213, 1941, p. 68o.
(*) C. R. Acad. Sc., 208, 1939, p. 721 et 213, 1941, p. 679.

THESE A. OUDART. 7
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4122. On a sur A, : q< L <1, dou - logZ compris entre w, et o et
imaginaire pure, p <%logZ) est donc réel et négatif et ip’ (%logZ) est réel
et positif.

D’autre part, p %‘ soet p %‘ e sont réels et positifs, de sorte que la denxiéme

intégrale a son dénominateur et son coefficient positifs.
Comme par ailleurs (306. 1)

®(e)So  pour £S5

et que la fonction p de Weierstrass donne

Wy o,
P—eZp—S pour &5 s,
7 T

le numérateur est négatif; le deuxiéme terme de (4121.1) est donc négatif
sur A,.

A ® .
4123. De méme (l.—T-‘rlogZ—w:,,) sera compris entre — w, et o, de sorte

0] ]

que p ( ”‘r logZ — w3> sera négatif et — ¢ p’ < ”‘TlogZ — w3> est positif.

[} [ON ®q .. . .y .
D’autre part, p — s, et p — ¢ sont positifs et la cinquiéme intégrale a déno-

minateur et coefficient positifs.
Comme par ailleurs (3062)
¥(e)So pour e<$s,
et que
@y

P—

®
> 1 <
€ s our £3s

po PTs P >S5y

le numérateur est négatif; le cinquiéme terme de (4121.1) est donc négatif
sur h,.

4124, On a sur A,
g<—74L<1, dou img—3 <log(—2)<<o et i'rr%—’ <logZ + (2k—1)in <o,
1 1
la valeur de £ est sans intérét.

On en tire
%logZ—kzkmi:wi—k?&ma avec o <A <1,

de sorte que
(07 @y
ey << p<2.71_ logZ) <Le<p ;s;
o [a) . ’ . \ .
zp’(;élogZ) aura le signe négatif, d’ou le deuxiéme terme de (4121.1) est

posttif sur A,.
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4125. De méme

%—‘rlogZ—-—m—i—akm,::mi—i-pma avee o << p. <1,
de sorte que
ip’ (%‘rlogz — co5> > o,
et le cinquiéme terme de (4121. 1) est positif sur X,.

4126. De sorte que sous la condition restrictive (R), @ sera positif sur 2,
et négalif sur 2,. C.Q.F.D.

4130. Nous allons chercher a nous débarrasser de la restriction (R) (4121),

T
el pour cela, compenser la somme des trois termes en f O(e)de de la
0

formule (4121. 1) par son deuxiéme terme.
T
4131. Calculons d’abord le coefficient A de f ®(e)de. — Nous poserons
0
® . . 4] 4]
i,—élogL::w, p}is()::‘po, p«#a:pi
pour simplifier les écritures, et nous aurons

lpiv—~p0 piv—e; ‘p(iv——w;)-—-pl‘
Or (T. M., VII, 9) nous donne

p'iv , p'iv , Py — )

‘p(l'v — ) —e= (es—eq) (es—ey)

piv—e;
et en dérivant les logarithmes
ipliv—wy) _ iphw
pliv—w;)—e,  piv— e

de sorte que

A— ip'ip [po——63 _%_(p(iv~wa)“-€3“
Tpiv—es | piv—ps pliv—o3) —p
ipiv {[;p(iv—~wg)—pi][po——en]+[in~po]lP(iV—}’)s)‘331}.
T piv—e (piv — po) | p(1v — w3) — pi]

Le numérateur s’écrit
[pliv — @) — pi][po—es] +[piv — e ] [p(iv — ws) — €3] — [ po— ] [ p(iv — w;5) — &),

Les deux termes extrémes donnent — (p,— e;) (pi— €3).
Le terme médian vaut (7. M., VII, 9)

(e1—=e3) (e2— ey),
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p'iv (31“33)(92—'33)—(Po—e:;)(})x—'es).
plv—po (piv—ey) [p(iv— ;) — py]

4132. La condition suffisante que nous voulons satisfaire est donc

i pw f D (e Af D(e)de sur{AQ.
;pw—po M

i ~ est négatif sur A, et positif sur A, (4122) (4124),

p w
nous sommes ramenés a une seule megahte

~s— —so
piv—p ——s

Mais comme [ ———
piv—

" fnd)(e)P'T?Eﬁ«p?{Suds>(kpo es) (pr—e3) — (e1— ey) ( 83>/ ®(c) d.
\ . o, (piv —es) | p(iv — 0;) — P1

4133. p, et p, étant >e, et e,, le numérateur du second membre est
positif; ¢ étant réel, piv est < e, et p(iv—w,)<e;< py, le dénominateur

est positif. En ce qui concerne le premier membre, piv est < p % g, donc le
dénominateur est négatif, mais le produit ®(z) (p De P 2 s0> est toujours

négatif, car ®(¢)S selon que S5, et p <— e> <p = so, selon que ¢S, dans le
premier membre est négatif.

4134. L'inégalité (4132.1) est alors satisfaite si f “(I)(a)de est négatif.

4135. Si f ®(e)de est positif, nous considérerons le squelette symé-

0
trique du squelette donné, lequel sera encore caractérisé par 1'obstacle
tranchant et le canal divergent.

Nous devrons prendre s, =1 — s,,

Q¥ (e*)=— P(w —e*)

f (I)*(s*)da*:——f D (7 — e*) de*.
0 0

Posant alors e = m —¢*, il viendra

f (I)*(s*)ds*:——f ®(:)de <o
0 0

Le théoréme sera donc vrai pour le squelette symétrique du squelette
donné.

et nous aurons alors
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4136. Le théoréme est donc démontré sans aucune restriction sur le signe

de fﬁ O (e)de.

Remarque. — Dans ma note des Comptes rendus de 1941 (loc. cit.), j'avais
introduit la condition (R), la démonstration faite & l'origine étant étayée sur
la formule incorrecte signalée au numéro (212). J'avais établi des cas ou la
restriction pouvait étre levée. J'ai pu, depuis, améliorer le résultat obtenu,
en levant complétement cette restriction; c’est la démonstration retenue
ci-dessus.

414. Méthode du plan t.
4141, Treorime 1. — Sans différence essentielle.

4142, TriorEME 2. — La restriction (R) introduite en (412) devient

+1 1 antx /
[T . (PR
~ VR(?) )y VR

La premiére partie de la démonstration est ici plus simple que par le plan Z.
Nous avons (243. 1) sur les lignes libres

_ o~ VRO f+t () _d CTTW ar
Qt)=0()= e 5 \/ﬁ'(f’_)_—"“t+_m ; \/F(T)l’—"’

Les radicaux étant pris avec le signe + sur — o, a et b, + «, avec le
signe — sur — 1, 1 (2412).

—— K
Sur les lignes libres | yR(?)| doit étre multiplié par ¢™'s===7, d’oii 'on a
J—
V—E{% =3 V|R(®)] sur % ?” (résultats obtenus par continuité).

La condition restrictive rend la premiére intégrale tributaire du lemme de
Leray ('), 7~I~—Z étant décroissante, la premiére intégrale est positive.
Pour — 0<?#<a, b<tUS+ o,
U'—1t3o, ¥ (t)so, VR(#)>o0
et on a le signe . La deuxiéme intégrale est donc positive.
O est donc négatif sur X,, positif sur 2. €. Q.F.D.

4143. La restriction (R) n'est pas, par contre, aussi simple a lever et nous
nous contenterons de la premiére démonstration (413).

(1) J. K., p. 107.
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415. Variation de © dans la demi-couronne.

4151, Cas symétrigue. — O =o0 pour Z:pelg(OY). O est donc négatif
au-dessous de O et positif au-dessus de Oy (plan z): les lignes de courant
sont divergentes.

Le long de Oy (OY) gﬁ%est négatif, donc %} aussi et T, donc V décroit

de V, al'infini amont & O au point d’arrét.

4152. Cas dissymétrique. — En vertu du théoréme 2 (412), il part de s,
une courbe ® =0 qui aboutit en s, sans atteindre l'axe des X, a laquelle
correspond une ligne allant de Pinfini amont au point de bifurcation, sur
laquelle les lignes de courant changent de pente et passent d’une a l'autre
des régions délimitées. Les lignes de courant finissent toules par étre
divergentes (par rapport a Ox).

42. INFLEXIONS DES LIGNES LIBRES.
421. Canal divergent a parois une fois infléchies.

4210. Considérons un obstacle en accolade généralisée (j'entends ici une
accolade qui, a 'inverse de celle de M. Leray ('), ne suppose aucune condition
spéciale de courbure) formée (fig. 12) de deux coquilles concaves vers
I'amont, puis de deux coquilles convexes.

Fig. 1.

fan
T

4211. Nous indiquons sur la demi-couronne (d) le signe de g-g
Nous ne pouvons pas savoir @ priori dans le cas général si du point s, part

. . 20 .
une courbe aboutissant directement en s, et sur laquelle 3o = 03 mais, dans

L, . T 00 .
le cas symétrique, au contraire, s,=s, = 5 €t 0= 35 =o sur OY; aux points

(*) Comm. Math. Helvetici, 8, 1936, p. 201,
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Ca 0 C e .
infinis aval £ =o0, car O varie infiniment peu pour une valeur finie de /,
doncdeg.

En P,, on ne peut rien dire a prior:.

4212. Laligne des inflexions issue de I, pourra aboutir directement enl, en
rejoignant ou non OY : aucune inflexion sur 2,.

4213. Elle pourra partir de I, et aboutir a QQ, l gf%néralement gg est positif,

prés de Q, sur A,, comme cela ressort de (3794)J, ou plus souvent recou-

pera P,Q), normalement ou atteindra P,. En méme temps une autre ligne
d’inflexions pourra partir de I, et aboutir en P,, ou plussouventrecouper P,Q,
normalement.

4214. On en conclut (') que : Le nombre des inflexions des lignes libres est
de deux au maximum pour un obstacle en accolade généralisée (ou formé de
deux coquilles convexes ou concaves) et un canal divergent a parois une seule
Jfois infléchies ayant un axe de syméirie commun.

422. Premiére extension du Théoréme de Boggio.

4220. Canal divergent a parois une seule fois infléchies et obstacle formé de
deux coquilles concaves vers le fluide vif et tel que la pente en bout de
I'obstacle @ soit plus forte en valeur absolue que la pente des parois. On aura

Dp <OL Dy,

. I3 A d@
4221. En P,, par exemple, ® est maximum, donc décroit vers ’aval; 5, ost
donc négatif sur OX en P,, de méme il est positif sur OX en P,. Pour la méme

raison que tout & 'heure (4211), nous nous placons dans le cas symétrique

(fig. 13).

() C. R. Acad. Sci., 213, 1941,p. 680.
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\ . 00

Sur OY, on a @ =o ainsi que {§, de sorte que g = O Sur OX, en Q,,
g_c? est > o puisque O y est négatif et s’annule.

4222, La ligne d’inflexion issue de I, pourra aboutir en un point de s,s, et
celle issue de P, également : pas d’inflexion de 2,.

4223. La ligne d’'inflexion issue de P, ne peut aboutir en un point de P, Q,,

. . . . 00 . .
sinon en se fermant par symétrie suivant OX, lafonction ry serait identiquement

nulle.
4224, Cette ligne d’inflexion peut enfin aboutiren P, : pas d’inflexion deA,.

4225. On en conclut (*) que : Le nombres des inflexions des lignes libres est
nul pour un obstacle formé de deux coquilles concaves vers le fluide vif et un
canal divergent @ parois une seule fois infléchies ayant un axe de symétrie
commun, la pente des parots étant plus faible que la pente en bout d’obstacle.

423. Canal divergent sans inflexion.

4230. Considérons un obstacle formé de deux coquilles concaves vers le
Sluide vif et tel que la pente des parois soit plus faible que la pente en bout
de U'obstacle et supposons encore un axe de symétrie commum ( fig. 14).

Fig. 14.

F

4231. En Q,, on ne peut rien dire a@ prior: par le raisonnement précédent.
On a seulement la certitude du signe + en P,.

De P,, on ne peut aboutir a Q,, ni entre P, et Q,, donc on aboutit sur s,s,
et il est nécessaire d’en repartir pour aboutir soit en Q,, soit entre Q, et P,.

4239, Ceci nous donne la certitude d’une inflexion au plus.
P

(1) C. R. Acad. Sci,, 213, 1941, p. 680.
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4233. L. allure du sillage sera donc en général la méme que celle du canal
a I'infini aval.

424. Canal convergent avec 1 ou o inflexion.

4240. Toujours dans le cas symétrique et deux coquilles concaves vers 'amont,
la pente du canal étant plus faible que la pente de l'obstacle en bout ( fig. 15).

Fig 15,

4241. Nous avons déja vu (3794) que le sillage a en général méme allure
que le canal & I'infini aval, de sorte que O s’annule en général entre P, et Q,.

4942, g_cp(? = 0 Ssur $,$,; 20 sur s, I, (qui peut se réduire a s,); <o sur I,Q,.

.. 00 .
® a son minimum absolu en P, 5 &st > osur OX en P, (exactement au voi-
sinage). La ligne des inflexions qui part de I, pourra ou non aller toucher s,s,
pour en repartir et venir rencontrer P,Q, normalement entre P, et Q, en

général, on atteindra éventuellement Q.

4243. 1l y aura donc (') au maximum, une inflexion sur la ligne libre et
danger de recoupement des lignes libres entre elles.

425. Remarque. Les résultats ci-dessus sont des résultats intrinséques.

426. Digression.

4260. Etant donné I'intérét du théoréme dun® 3794, nous allons démontrer
anouveau que :

Pour un canal monotone a direction asymptotique unique a I’aval, GENERALEMENT
le signe de © est le méme sur la ligne libre que sur la paroi : méme allure.

(*) C. R. Acad. Sci., 213, 1941, p. 68o0.

THESE A. OUDART. ]
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4261. Reprenons la formule (212.1)

, AT < 00Z>
Q(z) =" p(%10gz Dlejde "0 de
P\;n'%8 [3)
‘p<— 100Z> P Fia (p<~ 100Z> —ey
L S} -

AT
o (filo Z— W(e)de
P\iz'°8 ® ®
Yo7 — —p
p(ir og w3> p—¢
A T

[O7)

- inlogZ *

Posons

La formule
[plu+w;)—e][pu —e]=(e,— ) (e—e3),

dérivée logarithmétiquement, conduit &

(D(e)ds I B Piv + ;) — e
Q@) =" p'ir >\/ pw—eaf[ | < —I]W(e)ds.
piv—p ——s p(zv+m3)—p—7r—s

La deuxiéme partie du crochet s’écrit

@y
p—t—e;
1 T
L=— i () de

piv—e; p(iv+w.;)——p%s

K .
1 /‘ < W, ) Piv + @;) — e ¥
= p—c—e; (&) de.
(a—ella=eal, K P(iv+m3)——p°~;}s

Soit pour ¢ - o, 1?%) — A ou estde la forme % (v<1)(ef. n°377); on saitque

le contact est exponentiel entre la paroi et son asymptote. Cette condition
entraine que pour o < e< ¢, on aura

| W(e)| > ke (k £ o positif)
et
-—-EIF(S) =

7TI
_év
Wy

ky
=
Soit 0 < g, < g5.
Choisissons ¢ réel assez voisin de {co3| donc X assez voisin de g, de fagon

que |p(w—+w;)| > p — &, doncquep — e pour ¢,$s<s,, et divisons I'intervalle
d’intégration en 2 : (o, sy)et (s, ).
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L, reste finie dans (s,, ©). Pour (o, 5,) le terme conserve un signe constant,

celui de W et [Si est donc >

S
f l Mais nous avons
J,

€2
p(l.0+ 0;) — e WI—.IP(W—*"*’")

pliv+a:) —p e

0y
p--¢

RRGETS

c e . e, LT
Choisissons ¢, de sorte que ,p“(iv+ ™ <;; 1l viendra
™ C1<(p&a—~ en> W(e)de v N p&s‘I"(s)ds
1 s I ™
[ > > ,
|' <t l 2 pﬁjs 2 p?je
gy T g, - T
p(w + w;) Py + wy)
>2 p—eW(e)de

Dec, dc,0na

| W(s)| > ke,
donc

' [ W(e)(p%—'eds

E,k ¢
~de=rklog2
>f; —de=k 0g =

que Uon peut rendre aussi grand que 1’on veut.
Ainsi I,, donc le crochet tout entier aura le signe de W' aux environs

de e = 0. Quant & {p'iv — 1p'w, et s’annule en restant >0, comme le montrent
les tableaux ci-dessous :

X q 1

o ; &)_3 _/
v o %—’ g " ?

U JogX = i e
piv | —0 7 e o o0gA —1¢ W3 [OF < \0) 0
ip'iv -+ piv e, 4 — o0

v &-? N o

Dés lors Q(X)=0(X) aura le signe de ¥(+ o) pour X =g¢.

C. Q. F. D.

4262. Nous voyons donc qu'il faudra un contact plus intime que le contact
exponentiel envisagé, si nous voulons obtenir, dansle cas du canal convergent,

un sillage concave, donc sans inflexion. Nous retrouvons le résultat énoncé en
fin du n° 379%.
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427. Cas dissymétrique. Nouvelle généralisation du Théoréme de Boggio.

4270. Obstacle tranchant en accolade généralisée, divergent a une
inflexion par paroi (fig. 16). Nous supposons naturellement (4112) que la

Fig. 16.

tangente & l'obstacle @] est plus relevée que 'asymptote & la paroi correspon-
dante O, et de méme pour I'autre paroi, c’est-a-dire

—1<®(0) <W(0)SosW(m) < ®(nm) <.

4271. Nous savons, d'aprés le théoréme 2 (4120) et le deuxiéme alinéa
du n° 415, qu’il existe une courbe s,s, sur laquelle ® = o et compléterent inté-
rieure & la demi-couronne (d). En s, quand on tourne & partir de s,s,
. \ /\ . . ’ A 1 va
jusqu’a s,P, dans le sens sinistrorsum, @ décroit de ® =0 a 0. Sur s,P,,
0 décroit de 0 a 0} quand on passe de s, a 1, puis croit de 0% 4 0; de 1, 4 P,.

En s5,, @ = o et décroit de zéro & @} jusqu’en 1,, puis croit de 0} & 0, en Q,.
Complétons le domaine s,5, Q, P, par le domaine symétrique par rapport a OX.

p P y quep PP

4272. Supposons maintenant | W' | <|®| sur p., @,.
En I, I', © est minimum et il n’y a pas de courbe @ = 0.
En s, il existe une direction pour laquelle ® = 0] — ¢ (& petit); la courbe

. . A " "
issue ne peut atteindre s,P,— s, sur lequel © < 0 ou 0, < 0} — ¢; elle ne peut

. - v
non plus atteindre s,Q,—s, sur lequel @20} >0, —¢, donc la courbe va
directement de 5, & — 5, en coupant Q,P, normalement.
De s, part une courbe @ = 0} qui peut :

1° atteindre directement — s,, et alors 1, est isolé et il n’y a pas d’inflexion
SUr Ay

2° atteindre I,, rebondir en I, pour rejoindre — s, et il n’y a pas davantage
d’inflexions sur A,, ® étant encore monotone.
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4273. Si I, > Q,, rien n’est changé au raisonnement qui s’applique donc
au canal divergent sans inflexions dans les conditions envisagées.

4274. On en conclut :

Dans le cas dissymétrique de ['accolade généralisée et du divergent avec une
ou zéro wnflexion par paroi, st chaque parov est moins inclinée que la partie
d’obstacle correspondant, il 'y a pas d’inflexion et le sillage est convexe vers le

Slutde vif.

4275. Silobstacle a une pente plus forte que chaque paror, nous ne sommes
pas génés par la non-connaissance du point de bifurcation, et nous avons un cas
intrinseque pour lequel le sillage est satisfaisant vis-a-vis des deux conditions
de Brillouin.

De méme pour le cas symétrique, I'énoncé (4274) est une proposition
intrinséque.

4276. Ceci ne veut pas dire qu'il ne pourra pas exister des points (du
squelette) ott 'on ait V > 1 : il suffit d’un saillant & angle vif par exemple.

4277. Si|W| peut étre > |®|, on ne peut rien dire.

43. RECHERCHES DE PAROIS ET D’OBSTACLES SATISFAISANT A V <1. PrAN Z.

430. Généralités. — Nous ne donneronsici qu'un résumé de ces recherches(").
[l s’agit de rechercher des fonctions ®(s) et W(s) telles que la vitesse V soit
maximum sur les lignes de jet et qui donneront des schémas tributaires du
théoréme 1 (4110). On se sert des formules (2711.2) et (2712.2) qui

donnent T, (s) et T,(s), que I'on modifie grace a (7. M., CVI, 2,) et (7. M.,
CVI, 2,). On obtient :

aTy(s)= Li(s)+ Li(s) —Is(s) (condition < o),
T, (s)=— L(s) —Ls(s) + Is(s) (cond. <o) avec :

I,(s):sinsfﬂwds; IL(S):siu.s‘fﬂ Wie)—W(s) de:

COSE — COS S COSE — COSS ’

(1)

(2)  {Lis)= 4 flb(s)I(s,a) dei Ly(s)= 4 f T ) des

L(s)= 4 f ®()I(s,6) des L(s)= & f W(e) I (s, ¢) d.

N9 . o~ 7
(3) I(s, €)= E I_qwsmrscosre, J(s, &)= E I_qwsmrscosre_
1 1

(*) C. R. Acad. Sc., 213, 1941, p. 681.
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M. J. Kravtchenko a montré (') que I(s, ¢) est décroissante par rapport a s
pour ¢ < V2 —y3=0,517. Jai démontré que J(s, ¢) est décroissante sans

limitation de ¢ (je ne reproduirais pas ici la démonstration).
En passant rappelons le lemme de Leray sous la forme suivante :

Sotty (&) telle que v (e) (e — s, ) att un signe «,
Soit (s, €) telle que [¢(s, e)— (s, 8)] (e —s$,) ait un signe o, U'in-
b s
tégrale f Y (e)] (s, €)— @S, 5)]|de a le signe ac! <a <e<L b>.

431. Premuiéres recherches.
4311. Terme 1,(s). — Les fonctions dites de M. Villat définies dans son
Mémoire (*) de 1914, page 235, rendent ce terme négatif. En ajoutant une
K
constante additive, on ne changera pas I, (s) et'on aura f ®(e)de=£ 0. Noter
0
que la méme fonction ® ne donne pas Jle méme obstacle en fluide limité ou en

fluide illimité, & cause de la présence de W'

4312. Terme1,(s). — Ce terme n’a généralement pas le signe convenable.

4313. L’application du lemme de Leray aux intégrales I,, I;, I, et I,

montre que sif d?(e)de:f W(e)de=oet:

A,. si le canal est convergent et g<gq,, l,(s) est >> o, signe satisfaisant;
q quelconque [;(s) est > o, signe satisfaisant.

A,. sile canal est divergent (quel que soit ¢), I,(s) et I,(s) sont < o} non
satisfaisant.

A.. sile canal est quelconque, il y a doute.

B. si l'obstacle est tranchant et ¢<gq,, I,(s) est < o; signe satisfaisant.
g quelconque I;(s) est < o signe satisfaisant.

4314. Si f@(e)de:f'wa)de;éo;on ne peut rien dire.

4315. Application.

43151. On retrouve les théorémes 1 et I (J. K., p. 115 et 116) de
M. J. Kravtchenko en faisant W(e) = o.

(1) J. K., 108 et 119. La fonction I(s,¢) = %cp(s, £).
(%) H. ViLLat, Journ. de Math., 6° série, 10, 1914, p. 231 avec 1,(s) = z(s).
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43152. Tueoreme. — Dans le cas du canal convergent monotone et de
l’obstacle tranchant satis faisant aux conditions

T

(R) f (D(s)ds::/ W(e) de, g<o0,517, Li(s)<o,
0 0

fonctions de M. Villat par exemple, les vitesses sont toujours acceptables sur
lobstacle.

Cela découle de (4311) et (4313) et généralise le théoréme III (J. K., p. 119)
et son corollaire (J. K., p. 122) aux canaux convergents.

43153. La condition ¢<q,=o0,517 signifie que les parois du canal se
trouvent éloignées de l’obstacle. Des précisions quan titatives en Annexe 4
sont données, quisupposent que la divergence du sillage ait été démontrée (').

432. Compte tenu d'un récent mémoire de M. J. Kravtchenko (*), la

condition ¢ < 0,517 peut étre supprimée pour certains cas tributaires du
théoréme (43152).

4321. Vu la formule (430.1) : nT,(s)=1,(s) —L.(s) —ILs(s), on peut
dire :

Tueorime. — St la condition T < o est satisfaite sur l'obstacle pour une fonc-
tion ®(s) et un canalrectiligne, elle sera satisfaite surl'obstacle, a fortiori, par la
méme fonction ®(s)etla fonction W(s)d’un canal monotone convergent (3063).

=

La condition f@(s)ds:o est satisfaite a priori. Il faut donc que

0
T
f W' (s)ds = o pour satisfaire a la condition de régularité.
0

La démonstration est immédiate puisque I;(s) est >0 (4313, A,).

4322. Oc M. J. Kravtchenko, dans le Mémoire précité, nous apprend que:

Les sillages construits en fluide illimité ou limité par une ou deux parois
planes a partird’une fonction «W(s)» (*) assujettie a satisfaire aux inégalités(1)
et (2) (ci-dessous) vérifient la deuziéme condition de validité de M. A. Brillouin
(loc. cit., p. 2).

(1) 0SW(s)$n _pour ogs<m,
(2) [W(s) —W(s)][s—5]20 pour o<s<<m, 0<s'sm.

1

(1) C. R. Acad. Sci., 208, 1939, p. 721.
(*) Mémoires de ' Académie des Sciences, 63, 1936, 1939, p. 1 & 10 (publié en 1941).
(3) Ce que nous notons ®(s) (¢f. 3615).
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En particulier la condition T <o est satisfaite sur I'obstacle. Rappelons
que « W(s) » alias ®(s) est définie par

D(s)=®D(s)+ 7 pour 0<s<s,,
D(s)=®D(s) pour s,<s<m.

4323. La présence de parois non rectilignes nc changera pas les conclu-
sions de la page 6, paragraphe 3 : de tels obstacles sont des « obstacles non
convexes vers le courant ».

Compte tenu du théoréme (4321), la proposition de M. J. Kravtchenko
rappelée ci-dessus (4322) conduit donc au théoréme suivant, qui est encore
une extension du théoréme de Boggio.

Dans le cas d’un canal convergent monotone et d’un obstacle tranchant non

T T
convexe vers le courant et sous la seule condition R : f O(e)de = f W(e)de, les
0 0

vitesses sont toujours acceptables sur lobstacle.

4324. Rappelons que la condition R est satisfaite d’office pour le cas symé-
trique et doit étre satisfaite nécessairement, si I'on prend une fonction ®(s)
provenant d’un schéma limité par deux parois planes ou illimité.

433. Recherches par majorations d’intégrales.

4331. Nous nous placerons dans le cas de la restriction R

s ™
f (I)(e)de:/ W(e)de=o (h324)
0 0
et de
q<ql:\/2——\/§:0,517.

4332. Noussupposerons'obstacle tranchant et satisfaisant aI,(s)< o(4311).
La condition ¢<g, entraine I,(s)< o, d’autre part I;(s) est <o, quel que
soit ¢. Nous allons donner un exemple d’application de la méthode de majo-
rations d'intégrales dans le cas du canal convergent.

Nous résumerons fortement |'exposé et les démonstrations ne seront
qu’esquissées dans le présent Mémoire.

I, et I, étant positifs, il suffira de satisfaire a I'une des inégalités

(1) () >—L(s), condition & imposer a W(s),
ou
(2) —Ii(s) >—L(s), liaison 4 imposer entre ®(s) et W(s).

11 est évident que quelle que soit la fonction d’obstacle tranchant, il suffit
pour satisfaire a V <1 de prendre une fonction de paroi ¥ correspondant & un
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canal trés peu convergent ou lrés peu divergent, mais assez réguliére, car la
caurbure intervient.
T(s) — WY

e) .
d sins.
COSE — COSS € ><

4333. Majoration de —L(s):f

43330. Dans une premiére méthode, nous avions calculé une minoration de

— . S W(s) — W
D)= 9—0557_————;053 (fig. 17), etune majoration de N(g) = %(—E) (fig. 18).
Fig. 18.
Y
Fig. 17. §
y M,
M
A i 0 56 B n_t

0 v Y/ 4 : E € ﬁz ‘;ﬁ

\ IR T T !
m g 2 Yo+|+|+| - | - -
Y orj+o0-| - + +
Y -|{?1? + -

Nous ne donnerons pas cette méthode ici. Dans une deuxiéme méthode, nous

N(e) _ Wis) — W(e) lui-méme

considé 1 =
onsidérons le rapport D(5) = “oose —coss

43331. Nous avons W(s)_ 2o pour sSs, avec
W(s)Zo pour s<s avec W (o) =W (n)=no.

Nous nous contenterons de « bonnes fonctions » ayant toutes les dérivées
W(s) —W(¢)
“cose — coss
conserve un sens pour s = ¢ quels que soient s el ¢ (s =1, excepté).

., . W(e)
Cecl nécessite que pour s=o et s=m, o7 cose CONSCTVE uUn sens, de sorte

nécessaires, et de plus nous supposerons que reste bornée et

que W(o0) devra étre du deuxiéme ordre en ¢ et positif, et ¥'(n) du deuxiéme
ordre en m — ¢ et négatif, d’ot

(2) W (0) =W (r) =0
et
(3) ¥'(o)>o, ¥rimy<<o.

Nous considérerons une fonction W(e) ayant ’allure dela figure 18, donc soumise
1 . .. 9 N ~ .

a certaines conditions de contact. Noter que I'allure entre ¢, et ¢, est unique-
ment fixée par la condition d’étre décroissante ou monotone décroissante et
que les points M, et M, peuvent se trouver en s, sur l'axe des ¢. Les aires de
chaque trongon (aires hachurées) devront étre égales.

THESE A OUDART 9
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W(s)—W(e)

COSE — COsS
Si o< s<s, et ¢ >s,, ce rapport est négatif et il y alieu d’envisager

seulement
f“ llf(e)-\lf(e)dE__ w'(o)de
,  COSE — COSS - , sing !

ou ¢ est une fonction de s et ¢ comprise entre s et ¢.

Sis, <s<mete<s,, cerapport est négatif; il suffit d’envisager f Y1) ye

43332. Considérons donc le rapport

sing
: W , W (B, , u Lo
Le maximum de — 2 est de o & 51 < B o1 de sian< LUEDEN majorante
s g sin s, SNEN
de —1,(s) sera alors
Toms [M, maximum de ¥ (¢)].
S1n §y

On voit que c’est W’(¢) qui intervient, cela ne peut étre autrement car la
courbure des parois doit nécessairement intervenir.

433%. Minoration de ——I,;(s):—4f D(e)J(s,e)de.

43340. Nous prendrons 4J(s, ¢) sous la forme

(O]}

Wy Wy 2
p [Cg;(é‘—i)-}*:»,?(s—i—&)—— —ﬂ'—s]

que l'on établit facilement.

T
Comme f ®(c)de = o, il n’y a pas lieu de s’inquiéter du terme en s.
0
Posons _
Jis.e)="2 [Cs 2 (s — )+ Lt (s + 5)]

el
— D (e) =y (e), J(s)=—1I,(s.¢).

Il s’agit de minorer

_Ig(S)ZJ(S):fﬂX(S)[Ji(S, e) —Ji(s, $o0)] de avec f ~X(s)a’e::o.

Nous pouvons essayer de comparer a f 7.(¢) (cose — coss, ) de ou cose a la
o

méme croissance que J,(s, ¢). De plus, la présence de sins dans la majorante
ci-dessus conduit a introduire le facteur sins, d’autant plus que I'on vérifie
facilement que J, (0, ¢)=J,(=w, ) =o0.
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D’ou la recherche d'une minorante du rapport

ﬂ

f (&) [T (s, €) — Ti(s, 50)] de

- . ou J;(?,S):sinscoss:Sm(s_“e)_:m}(s_*_s).
/ (&) [da(s, ) — Ja(s, 5,)] de
v

[’identité des signes montre qu'il suffit pour chaque valeur de ¢ de minorer le
rapporl
Ji(s, &) —J.(s. %)

I\(S &, S‘U):Jg(q, 3)-.‘2(5’ ?0)-

433411, L’application de la formule des accroissements finis généralisée

| Goursat, 1, 3° édit., 1917, p. 37, formule (1)] conduit, en appelant & une
certaine valeur comprise entre ¢ et s5,, &

d
Di(s.2)
K(s]e, %):W—T’
Te s, T)
d’ou, aprés quelques calculs,
p’&—)—'s plo‘_)_ia.
. w] . o , “or
sms{p _s—es) sing| p—o—p(—s+
Et comme
(AN Wy
3*<P<:‘S+wz)<eg<‘p?0,
done

[} [a} (]
o<‘p‘7—_fa—‘})<E‘s+w»,><p#0—-\es,

®
p = p—=a
2 _ = p
K(s|e, s0)> (iz(ei—-e,)(ea—— e-)

TE o : o (AN 2
sinsip—s—e;| sing (pﬁr—a';ea,

43343. La minoration du second membre doit étre recherchée quels que
soient ¢ et 5, donc s et 5 compris entre o et =. Il suffit de minorer

—_

by

1)
® ‘ D' 1t
1\71(1'):7—:1(61-6:)(@:-6.) P pour o < u < o,

. TUu
“u—e ) sin?—
(p ) o

. — e, Cp— €y ey s
La plus petite valeur de ;;—jj-—;—‘ étant ;’ =5 il vient
© T 17— 6
4o} u—e
K1(LL)>K2(ll):4_21(61—6’2)(82—8;,) p 1

ie g

Tu
sin®> — (pu — e3)?
o, (‘P 3)
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43343. Pour conduire le calcul jusqu’aux valeurs numériques, on passe
aux fonctions snendn (7. M., LXVIIL. 4 et LXVI1.5), et en posant

tt\/e,—e3:v et ml\/(’.me»):K,
il vient
2
. w? (e, —ey) (e;— ey sn(p, K)yen(e, k)7]2 .
Ko = Kyo =4 & (@) (e e) [ron(e, k) enle, £) avec 0<p<K.
m e ! o
“k

En introduisant avec Legendre (')

r=sny=sing, cne — cos g, ke = sin0), kt=cosf;

=T )  K=F(07); K’:F(-TE _e,g),

2
R0, 9 = [ e,
J V1 —sin?Bsino

avec

il vient alors

4K2K2K"? /sinocose\2 1 /sin2¢sinfcosf. K\ 2
Ks(v)= m? . :7{5< T \, )
Slnﬂ'K y SIHF /

43344. L’étude de ¥ = K cosf montre gne y est une fonction décroissante
‘ Y qne y

de 6 dont le minimum est = o pour 0 = g
. ., in .
On vérifie aisément que ﬂ;— est toujours > 1.

, . 14 . TP s 9 I1e

On établit que i estune fonction décroissante de 6 (ou sin?6) o <6 < S en
établissant que sa dérivée logarithmique est négative, et 'on en conclut
que % < 20.

Sil'on construit la courbe x =sin22 (fig. 19) et considére la fonction

. Ty
Y = s =)

K

. . . R TV
pour avoir la méme valeur de y, il faut la méme valeur de 1= et une valeur
T

de ¢ plus grande : la courbe y =sin - est & droite de la courbe z =sin2¢.

Pour ¢ ==,

- a sin 2 L e a, .
On montre alors que le rapport = = 7;?;) est borné inférieurement par
sin —

K

(*) L. PomiN, Formules et Tables numérigques, p. 753.
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le rapport de la pente de la sécante qui joint M au sommet de la courbe au

point ;ﬁ’ & la pente de la tangente & la courbe y au point g s ¢'est-a-dire par

~4; K cosH d’ou z > %KCOSQ.
2 Yy T
Fig. 19.
x,
) M-
I
I
& i
L
|
! 9
0 r s
i 2

43345. Ceci posé, il vient

o inf 16
[\")((,):7;[“"20(/SL;I—KCOSG] >%ql(KCOSe)‘,

et nous référant & (43342), puis a (13341), il vient a fortori :

K(s|e s9)> ;jq‘—’(K cos )¢,

d’on
_ J(s) - %?q‘l(Kcose)‘:M/:qu
sinsf y.(€) (cose — coss,y) de
0
el
—L(s)>Ng® Si“s/“‘i’(E) (cosso— cose) d,
ol '

6
N= .‘{ (K cos8) = N(q).

Les tables de L. Potin (loc. cit.) permettent de calculer le tableau
ci-dessous :

0... 0. 30. 060. 80. 89. ” 90.
g 0 0,018 0,097 0,209 0,408 0.517 1
KecosO....... 1,57 1,46 1,08 0,45 0,005 ” o
N(g)oeoovnn. 0.1 0,072 0,021 0,64.10~%  0,13.107° p o
g2 o 0,324.107" 0,0083 0,0435 0,166 p

M =Ng*..... 0 0,231.107% 0.17.107° 0,298.16-% o0,216.10—" o« o
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43346. On trouve sans difficulté

f | cose — coss, | de = (T — 255) COSSo— 2 sinsg.
0

4335. Conclusions. — En écrivant que la majorante de —1,(s) est < la
minorante de — I;(s), on est conduit a la propriété suivante, qui malheureu-
sement esl peu maniable.

Tueorime. — Souz (fig. 18) un canal convergent monotone ¢t un obstacle
tranchant, tels que

a. (R) f fIl(s)de:f Y(e)d:=o et ¢ <o,517.
0 - 0

Yie)>o pour o <z <{s$,
% Y(e) <o pour s, <<:<{w
{ W(e)>o pour o <& <0, et o <<e<T,
[ W) <o pour 9, < 043
{ () 20 pour o Bset 0y <<e<<fBy
| Pre) <o pour (. GetB<e<m

Noter que o< 3,<2,<s, < 6,< B, < = et que g, et ¢, peuvent ainsi que

B, et B, étre confondus avec s,.

Yo)=W(o)=¥(n) =¥ (%) =03

o

™

)
A A A

n/\ 1% H/

W (By) = W(B,) = o.

Si, de plus, on a

W (e)man<<|®imm sins, |2 sinso—+ (T — 28,) COSS, |,

7*N(¢9)
T
la condition V <1 est satisfaite sur les parois du canal.

434. Si le canal et l'obstacle satisfont aux conditions ci-dessus et a la
condition 1,(s)< o (¢f. 1311), la condion V <1 sera satisfaite partout et le
sillage sera divergent et convexe vers le fluide vif.

A4. Conprrion V <1. CANAL A PAROIS RECTILIGNES. PrLAN 7.

440. Nous avons démontré les théoremes 1 et 2 (414) dans le demi-plan .
(La restriction étant satisfaite d’office.)

Nous avons établi d’autre part les formules (2721 .2) et (2722.2) valables
sur I'obstacle et sur les parois. Dans le cas actuel ces formules deviennent :

Obstacle :
/ \/ qm' ) — ()
ar |;
Parois :
T o]

(1) T () :% ®(7) loo
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141, Le théoréme 1, page 116 de la Thése de M. J. Kravtchenko ('),
découle immédiatement de la formule (440.2), qu'on peut écrire en vertu
de la condition d’uniformité

v _VR(E) 0 '~ ¢
T f— dt’
=" [ VR(@) (=) (bh—7)

®(¢') (¢ —t,) conserve un signe constant et positif.

(' —7) (2, — =) est positif puisque < est en dehors de l'intervalle (—1, 41),
donc (¢, ¢,). Mais \/R(f:) et \/R(t’) sont de signes opposés (d’aprés les conven-
tions de signe (2412), donc T < o. C. Q. F.D.

4421. Considérons maintenant le cas des schémas de Helmholtz-Kirchhoff
construits a partir d'une fonction ®(¢) satisfaisant & une double condilion de
régularité (449 infra) :

1° en fluide illimité (indice 1);
2° entre parois rectilignes (indice 2).

Nous savons, d’aprés le paragraphe 14 de la thése de M. J. Kravtchenko (ou
cn Annexe 5 présente), que cela correspond & a=5b= o ou a4 ¢=o0 pour le
premier cas.

Rir)

Avec les mémes conventions de signe et compte tenu de ce que )

E
pour tous les radicaux,

=2 . (. A . - / 1]
T, (7) **Tr(iT)*“\ 17-_ . / v (¢ a)(b—1) y(t—a)b—r71) ®)dt )

devient \/1‘-: ~_ pour T, (%), il vient, en prenant maintenant le signe positif

—i b—r VR
La fonction

!—a)(b—t) V(z—a)(b—rx)

L —7

R(Z, =)= 2

' . . _%

n’est pas autre chose que la tangente de I'angle que fait la direction p.M’
—> . . JE——

avec Ot, p. ct M étant deux points du demi-cercle y = y(¢—a)(b6—1t) dont

le convexité est tournée vers les y positifs; de sorte que si p. donc = reste fixe

et que M donc ¢ varie en croissant, cette direction tournant dans le sens

dextrorsum, R(?, <) est une fonction décroissante de #'.

I

. D (¢

4423, Malsl’onaf ,_(_i

Y VR() )

et d(¢')so pourt=t, (*) (signe +- devant les radicaux).

VAR {02
dt=o par hypothése (etausm B vl_t;dt:c;)

(*) La premiere condition de M. Brillouin est satisfaite le long des pavois du canal.
(?) En fait, il n’est pas necessaire que l'obstacle soit tranchant, il suffit que 'on ait
ces inégalités.
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Le lemme de Leray nous montre alors que T, (<) — T, (<) csl négatif.
Le théoreme IlI et le corollaire (J. K., p. 119) ont donc les répliques (')
suivantes :

La différence Ty(=) — T, (=) est négative.
Une condition suffisante pour que U'inégalité de M. Brillourn V 1 soit vérifiée
s'écrit
T, (7) <o.

Ainsi, si une fonction ®(¢') satisfaisant a la double condition de régula-
rité (449) est telle que ® soit So selon que ’on se trouve sur la lévre inférieure
ou supérieure, et que V <1 en fluide illimité, il en est de méme pour I'obstacle
construit a partir de cette méme fonction ®(¢') entre parois rectilignes, et les
parameétres a et b choisis. L’obstacle sera d’ailleurs différent du premier.

4431, Théoréme de Boggio (résultat intrinséque).
On sait que pour un obstacle concave vers le courant en fluide illimité,

d0 AT

ona- ;= >0, donc T a son maximum sur les lignes de jet et est <1.

Le théoréme de Boggio est alors démontré ipso facto pour le cas de deux
parois rectilignes :

Pour un obstacle concace en fluide limité par un canal rectiligne, les conditions
de M. Brillouin sont satis faites.

1432. Dans le cas présent, le résultat oblenu est commun au théoréme 111
de M. Kravtchenko (¢/. 4423) et au théoréme dans le plan ¢ : la démons-
tration par ¢ assure la démonstration par Z. Mais, comme nous 'avons déja
observé aux Comptes rendus (loc. cit., 4423, notule 2), les deux méthodes peuvent
conduire a des domaines différents de résultats : les deux théorémes cités ci-dessus
ne sont pas équivalents, car se donner la méme fonction ®(s), ce n’est pas la
méme chose que se donner la méme fonction d(¢).

41433, Erratum. — Dans ma note des Comptes rendus précitée (loc.
cit., 4423, notule 2), p. 151, le paragraphe IV, est inexact, le reste du
paragraphe LV reste valable.

. D¢

g; 29

1— ¢
partie T, (=) est négative, mais la premiére partie n’a pas le signe convenable,
en particulier est positive pour {,=o0 : car on a alors ®(t)So pour =<o

est fonction croissante de ¢, on est assuré que la seconde

et log :—i; So pour 730, de sorte que leur produit est toujours positif.

(') C. R. Acad. Sci., 2il, 1942, p. 151.



44%. La proposition du n° 4423 est un cas particulier de la proposition (')

plus générale suivante :

4441, Soit une fonction ®(1)[—15t<1], telle que Uobstacle et le canal
reculligne construits a partir de ¢ et des paramétres a, b [a < —1< 1 <D
satisfassent a V<1, il en sera de méme pour I'obstacle et le canal rectiligne
construits avec la méme (*) fonction ®(t) et les paramétres a,, b, tels

que a<a, < — 1< 1< b, <b.

4442. Démonstration. — Formons la différence T, (7)— T'(7):

73 _

R(r) \/PM(T)
Ty(r) — T(7) =2 RO VRO gy ar
R1(t, - R, (7)
\/R(T/ R(7) (I)(t’)dt’
R
tous radicaux arithmétiques.
4443. Posons
Ry(¢) —azlt—b1
R(t) — t—a t—b
La dérivée logarithmique donne
y 1 o 1
2},_[__“1 [M(lﬁhi—b1 t—b
) )_”_(L’y]_ 1 _ 1 i 1 . 1
¥ y) | T t—ar G—a)y  (t—by ((—b)
d’ou
'._7” 1 N 2 + 1
4 T—am) ((—a)(l—a) ({—a)y
I _ 2 P I . I ( I _ I
+(1~b1)‘2 (t—b)(t—1b) (t—~b)) t—a, t—a)\t—b, t—0b
2 . 2 4 2 . 2
TO—ar  U—my =0y by
- I I I I 2 I I
_Q[t—a_t—m nb,——t"bAI]_*‘l—a[t——a—t—m]
2 L. L 1 - I " I . 1
= 271—1J+ (—ay —a) O =0 =

)

J.

(1) C. R. Acad. Sc., 21k, 1952, p. 151.

(2) Naturellement méme valeur de ¢, et double condition de régularité (449).

THESE A OUDART.
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1
a<<a,<<t entraine o << t —a <<t —a. done O<t a<t p
— —a

et

{<b,<b entraine o << b, — ( < b— ¢, donce o<b——l——z<b—-l—l-
— -

" )/ , . . . , .
'ous les termes de - sont alors négatifs et v" est négatif, y' est décroissant.

La courbe y(¢) a donc sa convexité tournée vers les y positifs et la fonc-

Yy () —3(7)
U —

——>
tion z(t, =)= » qui représente la pente de .M’ est décroissante,

—_— .
u.M’ tournant dans le sens dextrorsum quand v. est fixe et quand M’ décrit la

courbeder = —1a~=-1.

444, Les mémes raisons qu’en (4%23) conduisent au théoréme énoncé.

445, Awplication. — Comme exemple d’application on peut partir du cas
symétrique (f,—=o). Nous obtiendrons alors des solutions dans le cas
dissymétrique, (ui jouiront des mémes propriétés V <1 par rapport aux
conditions de M. M. Brillouin.

446, Réciproguement. — Par ailleurs, on est assuré que si la solution n’est
pas satisfaisante pour le couple @, b,, elle ne saurait I’étre pour le couple a, b
(a<la < —1<41< b, <b), ouen fluide illimité (sia=b="+ ).

A4T7. Llintérét de la proposition (4%41) ci-dessus est multiple :

1° Nous ne faisons aucune hypothése de limitation sur a et b, alors que
I’emploi du plan Z oblige, tout au moins dans ’état actuel de la question, a
une majoration de ¢. Par contre nous avons une double condition de

régularité (449).

2° La signification de ¢< 0,517 est D > k¢, : D largeur du canal, ¢, de
l'obstacle, de sorte qu’on ne peut rapprocher indéfiniment les parois de
’obstacle.

[ci, au contraire, malgré la double condition de régularité, on a le moyen
de construire des régimes de sillages qui échappent a cette restriction; il
existe en conséquence des sillages qui échappent a toute difficulté, et cela
quelque petite que soit la largeur de la veine étranglée entre l’obstacle ct
chaque paroi. Ceci résulte immédiatement des résultats du paragraphe 27 de
la Thése de M. J. Kravichenko (/. K., p. 196 et suite).

3° Notre proposition met en évidence la tendance des parois rectilignes a
améliorer la validité, comme il ressort de (446).
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448. 1l serait intéressant de voir si 'on peut construire des obstacles tels
que la condition V<1 ne soit pas satisfaite en fluide illimité, alors que la
méme fonction d’obstacle donnerait en fluide limité, un obstacle pour lequel
cette condition serait satisfaite.

449. Double condition de régularité de ®(t) :

4491. La fonction ®(¢) doit satisfaire a f %dt dans chaque cas;
1V

d’oli une double condition est apparue en (441), (442), (443) [excepté (4433)
et (4%1)]; d’olt quelque complication pour choisir ®(z).

4492. Pour le cas symétrique, et ceci est trés rassurant, aucune complica-

tion puisque 'inégalité f P(2).®(2)dt = o estsatisfaite d’office, quelles que

—1

soient les fonctions paire P(#) et impaire ®(z). On peut alors énoncer.

Soit une fonction impaire ®(t) et un paramétre b. Si le canal et I’obstacle
construits a partir de la satisfont @ V<1, il en sera de mémé pour le canal et
Uobstacle construits avec cette méme fonction ®(1) et un paramétre b, < b
ABSOLUMENT ARBITRAIRE (mais >1).

4493. On peut constater qu’avec le plan Z on n’a pas I’ennui de la double
condition de régularité pour ®(¢), le plan Z reprend I’avantage.

45. CoxprrioN V<1 @ DEMI-PLAN 2. CANAL A PAROIS CURVILIGNES.

451. Considérons le schéma I de Helmholtz-Kirchhoff construit:a partir

d’une fonction ®(¢) et de deux parameétres a, b [tl)(t) satisfaisant a la con-
dition d lari D(2)
ition de régularité f =
& L VR()

construit a partir de cette méme fonction ®(#), mais en canal curviligne avec les

A . . . \ A |
mémes valeurs a, b [la fonction W(7) satisfaisant donc a f VT{(( Z) dt = 0] .
—»vb
On voit, en vertu de 2721. 2, que sur l'obstacle, on aura

= 0] en canal rectiligne; et le schéma II

1 T () R(z) . . L.
. —_— ) / 1 .
Ty(r) —Ti(r) = ﬂ_wfb —\V ') di (radical arithmétique)

452, Considérons un canal convergent monotone et cherchons ce qui se passe
sur lobstacle.



76 —

a

4520. On a W(¢)Zo pour ' 5

» mais < appartient a 'obstacle, donc

a<<—1<<t<<i1<b et t!'—1so.

<a
L)

selon que et le produit estnégatif, desorte que T,(z) — T (7)< o.

4521. On en tire le théoréme suivant :

Soit une fonction ®(t)|—15t<1] telle que lobstacle et le canal a parois
rectilignes construits a partir du plan t et des paramétres (a, b) satisfassent a la
condition V <1, tl en sera de méme sur 1L’oBSTACLE pour le schéma construit avec
la méme fonction ®(t), la méme valeur de t,, la fonction de canal convergent
monotone W (t) arbitraire et les mémes paramétres a, b.

4522. En combinant 4521 avec 4%441, on aura une nouvelle proposition
que nous n’explicitons pas.

4523. En particulier (') : St ®(t) correspond a un obstacle satisfaisant
a V<1 en fluide llimité, il en est de méme le long de l'obstacle construit a
partir de cette méme fonction ®(t) et pour un canal monotone convergent
(paramétre a,, b, pour fixer les idées).

452%4. Remarques importantes :

1° En ce qui concerne (4522), (1523), ®(¢) doit satisfaire a priori a

/ qit_)_dt ou / ®) dt = o;
- \/R(l) » \/1——t-’

W(t) devra satisfaire a

+1 an+
/ (P(t) dt = w (radicaux arithmétiques).
VRAG) .y VR

2° On sait que la condition V <1 ne peut pasen général étre satisfaite (4041)
pour le canal convergent. 1l existera donc un point des parties convexes des
parois pour lequel la vitesse sera maximum (V >1).

(1) C. R. Acad. Sc., 214, 1942, p. 151.
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CHAPITRE V.

THEOREMES D’EXISTENCE. — PROBLEME pU SILLAGE.

50. GENERALITES.

500. MM. Jean Leray et Jules Schauder, dans un Mémoire paru aux
Annales Scientifiques de U'Ecole Normale Supérieure intitulé « Topologie et
Equations fonctionnelles » (), ont généralisé la notion d’indice des solutions
d’une équation.

M. Julien Kravichenko, dans le paragraphe 28 de sa These, rappelle les
principaux résultats et donne en note les définitions nécessaires.

Je crois utile de rappeler ici trés briévement le critére qui en découle (?).

501. Critére d’existence.

5010. Considérons un espace abstrait E linéaire, normé et complet, un
élément & appartenant 4 un domaine borné D de cet espace et les transfor-
mations fonctionnelles suivantes :

=F(z, k . .
E;)) {:w(j F(?z, i\ (k étant compris dans U'intervalle fermé K : o, 1).

5011. Supposons que ces transformations jouissent des propriétés suivantes :

1° la transformation (1) est complétement continue par rapport i x et
uniformément continue par rapport & £; il en est donc de méme de (2), et ceci
permet de définir I'indice total (k) des solutions de I’équation fonction-
nelle 2 = F (&, k) pour toute valeur k de I'intervalle K, cet indice étant donné
par I'égalité
(3) i(k)y=d[x—F(z, k), D, 0];(3)

2° pour toute valeur / de I'intervalle K, les solutions éventuelles de I'équa-
tion @ =F(a, k) sont bornées a priori, aucune d’elles ne franchissant la
frontiére D’ du domaine D, ce qui montre que Z(£) est indépendant de #;

3° on sait déterminer le nombre i(0), indice lotal de I'équation z = F(x, o).

(1) A.S. E. N. S., 1. L1, 1934, p. 45 et suiv.

(2) J. K., Theése, p. 201 & 206.

(" d|lx—TF(z, k), D, o]j=degré topologique au point O de la transformation
Y= —F (x, k) opérant sur D.

THFSD \. OUDART 1



— 18 —

5012. Dans ces conditions si i(0) £ 0, (1) sera également différent de o,
et I'équation x = F (&, 1) possédera au moins une solution dans D.

51. PROBLEME DE REPRESENTATION CONFORME DE HELMHOLTZ.

510. Notre but est de ramener le probléeme & I'équation fonctionnelle

xz=V¥(z).

Tout d’abord nous devons bien préciser ce dont 1l s’agit :

« Déterminer un mouvement a la Helmholtz qui corresponde a une configu-
ration donnée des éléments rigides, la vitesse a I'infini aval étant égale a I'unité,
hors du sillage et paralléle a chaque paroi, la vitesse a I'infini amont ayant une
valeur constante et étant paralléle 8 O et lecanal ayant une largeur bornée. »

La configuration qui fera I'objet de notre recherche se précisera au fur et &
mesure que nous apparaitront les difficultés de la solution du probléme posé.

Nous nous cantonnerons au cas du sillage : B confondu avec P,, C confondu
avec P, (¢f. ligure 1).

511. D’une maniére précise, soit un arc BC et deux paroisindéfinies y., et p.,.
Nous supposerons que cet arc et ces parois ont une tangente continue en
chacun de leurs points.

512. En ce qui concerne I'obstacle, nous aurons alors
(1) O=">(1),

les points B et C correspondant a w et B avec o < aSI<f
Nous supposerons que

(2) iS@(hsm—g,

et que ®(/) posséde un module de continuité holderien

(3) O — (DA~ 1] (o<agy).
5131. De méme le long de 1, et de 1., nous aurons

(1) V=w,(4), fonction continue holderienne de /; (— o0 < {4 <+ ),
(2) Y =W,(1,), » b (— oo <<+ ),
la valeur — o correspondant & I'infini amont, + oc & l'infini aval.
5132. Nous supposerons de plus que le canal est monotone convergent (ou
divergent), ce qui signifie que :
W, est une fonction negative ( positive) de 4,

W, est une fonction positive (negative) de /,;

ces fonclions prenant des valeurs comprises entre o et 7.
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5133. Nous supposerons encore qu’il existe une direction asymptotique
unique en aval et en amont aussi bien pour le canal convergent que pour le
canal divergent; donc que

W, (4 0) =W,(+ ) :;13’1(— ©) = Wy(— o) =o.

5134. Nous prendrons pour paraméures fixant la position du canal par
rapport a I'obstacle les distances (') d, ct , des points C et B aux asymptotes
en aval & u, et (.

Nous appellerons A, et A, les distances des points C et B aux asymptotes
les plus voisines de ces points, ce qui, dans le cas du canal convergent,
donne d, = 4,, d,=A,.

Nous supposerons A, et A, positifs de fagcon que les asymptotes encadrent
'obstacle.

5110. La donnée de &)(l), W (), Wy(l), a, 3, di, d, définit complé-
tement la configuration des élénents rigides, ce que nous pouvons appeler
le squelette du schéma.

5141. Remarque. — Sil'on se donne de tels éléments, on peut construire
dans le plan s ce squelette. Pour étre assuré que ce squelette a un sens vis-
a-vis de notre probléme, il faut que la courbe ®(7) («<I<P) ne soit pas
recoupée par les courbes U", et W',, ce qui, dans le cas du canal divergent, peut
n'étre pas réalisé par des fonctions données a priori. Par contre, si I'on se
donne un squelette convenable, les fonctions et données mathématiques du
n° 5140 sont déterminées, ce qui est 'essentiel.

515. Conditions a Uinfini pour les fonctions W', (1, ) et W,(1,).

. . . . . B
5151. Je dis que W,(/,) ne peut avoir une valeur asymptotique égale a T
car la distance d’un point /] a 'asymptote est donnée par

o

f sinW dl, = S':}I‘Pll"dligf‘P'dllgBlogA»Q—C (L c0),
lU

qui augmenterait indéfiniment.

5152. Mais il suftit que 'on ait une valeur asymptotique de la forme

B

) i) = 1 iog

(n>1);

(*) Comptées positivement vers le haut pour dy et 4y, vers le bas pour d, et A,.
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car on a alors

N l, B '
Jwanss o= = m©

5153. Nous supposerons que W, (/,) et W,(/,) possédent de telles valeurs
asymptotiques (5152. 1) & I'infini amont comme a l'infini aval.

52, Devxiime conorrios ne M. M. BriLLouiN. — Afin d’obtenir a coup str un
domaine simplement connexe, nous devons supposer que le schéma satisfait a
la condition de non-recoupement des lignes de jet. Nous supposerons que le
squelette choisi permet de dire a priort que les lignes de jet sont divergentes.

Dans cet ordre d'idées, nous connaissons le cas du théoréme 2 du n° 412 de
I'obstacle tranchant et du canal monotone divergent.

533. PROBLEME DU SILLAGE.

531. Ce probléme reste posé dans les termes mémes des pages 170-171 de la
Theése de M. Kravtchenko. Nous n'y reviendrons pas.

532. Notons que nous devrons introduire ici, en plus del'espace E(«, 8, s
q ’ P P y 19y

auquel appartient la fonction ®(/), un espace F(— o, + o, &) auquel appar-
tiennent les fonctions W', (1,), W.(L,).

033. L'espace E(a, 8, s), comprend toutes les fonctions réelles également
continues de la variable (s) pour l'intervalle o, 3 fermé. La norme d’une fonc-
tion f(s) de cet espace est

L)1 = max | f(s) 1.

On sait qu’un tel espace est linéaire, normé et complet.

534. L’espace F(— @, + o, ), comprend les fonctions réelles également
continues de la variable () pour toute valeur de la variable et dont les
valeurs asymptotiques sont nulles et de la forme (5152.1). Cet espace est

linéaire, normé par |/(s)|= Max|f(s)|, et complet comme le montre le
théoréme d’'Arzela (*).

535. Nous aurons aussi 4 introduire les espaces E,(«, 8, s), E.(a, 3, 5),
auxquels appartiennent les fonctions /,(s) et ,(s).

536. Les modules de continuité ont été précisés ou seront précisés aux
paragraphes 512-5131 et 557.

Noter que 'espace F (—o0, + a0, ) est complet parce que compact d'une
part et fermé de I'autre.

(*) Sur I'égale continuité et le théoréeme d’Arzela. on consultera avec fruit 'ouvrage de

M. Paul Monter : Lecons sur les fumilles normales des fonctions analytiques (Gauthier-
Villars, 1927).
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S4. MISE EN EQUATION DU PROBLEME DU SILLAGE.

541. Donnons-nous une valeur de chacun des deux paramétres a, b telles

quea<—r1eth >1.
Dans ces conditions les équations (15.4), (15.5), (16.3), (15.3) et (17.4)

définissent w,, »,, ¢, yets,.

5420. Donnons-nous les éléments /(s) de I'espace E(o, 7, s), [,(s) de
I'espace E,(s,, 7, s), L,(s) de I'espace E,(s,,0,s); la condition d'unifor-
mité (211.2), compte tenu du changement de fonctions (3615.3) et des défi-
nitions des fonctions ci-dessus (512-513), s’écrira

(1) ﬂs.):fﬁﬁq)[l(s)]ds—‘/‘M‘I"g[lg(s)]dsmfﬂllf,[lj(s)]ds,

51

ce qui définira le domaine d du plan Z.

5421. Une difficulté se présente ici selon le choix de I(s), /,(s), L(s),
car ® peut étre treés petit et W', et W, importants, de sorte que s, peut alors

étre > mou < o.

Cette difficulté ne se présentera pas si l’on a par exemple

(2) | <@g

19

9

9

Rl

condition remplie pour un canal divergent dont la pente est inférieure a celle
de l'obstacle, celui-ci étant tranchant également par rapport a Oy, par
exemple. '

On n’aura aucune difficulté dans le cas du squelette symétrique en choisissant
L,(s)=1L,(m—s)|ce qui est tout a fait indiqué |, car alors les deux intégrales
en W', et W, seront égales et de signes contraires.

Il en est de méme sil'on a

(3) <P

[I7AN

K
m™—¢ et i‘l"|§e<;-
Dans tous les cas énumeérés ci-dessus, on aura donc o < s, < 7.

543. L’égalité (14.3) définit alors un rapport

) =gt
Les équations
(2) | ®(s)= (3| I(s)| —=  pour 0<s<s,
| @(s)= ®[/(5)] pour s SsST;
(3) | W(s)=W\[/(s)] pour s, <5<,

| W(s)=Wy[l(s)] pour 0<s<sy,
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et I'équation (211.1) permettent alors de construire Q(Z), donc O(X, Y)
et T(X,Y).

Les équations (2213.1) et (2213.2) nous donnent les expressions valables

sur les circonférences |Z | =1 et | Z| = ¢, c’est-a-dire par (2711.2) et (2712.2)
les valeurs de T, (s) et T,(s).

544. La différentielle df(Z) est connue d’aprés (14.8), (17.5) et (17.6) au
facteur (¢, + ¢, ) prés.

.y ¢ (s dL .
Le deuxi¢éme membre de (331.2) que nous désignerons par —7 est connu &

q.
ce coefficient prés. et de méme pour chaque paroi, le deuxiéme membre
s dL, dL,
de (3410.1) que nous désignerons par —= ct —=- Naturellement, on trouve,

en général,
dL  di i, _di, .
&7d a T A TR

. dL . " \
La connaissance de —- nous donne L(s) & une constante additive pres, et

toujours, au facteur (¢, ¢,) prés; les équations L(o)=ua et L(n)=j
donneront la relation

) ey
qui définit ¢, 4 ,.

On a alors
(2) L(sy= V[i(s), &(s), &a(s), @, b3 B(1), Wi(h). Wa(le), «, B,
(3) Li(s)=Vi[eooi N A
(4) Lo(s)=Va[eoeeeoi . e ].

Les constantes d’intégration disparaitront dans L, et L, si nous convenons
de choisir /, = [,—= L, = L, =0 pour une certaine valeur (x = o pour fixer les
p .
idées) de I'abscisse @.

545. Les équations (543.1) et (544.1) définissent ¢, et ¢, par leur somme
et leur quotient.

Les équations (14.6,) et (14.6,) détinissent o, et ¢,.

L’équation (544.1) nous montre que ¢, + ¢, est positif : § — « est en effet
positif par définition, et I’on a

e Vit —J(E—b)
Jf = =6

dt

l'inégalité o <s<m entraine — 1<t<1 pour la circonférence de rayon 1, de sorte
que (t —a)(t—b) est négatif. Mais j(z—1,) est positif, donc I’élément est
positif et il s’ensuit que ¢, + ¢, est bien positif.
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Sur I'équation (543.1) nous voyons immédiatement que i— est positif ni nul,
1

ni infini. De sorte que ¢, et {, sont positifs.
Concernant o, et 7,, considérons

___Lpil JL=b o t—a
f= i Obto——l) T bo fo—a.
- Sizest réel et compris entre a et b, tout est réel et Y =o0; on a alors f=1¢
et o =o0 pourz=t,.

. df  do ;
Mais = = 7, s annule pour £=1,, est + pour £>>1,, est — pour ¢ <1, de
sorte que ¢ est bien minimum pour ¢=¢,. On est donc assuré que o, et ¢, sont
positifs.

Le domaine f est donc défini et le potentiel complexe également.

546. l.a fonction z est donnée par
7

A7) :f o2 .

0

Les distances des points C et B a 'asymptote aval correspondante sont

- Ay
(1) Dl:[ e sin® do + Yy,
vo—1

1
(2) D2:f e Tsin® dCP +)P2,
q

547. En résumé, aux cinq éléments donnés ®(2), U, (1), W,(1), «, B, et
aux cinq éléments arbitraires {(s), /,(s), ls(s), a, b nous avons fait corres-
pondre des fonctions ®(s) et W(s) qui par les formules du schéma de
Helmholtz conduisent & des éléments L(s), L,(s), L.(s), D, et D,, d’oti au
systéme des cinq équations fonctionnelles

1(s)== V[i(s), (;(s), (). a, b3 ®(1), Wy (L), Wa(l), @, B],

L(s)=Va| oo ],
(1) L(s)=Val ool ],
Ai=Dy[e ],

Les deux derniéres équations fonctionnelles représentent des conditions aux
limites.

35. KTUDES PRELIMINAIRES.

550. Pour poursuivre cette étude, il est nécessaire de montrer que la solu-
tion éventuelle appartient & un certain domaine borné, d’oli la nécessité de
limiter certains paramétres.
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Nous supposons donc que la solution du probléme posé (510) existe et
satisfait au squelette initial.

551. Limitation du paramétre q.

5510. Le paragraphe 24 de la Thése de M. J. Kravtchenko, comme il le
remarque lui-méme, est valable sous condition que le domaine fluide soit d’un
seul tenant et sous réserve de modifier I'inégalité (J. K., &.238).

Reprenons les notations du paragraphe 20 de ladite Theése (') et placons-nous
dans le cas de nos figures 22 et 23; ceci suppose que A, et A, sont positifs
comme nous l'avons posé en hypothése (c¢/. 5134).

5511. Nous prendrons la sphére tangente au plan horizontal en un
point H, de H,H,. Nous supposons A, <A, [cf. J. K., Thése, p. 180, d,<d,|.
Nous prendrons pour diamétre D de cette sphére de Riemann la distance
de H, aux sommets D, et C, les plus éloignés du rectangle qui circonscrit
Pobstacle parallélement aux axes, ce qui implique le choix de H, sur 'axe de

ce rectangle paralléle a Oy [cf. J. K., These, p. 181, fig. 9).

Ici on ne peut plus majorer o par z!—):, de sorte que la deuxiéme partie de la
formule (J. K., 3.27) devient

(1) c<nD2.

I n’y a pas lieu de changer un mot 4 la minoration de A, de sorte que I'on a

A,
(2) B A> m
5512. L’inégalité (J. K., 3.2)
B
¢ T ilw,

compte tenu des deux inégalités ci-dessus, conduit alors a 'inégalité

2
A1 W3

() 20mD: = 7w,
d'ou

1
(2) RGP

qui remplace 'inégalité (J. K., 3.28) de la page 183.

(*) Signalons que le lemme fondamental de M. J. Kravtchenko (J. K., 20) a été
obtenu grace a 'emploi de I'inégalité de Schwarz et qu'il se rattache par Ja — et par ses
ramifications — aux récents travaux de MM. Arpaud Denjoy, J. Wolff et M"® Jacqueline
Ferrand. Bibliographie dans le Bullelin de la Société Mathématique de France (1942).
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5513. On en conclut encore que A, (et A,) étant minorées positivement
et D étant fini par construction, on a alors ¢ majoré par un nombre <1, de
sorte que le domaine (d) du plan (7) ne dégénére pas en une couronne infini-
ment mince.

Il est donc nécessaire que A, - o pour que g > 1, c’est-a-dire pour que
a ~—1o0ub »-41ou les deux (Annexe 5, n° 59).

9514. Remarque. — Soient C, et C, deux arcs de courbes dépourvus de
points communs. Tracons un chemin joignant un point M, de (¢, & un point M,
de C, dépourvu d’autres points communs avec C, et (i,, et soit / la longueur de
ce chemin.

On appelle distance au sens de Fréchet la borne inférieure ¢ de /. 1l est clair
que dans le cas de figure considéré, < est plus grand que A, qui peut jouer le
role de ¢'.

Il n’est nullement évident a priori que la plus courte distance au sens de
Fréchet sur la sphére de Riemann soit la transformée de ¢’ de la figure initiale,
mais il existe un arc de grand cercle sur cette sphére qui en joue le role. Et
c’est la seule existence de celui-ci qui entraine la validité du raisonnement.

L’interprétation est beaucoup plus simple dans le premier cas, mais nous
avons la une extension de la démonstration.

5515. D’autre part le raisonnement de la page (J. K., 185) concernant le
théoréme dela page (/. A'., 184) qui repose sur I’hypothése de non-recoupement
des lignes libres (52) est encore valable, les parois des images ., et 1., étant
intérieures aux petits cercles images de la dlroite H,H' qui remplace u., etde la
droite H, H’, qui remplace u.,. L.e théoréme précité devient alors :

THEOREME. — Soit un régume a la Helmholtz correspondant aux éléments intrin-
seques ®(1), W, (L)), W(L), a, B, d,, d,; st lon fait varier les données de
maniére i faire tendre g >0, la configuration des éléments rigides se déformera
de maniére que les parots u., et ., s'éloignent a U'infini.

11 est donc nécessaire que A, -~ o pour que g — o, c’est-a-dire que a et b —

[Annexe 5, n° 55].

5516. Conclusion. — Le squelette du schéma de Helmholtz choisi assure
’existence des inégalités
1<|a| <o,
1< b <oo.

552. Limitation de 4, —+ {,.
5521. Etude de ®[I(1)).

55210. Nous nous plagons dans le cas du n° 52, de sorte que le domaine &
(407) est limité par une courbe de Jordan sans points doubles, qui, sur la

THESE A OUDART 12
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sphére de Riemann du paragraphe (/. K., 26), donne un domaine fermé simple-
ment connexe a contour rectifiable, et nous supposons que eS®<t — ¢(54121.3).

55211. Le raisonnement du paragraphe (/. K., 26) est identiquement
valable sous condition que les asymptlotes aux courbes y, et y, soient a des
distances A, A, positives des points de détachement respectifs.

On a donc encore les résultats suivants :

dn(p—a)

7 (&) =y ()< pour —r1S£SLSr.

1=

i

log !
St —t|

Le coefficient 2y/2 est ici remplacé par 4, car o est majorée par m(3 — a)? au
lieu de ZE—2)"
2
Cette inégalité peut étre améliorée par la méthode du paragraphe (/. K., 22),
1

c’est-a-dire par 'emploi de la transformation (/. K., 5.8) 5,= z’, et 'onen
conclut que y (1) appartient a 'espace £7,(), c’est-a-dire £2,(t) quel que soit n.

Ceci dit, I'inégalité (5521.3)

eSP[U(1)]Em —¢,
oL 7-; montre que

-‘-Qﬁ —sin ® > sing,

dl
de sorte que 'on a

ay , |y () —y(¥)]
dl<SinE el |l(/)<l(t)|<—sine—-,
ce qui entraine que /(¢) appartient & I'espace £2,(1).
De plus

‘%I:]cosfﬁl<cose<l

entraine
ldx|<|dl] et z(t) —2() | <|Ue)—= 1)),

ce qui entraine que x(¢) apppartient a 'espace £2,(¢).

55212. Supposons maintenant, comme déja dit, que ® (1) soit holdérien,
donc
|® () — )| <A|l—1 )
Il vient
k I
(sing)* ]log|t’——t||”“,

|[®[1()]—B[Ue))| <

ce qui entraine encore que 5[1(0] appartient a l'espace £,(t), quel que
soit n.
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La fonction ®(¢), qui est égale a

<a)[l(t)]—7: pour —1<¢<¢,
<6[l(z‘)] pour ¢, St<1,

appartient donc & 'espace £2,(2), sauf en t=1, ou elle est discontinue.
2522, Etude de Q(t) et T(¢) sur Uobstacle.

Le théoréme du n® 2821 joint & la remarque n° 2827 permet alors d’énoncer
((’au voisinage du segment — 1, + 1, la fonction Q(¢) appartient & 'espace
#2,(t) sauf au pointz,, puisque ®(¢)appartient a I'espace £2,(t) et que W(z) est
bornée.

Il en sera de méme de la partie imaginaire T (2).

5523. Etude du pointt,.

Tant que — 1 <z5£1,<1, T(?) appartient a Pespace £2,(?). Il en est donc de
méme de ¢ " et de e7' (7 —1¢,) qui reste borné.

Sit—1t, -0, lesnuméros A 312, A 3141 et A 321 montrent que h(2) = (T)[l(t)]
appartenant a I’espace £2,(¢) quel que soit n (donc n >1) T(?), est infinie en

. . . I
t=t,, comme logr, soit log|t—¢, ; ' est alors infinie comme =N et
- b0

e "(t—1,) esl supérieurement bornée en module ¢~'|t—¢,| ayant pour
limite 1.

5524. Limitation de §, + ,.

55241. — Rappelons que |a| et b sont >>1 et bornés.
Reprenons I'égalité

_ —¢1+%f te t—u]
p—a= T . (b_t)(/—a,)dt‘

L.’on a évidemment

—_Lpi_‘_KP? ' — ‘~P1+‘~l)2 -t N
Gnlalb) e T|t-1t0|dt§@~azgaT___l_)m_T)f“1 e\t —to ] dt.

55242, e~"|t—1, | est toujours positif, T est borné sauf pour t=1,, donc
e'|t—t,| n’est pas nul; pour t=t,, e”'|t—t,|=1, de sorte que
f+1e_" |t —¢t,|dt n’est pas nul et ¢, + {}, est supérieurement borné, d’aprés la
px—';miére inégalité et est positif d’aprés la seconde.

55243. e 1t —1,| est supérieurement borné, donc fﬂe“ﬂt— 1,|dt est

-

supérieurement bornée, de sorte que ¥, + ¥, est inférieurement borné d’apreés
la seconde inégalité.
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553. Etude de W,[1,(1)] et de Q(t) dans tout le flurde vif.
5531. Fuude de W, |1, (1)].

55310. Nous avons supposé que | ¥'|<e < g (5421.3).
Posons

(e}

I

SRR ]

Cette inégalité

™
I‘FIEE—E'

montre qu'une paralléle a Oy nerencontre la paroi ., qu'enun point, de méme
que la paroi p., d’ailleurs.

55311. Dés lors prenons M et M’ sur y, et la sphére de Riemann de
diamétre A égal a deux fois la largeur totale du canal, tangent en M’ et de
pole P diamétralement opposé.

La droite paralléle a Oy passant par M’ donne un cercle méridien, la partie
(¢, t,= o) de ., est d’un coté de ce plan, la partie (7, ¢, b) de u., est de’autre
coté de ce méme plan diamétral.

On ne peut donc aller de I'arc correspondant a (¢, t,=oc) & I'arc corres-
pondant & (¢, b) sans traverser le cercle méridien. Mais le cercle image de
I'asymptote la plus éloignée de w, descend bien en dessous de I'équateur de la
sphére, de sorte que I'on ne peut, dans le domaine simplement connexe, image
du fluide vif, aller de 'un a I'autre de ces arcs sans rester un certain temps
sous ce plan équatorial.

Cela suffit pour assurer que toul chemin allant de (¢, 1, =) & (¢, b),

2

traversant le fuseau (PM.PM'), est minoré par

—.x . A
’, et il en est de méme du
plus court chemin A.
Soit donc
ty==— o, lLh=2>, t,=1t et tL,y==¢,

il vient alors (J. K., 3.1, p. 140 et dernier alinéa p. 144.)

z—z o
|T -—\/—4——1 avec g SmA?

~ 2
log;]

I
—o<t<t<d avec t’—t<-2--

|<A<

et

Mais (J. K., 3.1")
=t =0
TU—bt—1t

Tant que ¢ reste fini, ¢, étant infini,

tL— b I tU'—b
—_— et -= 5
— 1 r t'—1
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I '—b 1
log= = log -—— = | log ,I + log ~—;
r T—t¢ a2 Pr—q =1

<t’—b>2].

Or quel que soit ¢/, b on peut choisir ¢ compris par hypothése entre ¢ et b, de

i tl—— b : . . . ~ .

telle fagon que ( 7 t) > 1,comme ' — test positif, il sulfit que ¢’ — ¢ < (¢ — b)?;
on aura alors

log — . (' — b

0g 77— etant > o ainsi que lOgT——t—’

! (b ¥ 1 1 I
logl,_l+10g 7t >|<)‘,‘, 7y et IOg;>;]0gll—t,

d’'ott
(1) o)< 4TAV2

1 2
log 17— I

x(t) appartient donc a 'espace #°,(¢), sauf pour t= o et t=b.

On démontre ici encore par laméthode du paragraphe (/. A, 22) que cette
inégalité peut étre améliorée et que «(¢) appartient a £°,(t) quel que soit n.
Ceci dit, l'inégalité | W' |<c montre que
di
P = cos W, > cose,
de sorte que I'on a

i\ —
(]l1<_df_ el ’[1(‘t)_[1(t’)|<Ml~,
COSséE cOSs ¢

et [,(t) appartient a I'espace £2,(2).
De plus
%‘ =|smW¥; | <sine <1
entraine
ldy | <[dli| et ly(e)—y)[<|h(t)—L(T)],
ce qui entraine que y(¢) appartient a 'espace £,(t).

55312. Supposons maintenant, comme déja dit, que W, (/,) soit holderien,
donc
[ W (L)) — W (I < Bl L—1) % pour /, fini.

Comme /,(2) appartient a I'espace £,(t), lant que ¢ esl fini, [, est également
fini, et déslors W',[/, (¢,)] appartiendra a I'espace £7,(¢), sauf pour t =5, et t =c.

5532. Etude de W,[1,(1)).

Pour les mémes raisons W', |/,(2)| appartient a I'espace £,(t), sauf pour
t—=aett=o0.
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5533. Ktude de Q(t) et T(t) sur les parois et dans le fluide vif. — Le
théoréme du n° 2821 permel alors d’énoncer que Q(¢) et T(2) appartiennent
a l'espace £,,(?) quel que soit n, sauf aux points ¢,, ¢, = w, a, b | puisque
®(t) et W(¢) appartiennent a 'espace £7,(t) dans les mémes conditions], et
ceci tant sur les parois et dans le fluide vif que sur 'obstacle.

954, Ltude de l(t) et I(s).

5540. Considérons la formule

b+ e it — 1)
dl = (b*t)(t—a)dt'

5541..¢, + ¢, est borné supérieurement (5524); e~' appartient &

. . . . ™ t—1
I'espace £7,,(t), puisqu’il en est ainsi de T, sauf pour (= t""_—__(b—t) (to_ )

1l . L. ..
“" existe et vérifie une condition L ()

est une fonction analytique; donc dr

dans l'intervalle — 1 <¢5£1¢,<1.

5542. Pour t=t,, ¢'(t—1t,) a pour limite 1 (5523) el est continue;

froze Al . dl , .
les deux nombres dérivés — & droite et — & gauche exislent donc et sont

égaux : % existe et est continue dans tout 'intervalle.

dal . . .
7 €xiste et est continue dans l'intervalle o<s<m,

méme pour s =s, et vérifie une condition £2,_,(s), sauf peut-étre pour s=s,.

5543. 1l en résulte que

5544. Ceci fixe Despace auquel appartiendront les fonctions appro-
chées (). Naturellement les fonctions L(s) qui en résultent appartiendront
au méme espace.

555. Etude de l,(t) et l,(s).

2

. . dl . . "
2551, lci encore —- existe et vérifie une condition £,_,(¢), sauf aux

extrémités de 'intervalle.

55521. Considérons la valeur ¢t = a. Nous supposons le probléme résolu :
nous supposons donc qu'il existe pour la configuration donnée, un schéma de
Helmholtz pour lequel « la vitesse a I'infini aval est égale & 1 et paralléle & la
paroi », c’est-a-dire ici a Oz (510), de sorte que par hypothése T=o
pour {=a.

55222. De méme, puisque nous supposons le probléme résolu, nous
supposons que pour le schéma obtenu « la vitesse a l'infini amont a une
valeur constante et est parallele & Oz ». Il est presque évident que cetle
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valeur a l'infini amont est bornée non nulle si le canal a une largeur bornée
non nulle.
Le calcul ci-dessous va nous le montrer.
L’égalité différentielle dz = ¢’ df donne, puisque Q = @ + T,
ds=e"e® df = e"[cos® + isin®] [do -+ i dy],
d’ou
dz=e"(cos®dp — sim® dP) et dy = e "(sin® do + cos® d).
o o o
La largeur du canal y,— y, & U'infini est égale 4 la limite de/ dy pour

Y1

& = const. quand  -> ®.
Pour x =const., ¢™" eslL bornée tant que nous sommes & distance finie.
L’égalité do = o entraine alors
c0s0@ do =sin 0 dy,
d’ou
e-—-l

by
Yo—y1= lim/ di.

b cos®

La continuité de © dans le plan Z au point s, et ["application de la formule
de Poisson & la représentation de la demi-couronne sur un cercle, montre
que O est voisin de O et est continu au voisinage de s,, donc |0 | < a, a étant
aussi petit qu'on veut, de sorte que ¢ éLant essentiellement positif

b 1 P ol s ! s .
I_q/ cos® v est ega acos}au/_’%e 4,

ol A est un nombre < 1.

Quand @ -~ — w, le point M, intérieur a ou frontiére de la demi-couronne
>r,=ge™, T fonction continue a l'intérieur, tendra vers une limite finie ou
non, mais unique par hypothése.

Mais si T devenait infinie, positive ou négative, e~' devenant nulle ou

infinie e *dl deviendrait nul ou infini, de sorte que y,—y, serait nul
) ) que y.—y

ou infini contrairement & ’hypothése. Ainsi donc T reste borné dans les
deux sens. On a alors

4’2-1*&1/1 e__y_)’z"“)’i.

T(— = log =
(—=) Yo 1 Gy + Py

5553. Nous venons de voir que pour t=a, T =0} il vient donc

dla_e_l,ﬂ_wupmu% t— 1,
R T T (t—a)(t—20)

el {,(¢) est de la forme A log(t— a)
% _ KP1+ ‘-Pz

—-T———-——'a-—[o
=R R E ) (b —a) gy

l—l——(-o(t)] avec o{a)=o,

Va—t
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d'ou l'on tire par un calcul déja fait au n° 371

%:—% (Koy>o0) et ly(s) estdela forme — K, logs.
5554. Nous venons de voir que pour /=— o, on a
_.1____.}’1_}/1‘
ST
de sorte que
dl, R L—1 ~ Yr— t—1,
A R Ty ey S =y s y gy S R
dl, ?

Qw,-ﬂ—:ﬂ(t——to) =Be¢[1+o(t)]

ds — (t—a)(t—D>b)

devient infini comme ¢.
On en tire, comme au n° 381,

dl, K,

ds — s—s

“+...(Ky>0) el L(s)=K,log(s —s1)+....

5555. Remarque. — Nous avons vu que si W',(/,) ont des valeurs asympto-

tiques de la forme au moins, les parois ont des asymptotes.

L(log| L.])"
Nous venons de voir que le canal conservant une largeur bornée non nulle
par hypothése, [, est infini comme Blog|e —s,| (en s, par exemple), de sorte

que W,| /,(s)] satisfera & une condition

log|e — s, | [log|log (e — s) ]]"'

Mais si A > o, log A est < A, etcette condition est moins restrictive qu'une
condition L, (s).

Ceci prouve que le théoréme 3413 s’étendra & une telle condition; cela ne
peut nous étonner puisque nous n’avions qu'une condition suffisante.

2556. Ce que nous venons de voir sur la solution éventuelle du probléme,
en ce qui concerne /,(s) et /,(s) tixe 'espace auquel doivent satisfaire les
fonctions approchées [,(s) et /,(s). Naturellement les fonctions I.,(s) et L,(s)
qui en résultent appartiendront au méme espace.

- : dL, ., dfdt : df d

5 e — Y car L es

2957, lLe signe de —= =e™' 7 — est celui de ;0 car — est <o,
(lf _ qh ~+ q)g {— l() Sl . dLg dlg
A T Tl positif sur p,, donc —= est <o comme —=-

. dL, ) dl,
De méme — st >0 comme -

556. Substitutions de fonctions bornees a l,(s) et I,(s).

5561. L'espace K, des fonctions /,(s) comprend les fonctions réelles et
dérivables de s dont I'argument est compris entre s, et = et qui sont infinies
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comme log|s—s,| au point s5,, comme log(n—s) au point = et dont la
dérivée est d’ailleurs positive.

L’espace E, de /,(s) comprend les fonctions réelles et dérivables de s dont

I'argument est compris entre o et s, et qui sont infinies comme log|s—s, | au
point s,, comme logs au point o et dont la dérivée est d’ailleurs négative.

5562. Au lieu des fonctions /, et /, qui ont le tort de devenir infinies, nous
allons introduire les fonctions

(1) h,—=arctangl,, hy= arctang/,.
A T'infini, on a
- T 1
N >~ arctangA log(s —s,), d’ou h= > Alog(s—s’

de sorte que 4 a un module de continuité v, (s—s,) & U'infini et est dérivable
partout ailleurs.

Il en sera de méme de H, (s) qui est également continu avec &, (s)-

5563. Nous introduirons donc I’espace abstrait E|(s,, 7, 5) [E,(o, s, 5)]
qui comprend les fonctions A(s) réelles croissantes (décroissantes) et
également continues de s dans 'intervalle (s,, ©) (o, 5,), et dont le module de
continuité est v, aux deux extrémités de I'intervalle et qui est dérivable dans
le reste de l'intervalle.

Cet espace est linéaire, normé par |A(s)| et complet en vertu de I'égale
continuité et du théoréme d’Arzela.

556%. Nous sommes alors conduits & remplacer dans le systéme (5471)

les fonctions /,(s) et I,(s) par h,(s)h.(s). Les fonctions W', (l,) et W,(1,)
deviennent alors des fonctions W', (%, ) et W, (4,).

. ’ T T .
L’espace I'(— o, + =, =) devient I'espace F’(— Y /z> qui comprend les
fonctions réelles également continues de la variable réelle 4 pour toute valeur

. ™ T . T
comprise entre — — et + — et qui pour les valeurs == - s’annulent comme

B

tangx| log | tangx | I”

(r>1).

557. Espace des fonctions [(s).

L’espace E’ des fonctions [(s) est le sous-espace de E(«, 3, s) des fonctions
réelles également continues de la variable réelle s dans I'intervalle «, § fermé,
qui admettent une dérivée vérifiant une condition £, ,(s) pour s=£s, €t
continue méme en s =s,, fonctions d’ailleurs croissantes.

THLSE A. OUDART 13
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558. Remarque.

5581. Nous avons donc défini les espaces linéaires, normés et complets
auxquels appartiennent les fonctions ®(1), W,(h,), W.(h,) d'une part,
d’autre part ceux auxquels appartiennent les fonctions I(s), &, (s) et hu(s), les
paramétres a et b appartenant a I'espace euclidien.

5582. Nous avons montré que la solution éventuelle appartient a ces
espaces et est normée a prz'ori.

56. THEOREME D'EXISTENCE.

5611. Reprenant la méthode de M. Kravtchenko, nous considérerons une
grandeur v constante, ayant les dimensions d’une longueur et nous écrirons le
systéme (546.1) modifié par (556) sous la forme

l I(S):Vll(S), hl(s): h‘l(s); al) bl; (_—ﬁ(l)) 1F1(hl)’ ‘F2(hl; a, 6]7
hy(s)=Vi[...],
ho(s)=V,[...],

1 ¢ s
) 174 :b’+arctang{‘-;—_D[v ]},
1 1] oo o
/ ' | v v
a :a—&—arctang)a-—D_—[._J .

Ou nous substituons aux paramétres a et b, les parameétres

! I /
a' = arctang > b’ = arc tang
a—+1

I .
b—1’
» P . . . s ™
les arc tang étant les déterminations comprises entre — Set+ 5

Ce systéme remplace le systéme (J. K., 3.37, p. 208).

5612. Grace a ce systéme, les fonctionnelles du second membre font

b1

correspondre a un ensemble I(s), /,(s), h,(s), a’, b’ un ensemble d’éléments
de méme nature L(s), H,(s), H,(s), A/, B.
Nous introduirons donc un espace abstrait E*(s, @/, b") d’éléments

2 =[1(s), hi(s), ha(s), @', ¥']
sur lequel opére la transformation
Flz; O (1), Wi(lu), Ws(hs), dy, ds, a, B,

définie par ce second membre, de sorte que le systéme (1) se réduit a
I’équation fonctionnelle unique

(1) x:ff'{x;a(l), Wi(hy), Wy(hs), dy, do, “;{3}

du type méme envisagé par MM. Leray et Schauder.
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5613. Nous allons introduire le coefficient £ de I'intervalle K : o, 1.
En posant
‘ ‘FI(li):lel(h),
(1) ] Wi(h) =&y (L), Al=A4A,
5*<l>:k6m+<x~k)§, Ay=kA+ (1= KA,

Ce faisant, pour k=1 nous avons affaire au probléme posé et pour £=o,
nous avons affaire & un canal rectiligne perpendiculaire & un obstacle de
longueur 3 — «, lequel est placé symétriquement dans ce canal, cas pour
lequel on sait qu'il existe une solution (résolution directe ou application du

théoréme d’existence établi par M. Kravichenko, § 28, p. 207 a 211).

5621. Les paramétres A} et A} ne sont jamais nuls et la couronne (d)* ne
dégénére pas, ¢*<1,la*+1 > o ainsi que b*—1.

5622, Les grandeurs dj (et d7) se calculent a partir des nombres A} (A})
et de W7 (L,)[W’(Ll,)] dans le cas du canal divergent monotone et sont par
conséquent minorés par A7(AY).

Elles sont égales a A7 (et AY) dans le cas du canal convergent monotone.

Ce sont des fonctions de £ virtuellement connues a priors, mais qu'il n’est
pas nécessaire d’expliciter et qui restent bornées.

5623. Les fonctions &*(1), W (A, ), W*(k,) véritient les mémes conditions
que O(0), W, (), W,(h). (Cf. 511, 512, 5131, 5132, 5133, 515).

562%4. Nous supposons que (52) est satisfait, ce qui est essentiel, pour toute
valeur £ de I'intervalle K.

Ceci sera le cas pour 'obstacle tranchant et le canal monotone divergent
en vertu toujours du théoréme 2 du n° 412, quelle que soit la valeur de / dans
I'intervalle.

563. Dans ces conditions, I’équation du probléme (5642.1) s’écrit encore
(1) w'= F (2% @), Wi k), Wi(h), dY, d3, @, B,
ou tout simplement sous la forme
(2) x=F[z; k; ©(1), Wi(hy), We(ha), di, do, @, B].

56%0. Il s’agit d’établir que cette transformation jouit des propriétés
énoncées au numéro 501.

56%1. Les espaces abstraits en cause, y compris I'espace des nombres a’
et &', sont linéaires, normés et complets; il en est donc de méme de I’espace

YHESE A OUDART 13
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E*[s, @', b'] auquel appartient I'élément x, la norme en étant

I
Jl=1{) ]+ Rhi(s) )+ ] R (s) ]+ arclang 7— |+ arctang —— l
5642. La transformation
(1) Y= x; k; D), Wi(hy), Ws(hs), d, do, a, B

est continue par rapport a x, car |a| et b étant distincts de 1 I’élément L(s),
H,(s), H,(s), A’, B’ dépend continument de I(s), h,(s), h.(s), a’, V', ‘_I)(l),
W (k) Wy(hy), a, 3.

On voit d’aprés (5524) que |a| el b étant bornés et distincts de 1, ‘}_f%;
est majorée au moyen des normes || [(s) ||, || 2, (s) ], || 22(5) |, ”5(1) ”, ¥, ()],
1Wo(L) |, [, [B], (@] et []. 11 en résulte que [[L(s) |, [|H,() [ et | Hy(@)]
seront majorés par les mémes quantités, de sorte que, a tout ensemble borné
de I'espace E*(s, a’, b"), correspond un ensemble borné du méme espace.

[.e principe de Weierstrass-Bolzano s’appliquant a E*(s, @/, 0"), ce dernier
ensemble est compact, ce qui montre que la transformation & est complétement
continue relativement a .

D’autre part cette transformation est uniformément continue relativement
a k en vertu des égalités (1) et du numéro 5622 pour o<k<i, les arcs
tangentes restant continus pour D, et D, nuls.

5643. Enfin les éléments /,(s), h,(s), h.(s), @ et &', qui définissent la
solution éventuelle de I'équation x = F (&, k), vérifient les inégalités

| £(s)) < const., | ()] << const., [ ha(s)] < const., la’]<§, ]b’{<§,

de sorte que la solution x est supérieurement normée quel que soit £ et reste
intérieare & un domaine borné D de ’espace E*(s, o', b').

565. Le critére d’existence est alors applicable. Et comme le probléme a
une solution pour 4=o, (0)=£0. Il s’ensuit que i(1)£o0, et I'équa-
tion x = & (, 1) a une solution au moins.

Ainsi se trouve démontrée I’existence d’une solution au moins au probléme
posé au n° 510.

57. Resume.

571. Nous avons ainsi élabli I'existence d’une solution au probléme du
sillage dans le cas ci-dessous :

1. L'obstacle et les parois ont une tangente continue holderienne en
chacun de leurs points.
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2°. Ces parois sont monotones, le canal convergent ou divergent, et
admettenl une direclion asymptolique unique.

3¢. L’obstacle est tranchant et coupé en un seul point par une paralléle a la
direction asymptotique ci-dessus.

4°. Les 4 asymptotes paralléles sont a distance finie et ne recoupent pas
I'obstacle, la valeur W de I’angle de la tangente avec la direction donnée est

de la forme
B

V= gy

il

(r21 pour!== o)
sur chaque paroi.

5°. La pente W des parois et la pente ® de I'obstacle satisfont a une
condition
P<e< BT —e.

6°. Enfin la deuxiéme condition de Brillouin (52 )est satisfaite pour le
schéma initial et ceux que 'on obtient par la transformation (5643.1).

572. Application. — Le théoréme 2 du numéro 412 nous apprend que pour
un canal divergent monotone et un obstacle tranchant la condition 62,
ci-dessus est satisfaite. Pour les squelettes qui satisfont aux conditions 1°, 4°
et 5° ci-dessus, nous sommes assurés par conséquent de l’existence d'une
solution (au moins) dans ce cas.

ANNEXES.

Annexe 1. — Sur LE PROBLEME DE DIRICHLET GENERALISE.

A10. « Le probléme de la représentation conforme offre des liens étroits avec le pro-
bléeme de Dirichlet ». « En particulier, étant donné un domaine D limité par une seule
courbe fermée C, on saura résoudre le probléeme de Dirichlet pour ce domaine, si I'on sait
effectuer la représentation conforme de D sur la surface d’un cercle » ().

A11. Soit
(1) 5(%)
la fonction analytique qui transforme D en A de frontiére f, et

(2) f(z):f@(z')/f(z, ) dz
C

la formule qui résout le probléeme de Dirichlet pour D, ¢(z) étant la fonction donnée égale
a la partie réelle de f(z) sur C.

(Y) Goursar, Cours d’Analyse mathématique, t. 3, 2° édition, 1915, § 517, p. 212.
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Appelons f_(g), etc, le résultat de la substitution 5(g) dans f, etc. nous aurons
R 74 I
(3) o= 3@ ke G
On remplace donc k(3, ') par
dz'
(4) k(5(8), 5’(’;')137;,-

A12. Cas du cercle D de circonférence C. Méthode imitée de M. B. Demtchenko (*).

A 121. Le théoréme de Cauchy appliqué 4 z intérieur donne

() &)= i e

I , . \ . , \ . sy
= est extérieur a D et le premier théoréme de Cauchy appliqué a
g

(z = imaginaire conjuguée de z)

VACH)

J-p—

-

donne

(2) o:ff< (et

?.lllr-l

d’ou pour la valeur imaginaire conjuguée

(3) o:ff(z’)——l—;z;.
¢ o

Si C est le cercle de rayon 1, posons z'=e'*, f(z') = ¢(a) + id(a), (1) et(3) deviennent

Q

X B 1 o lad
(4) /(z):-;—n[fo o) s+ flz : “]

LT

O___f <P(d)~“'!‘)(a) ze—% do done ;I_'r.r.fh Mzdﬁ:o_

Py e __ ¢

=

Ajoutant (4) et (5), il vient

f(z):;l—i[[ cp(oz) o doc+lf Lp(a):::—zdz] .

La deuxiéme partie du crochet est une constante imaginaire pure.
Mais, d’aprés (4),

AT

f(u):cp(o)—ki&l}(o):;%[j cp(a)da—;—'i[— ~(.1J(OC) doc] ’

d’ou la formule bien connue

(6) f(;):ﬁ ()" — doz+u[z(o)

(") Problémes miztes harmoniques, p. 2 et 3.
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Retenons

1 2T
Qo= Efo @(x)da.

A122. La justification que f() jouit des propriétés de limites désirées a été traitée par
M. H. Villat (*). Nous n'y reviendrons pas.

A13. Cas du demi-plan T.

A131. M. B. Demtchenko résout la question directement. On peut aussi passer du cercle
au demi-plan ¢ par la transformation homographique

o at+b | o, o @
T et+d ~—1, +1, 0 ’
qui donne 5 = iji; out=1 i: ; d’oli, a partir de (A. 121 6)
1 [ T e(t)dl (&)eae
(I) f(t)‘r:iﬁ\/;m ?t’_ﬁ —+ thky avec ko-—\Po‘F f CPI+tra

intégrales ou il s’agit des valeurs principales de Cauchy.

A 132. Pour interpréter ko, nous reviendrons 4 (A 121.6) que nous mettrons sous la
{orme

, 1 e+ pef
ro=5 [<e<a)—<o<ﬁ>]——;~§—,—gda+<p(ﬁ>+z%
d’ou
L I el
O B R e R LR
d’ou
AR ¢ dr TE o)t !
=)~ 2 [ Ta(t) ~cp<w>Jl+t,,+~'f_w RAIH
. I(oo) t'de
¢(w)+ I+t!2'

11 s’agit encore de la valeur principale de Cauchy. laquelle est nulle; d’ou
(2) I ko= ( )

A 1h. De i on passe au Cas du rectangle (R) (fig. 5) en posant

~—f \/H 5 avec R(¢)=(t—a)(2—1) (¢ —b).

Y / Y
dl:‘pw 2p(u+—)du
2 [pY '{)] 2

(1) Bulletin de la Société Mathématique de France (1911).
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on tire
P Y

2

t=0C+

pl—
Py

p(w+
e

2
P““P(

Portant d¢' et (¢'— ¢t) dans A (131.1), il vient

p<u+

=leeD)
=)

d’on

t—t=p

D=

UG TE R ST y(w+]) d
TS (R S s e

d’ou, par un changement de fonction et de variable immédiat (V =u-+ %>’

(1) F(v)= — 56' (v )

qui résout le probléeme de Dirichlet généralisé dans un rectangle construit sur

dv + K,

OA = 0, OB = &)_:3.
[
A 15. De la, on passe dans la demi-couronne (d) (fig. 6).
En posant : ¢ —= @3+ 0, — % logZ, on obtient
© .
(I)(Z’)(p’(wi—l— W5 — E_;logz )dZ’

@q
F(Z)= — ;
: "y 2 007 ) — — ®11007) |7

Pl o+ w0y o 0og ) plw+ w; e ogL

-+ iKo.

Dans le cas particulier du schéma de Helmholtz-Kirchhoft, ®(Z) est nul le long de OX.
Dans le cas général, si I'on connait la partie réelle de f(Z) sur les arcs de circonférences
etla partie imaginaire sur 'axe OX (Probléme mixte) en considérant

réel sur les arcs de circonférences et sur I'axe réel, nous pourrons resoudre le probléme
mixte ainsi posé.

Pour le cas du schéma de Helmholta-Kirchhofl, I'introduction de cette fonction F(Z)
conduit alors a

LW,

(1) f(Z)—-'—‘(Ii——Iz)'l“lko
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®,
= J’)'(&M—!— W3 — ~a>
1,:f ﬁ(%logz) @(e) i ds,
0

® 13 ®
y p':15 p(w1+ 03— 7}s) —p(ml—i—ws— l—,T—lrlogZ)

13

’ ®q
ks p <&)1— "‘E)
1= p’(ff’—'l az> Y(e) T de.
A T ,
P

el
Wy W @4
— e+ Wy— — & | — pl W+ w;— —logZ
LG DRU GRS D
On voit facilement que la formule ci-dessus peut se mettre sous la forme donnée par

M. H. Villat d’apreés les poles et résidus des fonctions sous les signes f et compte tenu de

la condition de régularité.

Annexe 2. — SUR LA CONSTRUCTION DU MODULE DE CONTINUITE (1).

A 21. Nous ne donnerons ici qu'un exposé trés succincl. Nous avons repris la démons-
tration de M. J. Kravtchenko, en précisant I'inégalité ligne 20 de la page 67, ce qui nous
a conduit & scinder l'intervalle d’intégration en intervalles d’amplitude plus petite que
I'unité.

Soit donc un intervalle E=56 — a< é .
Considérons
b . /
AU=U(g) —U(e)= / [‘F(ez) — zp(s) - ‘F(eiwllf(s)] ds.
Jo €1 — -

Nous voulons montrer que :

St W (e) appartient a Uespace £,(¢), U(e) appartient a Uespace £, (c) (J. K., p. 66).

A 22. Nous supposons &; > ¢ et divisons I en trois intervalles : E;, E,, E; par les nombres
¢ —m, &+n ol n=¢,— ¢; chacun de ces intervalles est traité par un procédé différent
(E; comme E;) dont nous ne pouvons donner le développement ici, faute de place. Le
principe pour E, (E;) consiste a mettre le | ] sous la forme

_ W) —W(e) oy e — W)

_(€—s)(5,——s)" g— S

]

et a chercher la contribution de chaque lerme de cette somme a AU.
Pour E,, on cherche la contribution divecte de

W) — W(s)

i=—o, 1).
— (i=o, 1)

A 23. Si l'intervalle excede ; (ou pour toute autre raison), on est amené a scinder l'inter-

valle (A, B pour fixer les idées) en trois intervalles E/, E, E” par les nombres a, b satis-

(*) Notons que 1’on doit & M. J. Kravtchenko I'introduction systématique du critére
L, (s) ainsi que de nombreuses applications.
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falsant 4 A<<e<<e<&a<b<<B avec b —a<< é En ce qui concerne E’ et E’, nous

traitons le crochet comme pour E;(E;), mais par un raisonnement beaucoup plus simple.
On constate que la continuité de W' dans ces intervalles E’, E” n’intervient pas, mais
seulement son bornage.

A 24, On établit aisément que les discontinuités de premiére espéce de W(e), et méme
de deuxiéme espeéce d'un ordre o <1, n'interviennent pas lorsque ¢, ¢, appartiennent a un
intervalle de continuité, de sorte que le théoréme de M. J. Kravichenko s’applique.

A 25, L'extension & la valeur principale de Cauchy n’offre pas de difficultés et
s'établit en scindaunt le crochet comme pour E((E;)E'(E”).

Annexe 3. — SUR LE COMPORTEMENT D'UNE FONCTION ANALYTIQUE A LA FRONTIERE (1).

A 31. Cas du cercle de rayon 1.

A 311. Reprenons la formule fondamentale A 121.6 et supposons que ®(s) posséde une

discontinuité de premiére espéce au point s = s,. Nous mettons la formule A 121.6 sous la
forme

. ‘Y0+ﬂe[’s+,
() S@=gn | E A i
So—T
Soit
O(s) =D (sy+ 0) + A(s) 1 Sy <SS S0+
o) (s) (so-+o0)+ A(s)  pour so<<s<so-+m avec h(sy) = o.

D(s) =®(so-—0)+h(s) pour §,— WS < S

L'intégrale (1) est alors la somme des trois intégrales

Sot T 5
et 4z,
h(s)ds

ev—z

(3) f,(;)+j'2(z)+f-,(z):;[—7~rf )
e Rl 0) 7 e

s __ o
4 z 2T . s‘,‘~1':e z

ds.

L Plsto0) f’“*” €S+ 5
2T

S
A 312. La premiére intégrale a un sens quand z — e* si A(s) converge assez rapidement

vers zéro. On montre qu'une condition *£,(s) n > 1 en s=s, suffit. Cette intégrale a alors
une limite égale &

i T h(s) p , .
— —— —ds=1iB (B véel et borné).
2T §— 8

So~—T tang.__...

e+ 5 . ; .
A 3130. Le calcul de fe”+ ds se fait en posant e= ¢, ce qui donne

z

z + eb 2, z—ek
22z <Hog — et I,= =log

z— e z + et

(1) Consulter sur ce sujet les travaux et ouvrages classiques de M. Gaston Julia sur la
Représentation conforme et en particulier ses Exercices d’analyse.
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zs‘,+z§+zw , S —> .
Posant z = ¥+ re * . wétant I'angle du vecteur e®oz avec la tangente a la circon-

férence de rayon 1 au point s, il vient

Z 4 et
5 — gl-‘n

log :log(2+irel“’)—logr-i<§+w+2K7r>-

A3131. Et L=>[log(2 + rew) —logr| —2[w+ (2 K+1)m].

T .
Pourz=o (r =1, ®= -}, on a directement

2
o T
Lz:f ds =T, d'ou K=-—1.
S

0

A3132 EtI, - ;{log(z +ire®) —logr|+2(w —2K'm).
Pour z =0, on a directement
ILi—m d’ou K'—o.
A 314. 1l vient alors
)

(1) J(3)=®(s,+0)

+ B (sy —0) = + Zlogr [®(sp+ o) — B(sy— 0)]

- -:;log(g—*— ire®)[®(so+0) — ®(so— 0)] + (B + Uy) + &+ Les,

ou
€4, E2—>0 avec 7.

Sous cette forme, nous voyons que

A 315. Si ®(s)est continue et converge assez rapidement (A 312), la partic réelle de f(z)
prend bien sur le contour la valeur @(s,) et la partie imaginaire reste bornée. La premiére
partie de ce résultat est bien connue (Scientia, n° 38, p. g).

A 316. Si ®(s) posséde une discontinuité de premiére espece pour s =s, et ce dans les
conditions de (A 312). la fonction harmonique, partie réelle [ f(z)], prend toutes valeurs
comprises entre ® (s, 0) et ®(s,—o0), et ceci en éventail. [ Résultat bien connu, établi dans
Picard (t.1, 3¢ édition, p. 3154 319) & propos de l'intégrale de Poisson]. Quant & la partie
imaginaire, elle devient infinie et sa valeur asymptotique est égale a

®(so+0) — D(s) —
i

°) logr.
A 317. J'ai établi, par application de ce qui précede, ¢cn Annexe du Cours de Mécanique
des Fluides de I'Ecole Nationale Supérieure de 1'Aéronautique (*) que I'on pouvait calculer

. e . . . .
la résistance complexe R sans se soucier des points singuliers de ’obstacle (?), sauf peut-
étre si le point de bifurcation est un rebroussement vers le fluide mort

[®(so+0) —DP(sp—0) << 27],

cect d’ailleurs en fluide indéfini.

(") 1942-1943. M. I'Ingénieur en Chef Giqueaux du corps de 'Aéronautique. Professeur
al’E. N. S. Aé.
(2) Ce résultat a été établi dans la Thése de M. H. Villat pour un cas particulier.
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A 32. Cas d’un domaine simplement connexe borne ou non.
A 320. On représentera le domaine (z) sur le cercle (Z).
A 321. Si le point de la frontiére est ordinaire, on a ii}% ni nul ni infini, la for-

mule (A 31%.1) reste valable, s, représentant alors I'arc de la frontiére.

v

A 322, Si le point de la frontiére est anguleux, on a ZZ = A dZ¥, car la dérivée est o
ds ) ds
ouooavecv>o,51—d—Z oelv <o, snd—Z_oo.
Posons ds —pe*, dL=R ed, A =K e, il viendra
(1) %— =KRF,

o sera infiniment petit d’ordre supérieur ou inférieur & R selon que v est zo.
11 vient également

- v
}—=a+ A+ —A.
T

Par deux rotations, on peut faire que la tangente positive aux contours corresponde a

i=A=o0, dou

(2) xa=0 et A=A

A variant de o & 7, 4 variera en éventail de o & 9 =7 + v; v > o angle obtus, v <<o
angle aigu; ¢ angle intérieur des tangentes.

Remplacant dans A 31k.1 valable dans le cercle Z (notations r =R, o = A) : log

A
”P et — de‘ —, il vient
o

| v

parsa

valeur

(3) f(= 30—%0)(19 7 +lI)(s0»—o)— alogp[(b(so—ko)—(D(.so—o)]+
A 323. Dans cette formule s, n’est plus qu'un repére, et non 'arc du contour.
A 33. Cas du demi-plan T pour t infini.

. ’ . LI+ 5 N . .
La fonction de transformation ¢ =1 ramene le point a o au pointz =1 et le demi-

I—3

plan T au cercle de rayon 1.

Dans A 314 .1, s,==0, nous remplacerons p et  par des quantités équivalentes.
Soit

o+ . 2
(1) t=Re¥, z:1+pe( ‘), d’ou R==>=+c¢, =7 — .
P
et

(2)  fl&)=®(+ oo)”;—‘?+ O(— oo);% + %[m(+ w0) — ®(— )] logR +.
= 3
A 3h. Allure du schéma au point de bifurcation.
A 341. Appliquant (A 322.3) a la fonction £ de Levita-Civita (11.2), il vient-

(1) ®(p, 1) =0(0, 0) 21—

L+ 8o, <p)-$+
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et en posant ( fig. 20)
0(0,0)—0(p.})=p et ®(0,0)—0(0, 9) =1,
(2)

PLAN z

TaroriMe. — La direction de la vitesse en un point voisin des points de bifurcation
divise langle des tangentes a Uobstacle sis dans le fluide mort, dans le méme rapport
que le rayon polaire divise Uangle de ces mémes tangentes sis dans le fluide vif.

En particulier, la bissectrice de langle des tangentes est tangente « la ligne de
courant qui bifurque sur l'obstacle.

La formule (1) est d'ailleurs applicable au cas d'un obstacle torme de deux murs indé-
finis, la vitesse a4 l'infini amont étant paralléle a la bissectrice des deux muis. A D’échelle
infinitésimale, le champ local des vitesses, et les lignes de courant sont dessinées par 1'écou-
lement dans un angle egal a I'angle moitié des tangentes sis dans le fluide vif (fig. 21) (*).

mur fictif

A 342. D’autre part on a

T=1logV= 8o, O);—(’)(O’ @)logp+C: %%ilogp—l—c,

SR —O 2MT—9

d'ou V=Ap °¢ s'annule comme p °

(1) Peres, Cours de Mécanique des Fluides, 1936, p. 75.
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A35. Allure du schema a l'infini amont.

A 351. La formule (A 33.2) montre que les filets fluides s’épanouissent en éventail,

A 352. D’autre part
0, o, , ,
T =logV == - ~logR + C avec 05> 0> 0);
0.,-0, ®,—0
logV est alors négatif et V—=A <-—1%> " Sannule comme <[_1{> "

Si @, -== @), on ne peut rien dire : V peut étre nul ou non.

A 36. Remarque. — La méthode du n°® (A 321) permet de démontrer, comme en A 3k,
que le filet fluide qui se détache de la pointe d’un profil est bissecteur de I'angle du bord

de fuite et que la vitesse y est nulle. Dans le cas d'un profil Joukowsky, elle est finie et
dans le prolongement de la tangentc commune.

Annexe 4. — MAJORATION DU PARAMETRE ¢ ().

A 40. La méthode indiquée par M. J. Kravtchenko dans sa Note des Comptes rendus
(202, 1936, p. 276) peut étre améliorée par I'emploi d’une sphére de Riemann convenable.
L’objet de cette annexe est d’expliciter sommairement les précisions quantitatives annoncées
dans la remarque de la page 213 de la Thése de cet auteur.

Al1. La figure 22 donne le schéma auquel sera appliquee la méthode : nous supposons
un obstacle tranchant et nous supposons que les lignes de jet ne recoupent pas e, g, et .2,

prolongés et que H,H, ne coupent pas U'obstacle.

A K2, Notations. - d,, largeur de I'obstacle : e;e, = g g27==0y;

9:. profondeur « €1 817= €28 == 0s;
0s, diagonale « 02=0 -~ 903;
A, distance de 'obstacle a la bande (A, Hy);
A, « « (hyHa).

Nous supposons A, > A,.
Nous poserons
A
61 6—1 — ki, T — k;.

Solent g l'aire de la projection du fluide vif sur la sphére %, .\ la plus courte distance
sphérique sur 2 de la projection de I'obstacle a celle des parois, M. J. Kravtchenko, se
basant sur un lemme de M. J. Leray, a démontré que

I, A
(1) logq:nay

. Y. b I
de sorte que la condition ¢ < g, sera satisfaile si n% 2log —-

9
Le probléme revient a majorer ¢ et minorer A.

(*) C. R. Acad. Sc., 208, 1939, p. 721.
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A 43. La sphére X est une sphére tangente au plan du fluide au milieu » de e, ¢,. Soit D

son diameétre. On établit facilement que

_mD2| a2fs  2fi  2fe
7 < T[‘* DD D J
donc encore
D2 2fs  2fi nD? 2fs
g<_—[1+_ﬁ.~.b__]<~2__ I+T .

Rabattons le plan Pe, g; autour de e, g, sur le plan horizontal; A est minorée par g% Hj.

Fig. 22.
P
3 4
OLIh" \ / f:; OLF
¥ Y ONB B, A h;
" \|/ - H2
97
AXlor e
L ' T
' , \ ) . ’
P K, Hl 9. “ e, |e: w e ) H,, h,,
I
> i
1 \‘ T 2
[P ’;
A
v !
\ ,’7\’2
QQ‘ el w 22 1
A
“ \ﬁ / e
i II
R Cy/
J
R h,
9 92 H,
o — = pr—— o = = ot @ — . —— . — P S
Nous choisirons
T @
p=f= T

dans un but de simplification.

11 vient
. D: . D2 .
D [cosoy —+ coso, — sinf3] << E;—— [1+ cosa; —sinfB] < 7—1-;—[2 —sinB].

7: 2
g <<
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On calcule aisément

H{ g% =D cos?y sinw

1
avec 0052']’ —_— Tm?
d’ou
sin ®
\ D—_—'~_'.—— .
A= 1+ 44 sin2f3
D’on les inégalités
7TAZ > sin?w 2 5 lon L
c [1+4Asm?B]2 [N]=° ¢,
avec

[N]=cosa;+ cosa,— sinf3 ou 1+ cose;— sinf3 ou 2 — sinf.

A . Si P'obstacle se termine aux extremités d’un segment d, perpendiculaire a la direc-
tion générale du courant et reste inclus dans le triangle curviligne amont limité 4 8, et a

Fig. 23.
p
? )(;/I
(%)
H: 8
w
Lk H H;, Ry [T
! = :
\ )
\ )
\ !
\\7\-l ”7‘2
\ /
\ /
\ /
\\ Il \
o P, w P, /P IA
1 eZ
tz
]ll ] Hl HZ hz
g
L

deux arcs de cercles e, g, e, & tracés figure 23; on a alors

2 .20)2
\20D, doa A L
Le diametre
, 0O o
e fi= ;‘ + Dcotf = ;‘ (1 + cotf cotw).
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A U8, Application au cas de q,=— \/2 — /3 avec parois rectilignes.

A k31, L’inécalité numérique a résoudre devient (par deuxiéme valeur de [N])

. ® ®
sm?;coszg ©
(A) 12 2;1+\/2sin;,

. ® . w\?
[1+2/.2(cos— — sm—) ]
2 92

\

soit Y le premier membre et Z le deuxiéme membre.

A k521, La figure 24 donne 'allure du deuxiéme membre de (A) (1<Z<2).

Fig. 24.

2 1VZ

A 522, La figure 25 donne l'allure du premier membre de (A). Nous avons tracé en
particulier la courbe Y pour 2 =o.

Fig. 25.

372

On montre aisément que les courbes Y ont une pente plus forte que la courbe Y, dans la

N
région -2§Y§2.

A 4523, On voit alors que 1'égalité (A) a une racine unique w’.
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A b33. Un calcul d’approximations successives non reproduit donne des valeurs appro-

chées de o’ en fonction de 1, ce qui permet le calcul de 4, et k3, d’ou le tableau des valeurs
minima de k1 et &y :

M 0.. 0,5. 1. 1,5. 2. 2,5. ».
N 2,7 A537 0 19,6 34,3 53,0 @
kgeovnn. 2,7 3,9 7,1 10,9 15,6 19,9 o0

A 6. Dans le cas particulier du triangle curviligne, on aura la condition

(B) m?ggldogqll1+vgsin%}:o,33(1+\/§sin%>-

1

Soient Y le premier membre. Z le deuxiéme membre, La figure 26 montre que 1'égalité (B)
a une seule racine.

Fig. 26.
YZ
/
/
/
!
7
i/
Y A 0,33(1V2)
e/
_____ A
i ®
0 il
2

Le calcul par approximations successives conduit a w = 40°20, d’oit k;=1,83.
La largeur minima relative du canal est alors de {2k, + 1) == 4,bb.

A §7. La méme méthode serait applicable au cas du canal curviligne, mais on prendrait
la troisieme valeur de [N].

I
A k8. La méthode ne peut étre appliquée pour ¢< é‘\—/g qui intervient dans 0, > 0.

Annexe 5. — EQUIVALENCE DES CONDITIONS : ¢ —>0, |a| ET b— o
ET DES CONDITIONS ¢ —>1 ET @ —>—1, b —1 OU LES DEUX.

A 80. Il semble utile de montrer I'équivalence de ces conditions (cf. #421).

On a
f“ dt
Wy == ;
L, Va—8e)(t—a)(b—1t)

W3 __ b dt __/'—1 dt
iﬂ—.[ VEe—n(—ay(b—t) J, VE—10( a)b—1t)

radicaux pris avec leurs valeurs arithmétiques.
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On a

O3
® =
— =3

~ 14
g—e ‘'Pr1—e TP avec lo::—w——— > o.
1

A 31. La condition ¢ — o est équivalente & p —+ 0.
Si & et a sont bornés = %=1, p est borné.

A 52, Sidestbornéeta-> oo :

7’,: / \/(l’_x (b~t)<1——>;
wl: / \/(Ivt" b——t)(l———)
dt
[ v(t-—l)(b—t)

l&)l -1
/1 V(x—t )(b—t)
qui reste borné.

De méme, si a est borne et si b — oo,

et

A 33. 1l est donc nécessaire que a et b — oo pour que g —> 0.

A B3%. Réciproquement : si @ et b — oo, alors ¢ >o0.

On a
e \/—ab/ V(zwx) 1*~><1_%>
- I dt
= g
et

)

702)_1_~ i de
YRV

—+1 dt
—1 \/1 — 12

y de sorte que si & — oo, l'intégrale — o comme log¢.

Le dénominateur — qui est borné; mais le numérateur a son terme qui tend

vers

2—1

A 35. 11 y a donc bien équivalence entre la condition g —-o et la double condition |a |
et b— .
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AB6. Sia—>—1(oud-—>-+1),0na

. M/.+1 dt .
L Vo= =]+

[AN b dt [
: :f —_— reste borné, donc p—o0 et g —1.
P W= =ala+y

ABT. Sia— —1etb—>+41, v, .

W3 b dt
‘ “[ Ve—1)(t—a)(b—1)

s'écriten posant t =1+¢, b=1+ B3, a=—1+«

W3 ? dz
4 _[ Ve(B—e)V(2+e)(2+e—a)

et posant ¢ = 36

0y ! df ! d T
e — —_——
U [ \/6(1—0)\/(24—@6)(2—{—@6—0() [ 2y0(1—0) 2

donc p—>o et g—1.

A 58. Reciproquement si ¢ =1, @ —>— 1 ou b = +1 ou les deux.
Sinon, ni @. ni & ne peuvent devenir infinis, car ¢ tendrait -> o ; ni rester finis, car w,

[OF} . . .
et — seraient finis et non nuls, donc p ne serait pas nul.
l

A 89. 1l y a donc bien equivalence entre la condition ¢ —1 et I'une des trois conditions
a—>—1o0u b —-»—+1 ou les deux. C. Q. F. D.

Vu et approucé :

Paris, le 3 novembre 1943.
Le Dovex pe 1A FacuLté DES ScieNces,
Pavr. MONTEL.
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