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SUR LA REALISATION

DES

ESPACES PONCTUELS A TORSION

EN GEOMETRIE EUCLIDIENNE

INTRODUCTION.

C’est dans les travaux de Gauss [1] (*) que 'on trouve le premier exemple
d’un espace non holonome, I’exemple devenu banal d’une surface plongée dans
I'espace ordinaire. La géométrie sur la surface, considérée comme un continu
a deux dimensions, est completement définie quand on connait I’expression de
la distance de deux points infiniment voisins. Cette expression est induite
sur la surface par la métrique euclidienne de I'espace ambiant : c’est donc le
« point de vue externe » [8] de définition d’un espace de Riemann, qui est a
I'origine de la théorie.

Si I’on se donne, au contraire a prior: dans un continuum, 'expression de
la distance élémentaire, on se libére de 'existence d’un espace ambiant. Ce
point de vue interne suffit pour édifier complétement la géométrie rieman-
nienne. Mais il n’en reste pas moins que le point de vue externe se trouve a
I'origine non seulement de la théorie elle-méme, mais aussi du nouvel essor
qu’elle a pris, en 1917, avec la notion de parallélisme de Levi-Civita. Cela tient
sans doute & ce qu’il donne une image plus concréte des espaces de Riemann.

(1) Les crochets renvoient aux numéros d’ordre de la bibliographie.

THLSE 0. GALVANI 1



— 2 —

L’équivalence locale des deux points de vue résulte du théoréme de
Schlaéfli [2], d’aprés lequel tout espace de Riemann est localement réalisable
par une variété plongée dans un espace euclidien 2 nombre suffisant de dimen-
sions. Ce théoréme, énoncé vers 1873, ne fut démontré en toute rigueur que
beaucoup plus tard, en 1926 [10 et 11]. L'impossibilité d’une équivalence
globale a été établie par Hilbert [5], qui a montré I'impossibilité de réaliser
tout le plan de Lobatchewsky au moyen d'une surface euclidienne privée de
singularités.

Depuis 1922, les espaces de Riemann ne sont qu'un Chapitre bien particu-
lier de la théorie des espaces non holonomes de M. Elie Cartan [6]. Cette
théorie procéde du point de vue interne. Les espaces de Riemann sont les
espaces ponctuels sans torsion a connexion euclidienne [14].

La question se pose alors de savoir s’il est possible, au moins localement, de
concevoir les espaces non holonomes du point de vue externe. Or, sans méme
sortir des connexions ponctuelles euclidiennes, il n’existait jusqu’ici aucun
schéma général externe de ces espaces. La connexion induite par l’espace
ambiant [8] sur une variété ponctuelle euclidienne est toujours sans torsion,
de sorte qu’aucun espace & torsion ne peut étre réalisé par une variété ponc-
tuelle, si du moins on désire attacher a cette variété sa connexion intrinséque,
¢’est-a-dire celle qui rend le mieux compte des relations de la variété avec
[’espace ambiant.

Le but de ce travail est de donner, en géométrie euclidienne, une image
externe des espaces ponctuels non holonomes les plus généraux (pouvant
comporter une torsion). La méthode consiste a utiliser, pour réaliser ces
espaces, des variétés non ponctuelles (congruences de droites, d’é¢léments
linéaires, etc...), sur lesquelles est définie une connexion ponctuelle intrin-
séque. Les espaces sans torsion entrent comme cas particuliers dans ces
schémas généraux.

Une fois définie, sur une variété appartenant 4 une certaine catégorie, une
connexion d’une certaine espéce, il faut encore, pour le but que nous nous
proposons, montrer qu’étant donnée une connexion de cette espéce, on peut
trouver une variété de la catégorie envisagée, qui, plongée dans un espace
holonome convenable, admette localement cette connexion donnée. C’est
I'objet des théorémes d’existence démontrée aux Chapitres IV et V, qui généra-
lisent en somme le théoréme de Schlaéfli.

Cette étude, limitée aux connexions ponctuelles euclidiennes, peut néan-
moins fournir un cadre pour une étude analogue concernant d’autres connexions
(d’autres groupes fondamentaux ou d’autres éléments générateurs). D’ou
'emploi exclusif de la méthode du repére mobile (qui fournit un cadre analy-
tique général pour la théorie des espaces non holonomes); d'autre part les
diverses connexions induites envisagées ont été définies conformément a des
principes généraux qui ne précisent ni groupe fondamental, ni élément géné-
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rateur. — Nous publierons par ailleurs [18] un exemple d’une telle extension,
relatif aux connexions ponctuelles affines 2 n dimensions, dans le cas général
(réalisation toujours possible dans I'espace affine & n* dimensions) et dans le
cas de la géométrie des groupes de Lie [12], ou certaines réalisations se rat-
tachent au probléme de la représentation linéaire de ces groupes.

Les principes généraux sont posés au cours du premier Chapitre, qui
rappelle en méme temps, en les présentant sous une forme aisément généra-
lisable, des considérations classiques relatives aux surfaces euclidiennes. Les
trois Chapitres suivants sont consacrés aux connexions euclidiennes a deux
dimensions. Le Chapitre II définit la connexion ponctuelle induite sur une
congruence d’éléments linéaires plongée dans I’espace ordinaire. Cette définition
est susceptible d'une interprétation de nature mécanique. Elle fournit d’autre
part, comme cas particuliers, la connexion d’une congruence de droites 16 a],
et la connexion riemannienne classique d’'vne surface.

Le Chapitre III contient une suite de théorémes sur les propriétés géomé-
triques de cette connexion induite; les résultats classiques relatifs a la courbure
de Gauss et & certaines propriétés des géodésiques, en sont des cas particu-
liers. Nous faisons d’abord une étude compléte de la courbure et de la torsion,
en les reliant a certains éléments géomdéiriques tels que les foyers de la congruence.
Les résultats obtenus sont trés simples dans le cas général (n** 20 et 23), un
peu plus compliqués dans certains cas de dégénérescence. D’autre part, I'étude
des congruences admettant la méme connexion induite conduit en particulier a
Vapplicabilité de leurs surfaces polaires (*).

Nous étudions ensuite les « pseudo-lignes » (variétés 4 un paramétre) de la
congruence, qui correspondent & des lignes remarquables de I'espace réalisé,
par exemple aux droites (définies par le transport paralléle), ou aux géodé-
siqgues (*) (extrémales de la longueur). Par exemple, les pseudo-droites sont
étroitement liées & des développables d’un complexe associé a la congruence.
Signalons aussi une relation entre les pseudo-droites géodésiques éventuelles et
les géodésiques de la surface polaire, ainsi que 1'étude des espaces admettant un
réseau de droites geodésiques (n° 41).

Les congruences i céne directeur, qui réalisent les espaces a parallélisme
absolu, font I'objet d’une étude spéciale concernant le parallélisme et les
pseudo-lignes remarquables. En particulier, nous mettons en évidence divers
cas ou le parallélisme induit se traduit par un parallélisme ordinaire dans
I'espace ou par une égalité d’angles. Une étude analogue est faite pour les
congruences ¢ plan directeur qui correspondent aux espaces ou la torsion a
une direction fixe. lls constituent une classe de congruences admettant un

(1) La surface polaire est I'enveloppe des plans normaux aux éléments généraleurs en leur
centre.

(*) On sait que ces deux familles sont distinetes, du moins dans le cas de deux dimensions [8].
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réseaude pseudo-droites géodésiques, une autre classe étant formée de congruences
de normales & une développable (le réseau en question est alors formé des
plans normaux a la développable le long de ses génératrices). Le Chapitre se
termine par une breve étude relative aux lignes de torsion et par deux
exemples particuliers.

Le Chapitre IV a pour objet I’étude détaillée de la réalisation d’'une connexion
ponctuelle euclidienne & deux dimensions arbitrairement donnée, par une
congruence d’éléments linéaires de l’espace ordinaire. Il contient principa-
lement une demonstration du théoréme d’existence (avec, dans le cas le plus
général, une formulation simple du probléme de Cauchy), et une étude plus
directe du cas du parallélisme absolu, qui permet d'expliciter les résultats et
surtout d’indiquer des formes géométriques types auxquelles peuvent se réduire
les solutions ( possibilité de choisir le cone directeur, ou, si la torsion a une
direction fixe, de réaliser I'espace par des congruences de normales a une
droite ).

L’etude complete de laréalisation par des congruences de droites est donnée
dans le cas du parallélisme absolu. Une étude analogue du cas général, publiée
aux Comptes rendus [16 b], n’a pas été reproduite.

Le cinquiéme et dernier Chapitre est consacré aux connexions A n dimen-
sions. Un premier théoréme d’existence (n° 87) affirme la possibilité de les
réaliser, au voisinage d’un point quelconque, par des vari¢tés d’éléments
plans (éléments & n* — n dimensions) plongées dans I’espace euclidien a n?
dimensions; une telle réalisation eaiste quel que soit I’espace donné. Un second
théoréme d’existence (n° 101) affirme la possibilité, guand Uespace donné est
générique, de le réaliser, au voisinage d’un point générique, dans l'espace

n(n-—

.y N i) 5. . o, . , \
euclidien & dimensions, ce qui généralise exactement le théoreme de

Schlaefli. D’autre part, la notion de classe des espaces de Riemann se géné-
ralise d’elle-méme aux espaces a torsion, et a ce propos (n° 100) nous
donnons brievement quelques résultats relatifs aux espaces de classe 1 :
généralisation des conditions de Ricci [3] et considérations géométriques sur
les variétés réalisantes.

Tant par la vaste théorie géométrique a laquelle elle se rattache (espaces
généralisés) que par les instruments analytiques employés (méthode du
repére mobile, théorie des systémes en involution ), I'étude que nous venons
d’analyser ne saurait se concevoir sans les travaux de M. Elie Cartan. Qu'il me
soit permis de lui exprimer ici ma profonde et respectucuse reconnaissance
pour I'intérét tres bienveillant qu’il a pris & mes recherches. Je tiens aussi a
remercier bien vivement M. Georges Bouligand et M. René Garnter de la
sympathie qu’ils m’ont témoignée; et je prie M. Paul Montel, qui a bien voulu
accueillir ce travail dans les Annales de I’Ecole Normale Supérieure, de trouver
ici expression de ma sincére gratitude.



CHAPITRE I.

LA CONNEXION INTRINSEQUE TRADUITE SUR UNE SURFACE.
PRINCIPES GENERAUX DE DEFINITION D'UNE CONNEXION INDUITE.

I. Dans ce Chapitre préliminaire, nous allons reprendre les considérations
bien connues, qui font d’une surface ordinaire un espace de Riemann & deux
dimensions. Nous donnerons au passage un schéma général de définition d’une
connexion induite, auquel se conformeront nos définitions ultérieures. Nous
ferons aussi, a titre d’introduction, quelques rapides calculs analogues 3 ceux
que nous retrouverons plus loin & propos des variétés non ponctuelles.

2. Regarder une surface V comme un espace de Riemann, ¢’est (') la consi-
dérer comme formée de morceaux infiniment petits de plans euclidiens, avec
une loi permettant de raccorder dans un méme plan deux morceaux infiniment
voisins. Cette lot sera caractérisée par I'effet du raccordement sur un repére
rectangulaire.

a. Chaque morceau est formé des points M’ infiniment voisins des points M
de V, et I'on assimile M & sa projection orthogonale m’ dans le plan P(M)
tangenten M a V.

b. La loi deraccordement est basée sur la définition du parallelisme de Levi-
Civita, c’est-i-dire sur la convention suivante :

Congention. — L’angle de deux directions ¢, ¢’ issues de deux points
M et M infiniment voisins est défini comme égal, au second ordre prés par
rapport & MM, & celui des projections orthogonales de s, 2’ dans P(M).

Une telle convention se légitime par le fait que I'angle de deux directions
de P(M") se conserve au second ordre prés par la projection envisagée.

Lot de raccordement. — Si I'on choisit dans chaque plan P(M) un repére
rectangulaire ¢(M), le raccordement de P(M') dans P(M), déduit de la
convention précédente, aménera ¢(M') en ¢y (M) confondu au second ordre
prés avec la projection de ¢(M") dans P(M).

M. Elie Cartan a montré (') que, parmi toutes les connexions qu’on peut
imaginer sur une surface (en modifiant la correspondance a ou la loi 6), la
précédente posséde un caractére intrinséque, et a étendu ces conceptions a
d’autres géométries (affine, projective, conforme).

3. Sil'on effectue le raccordement de proche en proche le long d’un are (C)
tracé dans V, on obtient le développement (') le long de (C) de I'espace de

(1) Cf. E. Carrax [8].
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Riemann E réalisé par V. L’ensemble des développements le long des divers
arcs tracés sur V constitue la carte de E. On peut encore dire que les opéra-
tions a et b du n° 2 définissent la carte intrinséque de V, et que, par définition,
I'espace E réalisé par V est celui qui admet pour carte la carte intrinséque
de V.

Les considérations précédentes n’exigent pas absolument que V soit
engendrée par un point. Considérons par exemple une congruence V de
droites S. Nous dirons encore que V réalise un espace ponctuel a connexion
euclidienne, si 'on peut la considérer comme formée de morceaux infiniment
petits w(S) dont les éléments soient en correspondance biunivoque et continue
avec les points d’un morceau infiniment petit v(S) d’un plan euclidien, et si
'on posséde une loi de raccordement des v(S) et y(S")relatif 2 deux morceaux
w (S) et w(S') infiniment voisins.

On pourra alors assimiler w(S) 4 v(8) et I’on aura bien une connexion
ponctuelle. On peut encore dire que y(S) constitue la carte infinitésimale de
w(S) et que la loi de raccordement permet de construire la carte de V.
L’espace réalisé¢ est alors par définition celui qui admet pour carte cette
carte de V.

4. De facon générale, considérons une variété V 4 n dimensions d’élément
générateur S, et d’autre part un espace holonome E a4 n dimensions,.d’élément
générateur s, et de groupe fondamental G.

Pour définir une connexion du groupe G et d’élément s intrinsequement
induite sur V, on établira, par des opérations géométriques intrinséques :

a. Une correspondance bhiunivoque et continue entre les éléments §' infini-
ment voisins de S et les éléments s’ infiniment voisins de s d’un espace E, soit
E(8) intrinséquement lié 2 S;1’ensemble y(S) des s’ constituera la carte infini-
téesimale de V en S.

b. Une loi L de raccordement de E(S’) dans E(S). On choisira dans tout
E(S) un repére [14] ¢(S) d’élément origine s, et la loi L sera caractérisée par
la position g (S’) que e raccordement assigne au repére ¢(S') dans E(S).

Cette loi devra évidemment respecter la carte infinitésimale, c’est-a-dire que
Pélément origine de pg(S") doit étre ’élément s'.

Dans ces conditions, si 'on assimile les éléments S’ a leur carte y(S), V
réalise un espace (holonome ou non) d’élément générateur s, du groupe fonda-
mental G. On peut encore définir cet espace réalisé comme celui qui admet
pour carte la carte intrinséque de V déduite de la correspondance a et de la
loi L.

Les connexions induites que nous nous proposons d'étudier sont des
connexions ponctuelles (les s sont des points), mais les variétés V ne seront
pas en général ponctuelles.
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5. Composantes relatives de la connexion induite. — Dans le cas classique
d’une surface euclidienne V, comme dans les cas plus généraux que nous
venons d’envisager, la carte infinitésimale et la loi de raccordement sont bien
définies par la connaissance de la position de ps(S") par rapport a ¢(S); les
origines des gs(S’') donnent en effet la carte infinitésimale, et la loi de raccor-
dement a été caractérisée justement par la position relative de ces repéres.

Les paramétres de la transformation, rapportée a ¢(S), qui améne p(S)
en ps(S’) constituent les composantes relatives de la connexion induite. On peut
lesregarder comme les coordonnées de o5(S') parrapport a o(S). Soit T(S,S")
la transformation du groupe G définie par ces paramétres. Nous supposerons
les repéres o choisis de facon que T(S,S') soit une transformation infiniment
petite. Cela aura toujours lieu dans les applications que nous avons en vue.

L’espace réalisé par la variété V peut donc étre défini par la famille des
transformations T(S,S’) associées a4 tout couple d’éléments S,S’ infiniment
voisins dans V. On reconnait la définition générale des espaces non holonomes
de M. Elie Cartan [14], dans laquelle les transformations T(S,S’) jouent préci-
sément le méme role qu’ici, a savoir :

1° On attache idéalement a tout élément de l'espace envisagé S un repere
©(S) d’un espace holonome auxiliaire E(S).

2° Les éléments §' infiniment voisins de S sont assimilés aux origines des
repéres p5(S') obtenus en faisant subir a o(S) les transformations T(S,S);
et la loi de raccordement de E(S’) dans E(S) assigne a p(S’) la position
NED2

Dans le cas d'une connexion intrinséquement induite par 'espace ambiant,
on peut prendre pour ¢ les repéres ¢(S) précédemment définis, et qui sont
attachés intrinséquement aux éléments S.

6. Effets d’'un changement de repéres sur les composantes relatives. — Un
autre choix de repéres ¢{S) d’origine s donnerait, pour la méme connexion,
des composantes relatives différentes. Conserver la méme connexion, c¢’est
d’apres sa définition, ne changer ni y(S), ni la loi de raccordement de E(S")
dans E(S).

Soit ¢*(S) un repére de méme origine que ¢(S), et qui s’en déduit par une
transformation @(S) du groupe G, laissant fixe I’origine. Par analogie avec la
géométrie euclidienne nous appellerons rotations de telles transformations @.

a. On ne change pas y(S): (8 ) a donc méme origine que pg(S').

b. On ne change pas la loi de raccordement de E(S") dans E(S) : p5(S') se
déduit de g4(S") par la rotation @(S").

La transformation T*(S,S") qui fait passer de g*(S) & pg(S") se déduit aisé-
ment de T(S,S"), de O(S) et de O(8"). Nous dirons qu’elle est la transformée



—_ 8 —

de T(S,S) par la famille des O(S). Les composantes relatives de la connexion
induite sont définies a une transformation pres par une famille de rotation.

7. Composantes de I’espace de Riemann E' réalisé par une surface. — On a vu

que ce sont les coordonnées du repere oy(M') par rapport a ¢(M). Soit
Zc’ les vecteurs de base ¢, (M), dont origine est la projection m' de M’ dans

> . . B
P(M), et soient e, e, ceux de ¢ (M). Les composantes relatives @,, &, @,, de F/

sont définies par

. > >
\ m=M- -, e+ e,

(1)

> > >
’ g =€y - W)2€,.

-
D’autre part les ¢(M) forment avec le vecteur unitaire e; normal 4 V un
repere R(M) du premier ordre de V [14]. Considérons une famille analy-

. . . s »
ses composantes relatives, ce qui veut dire que le repére R(M') = M'¢; est lié

AaR(M)= MZ par les relations (au second ordre prés):

> > >
\ M =M+ o, €+ wy €3+ wzey,
9 .
(2) (2 > > >
ey, —é€ —+ 0 2€a—+ ®Wy3Cy,
—

e, étant normal 4 V, w, = o. En projetant ¢ (M") dans P(M) on doit obtenir au

second ordre prés m'z,z,, donc

+
3 m' =M+ w, e, wse,,
(3) > > >
€] = €1 + Wia€y,
ce qui donne, en comparant a ('),
(4) ;== o)y, @y == W, Wy Wy

Appelons composantes tangentielles du premierordre de V, les composantes
®,, Wy, ©,, d'une famille de repéres du premier ordre de V. Elles sont définies a

—>
une rotation prés autour de e,, et 'on peut énoncer :

Les composantes relatives de la connexion induite sont les composantes
tangentielles du premier ordre de la surface.

8. La non-holonomie de E’ se déduit immédiatement de ses composantes
relatives et des équations de structure [E,] et [E,] des déplacements a 2 et
3 dimensions. Le déplacement associé [14] & un « parallélogramme élémen-
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taire » (') d’origine M a pour composantes par rapport au repére attaché au
point M

Q =, — | BB ), =, — &2, Q=w,.
Les équations [E,] qui nous seront utiles sont
W= [00: ] 4 [0505, ], 0i=[o00] +{w3050], 0= [0 0]
Elles donnent, en tenant compte de w, = o et de (7.4) (*)
(1) Q =Q,—=o,
(2)

2

Les équations (1) traduisent I'absence de torsion. L’équation (2) donne la
courbure R, par la relation Q,, =R[w,».]; en prenant le repére intrinséque
(tangent aux lignes de courbure de V) [14], on a

— — Wy —1

*——1{1 ) Wiy = [T ’ d’ou R = _—I’\1 1{2,

Wy =

R,,R, étant les rayons de courbure principaux,.et'on retrouve bien la courbure
tota'e de V.
Enfin le ds? est le méme que celui de V, ainsi que le confirment les égalités

d=w'+wi=w] + 0]+ o} [d’aprés (7.4) et wy=o0].

CHAPITRE II.

LA CONNEXION PONCTUELLE INTRINSEQUE D'UNE CONGRUENCE D’ELEMENTS LINEAIRES.

1. — Eléments linéaires et congruences.

9. Un élément linéaire est 'ensemble d'un point appelé son centre, et d’une
droite passant par ce point (appelée son support). Etant donnés un point M et
une droite D, la notation (M, D) représentera I'¢lément de centre M et de
support D. Inversement, étant donné un élément S, la notation M(S) repré-
sentera son centre, et D(S) son support. Nous dirons aussi pour abréger qu’un
vecteur (par exemple) porté par D(S) est porté par Iélément S.

Un élément linéaire est bien défini par son centre et la direction ¢ du
support, qu’on appellera aussi direction de I’élément; on le représentera aussi

: o> . >
par la notation (M7 8). Etant donné un vecteur libre «, la notation (M, u)

9_
représentera 'élément linéaire de centre M et paralléle a w.

(1) Clest-d-dire au eyele M, M 4 dM, M+ M —+ 8M + 8 M, M=+ 8M,M, d et 8, étant deux sym-
boles de différentiation échangeables enlre enx.

(2) (Cest-d-dire les 6quations (4) du nv 7. Cotte notation sera adoptée toutes les fois qu’une rela-
tion figure dans un autre numéro que celui ou elle est citée.

THESE 0. GALVANIL 2
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Nous aurons souvent a associer & S le plan normal en M(S) 4 D(S). Nous
I'appellerons plan polaire de S et la représenterons par la notation P(S).
. , L . . , >
Enfin, nous ne considérerons que des éléments orientés; (M, u) aura par

Co. > o > >
définition le sens de u, et les éléments <M, u>, (M, -——u) ne seront pas

considérés comme identiques. Ils seront dits opposés.

10. Dans Pespace euclidien L, & trois dimensions, on peut attacher a tout
. . \ \ . . >
élémentS une famille 2 un paramétre de repéres trirectangulaires R = Me, ¢, ¢,

. . ~ s ey > ’
dont 'origine M est au centre de S, et le troisieme vecteur e, porté par S et
de méme sens que S.

_\?—»_ - . . . ~ .
Soit R, = Ou, u,u un repére de base arbitrairement choisi dans E,, et soit S,
. , . - ~ ) ‘ U
I'élément linéaire <0u3>. On peut amener S, en S par un déplacement T,(5)

=
comprenant ia transiation OM suivie d’une rotation d’axe normal & u,. Alers u,
—> ; G op . . . \ .
vient en u, et pour amener R, en R il faut lui faire subir, aprés le dépla-
T

T . ~ ér - -> ~
cement T(S), une rotation ®(8) d’angle ¢ = u/, e, autour de ¢,. S peut étre
défini par les 5 parameétres 2,(S)(7=1, 2, ..., 5) de T,(S) et les repéres
attachés & S par le parametre ¢. On les désignera par R(S, ¢).

11. Une congruence V d’éléments linéaires S est une famille & 2 paraméties
de tels éléments (plongés dans I'espace euclidien E, & trois dimensions).
Les %,(S) sont alors fonctions de deux variables u,, u,, qu’on peut considérer
comme les coordonnées de S dans V. Nous supposerons la congruence
analytique, c’est-a-dire les 2;(S) fonctions analytiques de u,, u,.

La congruence sera dite ordinaiwre, si (comme c’est le cas général) a. les
centres des ¢léments forment effectivement une surface, et 6. les éléments ne
sont pas tangents en leur centre & cette surface. Nous ne considérerons
désormais que des congruences ordinaires.

On appellera surface des centres le lieu X des centres des éléments d’une
congruence ordinaire V. On peut voir qualors les droites D(S) décrivent
effectivement une congruence (congruence des supports).

Enfin nous dirons que V est une congruence d’éléments normaux si D(S) est
normale & £ en M(S), ( ou encore congruence orthogonale), par opposition a
une congruence de normales (dont les supports sont normaux a une surface).

12. Repéres attachés a une congruence V. — Les repéres R(S, ¢) attachés aux
éléments S de V constituent les repéres d’ordre zéro [14] de V. Si ¢ est une
fonction analytique de w,, u,, les R(S, ¢) constituent une famille analytique &
de repéres d’ordrezéro de V. Lafamille la plus générale (analytique) de repéres
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d’ordre zéro est alors formée des repéres R(S, ¢+ 0), 0 étant une fonction
(analytique) des u.

Soient w,, w,,(z, j =1, 2, 3)les composantes relatives de &; le repére R(S/, o)
attaché a ’élément S’ voisin de S est défini, au second ordre prés, par

v - -> >

M=M 4+ o, 0se,+ &, e- (=M dM)
1 (l > > > > W, === — Wy,
() ' e, —e, —;-Ewue/ = ¢, -+ de, Y 1t

v

Les o sont des formes de Pfaff bien déterminées des six paramétres z,,
34y ..., 3, du déplacement euclidien [14] qui définit R(S. ¢); par exemple ces
siX paramétres peuvent étre les 7, et ¢. Pour la congruence V donnée, elles
s'expriment en fonction de u,, u, et de leurs différentielles, et ce sont ces
formes 2 2 variables attachées 2 V (et au choix de ¢) que nous allons
considérer. Nous allons caractériser certaines conditions relatives & V au
moyen de ces composantes relatives. Nous donnerons a w,, w,, w,, le nom de
cnmp().s‘ante.s lal("r(lles.

a. Caractérisation d’une congruence ordinaire. — Soient d et ¢ deux symboles
de differentiation distincts, c’est-a-dire que [ducu]s< 0. Si M décrit effective-
ment une surface, dM et cM ne sont pas colinéaires; et si cette surface n’est pas

-
tangente en M(S) a D(S), ¢, n’est pas dans le plan dM, ¢M, et
>
(2) (dM, oM, eﬁ) #o (produit mixte).

. - . ,
Réciproquement (2) entraine dM, 6M non colinéaires, et e; non situé dans le

plan (¢M, ¢M), et I'on a bien une congruence ordinaire (n°11). Le calcul donne
immédiatement

(aM, 8M, ) == w, (d) 3 (8) — w0 (3) @ (d) = | wews]-

. . ‘ e .
Etant donnée une famille a deux paramétres de repéres Me, e, e, la condition

~

nécessaire et suffisante pour que U’élément (Me.,,) engendre une congruence ordi-
natre est que les composantes latérales de translation de la famille soient indépen-
dantes, ce qui se traduit par la relation

(3) [0 ) 7 o.

b. Congruence orthogonale; congruence de normales. — Les premiéres sont
visiblement caractérisées par la condition

(4) w;= 0,

qui exprime que dM est dans le plan polaire, donc normal au support.
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Les congruences de normales sont caractérisées par
(5) »',)=—o.
En offet, it faut et suffit qu'il existe sur S intP—M—oe, tel Soi
n effet, it faut et suffic qu’il existe sur S un pointP =M+ pe, te que dP soit
. . . - N
normal a D(S), donc ait une projection nulle sur ¢,, d’out

0y —+ dp:o;

w, est donc différentielle exacte, d’ou la condition (5).

1I. — Définition de la connexion induite.

13. Conformément au n® 4, nous avons a définir une carte infinitésimale et
une loi de raccordement :

a. La carte infinitésimale y(S) s’obtiendra en projetant le centre d’un
élément S infiniment voisin de Sorthogonalement sur le plan polaire P(S). On
a ainsi une correspondance continue associant a3 $ un point =’ infiniment
voisin de M du plan P(8).

Cette correspondance est visiblement biunivoque si la congruence est
ordinaire.

b. Le raccordement de P(8') dans P(S) se fera par la méme projection
orthogonale sur P(S). Ayant choisi dans tout plan P(S) un repére rectangu-
laire g(8) d'origine M, le raccordement amenera ¢(8') en ¢5(S") confondu au
second ordre prés avec la projection de ¢(S") dans P(S), ce qui est possible
pour la méme raison qu’au n* 2.

Le plan polaire et les opérations a et b sont intrinséquement liés a S, et
définissent la carte intrinséque de V. En assimilant les éléments voisins de S &
leur carte iufinitésimale v(S), V réalise ainsi un espace ponctuel a connexion
euclidienne a4 deux dimensions E’. Cet espace E' admet pour carte la carte
intrinséque de V.

Cette connexion ponctuelle intrinséquement induite sur V par l'espace
ambiant sera appelée plus briévement la connexion de V.

. > ) .
14. Composantes relatives. — Soit Me, e,ey un repére R(S,0) d’une famille

_ . > e
analytique & d’ordre zéro. Prenons pour ¢(S) le repére Me,e,. Soit m'z,c, le
repere o5(S'). Les composantes relatives de la connexion de V sont des formes
de Pfaff ,, ., ®,, (des variables «) définies par

> -

m'=—=M + ©; e+ e,
(1) > > >
€ =€+ W€
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Les équations (12. 1) définissent o(S') en fonction des composantes relatives ©
de F; en particulier

( - > >
M=M -+, e, ®> e w;&;.
(2) > > > ->

L €L =€ + 082+ Wy €.

La projection de p(8") dans P(S) s’en déduit aisément, et comme elle doit
coincider au second ordre prés avec gg(Y'),

' > >

m'=M + w, e;+ wse,

-> - ->
€) == €1 —F Wy0€9

(3)

au 2° ordre prés);
p

la comparaison de (1) et (3) donne

(4) ! W= W, Ty == W, Wia == W;s.

Les @, comme d’ailleurs les composantes latérales w,, w,, ®,,, ne sont définis
b

qu’a une rotation prés des repéres p(S) autour de leur origine, et 'on peut

énoncer :

Takonime. — Les composantes de la connexion induite sont les composantes
latérales d’ordre zéro de V.

Remarque. — La condition (12.3) pour que V soit une congruence ordinaire
entraine bien

(@] o,

qui est nécessaire et suffisante pour que les & définissent un espace ponctuel a
2 dimensions.

15. Courbure et torsion. — Le déplacement infinitésimal associé 4 un cycle
infiniment petit se calcule comme au n°® 8; en conservant les mémes notations,
on a, pour un « parallélogramme élémentaire » [14],

(1) 91:[0);;@31]; 2:[&):;0-)32]; 5212:[00:;0033.11-

Ici, w, n’est en général pas nul, ni proportionnel a la fois & w,, et w,,, etla
torsion n’est pas nulle.

Sile cycle a une origine fixe réalisée par I’élément S, le déplacement associé
est proportionnel a I'aire « du cycle, c’est-a-dire que I'on a, pour la carte dans
le plan polaire de S,

> -> - ->
(2) 9:‘.9161—5— 9235_)::0{'1‘} 912::7‘1{.

_> .
Nous appellerons T le vecteur torsion de V en S, R la courbure de V en S; et,
quand Rs£0, nous appellerons torsion relative de V en S, le vecteur

>
M=

==y
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Pour un parallélogramme élémentaire, on a

> >
(3) Q=T[w,w:]. Qu=R[ww,

> > -
d’ou, d’apres (1), le calcul de R et de T ="1T,¢, + T,e, en fonction de w,, u,.

16. Relation entre deux congruences de méme connexion. — Une congiuence
réalise un espace E’ bien déterminé. Inversement, il peut se faire que le
méme E soit réalisé par plusieurs congruences (¢f. Chap. IV), par exemple V
et V*. Soient S et S* les éléments réalisant un méme point m de E'.

Il existe un déplacement amenant S* en S et la carte dans P(S*) de V* sur la
carte dans P(S) de V, puisque ces cartes sont égales. Ce déplacement améne S’
homologue de 8’ voisin de S en s* voisin de S; et d’aprés la définition de la
carte, s'* passe au deuxiéme ordre pres par m/, projection de M(S') dans
P(S), car m' estaussi la projection de M(s") dans P(S); il existe donc un dépla-
cement T(S, S*) qui améne V* dans une position telle que S* soit en S, et, quel
que soit S’ voisin de S, 8" rencontre S’ au second ordre prés.

Nous verrons, au n° 25, que si le plan polaire P(S) dépend effectivement de
deux paramétres et enveloppe une surface o, il en est de méme de P (S*), et
que les surfaces polaires ainsi définies sont applicables l'une sur I’autre. Cela se
produit pour tous les E" a courbure non nulle.

A7. Interprétation de la connexion induite. — On peut donnerde la connexion
induite sur V une interprétation en quelque sorte expérimentale. Imaginons
qu’un élément linéaire mobile S soit maintenu dans V par certaines liaisons, et

. . . . %
que, pour le déplacer, un observateur « habitant V » lui applique une force F
normale en son centre a son support. Cet observateur pourrait considérer le
déplacement faisant passer S de S, a une position voisine S| comme se

réduisant i sa projection sur F <qui intervient dans le travail de F) et imaginer
que les ¢léments de V se déduisent de proche en proche par de simples transla-
tions normales a leur support.

A ce titre il se croirait dans I'espace holonome E formé des éléments se
déduisant d’un élément donné par les translations normales & son support. Cet
espace E est analogue au plan (ponctuel) euclidien : un habitant de V pourrait
se croire localement dans un plan euclidien.

11 pourrait prendre en chaque élément S, le repére g = MZ(_’: pour repérer le
déplacement de S. Soit p, et o les repéres choisis en S, et 8. Si, S allant de S,
a S,, on entraine avec lui le repére ¢ (initialement en g,) en Uempéchant de
tourner autour de S, ¢ vient en ' et, pour 'amener en ¢/, il faut encore lui
faire subir la rotation w,,. Le déplacement amenant p de g, 2 p, se réduit donc,
pour I'habitant de V, au déplacement de composantes w,, w,, w,,, le dépla-

cement de composantes w;, w,,, w;, étant assuré par les liaisons.



III. — Gas particuliers.

18. Connexion intrinséque d’une surface. — Dans le cas d’une congruence V
d’éléments normaux, la définition de la connexion de V (n° 13) est identique a
la définition, d’aprés le n° 2, de la connexion de la surface des centres. Inver-
sement, on peut toujours regarder la connexion intrinséque d'une surface X
donnée comme celle de la congruence V des éléments normaux a £(c’est-a-dire
centrés sur X et dont les supports sont normaux & X), et la connexion intrin-
séque d'une surface est un cas particulier de celle d’une congruence d’éléments
linéatres.

On voit que ce cas correspond & w, = o0, qui entraine bien une torsion nulle.
L’applicabilité des surfaces polaires des congruences de méme connexion a
comme cas particulier celle des surfaces réalisant le méme espace de Riemann.

Une étude directe de la carte meten évidence le fait que la torsion, non nulle
dans le cas général, le devient pour une congruence orthogonale. Soit SS'S”S
un cycle triangulaire infiniment petit, MM’M” les centres correspondants; m”
la projection de M” dans P (S') et p” sa représentation dans P (S) quand on
raccorde 2(S") dans P(S). Et soient m/, M|, m, les projections de M’, M" et m”
dans P(8).

Quand on va directement de S 4 S” (par une différentiation unique des u)
le point représentatif de S” est M. Quand on parcourt le trajet SS'S” corres-
pondant a deux difféerentiations successives non proportionnelles, on arrive au
point p”. L’aire du cycle est de I'ordre de

7 = MM . M'M".

Les longueurs m; u” et m; M” sont respectivement de I'ordre de

0, == MM":.M'M"== oo, MM, 0= MM'.M"m".

a. Siw,s£0, M"m” est de ’'ordre de M'M” et 2’ M, est de I’ordre de «; ¢, est
infiniment petit devant o, et M, " estde I'ordre de o : la torsion n’est pas nulle.

b. Stw; = 0, M”m” estau contraire de ’ordre de « M'M"2 et ¢, — a W' M”; M,
est en plus de I'ordre de a(MM' + M'M") et est infiniment petit devant o : la
torsion est nulle. On peut d’ailleurs remarquer que la carte des points d’un
cycle infiniment petit de X se fait par simple projection du cycle sur le plan
tangent a l'origine, alors qu’il n’en est pas ainsi (d’aprés a) pour une
congruence V quelconque. Remarquons aussi que cette construction valable
pour les points du cycle, ne I'est pas pour les reperes attachés a ces points.

19. Connexion d’une congruence de droites. —— Soit une congruence I' de
droites D. La connexion ponctuelle intrinséque de I' sera, par détinition, celle
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de la congruence des éléments linéaires (M, D), M étant Uorigine du repére
intrinséque attaché a D dansT.

a. Si D a deux foyers a distance finie, M est le milieu des foyers. La
connexion se confond avec celle de la surface X lieu de M si D.est normale &
X : I est alors une congruence de normales & une surface minima.

b. SiT aun cone directeur et s’il reste un foyer F a distance finie, M sera

- > >
défini par MF =e¢,.
c. SiD a toujours un foyer double a I'infini, on peut caractériser ’origine M

du repeére de Frenet (qui est alors du second ordre) par le fait que la trace du
lieu de M dans le plan focal soit normale en M a D.

CHAPITRE 1II.

PROPRIETES GEOMETRIQGES DE LA CONNEXION D UNE CONGRUENCE D ELEMENTS LINEAIRES.

I. — Courbure et torsion (1).

20. La courbure et le vecteur torsion ont une signification géométrique.
Nous allons voir d’abord que la courbure est liée de fagon trés simple aux
distances focales de V, c’est-a-dire aux distances du centre M(S) aux
foyers du support D(S) dans la congruence I' des supports.

Reprenons le repére R(S, o) du n° 12, de composantes relatives @, m;;.
D’apres le n° 15, la courbure R est donnée par

(1) (05w ] =R{w,w,].

- -
D’autre part les fovers F=M—+¢e, de I" sont tels que dF forme avec ¢; un

. + —+ Y
plan indépendant de du, dv; donc tels que les composantes de dF sur e, et ¢,, 2

savolr
W1+ 0034, W~ D@4,

soient dans un rapport indépendant de du, dv, et I'équation aux distances
JSocales p s’obtient en annulant le produit extérieur de ces composantes

(2) [ ®1+ 0031, @e+ 0ws, | = 0.

Les racines ne sont jamais nulles, ni indéterminées, si I'on a affaire 3 une
congruence ordinaire ([ w, w,]5£0). Le produit des racines p,, g, vérifie

(3) [waiwaz]PiP‘z:{w1w2]~

(1) Les principaux résultats de ce paragraphe ont éLé publiés aux Comptes rendus [16 e].
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Deux cas se présentent : 1° (2) a ses deux racines finies: (1) et (3) donnent
alors

(4) R=

— 1
’

0,0
) b

2° (2) n’a pas ses deux racines finies; c’est alors que
(5) |05 0] =o0.
. . - . r .
La direction e, ne dépend que d’un parameétre, et Vadmet un cone directeur.
On peut dire qu’alors un foyer (an moins) est rejeté¢ a I'infini et prendre

pour ce foyer é = 0. D’autre part, d’aprés (1)et (5).on abien R=o, et (4)est

encore vérifiée.
D’ou la conclusion générale :

TuconiMe. — La courbure est le produit, changé de signe, des inverses des
distances focales.

21. Cas particuliers. — 1° Congruence orthogonale. — l.a connexion est
alors celle de la surface des centres, et 'on retrouve bien pour la courbure de
I'espace de Riemann réalisé, la courbure totale de cette surface.

2° Congruence de droites (M milieu des fovers). — On a alors
01=--0,=09, R—=

et la courbure est I'inverse du carré de la demi-distance focale.

3° Courbure nulle. — 11 faut et il suffit que 'on ait (20.5). Les congruences V
@ cone directeur réalisent des espaces @ parallélisme absolu [14] et sont les seules
ale faire. Il en est évidemment de méme des congruences de droites.

4> En particulier une surface X (c’est-a-dire unc congruence orthogonale)
réalise un plan euclidien si les normales ont un foyer au moins a Uinfini,et’on
retrouve bien les développables.

22. Torsion. — C’est un vecteur du plan polaire. Elle peut toujours s’expri-
mer, de facon plus ou moins simple, en fonction des éléments focaux de V et
de la normale en M & X. Mais, dans le cas général d’une courbure non nulle, la

S
N

. .1 ., \ . . s e e
torsion relative 1 est liée trés simplement au point caractéristique @ du plan

polaire. Aprés avoir examiné ce point de vue nous donnerons d’autres interpré-
tations de la torsion susceptibles de la fournir quand un ou deux foyers sont
rejetés a I'infini.

THESE 0. GALVANI 3
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23. Torsion des espaces a courbure non nulle. — Comme [w,, w;,|5Z 0, on
peut exprimer du,, du, en fonction de w,,, w,, et écrire

(1) 0)} == (44 0) yq —= (L2 W3s.

. . > . <1
° Sil'on appelle du. la projection de dM sur e, et si 'on consideére le vecteur

> > >
) A = wuse,— a ey,
I'équation (1) donne
T . .
(2) dp.= A A de; (produit vectoriel).

>
On peut donc attacher a tout élément S un vecteur A du plan polaire (M)
- . . . 1 . —> . .
tels que du. se déduise de la variation élémentaire de, de la direction de S par

>
la relation (2) : nous appellerons A le vecteur d’obliquité de Ven S; il est nul
pour une congruence orthogonale.

=l =iy

. . - > > )
2° D’aprés le n° 15, la torsion relative Il = 1= II, e, +1I, e, est donnée par
[0y wy | =T | @y ], [ 5wy, | = [ 05w .
En remplacant w, par son expression (1), il vient
I, = w.,, == — u,,
soit
> >
(3) I=A.
La torston relative est égale au vecteur d'obliquité de V.
Et 'on peut écrire
(4) w3 = I 0z — My w3,.
3° Le point caractéristique du plan polaire, soit

-> >
(5) D=M + ze + xs69,

s’obtient en écrivant que d® a une composante nulle sur Z :

(6) W3 — &y Wy — Xy Wz == 0.

Dot &, =a,, x,=a,, et le point ® est unique el a distance finie : nous
lappellerons le pole de I'élément S. Le vecteur M® se déduit de A par une

. ™ N .
rotation de 5 D’ou la conclusion :

TuioriME. — La torsion relative (d'une congruence a courbure non nulle) se

. - L. . ™
déduit du vecteur ®M qui joint le péle au centre par une rotation de 3
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Ce que 'on peut traduire par la formule vectorielle

r

> T > >
= = MO A e,

24. Remarques. — 1° Le calcul de ® au moyen de I’équation (6) n’exige pas
I'hypothese [w,,, w,,] 7 0. Mais, si [w;3, w;,] =0, on peut voir que ® est ou
bien rejeté & l'infini, ou bien indéterminé (le plan polaire enveloppant alors
une développable). La condition pour chaque élément d’avoir un pole unique
a distance finie est donc nécessaire et suffisante pour que la courbure ne soit
pas nulle.

2° Pour que 'fe:ao, il faut et il suffit, si R %= o, que ﬁ%ﬁ—:_)Eo ; ¢’est-a-dire
que I'on ait une congruence orthogonale. Les espaces de Riemann (courbure
non nulle et torsion nulle) ne peuvent donc étre réalisés que par de telles
congruences, c’est-a-dire par des surfaces.

Les congruences de droutes réalisant des espaces de Riemann (ainsi définis)
sont les congruences de normales & une surface minima.

3° La torsion en un point de courbure non nulle s’obtient en divisant 1i
par R. En un point usolé de courbure nulle, on peut opérer un passage a la
limite. La construction du n° 27 nous la donnera directement, du moins si
I'élément isolé a ses deux foyers distincts.

25. Correspondance entre les congruences ayant méme connexion d courbure
non nulle. — a. Nous allons démontrer le théoréme énoncé au n° 16, d’apreés
lequel les surfaces polaires ¢ et ¢* de deux congruences V et V* ayant méme
connexion sont applicables I'ane sur I'autre. Remarquons d’abord que d’apres
une proposition précédente (24.10), si tout élémentSde Va un pole® (unique
a distance finie), V a une courbure non nulle, et, si V* a la méme connexion
que V, elle a aussi une courbure, donc en chaque élément S*un polebien défini.

Reprenons le déplacement T (S, S*) qui ameéne S* en S avec coincidence
des cartes (n° 16). Soit F* une famille de repéres R(S*) d’ordre o de V*,
F la famille qui s’en déduit par les T (S, S*) et qui est une famille d’ordre o
de V. La superposition des cartes montre que F et F* ont mémes compo-
santes latérales, et que ’on a les relations

(1) w; == w}, w; = w}, 0= 0¥, I, =117, IL,=1.

On voit que T (S, S*) améne ®* en ®. Considerons maintenant les repéres
R(®) et R(®*) équipollents aR(S) et R(S*) et d’origine @, ¢* : T (S, S*) améne
R(®*) en R(®). D’autre part un calcul simple donne pour les composantes
relatives o de R (®)

(2) w;=w,— DIL,,
(3) we = w, -+ DII,
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ot DIIL,, DIL, sont les différentielles absolues de ]l, définies par
(4) DIL == AL, — wy, 1L, DIL:= dll, + o, 1T,
De méme pour R (d*). Les relations (1) donnent alors

(5) ==,

)

o1
o'

o

Les R(®) et R(P*) sont des reperes du premier ordre de ¢ et o, ctles rela-
tions (5) expriment (') que les surfaces © et ¢* sont applicables 'une sur
"autre. (c.Q.F.pn.)

. 1l ne suffit évidemment pas que ¢ et o* soit apphcables pour que V et V*
réalisent la méme connexion. On peut s’en convaincre en prenant o et o
confondues, et pour V la congruence orthogonale des él¢ments normaux a ¢
(torsion nulle), tandis que les centres de V* ne seralent pas situés sur g
(torsion non nulle).

L’applicabilité de ¢ sur ¢ entraine (*) unc correspondance ponctuelle entre
les deux surfaces, et I’existence pour tout coupie @, ®* de points homologues,
d’un déplacement T (®, ®*) qui améne ®* en ®, et & voisin de ®* en coinci-
dence au second ordre prés avec son homologue @'. Ce déplacement est bien
défini pour chaque couple @, ®*, i condition toutefois que ¢ ne se réduise pas
a un point. Nous dirons que ce déplucement réalise U'application de ¢* sur o.

Nous allons démontrer (quand 7 ne se réduit pas a un point) la proposition
suivante :

TutorEME. — Soit une congruence N dont chaque élément a un pole unique a
distance finie, variable avec ’élément. Pour que N* réalise la méme conncxion
que N, 1l faut et il suffit : 1° que sa surface polaire soit applicable sur celle de V'
2° que le déplacement qui réalise Uapplication en deux points homologues amene
en coincidence les éléments qui admettent pour pdles ces deux points.

La condition est nécessaire. — D’aprés (5), st V¥ a la méme connexion que V,
T (S, 8*) réalise I'application” de ¢* sur «; T(®, ®*) étant bien déterminé
(car o ne se réduit pas & un point), est donc confondu avec T(S, S*) et améne
bien S* en S.

La condition est suffisante. — En effet, prenons sur o* une famille de repéres
R(®*) du premier ordre, et soit R (®) le repére déduit de R (®*) par T (g, ¢*);
c’est un repére du premier ordre de o, et les composantes ®, w* de R(g) et de
R (®*) vérifient les relations (5) et de plus (en tenant compte des équations de
structure de 'espace, ¢/. [15}]), la relation

(6) RS AT

1) Cf. E. Cartax [13], p. 227.
) /. E. CArTAN [13], p. 230.
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Soient e, e.e; les vecteurs de base de R(®P); on a pour le centre M de

I’élément S de pole @
> >

(7) M=-® —ILe,+ le,.
De méme pour S*, et I'hypothese donne
(8) n,=Ir, H—=I.

Prenons pour repéres en S, S* dans V et V* des repéres équipollents

aux R(®), R(®*); ils auront mémes composantes de rotation que ces derniers
et, d’aprés (6), on aura

(9) OF, = 0.
Les équations (6), (8), (4) ont pour conséquence
DII, = DI, DII, = DII3,
d’our, d’apres (5) et (2),

(10) W, —= ¥, )

[l

oS

)

Les équations (9) et (10) expriment que V et V* ont mémes composantes
latérales. C. Q. F. D.

Remarque. — Il peut se faire que la correspondance ponctuelle entre o et o*
ne soit pas bien définie (exemple : 2 sphéres égales). Il suffirait alors qu’il
existe un choix de cette correspondance tel que les déplacements T(®, ®*)
correspondants vérifient la condition du théoréme.

26. Torsion dans le cas de deux foyers distincts. — L’un d’eux au moins F,
est a distance finie. Soit ¢, la distance focale correspondante. L’angle X d’un

->
plan focal avec e, vérifie
02—+ PW4a

I tane X o= — T
(1) o W) -+ PWiy

a. Prenons ?. dans le plan focal (p,)relatif 4 F,. Onaalors, pour (p,), X =o,
d’onr

(2) —

2 Wy == ——— -

04

o> > e o« . . >
b. Soit H=pe, 4 ge.+ e, le vecteur normal en M & X qui se projette en e,

. S , .

sur S. Quels que soient du,, du,, on a H.dM = o, d’ou

(3) W= — P — qWs.
m . g ’ Y :

c. Lacomposante T, de la torsion sur e, c¢’est-a-dire sur le plan normal @ (p,)

passant par S, est donnée par

| wss: ] =Ts| @ |,
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) Ty,=2.

¥

‘ > . .
Or éi est la composante sur e, du produit vectoriel
1
§ >
(3) Mgl::—o—en/\H.
he

Nous réservercns désormais le nom de forsion (en S de V) au vecteur torsion
pris avec M(S) comme origine. D’apreés (4) et (5) 'extrémité de la torsion est
sur la paralléle menée par g, a la trace polaire de (p,).

En recommencant avec le second foyer supposé aussi & distance finie, on

5

e

—— >
aurait un second vecteur Mg, (d’allleurs colinéaire a Mg:.>, et une seconde
droite 8, non paralléle a ¢, (puisque, les foyers étant distincts, les plans focaux

>
le sont aussi). D’ou le vecteur 7T.

g . - ) . ’ .
Les vecteurs Mg peuvent étre imaginaires; 'extrémité de la torsion est alors
le point réel de ¢,.

On aurait aussi la torsion relative en remplacant Mg, par

—— - > —
Mg\ = -pres AH= HAMY,,
. ———
et de méme Mg, par
—> > —>
Mg, = I AMF,.
27. Cas d’un foyer simple @ I'infini. — La construction de la torsion est une

extension de la précédente.
. . ~ - v, . N . . ;
Si [wy30;, ] = 0, quand le point P=M—+ 7. ¢, s’é¢loigne & 'infini sur D, les
- . dis . .. Coe ,
plans <e3, dt) qui dépendent de —— ont une méme position limite indépendante
1
cop o - ~7 , .

de du,, du,, et qui fait avec ¢, 'angle X vérifiant

. 7. 32 2 9
(1) tang X = Lim 2220 @2 __ @
h PR A e i TR TY
On voit que X est bien défini si w;, et wy, ne sont pas tous deux nuls et
vérifient [w,, w,, ] =o.

a. Wy, = wyy, = 0. On a alors une congruence d’éléments paralléies (ZIZ: 0).
Il résulte immédiatement de ’expression générale de la torsion (n° 15) que la
torsion est nulle. Comme R = o, une telle congruence réalise le plan euclidien.
D’autre part, il n’y a alors aucun foyer a distance finie, ce qui est contraire &
I'hypothése.
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b. Siw,, et w,, ne sont pas tous deux nuls, la position limite du plan (e:, dp)
est le plan focal de Uinfini. Si V a un cone directeur, ce plan est d'ailleurs
parallele au plan tangent au cone directeur le long de la génératrice parallele
as.

Prenons eT dans ce plan focal (p'); X=o0 donne

(2) 630 == 0,

(3) T,=[o,ws]=o.
La torsion est dans le plan focal de U'vnfint.

c. Sil'on a un foyer F, a distance finie, on peut lui appliquer la construction

> - >

du n° 26; et T est alors la projection de Mg, parallélement a (p,) sur la trace
proj 8 pal ! p

polaire de (p'). Ces constructions sont réelles, si du moins S et V le sont. On a

donc la proposition suivante :

TueoREME. — La torsiondanslecas d’un foyer simple a U'infini est la projection
sur la trace polaire du plan focal de Uinfini et parallélement a 'autre plan focal
du vecteur

> o o>
g= 5(};‘/\1'1,

N >
ou ¢ désigne la distance focale finie, e, le vecteur unitaire de S, 11 le vecteur

-
normal a la surface des centres qui se projette orthogonalement en e, sur S.

- >
Dans le cas d'une congruence de droites, on a FM = ¢, c’est-a-dire p =—1,
et le vecteur a considérer dans U'énoncé précédent est le vecteur

> > o
g=MFAH.

28. Réalisations du plan euclidien. — Nous dirons qu’une congruence, dont
chaque élément a en général un foyer simple a I'infini, admet un cone directeur

>
simple. La nullité de T exige alors :

> >
a. Soit que e, et H soient colinéaires; congruence orthogonale, la surface
des centres étant une développable.

b. Soit que § se trouve dans le plan focal a distance finie; remarquons que}
est toujours tangent 4 la surface des centres X; dans I’hypothése envisagée, la
congruence s’obtient donc en coupant la surface des centres par des plans
dépendantd’un paramétre, et se compose des cylindres admettant pour sections
droites les sections ainsi définies.
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29. Torsion des congruences a céne directeur double (¢’est-a-dire dont chaque
¢lément a un foyer double a I'infini). — L’équation en ¢ (20.2) n’a jamais de
racine finie, donc

(1) [Wa o] = @105, ] + [w05 ] == 0.
Ecartons ’hypothése w,, = w;, = 0 examinée au n° 27 a. Le plan focal est bien

>
déterminé, et en prenant ¢, dans le plan focal on a (n° 27 ) w,,=o0. (est
donc que w,, £ o.

Or en faisant dans ’hypothése (1) w;.=o, il vient

fwyoy | == 0,
d’ou
(2 wy = Kw, (K3£o).
D’autre part

w',, == o,

donge

[whw.]=o0
et
(3) Wia== A 6),.

Le tableau des composantes des repéres est alors le suivant :

AV wy = Ko, { =+ 0);
\ 1( lo)lwzlﬁo’ a1 1D (I\ 7 ()),
(L) ¢ (’)"-’5 - 0327035
’ 6 == —- POy — ( W2, Wys == A6y

Le cylindre de la congruence passant par S est défini par de,= o, donc w,, = o.
On a alors
Wy == Wy == 6)y0 = O.

Ce cylindre est donc le plan Me, e;, ¢c’est-a-dire le plan focal (p) de S. Quand S
varie, (p) dépend d’un parameétre; car s’il était fixe on aurait w,=o, et la
congruence ne serait pas ordinaire. A chaque génératrice (2) du cone directeur
correspond un plan p(¢) bien déterming, et les éléments S décrivent les plans
p(¢) en restant paralléles a (o).

D’aprés (4) et le n° 15, on a, pour la torsion,

Ty=o, Ty—=— pk,
soit
> >
(5) T:»—K(pel).
La torsion estdonc la projection orthogonale, sur la trace polaire du plan focal,

du vecteur

> >
vy =— KH.

La signification de K varie suivant que A est nul ou non.
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>
1° A=o0. — Alors w,,=w,,=o0 et de,= 0, (p) a une directron fixe. Le cone
directeur est un plan. Ou peut repérer S par la distance z de p(¢) d un plan fixe

p(cy) et l'angle 8(z) :8/0:\8‘. On a alors

[£) Ppuing dz, G)gg == do
et
(6) K==

On peut regarder z et 0 comme la plus courte distance et I’angle de S avec un
élément de base fixe S, pris dans V.

2° A2 o0.—Leplan(p) na plus une direction fixe. Sa droite caractéristique
estparallele 3 S. Les ¢léments S de V sont tangents a U’infini a la développable (A)
enveloppée par ce plan.

Considérons I'avéte de rehroussement (A) de (A). Son repére de FrenetR a

pour composantes, en prenant e3 tangent et e., sur la normale prmc1pale,

[O2Y [O2 .
(7) W)= Wy == Wy == 0, Wy = F W= ;> avec Ry, T, finis (1),
a
R, et T, étant les inverses de la courbure et de la torsion de (A) au point P

origine de R

——

Lereptre Rde composantes(4) sedéduitde R parlatranslationPM =7 /‘e, —+ ued,
et I'on a en particulier

- 1 )
(8) 0= Wy Mya -t U= 7 @ S ﬁi = Kuw,,
a a
d’ou
(9) R,

Résumons les résultats obtenus :

TugorkMe. — La torsion en S d’une congruence V a céne directeur doubl'e est la
prOJectwn orthogonale, sur la trace polaire du plan focal, du vectear —KH

H étant le vecteur normal a la surface des centres qui se projette sur S suivant le
vecteur unitaire, et K ayant l'une ou lautre des significations sutvantes :

1° St le cone est un plan, K est la dérivée de Uangle de S avec un élément S,
Jixe de NV par rapport a la plus courte distance deSas,.

2° St le cone n'est pas un plan, et si ). est la distance de S a la génératrice (3)
parallele a S de la développable (A) a laquelle les éléments (S) restent tangents a

(1) (A) ne peut étre plane, sans quoi les S seraient tous dans son plan (congruence non ordinaire),
oualors (A) serait unedroite, et 'on aurait une congruence d’éléments paralléles, hypothése que nous
avons exclue.

THESE 0. GALVANI.
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linfint, R, et T, les rayons de courbure et de torsion de l'aréte de rebroussement
de (A) en son point de contact avec (3), on a

'11
K==
ARu
30. Congruences de droites a cone directeur double. — Dans le cas d’un plan

directeur, elles admettent le groupe des translations paralléles a ce plan direc-
teur. L'origine du repere intrinséque estincomplétement déterminée, mais doit
pourtant vérifier w;= o quand w,=o; alors p=o, T: o.

Dans le cas d’un cone directeur non plan, on peut prendre pour origine du
repére intrinséque la projection sur D du point P de I'aréte de rebroussement
de (A) ou elle admet le plan focal de D comme plan osculateur. Le repére

intrinséque se déduit alors du repére R du n° 29 par la translation

PM —Je,
et 'on a, pour ses composantes,

w
w3=w3+7\m12:m3(1+)\A)} R W3 == Wy == ET..’
a

e

ce qui entraine

[wsw,] =0 et T =o.

D'autre part w,=d) et [w,@;] 0 : on a bien une congruence ordinaire;
enfin, d’aprés (29.8), w; nedépend que de w, (proportionnel a @;) etnon de w, ;
I'origine du repére de Frenet est caractérisée par p =o conformément a la
définition du n° 19.

Dans tous les cas, les congruences de droites & cone directeur double sont
caractérisées par p =o et réalisent le plan euclidien.

31. Réalisations du plan euclidicn. — Reprenons une congruence V a cone
directeur double. Remarquons d’abord que, si le cone est un plan, g—g o sila
congruence n’est pas formée d’éléments paralléles;si le cone n’est pas un plan,
on a vu que l:—uﬁ o; dans tous les cas K £ o, 1l faut et il suffit que p=o, donc

qu’on ait la connexion d’une congruence de droites.
Les possibilités de réalisation du plan euclidien ont été complétement exa-
minées dans les numéros précédents. Ce sont :

a. Les surfaces développables (n° 28 a).

b. Les congruences a cone directeur simple, dont la surface des centres
coupe les cylindres suivant des sections droites (n° 28).

c. Les congruences de droites & cone directeur double (n 30 et 31).

d. Les congruences d’¢léments linéaires paralléles (n° 27 a).
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32. Autres expressions de la torsion. — Nous nous bornerons a signaler les
résultats :

1 Foyers confondus & distance finte. — 'Irois cas sont & distinguer, la
congruence pouvant étre formée :

a. d’éléments i supports tangents aux asymptotiques d’une surface;
b. d’éléments & supports tangents a une développable le long d’une courbe;
c. d’éléments passant par un point fixe.

La torsion relative. peut se mettre sous la forme
> > —> ->
(1) I =HAMF +pAe,,

H et p ayant la signification donnée plus-haut; M, F étant le centre et le foyer

_> . . .
de I’élément; ¢, le vecteur unitaire de la trace polaire du plan focal; et A ayant,
suivant le cas envisagé, les expressions suivantes :

a. A est le rayon de torsion de I"asymptotique tangente a4 D(S).
b. s désignant I'arc de Paréte de rebroussement, T,, R, les rayons de torsion
et de courbure de cette aréte au point de contact P avec la génératrice passant
’ — SN
par F, % la mesure de PF et o I'angle PF, D,
di

(2) A:—Ta<1+ a‘é—l;'—acm@).

c. Pour une congruence d'éléments passant par un point fixe, A = o et
> > >
(3) 1 = H A MF.

2° Composantes de la torsion par rapport au repére de Frenet de V. — Quand
les deux foyers sont distincts, les plans focaux le sont aussi. Soient ¢, ¢,

. -> > )
X,, X, les distances focales et les angles des plans focaux avec ¢,, ¢,. Les équa-

tions
s+ P1 030 = tang X; (@, + p1 W3 ), Wy~ P2 W3 == tang X (@4 ~ P Wzy)

donnent w,,, w;, en fonction des w,, w,, des ¢ et des X.

a. Deux foyers a distance finie. — On prendra pour le repére intrinséque de

. s - N
la congruence (d’éléments linéaires) le vecteur e, dans un plan bissecteur des
plans focaux. Alors

Xi=— X, =X
et -
Ii=ag —ppcotX, o==pgq tangX — ap,
avec

prtpo
2

o=

= MF,, p= -Pi—:ﬁ =F,F (F, milieu des foyers).
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En particulier, pour une congruence de droites (o,==—c,= ¢ = demi-
? o y ) h

distance focale)
II,- - - pocot X, II, = ¢ p tang X.

- y> .
b. Congruence N a cone directeur. — On prendra e, dans le plan focal relatif
a ce foyer rejeté a I'infiniy alors
1 . 1 1 .
— == 0, tang X, = o; —= - tang X, == tang X
P1 PP
et 'on a )
" m m - [¢
Tyzzo0 1,;1,:.:—pcotX——1-
p 4

Dans le cas d’une congruence de droites, p = —1. On trouve alors

Wsy == &3 — Oy cOt X

'

w;=— p(ws cotX) — gus—— Tw,.

D’autre part, toujours le long de ce cylindre, dM =dF; T est donc le rapport de
s &4 w, quand F décrit le cylindre passant par D. Ce qui donne le résultat
suivant :

La torsion d’une congruence de droites a cone directeur est donnée par

cotd
—_G
sin X

e

a].a étant Uangle avec D de la courbe de contact du cylindre passant par D avec la
surface focale, et X U'angle des plans focaux.

I1. -~ Pseudo-lignes. Droites et géodésiques.

33. La correspondance établie entre‘les ¢léments de V et les points de
I'espace E réalisé entraine une correspondance entre les lignes (L") tracées
dans (E") et les variétés (L) 4 une dimension, que nous appellerons pseudo-
lignes, situées dans V. D’aprés la définition méme de la connexion de V et
de E', le développement de E’ suivant une ligne L’ n’est autre que celui de V
suivant la psendo-ligne (L) correspondante.

Pour étudier les pseudo-lignes de V, nous utiliserons les composantes
géncérales d’ordre 1éro de V, c’est-a-dire les composantes relatives du repére
R=R(S, ¢ + 0) le plus général d’ordre zéro, 0 étant une fonction arbitraire,
o une fonction choisie arbitrairement une fois pour toutes. Le repére R dépend
de trois parametres, «,, u, et 0. Le repére R(S, o) ayant pour composantes w;,
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®,, qui sont (pour une congruence donnée) des formes données de u,, u,, le
repére R a pour composantes

®= ©;cosl + w,sinbh, Wy == s cOsH 4 wy,5in0;
(1) W, == — w; sinf 4~ w, cos O, Wye == — W3y $IN0 - w4y cos0;
Wy== Oy, Wia = 0ys - dB.

) e e _
Nous désignerons par e,, e,, e, les vecteurs de basec de R. Sur une pseudo-
: .
ligne (L) de V, on prendra e, dans le plan tangent a (L) en M. La pseudo-ligne
est alors définie par @, = o, etle choix d’une fonction 8(xu,, «,). La pseudo-ligne

. . . >
6 = f(u,, u,) passant par un élément donné S,, est le lieu de I’élément (Me3>
quand le repére R décrit la famille & 1 paramétre définie par

0= f(us, us), W= 0

et la condition que S, soit une position particuliére de MeT.

Dans I'espace E' réalisé, ©,, &,, &,. sont les composantes du repére le plus
général; sur une ligne (L) de E' on peut prendre le premier vecteur du repére
tangent 4 (I.") et la ligne est encore définie par @,=o et la fonction 6(u,, u,).
Une ligne et la pseudo-ligne correspondante sont alors définies toutes deux par la
méme fonction 9.

34. Définitions relatives a E'. — On distinguera dans E’ les droites, qui seront
par définition les lignes dont la tangente reste de proche en proche paralléle a
elle-méme, et les géodésiques qui sont les lignes de longueur minima. Une
droite est donc caractérisée par

(1) Wo = W12 == 0

et une géodésique par la propriété d’étre une extrémale de f\/fmf —+ @, prise
entre deux de ses points.

Une droite géodésique est une ligne jouissant des deux propriétés. Quand la
torsion n’est pas nulle ce sont des droites exceptionnelles.

Nous aurons enfin a considérer les lignes de torsion, qui sont par définition
tangentes en chacun de leurs points au vecteur de torsion de ce point.

35. Définitions relatives aux congruences. — Nous utiliserons, dans I'étude
des pseudo-droites d’une congruence V, les définitions suivantes (données
avec les notations du n>+9).

1° Deux é¢léments linéaires sont dits normaux s’ils ont méme centre et des
supports perpendiculaires.
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2° On appellera variété conjuguée sy d’une pseudo-ligne ¢ d’¢léments S, la
variété engendrée par les éléments S’ normaux a S et situés dans le plan
tangent & s en M(S).
Une variété sv admet ainsi une conjuguée bien définie w. Il y a en général
réciprocité. Le cas d’exception est celui ot w est une développable dont la
ligne des centres [lieu de M(S)] est I’aréte de rebroussement. Dans ce cas

particaljer, il y a une infinité de pseudo-lignes admettant & comme conjuguée,
mais une seule d’entre elles est la conjuguée de .

3° On appellera complexe normal a V, soit K,, le complexe des éléments o
normaux aux éléments de V. Il est formé d’éléments dont le centre décrit la
surface X(V); les éléments de centre donné sont dans le plan polaire P(S) de
I’élément S de V ayant ce point pour centre.

4° On appellera variété normale 3 une dimension de Ky, toute variété
engendrée par des éléments o (appartenant & K, et dépendant d’un paramétre)
qul est normale au plan polaire P(S) au centre M( o) de ses éléments, ou, le
cas échéant, le long de leur support D(g).

La conjuguée d’une variété normale sv de Ky est une pseudo-ligne w de V, et il
y a réciprocité, ¢’est-a-dire que v est alors la conjuguée de o; mais la réci-
proque de cette proposition n’est pas toujours vraie, c’est-a-dire qu’il peut
exister des pseudo-lignes s, de V dont la conjuguée ¢, ne soit pas une variété
normale de Ky; ces pseudo-lignes exceptionnelles sont caractérisées par le fait
que leurs éléments générateurs sont des normales non principales a la ligne des
centres (@, = ; =0, T,,5%0).

36. Pseudo-droites. — Nous allons établir 4 leur sujet le théor¢me suivant :

TueoriMe. — Les pseudo-droites d'une congruence \ sont les conjuguées des
développables normales du complexe normal a V.

a. Soit en effet une pseudo-droite s de V; les composantes du repére R
attaché a « vérifient, par définition des droites de E/,

(3s.1) Wy == W3 == 0.

— =
La variété conjuguée ¢ est le lieu de I’élément (Me,). Or cet élément décrit
=
une développable. En effet, si ’on prend un point P = M+ J.¢, sur cet ¢lément,

= )
la composante de dP sur e, a savoir

@+ 1wy,

est constamment nulle quel que soit7, et le plan tangent reste fixe tout le long
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A : 7\) - ’ y . =
de la génératrice {Me, ! de w; ce plan n'est autre d’ailleurs que le plan Me, ¢,
qui est normal au plan polaire, et & est bien une développable normale de K.

b. Réciproquement, si (MZ) décrit une développable normale de Ky, cette

développable admet pour plan tangent le long de <MZ> le plan ;\IZZ et le

- -
repére admet pour composantes @, =, =0: ()Ies> engendre bien une
pseado-droite de V. . C. Q. F. D.
Remarque. — Si la congruence V contient un plan, c’est-a-dire si une

pseudo-ligne de V est située dans un plan, la variété conjuguée de cette
pseudo-ligne est le plan lui-méme, donc c’est une développable, qui d’autre
part est visiblement normale au plan polaire : les plans d’une congruence sont
des pseudo-droztes.

Cas particuliers. — Quand V est une congruence orthogonale, les plans
polaires sont les plans tangents & la surface des centres X; les développables du
complexe normal ont pour aréte de rebroussement les courbes (y) de X, les
développables normales sont celles dont le plan osculateur en M a (y) est
normal en M & X (M étant le centre de ’élément générateur), et 'on retrouve
bien pour les courbes () les géodésiques de X.

37. Parallélisme. — Soient deux éléments infiniment voisins S et S'; un
¢lément normal & S représente une pseudo-direction de V issue de S. Deux
pseudo-directions ¢,¢’ sont paralléles, d’aprés la définition de la connexion, si
la projection de &’ sur le plan polaire de S est parallele a D. Il revient au méme
de dire que ¢ et ¢’ font le méme angle avec la développable normale de K,
passant par 5,5

On peut définir un parallélisme entre deux points A et B non infiniment
voisins, au moyen de cette derniere propriété. Ce parallélisme sera bien défini
s'il ne passe qu'une pseudo-droite par A et B, et le postulat d’Euclide est alors
véritié. Mais, si I’espace n’est pas a parallélisme absolu, étant donnés trois
points A, B, C, deux pseudo-directions issues de B et de C et paralléles & une
méme troisieme issue de A ne sont pas en général paralléles.

38. Géodésiques. — La distance élémentaire de E' est donnée par
ds’ =o' + w3.

Or, si dgest 'arc d’'une courbe () de X décrite par M(S), et o I’angle (compris
entre zéro et =) de (v) avec D(S), on a

ds == do sina,
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et par suite les pseudo-géodésiques ont pour trace dans X les extrémales de

]sin ads.

On retrouve bien les géodésiques de X quand on a une congruence ortho-
gonale (puisque alors sina=1).

Définition d’une distance dans V. — On peut considérer les pseudo-géodé-
siques comme de véritables géodésiques de V, en prenant

dS —=SS'==dssinax |

comme distance de deux éléments linéaires S, S infiniment voisins. Cette défi-
nition est cohérente, puisque SS'=S'S au second ordre pres (ou, si l'on
oriente la courbe et la pseudo-ligne, SS' = — §'S). La longueur d’une pseudo-
ligne (L) joignant A et B est alors, en valeur absolue,
A
I=AB=BA= [ dosins.
B
- >

On peut interpréter cette longueur comme le travail d’une force F d’inten-
sité 1, qui appliquée dans les conditions du n°® 17 [normalement en M(Y) &
D(S)}, transporterait S de €L a B le long de (L). En supposant une résistance
du mllleu opposée au déplacement lateral de D et fonction uniquement de la

s les géodésiques seraient les trajectoires de travail minimum pour une

vitesse conbtanle donnée; elles sont d’ailleurs indépendantes de la vitesse
constante choisie. ”
On peutaussiregarder la longueur /comme la limite da quotient par 7., quand

% -~o0, de I'aire balayée par le vecteur ne, d’origine M quand Sva de A aBle
long de (L). Si 'on désigne par & (%,w) l'aire balayée par le segment PQ de S

défini par P=M+ 7(:, Q=M+ y._ej, on a

4

aa (2. .
= ——%—&)— pour /==o.
39. Repéres attachés aux géodésiques. — Soit une pseudo-ligne (L);

reperes R attachés a (L), c’est-d-dire tels que ¢, soit tangent a (L) (¢/. n° 33),
dépendent d’un paramétre ¢. Considérons une famille & un parametre z de
pseudo-ligne L(x) passant par deux éléments donnés A et B. Les R(¢) attachés
aux diverses L(z) constituent unefamille & deux parametres de reperes R(¢, ),
dont on désignera par & les composantes relatives; comme pour x fixe, soit
x=wx,, R(¢, z,) a sa composante , nulle, on peut dire que :

1° @, ne dépend pas de dt, elle est de la forme &, = f(z, t)dx;

2° L’¢lément d’arc de L(z, ) est ds =% (x,, ¢, dz = o, dt).
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Les géodésiques sont les extréemales de / @, (24, t, de =0, dt), donc leur
A

paramétre x, vérifie la condition nécessaire et suffisante [ 7]

(1) &Yy (oy &, duy dl) = 0.

— . .= > ) .
En désignant par T, la projection de la torsion T sur e,, les équations de
structure donnent pour cette condition

~

(2) &) = [BL®] 4 T &, @ | =o.

——

Il en résulte que @, , est de la forme
(3) a’m:"-T‘ﬂ’s’?*f&'('l} l)l%:l
et eomme @, (&, ¢, do =0, dt) est nul, on a pour 'extrémale

(4) wap=—"To.

- Réciproquement, soit une pseudo-ligne (L) dont le repere R(¢) vérifie la
condition (4); et soit une famille R(¢, ) se réduisant a R(t) pour @ =a,;
alors, pour x =x,, dxr =o entraine (4), et par suite la composante &,, de

R(t, ) est de la forme (3), done (2) est vérifice. Conelusion :

Les géodésiques sont caractérisées par

— |
(5) 0225712—"’[‘155,:0.'

Le calcul est le méme qu’on se place dans E' ou dans V.

Variétés conjuguées des géodésiques. — Dans E', la courbure d’une géodé-
sique g’ est donc — T, ; c’est celle du développement sur un plan de g’, et par
suite aussi de la pseudo-ligne g correspondante. Le repére R attaché a g est le
repere intrinséque de g. C’est aussi le repére intrinséque de la variété conju-
guée g*, qui est une vari¢té normale du complexe K, normal a V; T, est alors au

. ' . . P . © . . . .
signe prés l'invariant différentiel I = w—"’ de g*; cet invariant serait nul si g*
1

était une développable normale de K, et caractérise ainsi la différence entre g*
et une telle développable. Et I'on peut caractériser les géodésiques par la
propriété d’avoir pour conjuguées les variétés g* du complexe normal, dont
Uinvariant 1 est égal et de signe contraire a la projection de la torsion sur le plan
tangent a g*.

40. Droites géodésigues. — Les droites de E’' ne sont toutes des géodésiques
. > - e . . N
que si la torsion T est partout nulle [8]. SiT=£ o, certaines droites peuvent étre

THESE 0. GALVANI. 3
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des géodesiques; il faut et suffit pour cela que la projection T, de T sur une
telle droite soit nulle en chacun de ses points, ainsi qu’il résulte d’un caleul
direct de variations [ 8], ou encore de la comparaison des conditions (34.1) et
(39.5), ou encore des résultats relatifs aux variétés conjuguées des pseudo-
droites ct des géodésiques (n* 36 et 39). La notion de trajectoires orthogonales
s’étend d’elle-méme aux pseudo-lignes de V, et la condition nécessaire et suffi-
sante pour qu'une pseudo-droite soit géodésique est qu’elle soit trajectorre ortho-
gonale des lignes de torsion, ou bien qu’elle soit une pseudo-ligne de torsion nulle.
Nous désignerons par (A) cette condition.

Quand la congruence n'a pas de cone directeur, il existe une relation entre
les pseudo-droites géodésiques et les géodésiques de la surface polaire.

Tueorese. —— Pour qu’un élément S décrive une pseudo-droite géodésique d'une
congruence a surface polaire non dégénérée, il faut et il suffit que son pdle ®
décrive une géodésique de la surface polaire, et que la tangente en ® a cette

géodésiquc passe par lo centre de S,

siwi ol

Démonstration. — Soit une congruence V sans cone directeur (engendrée par
des éléments S dont le centre M est i distance finie). Le théoréme s’applique &
un domaine de V correspondant & un domaine & distance finie de la surface
polaire.

Quand S décrit dans V une pseudo-ligne (L), @ décrit dans (¢ )une ligne (2.).
On désignera par @' la tangente en ® a (2.). Soit (L) lavariété conjuguée de (L),
elle est engendrée par la droite ¢ tangente en M(S) 4 (L) et normale a S.

a. La condition du théoréme est nécessaire, c¢’est-a-dire que si (L) est une
pseudo-droite géodésique, (2) est une géodésique de (o) et O, passe par M.

Ea effet, d’aprés la condition (L\), ou bien la torsion en S est nulle, ou bien
elle est normale en M & (L). Comme R £ o0, c’est ou bien que M est en @, ou

A

bien que, T étant normal a M® (n° 23), M® est tangente a (L); dans les deux
cas (¢ ) passe par M et par .

(L) étant une pseudo-droite, (L) est une développable normale au plan
polaire P(S), donc normale en ® & (¢); il en résulte (') que (1) est son aréte
de rebroussement, donc que @, et ¢ sont confondues et @, passe bhien par M, et
d’autre part que (4) est une géodésique de (o).

b. La condition estsuffisante. — Si( /. )estune géodésique de (3 ), d) engendre
une développable normale en ® & (3) donc a P(S). Si @, passe par M, cette
développable est la conjuguée de (L), done (L) est une pseudo-droite.

(") La tangente @) est située dans le plan tangent a la développable, et dans le plan P(3)
tangent & (g); ces deux plans élant distinels ( perpendiculaires) @} est leur inlersection, qui west
autre que (9); et (1) est Penveloppe de (8).
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Si® est en M, la torsion T est nulle. S1 @ n’est pas en M, T est normale a ®M,

¢’est-ia-dive au plan tangent en M a (L). De toute maniére T, = o.
€. Q. F. D,

Construction de congruences admettant des pseudo-drodtes géodésiques. — On
peut définir une congruence V & partir de sa surface polaire (o) en prenant
dans tout plan P(S) tangent (en ®) & (), un point M, et en prenant pour
élément générateur ’'élément S de centre M et normal & P.

On aura une congruence V' admettant une pseudo-droite géodésique, en
partant d’une géodésique (7.) de (¢) et en prenant, dans tout plan P tangent
a (o) en un point ® de (4 ) le point M sur la tangente @, en ® i ().

Si 'on opére ainsi sur toutes les géodésiques d’une famille & un paramétre
décrivant (o), la congruence obtenue est telle que par chacun de ses éléments 1l
passe une pseudo-droite géodésique.

Remarque. — Pour (ue toutes les pseudo-droites soit géodésiques, il faudrait
que M soit sur la tangente en ® a toutes les géodésiques passant par @, done

>
soit en ®, ce qui donne bien T=o.

41. Congruences admettant par chaque élément une pseudo-droite géodésique. —
Elles réalisent les espaces admettant en tout point une droite géodésique, c’est-
a-dire ceux dont les trajectoires orthogonales des lignes de torsion sont des

droites.

a. Definitions. — Deux congruences ordinaires sont dites normales Uune a

LCautre i les éléments de 'une sont normaux a ceux de 'autre.
l.a congruence des torsions d’une congruence V d’éléments S, est la congruence

normale & V engendrée par le support de la torsion Tde V en S. Nous nous
hornerons & la détinir pour des congruences V a torston non nulle ( ¢’est-a-dire
de facon plus précise : nulle en aucun élément).

La congruence conjuguée de la congruence V est la congruence normale i la
fois & V et a la congruence des torsions de V.

b. TaroriME. — Pour qu’il passe par tout élément d’une congruence « torsion
non nulle, une pseudo-droite géodésique, il faut et il suffit que la congruence
conjugudée soit une congruence de normales.

=

Prenons en chaque élément S le repire l—{(u,, u,) dont le vecteur e, est porté
>
par la torsion T en S. S’il passe par S une pseudo-droite géodésique (L), le
= — s Cn
vecteur e, est tangent a (L), car T, =o, et la variété (L) est définie par m,=o.
C’est donc que pour le repére R, ,=o0 entraine @,,=—o0 (ef.34.1).
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Or, pour le repére R (4 deux parametres), T,=o, donc
(1) [®, &y |=o.

Si d’autre part @, = o entraine @,,= o0, ¢’est que
(2) (@@, |=o.

Il en résulte

(3) o), = {ww, ]+ |wne. | =o,

>
et cela exprime que (Me, ) engendre une congruence de normales (n° 12).
Réciproquement, (3) et (1) entrainent (2), et si la congruence conjuguée,

/
¢’est-a-dire celle des éléments (Mﬁe,), est une congruence de normales, les
variétés m,=o sont des pseudo-droites géodésiques, et il en passe bien une
par tout élément S. €. Q. F. D.

c. Silatorsion est identiquement nulle, la congruence conjuguée est indé-
terminée; d’autre part, toute pseudo-droite est géodésique; il passe donc alors
par tout élément, une infinité de pseudo-droites géodésiques.

Si Rs£o0, le pole @ est bien défini; la congruence conjuguée n’est autre que
celle des droites M®; on pourrait voir directement que M®, dont un plan focal
est P(8), admet, d’aprés le n° 40, un second plan focal normal & P(S), ce qui
caractérise bien une congruence de normales.

d. Considérons la congruence V* des torsions. Si | m,@,] £ o, ¢’est-d-dire si
>
(12.3) T n’est pas tangent a X, c’est une congruence ordinaire. Elle réalise

—> —
alors un espace E* dont la torsion T* a une composante T} nulle d’aprés (2);

done T* est nulle ou portée par e,; dans cette derniére hypothése qui est le cas
général, V* a méme conjuguée que V, et vérifie par suite la condition du théo-
réme précédent. Donce :

TutoriMe. — S7 par tout élément d’une congruence V a torsion non tangente
a la surface des centres, (l passe une pseudo-droite géodésique, il en est de méme
dans la congruence des torsions, st du moins cette derniére n’a pas une torsion
nulle.

. . sy, .

Dans le cas d’exception T*= o, les pseudo-droites et les géodésiques de V*

sont confondues; alors comme [®,@,;|=0, m,=o0 a pour conséquences

=
@, == @33 = 0, et ¢, a une direction fixe le long d’une pseudo-droite géodésique
- . . > .

de V; ces derniéres sont donc situées dans les plans P,;—= M e, ¢, ; nous dirons,

en abrégé, que les pseudo-droites géodésiques sont des plans.
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INf. — Congruences a cone directeur.

42. Parallélisme. — Les congruences a cone directeur réalisent des espaces E’
a parallélisme absolu (n° 21); le parallélisme en deux eléments A et B (défini
au n° 37) y a une signification absolue, et deux pseudo-directions paralléles a
une méme troisiéme sont paralléles entre elles.

Nous aurons a distinguer par la suite entre le parallélisme dans Uespace
(auquel nous réserverons le nom de parallélisme) et le parallélisme induit, que
nous appellerons aussi pseudo-parallélisme. (’est ce dernier qui intervient dans
I’énoncé ci-dessus. On appellera pseudo-paralléles des pseudo-droites pseudo-
paralléles.

Nous appellerons angle de deux pseudo-lignes qui se coupent en S, 'angle de
leurs plans tangents en M(S), centre de I’élément S. Cet angle est orienté, par
I'orientation de S et celle de I'espace.

L'angle en S d’une pseudo-ligne passant par S acec un plan (p) de Uespace,
est 'angle orienté que fait avec (p) le plan tangent & la pseudo-ligne en M(S).

Le postulat d’Euclide et le théoreme relatif aux angles de deux paralléles
avec une sécante sont vrais dans F’' et ce dernier théoréme correspond au
suivant dans V :

Deux pseudo-paralléles font le méme angle avec une pseudo-droite sécante
arbitraire et réciproquement.
>
43. Drottes géodésiques. — La congruence V avant un cone directeur, T est,
en chaque élément S, dans le plan focal (p) de I'infini de S; considérons les

> )

repéres R(u,, u,) obtenus en prenant e, dans (p). Ils vérifient
. -

(1) ANE=X) l cf. 27.2, avec ¢, dans (p)__]

et 'on a T,=o0. En dehors des lignes de torsion nulle, les pseudo-droites
géodésiques sont alors des variétés w,= o de la congruence; il passe une telle
variété par tout élément S: pour qu’il passe par tout élément S, une pseudo-
droite géodésique, il faut donc, et il suffit, que w,=o0 entraine w,,=o (¢f.
n® 4l), c’est-a-dire (ue 'on ait

(2) [mnm,]=o.
En tenant compte des équations de structure
(3) o, = [wew-a] =0,

les équations (2), (3) entrainent soit ©,,=o, et I'on verra qu’alors le cone
directeur est un plan (n° 15), soit, si le cone directeur n’est pas un plan,

(4) [wsw,] =o.
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hh. Congruence @ cone directeur non plan admettant en chaque élément une

pseudo-droite géodésique. — Les équations (1), (4) du n® 43 ont pour consé-
quence
(1) o =[o,0] - [ou0,] - 0

et la congruence V est une congruence de normales (v =o0) & unc déve-
loppable (2). Considérons en effet le point

(2) m=>3M —ze,
avec
(3) d=  w.
En tenant compte de (43. 1) sa différentielle est
> >
5 dm =w,e,4 (tm,— w2,

et, le long d’une pseudo-ligne w,=o. (43.4) entraine
-
(5) dm =m,e,.
D’autre part, le long d’une telle pseudo-ligne les équations (413.1, 2 et 4)
montrent que le repére R a une direction fixe :

a. Les éléments S restent paralléles a eux-mémes: le plan tangent en m au
lieu de m a unc direction fixe | d’aprés (4)].
b. D’aprés (5), m décrit une droite.

Le lieu de m est bien une développable (2); on voit aussi que les pseudo-
lignes w,==o0 sont les plans normaux a (2) le long de ses génératrices, et que
les éléments S d’une telle pseudo-ligne sont paralléles entre eux.

Réciproquement, si V est une congruence de normales a une développable (3),
elle admet un cone directeur non plan [sauf si (2) est elle-méme un plan,
auquel cas le cone se réduit & une droite, et la congruence réalise le plan
euclidien |. Les équations (4%.1) et (13.1) entrainent (43.4), d’ot d’aprés
(43.3) et w,,=£o0, Péquation (43.2) : les variétés w,—o sont des pseudo-
droites géodésiques. On a done la proposition suivante :

TakorkME I. — Les congruences a cone directeur non plan et « torsion non
nulle, qui admettent par chaque élément unc pscudo-droite géodésique sont les
congruences de normales a une déceloppable.

D’apreés les remarques faites sur les pseudo-lignes w,= o0, qui sont précisé-
ment les pseudo-droites géodésiques, on a pour ces pseudo-lignes la caracté-
ristique suivante :

Tutorime II. — Les pseudo-droites géodésiques sont les plans normauzx le long
des génératrices de la développable.
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Les éléments d’une pseudo-droite géodésique sont paralléles entre eux.
De cette derniére propriété résulte la propriété suivante de deux pseudo-
paralléles (d’apres le n° 42) :

Treoreme I1I. — Deux pseudo-paralléles sont paralléles dans Uespace au centre
de leurs éléments d’intersection avec les plans normauzx a la déecloppable.

45. Congruences a plan directeur. — Prenons en chaque élément S un repére
- . . . , .
dont le vecteur e, est normal au plan directeur; dans la famille ainsi définic,
e . . . Ve
e, est équipollent a un vecteur fixe, et de, = o, soit

(1) W12 0,

(2) 6,1 == O.

Le plan focal et le vecteur torsion sont paralléles au plan directeur. D’autre
I

part, dans 'espace réalisé B/, le repére de composantes o, w,, w,» a, d’aprés (1),
une direction fixe, et comme par rapport a ce repére T,=o [d’aprés (2)], la

>
torsion T a une direction fixe dans E'.

Taeorime I. — Les congruences a plan directeur, et & torsion non partout nulle,
réalisent des espaces non holonomes a parallélisme absolu, a torsion de direction
Sixe, et sont les seules a le faire.

On vient d’en démontrer la premiére partie. Réciproquement, soit une
congrueace V réalisant un espace non holonome E’, & parallélisme absolu et &

->
torsion de direction fixe. On en déduit, en prenant e, sur le vecteur torsion
_> . .
de V, 'équation (2) (T, = o) et I’équation (1) <T est une pseudo-direction ﬁxe).
_.> —> . .
Les équations (1) et (2) expriment que de¢,= o0, donc que e, a une direction

fixe, et que S (: M Z) est paralléle a un plan fixe. »

Si la torsion est nulle le long d’une pscudo-ligne (A) de V, le théoréme est
démontré pour les éléments S extérieurs a (.\); l'angle de S avec le plan
directeur est constamment nul pour S extéricur a (.\), donc I’est encore pour S
sur (A), d’aprés ’hypothése de continuité de V (¢/f. n° 11).

CoroLLAIRE. — Les pseudo-lignes de torsion et leurs trajectoires orthogonales
sont des pseudo-droites. Par tout élément il passe une pseudo-droite géodésique.

Revenons d’autre part 4 la détermination, d’aprés le n® 43, des congruences
admettant par chaque élément une pseudo-droite géodésique. On les a déter-
minées dans ’hypothése w,,£ 0, et ce sont alors les congruences du n° 44.

. . ¢ _> .
L'hypothése w,,= o, jointe a (43.1) donne de, = o, et un plan directeur. Les
congruences cherchées sont donc soit les congruences de normales & une
développable, soit les congruences a plan directeur.
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Lignes de torsion. Parallélisme. — Les pseudo-lignes de torsion sont des
pseudo-droites, et de facon plus précise, ce sont les pseudo-lignes w,=o.
Comme d’autre part o;, = ,,=o0, ces variétés sont les plans paralléles au
plan directeur. Par suite :

Tuioremes : II. — Toute pseudo-droite fait un angle constant avec le plan
directeur. 111. — Deux pseudo-paralléles font le méme angle avec le plan directeur.

(Ce sont des corollaires immédiats des propositions dunc42et de la propriété
qui vient d’¢tre établie au sujet des plans paralléles au plan directeur.)

Nature des pseudo-droites géodésiques. — Ce sont les trajectoires orthogonales
dans V des plans paralléles au plan directeur. En général, ce sont des surfaces
réglées admettant le plan directeur comme cone asymptotique, et la ligne des
centres comme ligne de striction. Exceptionnellement, elles peuvent étre des
plans normaux au plan directeur.

46. Espaces dont les lignes de torsion sont des droites. — On peut leur étendre
certaines des propriétés précédentes (celles du parallélisme). Déterminons
d’abord les congruences susceptibles de réaliser de tels espaces; ce sont :

1° Les congruences & plan directeur.

2° Les congruences a cone directeur non plan, dans lesquelles, pour le
repére R du n° 43, w,= o entraine w,,=o. Comme w,, £ o, I'équation ( 13.3)

donne alors
for o l=o.

Comme d’autre part, d’apres (43.1) et I'existence du cone directeur, on a
respectivement
[wiw3] =, (0,005 ] =0,

la congruence vérifie les conditions dun® 29 qui expriment qu’elle a en chaque
¢lément un foyer double a I'infini. Donc :

TukorEME. — Les congruences a céne directeur double non plan, et les
congruences a plan directeur (simple ou double), réalisent (dans le cas général ot
leur torsion n’est pas partout nulle) des espaces non holonomes a parallélisme
absolu dont les lignes de torsion sont des drottes, et sont seules a le faire.

Parallélisme dans le cas d’un cone directeur double (non plan). — On sait que
les éléments sont tangents i 'infini a une développable (2), que nous appelle-
rons la développable directrice.

Les plans tangents a (5), qui sont les plans focaux de la congruence V,

constituent aussi les cylindres de V et en méme temps les lignes de torsion
de V.
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Les pseudo-droites lignes de torsion sont les plans tangents a la développable
directrice; les éléments d’une telle pseudo-droite sont paralléles entre eux.

Deux plans focaux ne sont pas pseudo-paralléles : une pseudo-droite ne fait
donc pas le méme angle avec les plans focaux de ses divers éléments. Mais
deux pseudo-paralléles issues de deux éléments S,, S, d’un méme plan focal
sont paralléles dans I’espace aux centres de S,, S,.

TueoreME. — Deux pseudo-paralléles sont paralléles dans Uespace au centre de
leurs éléments d’intersection avec un plan tangent a la développable directrice.

47. Exemple de congruence a cdne directeur. Congruence des droites D
coupant a angle constant o une droite fixe A, — Prenons pour paramétre
I"abscisse = du foyer F sur A, et 'angle polaire 6 du plan (A, D) par rapport a

Ing. A,
A D
g
M
&+ g
/ F

. > > . - > > -
un plan fixe passant par A. Onapourle repére Me, e, e, défini par MF = ¢;, et ¢,
dans le pian focal

o, == sina ds, W5y == 0,
) ;== — sinet d0, Wye==— sin a dl},
w = cosads, 0y, == cosa d0,

ou bien, en prenant comme nouvelles variables
(1) u=— sz,
(2) Y=—0smna,
et, en posant £ = cota,
(1) w,=du, )3, == 0, 0 == Koy,
ws = d{, 6)3) == O)o, o= — kw,.
a. La torsion est portée par ¢, et vaut
(3) T,=T=/.
La courbure est nulle. La congruence 1" ainsi définie pour 6 et s variant de — o«
4 -+ oo réalise globalement un espace a parallélisme absolu E’ dont la torsion

THFSE O, GALVANI, [
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a une grandeur constante, et dout les trajectoires orthogonales des lignes de
torsion sont des droites. I' est visiblement formée des normales aux cones de

révolution de sommet sur A et de demi-angle au sommet-f?- — a3 les propriétés

générales du n° 4% lui sont applicables; en particulier les pseudo-droites géodé-
siques sont les plans passant par A. (Ce qu'on peut retrouver d’ailleurs en
faisant dd = o0.)

b. Les pseudo-droites (d) sont définies par les équations différentielles :

\ dY =—tangf du,

i
e [ d3==—kd},

3 étant P'angle du plan tangent a (d) en M avec le vecteur e, La pseudo-droite
passant par I’élément D, = D(u,, ¥,) donné, et dont la direction est définie par
=10, en D, est donnée par la résolution du svstéme (1IT):

-1 s Sp— Al - 1 P
(b)) u—uy= —/—10;_' | 2o o o)l 7 logleos A ([ — o)~ cot Zpsinh (g — o) |.
A sin B, A
Pseudo-droites passant par deux éléments donnés. — 3, doit vérifier (4) pour
u==u,, =1y, correspondant au deuxicme élément. Cela donne
“ A ok g
colSy==cot (LIA—-L!/U)““m'

Une solution et une seule correspond a toute valeur de(u, — u,, ¢, —¢,).

Donc une infinité dénombrable de droites par 2 points donnés (puisque Y —

g . . . 2T
n’est défini qu’a un multiple pres de = )
s

c. Pseudo-géodésiques. — Ce sont les extrémales dej Vdu® + dy*, donc elles

verifient
b by= N (e — wy) (A == const),

ou, d’apres (1) et (2),

0 0,
il =B (B = const).

)

Le point M décrit alors une hélice d’axe A. Une infinité dénombirable de solutions
par 2 éléments donnés, 'une d’entre elles réalisant effectivement, en général,
le minimum de la distance (il peut, exceptionnellement, v en avoir deux).

d. On pas ar continuité a un espace holonome quand « — ', rs pour
{. O se tinuité a hol | Alo your

les pseudo-droites
0 - U,

dp —=o. = 5, ——— == consl.

~ - ~0
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Cet espace est analogue au cylindre de révolution. Le nombre de géodesiques

P g N {
(au sens large) ct de droites (confondues d’ailleurs avec les précédentes) est
le méme que précédemment.

e. Remarquons enfin que la congruence admet le groupe des déplacements
hélicoidaux d’axe A, et que les géodésiques admettent un sous-groupe & un
paramétre de ces déplacements.

48. Exemple de congruence a plan directeur. Congruence des droites paralléles
< . . >
@ un plan donné (p) et s’appuyant sur une droite donnée (A). — Soit u le vecteur

> > >
unitaire de A, 7, /, e,, 3 vecteurs unitaires trirectangulaires, le dernier étant

Fig. B.

fo

. , > =
perpendiculaire & (p), et le second paralléle au plan «, e,. Prenons comme
paramétres I'abscisse s de F sur A, et 'angle

3 e
En désignant par r I’angle /, «, on a pour le repére Me, e,e. =R :

»,==sinr ds, ©, == 0,
(n) 0,==do — cosrcosa ds, ®W1a=0,
6 == - COsrsing s, W= dg.

a. Torsion. — Elle vérifie

> >

T—=-—smocotre,.
Elle a une pseudo-direction fixe (w,,==0). Elle a de plus une valeur fixe
quand de = o, ¢’est-a-dire (w,,=0) le long d’un cylindre de la congruence.

Ces cylindres sont des plans passant par A et sont d’ailleurs des pseudo-
droites (n° 36). Les plans passant par A et perpendiculaires a (p) sont des
pseudo-droites géodésiques.
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La carte le long d’un cycle fermé fini donne un repeére final paralléle au
repére initial, avec une translation paralléle a'axe e,. Le cycle fermé (¢,/,;",7, 7)

> >

deéfini par 4 droites paralleles aux vecteurs i, j et de cotes s, s' a la carte de la
e

figure 1; pour le repére final ,¢ e, on a

Mym,=(s'—s)cosr.

Ce cycle est réductible & un élément par déformation continue. Au contraire,
pour le cycle obtenu en déplacant D dans un plan paralléle au plan directeur,

Fig. C.
ms(i'; mz(_j')
™\
M
g —~ ‘;L) 4t
e, o gy’
(Fig. 1.)
Mo m’
(Fig. 2.)

et en lui faisant subir un tour complet de D, en D, le cycle a la carte de la
figure 2. Le repére final a son origine en 7/, et Mym' =27 est indépendant
der.

b. Les pseudo-droites font un angle constant (pour chacune d’elles) avec le

—
plan directeur, ou ce qui revient au méme, avec e,. Soit « cet angle

OF

oo = tanga, d'ot  do — cosrcoss ds = tanga sinr ds
2y
et
do
ds = —
COST COsT -+~ tango sy
Soit

X : ds
I(2, 0)= —
COS P COsg -~ tango sin r

Les pseudo-droites passant par D,(g,, s,) sont données par
s—sy=I1(2, o) — I(z, 7y),

en fonction du paramétre «. Les pseudo-droites passant par D, et par
D,=D(a,, 5,), ont leur angle « défini par

si—so=1(e, oy) — I(a, 7).

On peut voir qu'on a une infinité dénombrable de pseudo-droites passant
par Dy, D, (& toute valeur de o, — g, correspond une valeur de «).
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c. On passe par continuité a un espace euclidien quand r — Z L’espace
euclidien réalisé globalement est alors le cylindre de révolution (auquel se
réduit la surface X des centres M). La carte du 1 cycle fermé considéré se
referme (cosr=o0), mais celle du second reste ouverte, ce qui correspond i la
différence topologique qui existe entre le cylindre et le plan euclidien.

CHAPITRE IV.

REALISATION DES CONNEXIONS EUCLIDIENNES PONCTUELLES A DEUX DIMENSIONS.

I. — Généraliteés.

49. Nous avons défini au Chapitre II la connexion d’une congruence
ordinaire d’éléments linéaires, de sorte qu’une telle congruence réalise un
espace généralisé E'. Nous allons maintenant traiter laréciproque, et démontrer
a son sujet la proposition suivante :

TacoriMe. — Toute connexion euclidienne ponctuelle a deux dimensions est
localement réalisable par des congruences d’éléments linéaires de [espace
ordinaire.

Les congruences réalisant une connexion donnée dépendent généralement de
deux fonctions arbitraires d’un argument. Dans certains cas particuliers, elles
dépendent d’une fonction arbitraire de deux arguments.

C’est une généralisation aux espaces a torsion du théoréme bien connu
relatif aux espaces de Riemann, et qui correspond au cas particulier de la
réalisation par une congruence orthogonale. Un autre cas particulier serait
celui d’une congruence de droites (¢f. n° 19). Nous montrerons que cette
derniére réalisation est en général impossible, et déterminerons certaines
conditions de possibilité. La question a été traitée dans les Notes [16a] et[166]
aux Comptes rendus. (La Note [16¢ | indique une autre réalisation des connexions
euclidiennes ponctuelles a deux dimensions les plus générales, par des
congruences de plans de I’espace a quatre dimensions.)

Signalons d’autre part qu’il se présentera certains points exceptionnels au
voisinage desquels le théoréme ne sera pas démontré (¢f. n° 62). Une réali-
sation au voisinage de ces points est alors donnée, dans l’espace & quatre
dimensions, par un théoréme d’existence du Chapitre V (n° 87).

50. Nous nous bornerons exclusivement au probleme local, que nous
raménerons 4 I'étude de systémes différentiels. Au sujet du probléme global,
rappelons seulement que, méme si la réalisation locale par une certaine
congruence V est valable dans tout I'espace K, il ne s’ensuit pas que V réalise
globalement E’. (Exemple : plan et cylindre de révolution.)
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31. Se donner une connexion K, c¢’est se donner en fonction de deux
variables u,, u, et de leurs différentielles, les composantes relatives ,, @, @,
de la connexion, c'est-a-dire trois formes de Pfaff (des variables «), formes que
Pon peut choisir de facon tout i fait arbitraire pourvu que

l®ow, |7 0.

Nous les prendrons analytiques, c’est-a-dire que lears coefficients seront
des fonctions analytiques de u,, u,.

Ces composantes peuvent étre considérées comme celles d’un repére R(u,, u,)
rectangulaire attaché idéalement & tout point (u, u,) de K. On peut, sans
changer I/, remplacer o, &, &,, par les formes &}, @, @], qui s’en déduisent
par une rotation O(u,, u;) arbitraire autour de Porigine.

52. Réaliser localement E' par une congruence V, c’est (n° 14) associer a
tout point (u,, u,) d’un certain voisinage de E', un élément linéaire S(u,, u,)
tel qwune famille de repéres d’ordre ziro, soit R{u,. v,) de ia congruence
obtenue, ait pour composantes latérales
(O Wy == . W, == ., 6)) 32 By e

La condition (5 [.1) entraine alors
(I) I"r)l’;)_»];zfn
et I’on a une congruence ordinaire (¢f. 12.3).

Réaliser E' par V c’est en somme associer a tout point (u,, u,) de E' le
repére R(u,, u,). Or les composantes d’un repére sont six formes de Pfaff bien
déterminées des six parametres 5,, z,, ..., 5, du déplacement qui améne en R

un repere de base R arbitrairement choisi (¢f. n° 12 et [ 14]) : les équations (1)
constituent donc un systeme différentiel

(2) g(z,u)  sio, ®w)

aux six fonctions inconnues z,, 5. ..., 3, des deux variables indépen-

dantes u,, u,. Toute solution de ce systéme fournit une réalisation locale de E'.
La lettre E' désignera sculement un voisinage de 'espace donné.

53. Mais les composantes de B ne sont définies qu’a une votation prés8(u,, u,)
des repéres attachés & I, On pourrait aussi bien prendre le systéme
(1) o*(z, u) g(m, ©*),
avec, § désignant une fonction analytique de u,, u,,

oY = @ sl o5 cosl.
wt =— &, cosl) 4 w,sinl,
GJ:‘,: Wys - dh.
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Si la congruence V vérifie o, elle réalise localement E’, donc vérifie ¢*, et
I’on peut dire que tous ces systémes g, c* sont géométriquement équivalents.
Mais les R(u,, u,), c’est-a-dire les fonctions 5 obtenues a partir de ¢ et de o* ne
sont pas les mémes dans une méme variété V; on peut prévoir que les R*(u,, u,),
de parameétres z*, trouvés pour V & partir de ¢*, se déduisent des R(u,, u,)

. . —
trouvés a partic de o, par la rotation O(u,, u,) autour de e,.
De facon plus précise. considérons la transformation

=0 ()

dépendant de la fonction arbitraire 6(«,, «,), qui donne, en fonction des para-
metres = d’un repere R quelconque, les paramétres z* de celui qui s’en déduit
-
par la rotation 6 autour de e,.
On a, pour s =1, 2, 12, les mémes relations entre les w,(z) et w (z*) qu’entre

les @, et les @) (¢/f. n° 51); et le systeme transformé de ¢ par la transfor-
mation @ est
O(g)=0c*(3*, u)=0| u(*), &*|

St les 5 veérifient o(z), les 35 vérifient o*(3*), c’est-a-dire ¢*. Les
familles R(u,, u,) et R*(u,, u,) sont attachées & la méme congruence V.

Cette transformation © nous servira bientot a donner une condition simple
d'involution du systéme o. Rappelons que le systéme ¢* n’est autre que le
systeme 5 défini & partiv d’un autre choix (soit R*) des repéres de E'.

J4. le systéme o n’est pas en involution. Nous allons montrer que ses
solutions vérifient une autre équation linéaire en w.

Soient R la courbure, T,, T, les composantes de la torsion dans le systéme
des repéres R des composantes ©,, ©,, @,,. On a

1) ©, — |onw |=Tw®],
(2) @, - |o on|=To o)
(3) w,, = R[w,w. |

D’aprés o et les équations de structure de I’espace a trois dimensions, les équa-
tions de fermeture de o sont

(4) o 040]=T| 0],
(11) ¢ (8) |w; wej=T:[w®:]

(6) lopw, | =Rl ].
Elles ont pour conséquences :
> >
1° Si R=£0, et sil'on pose T=RII,

[wyo5 | =1L, [ 0505 |, [oy05 ] =1L| w;50;
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et, comme |w,;,w,,] % o,

(7) o, =0, — Lo | ‘

2* SiR=o, (6) donne
(8) [@,:m5 ] = 0.

a. T,52 0. — D’aprés (5), on a alors © .54 0, donc (8) donne, A désignant
une fonction de «,, u,,

(9) » =\,
et, d'apres (4) et (9),
T
(10) A=z
T,
9 e v , ~ . - > .
b. T,=o0. — Stw,,=£0,(5) et (8) entrainent [w,w,,]=ocetT=o0. Si la
torsion n’est pas partout nulle, c¢’est done (que T.= o entraine m,_=o0; et l'on
>
a, dans tous les cas ou 'z o,
(11) , Tywq =T, m-,.

On voit que les équations de fermeture du systéeme o entrainent comme
conséquence (quand E’' n’est pas holonome), ’équation (7) ou I'équation (11).
Donc 5 n’est pas en involution. Et, d’autre part, toute solution de & vérifie (7)
ou(rr).

Nous sommes ainsi amenés a étudier suivant les cas, les systémes [g, (5)] ou
le systeme [ 5, (11)]. En adjoignant a un tel systéme ses équations de fermeture,
c¢’est-a-dire les équations (II) et celles qui résultent de la dérivation extérieure
de I'équation supplémentaire (7) ou (11), on obtient un systéme fermé que
nous désignerons par

= Xo(z),w(u), J].

la lettre J représentant des quantités telles que T,, T,, R, 1I,, II,, ou leurs
dérivées covariantes. Nous allons montrer que X est en involution. La méthode
employée (') est généralisable aux connexions a n dimensions (¢f. Chap. I) et
c’est ce qui nous I'a fait choisir.

55. 1° Considérons une famille (/) d’¢léments(e), par exemple les éléments
intégraux d’un systeme de Pfaff, définie par un systeme (s) d’égalités : les
égalités (s) sont nécessaires et suffisantes pour que (e) fasse partie de (/).
Toute égalité, vérifiée éventuellement par un élément (¢) de (f), et qui ne fait
pas partie de (s) sera dite égalité superflue.

(1) Cest Papplication au systeme X de la mélhode employée par M. E. Cartan dans la démonstra-
tion du théoréme de Schlaéfli [11).
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L’élément générigue de {f) n’introduit par définition (') aucune égalité
superflue.

2° Soitun systéme de Pfaff £, an variablesindépendantesimposéesu,, ..., w,,
et désignons par I, le méme systéme dans lequel on ne distingue plus les
comme variables indépendantes. Un élément intégral a p dimensions de X, est par
définition un élément intégral a p dimensions de X, ('), qui introduit exactement
n — p relations entre les du.

3° Rappelons enfin que 'on a alors (') la condition nécessaire et suffisante
d’inpolution suivante, que nous énoncerons dans le cas du systtme X qu1 nous
intéresse (n = 2), et que nous désignerons par condition A.

CoxorrioN A. — a. Par le point intégral générique passe un élément intégral a
une dimension; b. par I'élément intégral générique a une dimension passe un
élément intégral a deux dimensions 1,.

56. Le systéeme X vérifie la condition (A a). Considérons en effet les u etles z
comme les coordonnées cartésiennes d’un point d’un espace auxiliaire E, a
huit dimensions; limitons E 4 un domaine ou [®,, @,] n’est jamass nul. On
peut prendre pour parameétres directeurs d'un élément linéaire de Ey, o,, ©, et
les w, puisque @,, @, sont indépendants en du, et les » indépendants en dz et
indépendants des du.

Par tout point intégral, c’est-a-dire par tout point (u, z) du domaine
[@,®.]£ o, passent des éléments intégraux 4 une dimension, pour lesquels on
peut prendre arbitrairement, d’aprés la forme du systéme X, les parameétres o,
&, 1l suffit de ne pas prendre @, = &, = o pour que I’élément choisi introduise
exactement une relation entre les du. C. Q. F. b.

Reste a vérifier la condition (Ab). Elle exprime qu’étant donné un élément
intégral I :

b,. ou bien on peut affirmer qu’il passe par lui on I, ;
b,. ou bien [, vérifie une égalité superflue, c’est-a-dire non nécessaire pour
qu’il soit élément intégral & une dimension de X.

De fagon plus précise, il existe un systeme (s") d’égalités superflues, c’est-
a-dire qu’un élément peut étre intégral a une dimension sans vérifier une seule
des égalités de (s'). Dans le cas (b,), I, verifie une ou plusieurs égalités de (s').

57. Nous allons simplifier les calculs relatifs a la condition (Ab) en faisant
intervenir les transformations ®. Cette simplhfication a été introduite par
M. E. Cartan, dans la démonstration du théoréme de Schlaéfli [11].

(1) Cf. E. Cartan [17).

THESE 0. GALVANI. 7
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La transformation @(z) du n® 33 transforme X en
(1) I*= 3 w(z*), w*, J*],

les &* et J* étant les expressions des @ et J dans le systéme des repéres R*
déduits des R par la rotation 6(u,, u,) autour de l'origine.

Etant donné un élément I,, ¢’est-a-dire un point (u, s) de E, et des para-
métres directeurs ©,, @,, w, I’équation

(2) — @, sinl 4w, cosh = o

définit un angle 6, donc une transformation 0. Elle transforme R en R*, et le
transformé I7 de I, par O vérifie
w3 ==o.

C’est un élément intégral & une dimension de X*, caril vérifie bien le systéme,
et, d’autre part, © ne modifiant pas les u, J* introduit exactement autant de
relations entre les du que 'élément I,, c’est-a-dire une relation.

Ce raisonnement est d’ailleurs général et tout élément intégral T de X est
transformé par @ en un élément intégral I* de X*; et inversement, tout élément
intégral I'* de X* est transformé par ©=' en un élément intégral I’ de X. Par
suite, un élément intégral I 4 deux dimensions de X* passant par I7 est trans-
formé par ®' en un élément intégral & deux dimensions de X passant par I, :

La recherche des 1, passant par 1, est ainst ramenée a celle des 17 de X* qui
passent par 1I;. Or, un I} passant par I} est défini par un élément & une dimen-
sion ¢} intégral de X* et en involution avec I7 (c’est-a-dire de meéme centre
u*, z* et vérifiant avec lui les équations de fermeture). On peut prendre pour
5 n’importe quel élément de I} non colinéaire a I, et, comme I} ne doit intro-
duire aucune relation entre les du, et que I7 vérifie o5 = o, I’élément ¢} ne doit
pas vérifier o, = o. Il existe dans 1] un élément vérifiant n’importe quelle rela-
tion autre que cette derniére entre les du et, par exemple la relation

w;=o.

Nous désignerons par I tout élément intégral a3 une dimension vérifiant
@,==0; par ¢, tout elément intégral & une dimension vérifiant @, =o. La
recherche des 1, passant par ¢, est donc ramenée a celle des <} en involution avec
un 1}, dans un certain systéme X*, c’est-a-dire dans le systéme X correspondant
a un certain chotx des repéres de E'.

58. Avec ces notations, on peut établir la condition suivante d’involution,
dont il nous importe surtout d’utiliser le caractére suffisant.

Conoition B. — Pour le choix générique des repéres de E', il existe pour ']
générique, un ¢ en involution avec lut.

En effet I} est un élément I relatif au systéme X*, ¢’est-a-dire au repére R*.
St la condition B est vérifiée, ou bien on peut affirmer qu’il passe par I} un I3,
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donc parI, unI,, et 'on est dans le cas (Ab, ) du n° 56, ou bien I'on a I'une ou
I’autre des circonstances suivantes :

o. R* n’est pas un repére générique, c’est-a-dire vérifie une condition
d’égalité.
8. R* est unrepére générique, mais I} estun If vérifiant une égalité superflue.

La circonstance («) entraine que I, est un élément intégral de X’ pour lequel
®, et @, sont liés par une certaine relation d’égalité [qui n’est d’ailleurs autre
que (57.2)avec pour 6 une valeur particuliere 0, correspondant au repére parti-
culier R*]. C’est une égalité superflue, puisque pour I'élément générique @, et.w.,
sont arbitraires (et 05£0,). I, n’est pas générique, on est dans le cas (Ab,).

La circonstance (3) est celle ou 6 n’a pas une valeur particuliére, mais ou 17
vérifie une condition d’égalité superflue : I'existence d’une telle relation est
conservée par @', et ’on a encore un élément I, non générique : on est encore
dans le cas (A b,).

En définitive I, vérifie soit (Ab,), soit (Ab,) donc vérifie (Ab): par I'l,
générique passe un l,. C. Q. F. D.

Il est de méme facile d’établir que la condition B est nécessaire.

Application de la condition B. — Les paramétres directeurs étant definis a
un facteur constant pres, on prendra, pour I,

W =1, Wy = 0, W, == (g,

P 0
et pour e,,.
W= 0, Wy —1, W= Uy,

I'indice s pouvant prendre les valeurs 1, 2, 3, 31, 32, 12. Ces principes posés,
passons a I’étude des deux systémes X obtenus suivant que R est partout nul ou
non. Nous examinerons aussi en passant les possibilités de réalisation par des
congruences de droites.

II. — Connexions a courbure non partout nulle.

a. Réalisation par des congruences d'éléments lLinéaires.

59. On a alors le systéme Z (¢f. n° 54).

( (1) ®, =y,

(2) oy =@y,

(I) ’ (3) W19 == Wiy,
(4) wy =L ws,— Lo,
s (5) [a);; wal]:Ti[E’awz]v
(11) ) (6) [_&)3 wn‘z]zT‘z[wtmz];

| (1) [020u]=R [o:,],
(8) [‘*’31’31 ]+[ws2m2]:(n1wn—nzwm)'-
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En fonction des dérivées absolues de 1I (¢f. n° 25) définies par

DI,=dll,— o,II,=L, &, + 1L, &, (i, j=1, 2),

on trouve, pour (8), I’équation
(9) IL 4| o ]+ (1— L) [miwsu] = Iy [wnw]+ (1+-1L,) [0, ].

Etude de ce systéeme. — Les équations (5), (6) sont conséquences de (I) et
de (7). Le systeme X se réduit donc aux équations [(I), (7), (9)]-

Par un point intégral passent toujours oo’ éléments I,; on peut choisir arbi-
trairement les paramétres directeurs ,, @,, w,,, w,,. Les autres sont alors
bien définis.

Soient, pour les paramétres directeurs :

1o delj :

W =1I, Wy== 0, Wy == Uy, Wy == (ly}

w, =0, wWyz= 1, 0, = &y, Wy == L.

La condition nécessaire et suffisante pour que ¢; soit en involution avecI! est
qu’ils vérifient (7) et (9), soit, en fonction des a et des «, les équations

(7") Uy s — 1y, = R,
(9') Iz + (01— ) oy =— s sy = (1T u ) s,
On a deux équations linéaires aux inconnues x,, #,. Le déterminant A n’est, en

général, pas nul, 2 moins que I, , =1 —II, ,=o0. Si A£o, il existe pour I
un élément <) en involution avec lui. S1 A = o, quatre cas se présentent :

a. II, ,=1—1I, ,= 0 quel que soit le point intégral (c’est-a-dire u,, u,) et
quel que soit le choix des repéres. Nous examinerons plus loin le cas d’un tel
espace E'.

g. O, ,=1—II, ,=o quel que soit le choix des repéres, pour I’origine de

I}, cette relation n’étant vraie qu’en certains points de E’: I'origine de I est
particuliére et I} n’est pas générique.

v. II, y=1—1I, ,=o0 pour les repéres R, mais pas pour un repére quel-
conque : le choix des repéres n’est pas générique.

¢. I, , etI —1II,, ne sont pas nuls tous deux. A n’est nul que pour des
valeurs particuli¢rves de a,, a., donc I'I{ considéré n’est pas générique.

60. Conclusion dans le cas général. — Soit un espace E' ne wérifiant pas la
condition (o). Pour le choix générique du repére [(y) non vérifiée] et pour I'l}
générique [(3) et (¢) non vérifiées], le déterminant A n’est pas nul, et il existe
un ¢; en involution avec 1. La condition B est vérifiée et X est en involution.
Il admet donc des solutions.
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Degré d’arbitraire de la solution générale. — Le nombre d’I, passant par I'l,
générique est celui des ¢} en involution avec I7: il y en aici un et un seul. La
solution générale dépend par suite [17] de fonctions arbitraires d’un argument
au plus.

D’aprés la théorie des systémes en involution [17], le nombre v de fonctions

arbitraires d’un argument dont dépend la solution générale est alors donné par

‘):n'—P—SQ)

n étant le nombre total de variables (ici 8), p celui des variables indépendantes
(ici 2), et s, le nombre des parameétres arbitraires de I'l] passant par un point
intégral donné (ici 4). On a donc v=2, d’ou la partie du théoréme du n° 49
qui concerne le cas général ici envisagé.

Les solutions d’un systéme X donnent visiblement des congruences distinctes,
c¢’est-a-dire non toutes deductibles de 'une d’entre elles par des déplacements.
La relation géométrique entre ces congruences a été caractérisée au n° 25.

61. Probléme de Cauchy dans ce cas général. — Le fait que la solution
générale dépend ici de deux fonctions arbitraires d’un argument peut se
traduire par la proposition suivante :

Tueorkme. — Dans la réalisation de E, dans E,, on peut faire correspondre
@ une courbe Yy donnée de E, une courbe arbitrairement choisie (C) dans E,
comme lieu des centres des éléments homologues des points de (7).

Démonstration. — La solution générale V est définie par une famille & de
repéres R dont les composantes relatives vérifient
W=, ; )= Wy} W1y == W2,

(1)

w; =1, 0, — I,w,,

cette famille ¥ dépendant de deux fonctions arbitraires d’un argument,
sotent f, et f,.

A la courbe y de E, définie par u,= f(u,) est associée la pseudo-ligne I'
de V qui vérifie la méme équation. Prenons dans E, des repéres R tels que les
reperes attaches aux points de y vérifient @,=o0. Les autres composantes sont
des formes @ () 2 une variable. Les repéres R correspondant dans E, vérifient
w,=®,(u), ..., et leur origine engendre une courbe (C) qui dépend des
fonctions f, et f..

On peut choisir f, et f, de facon que (C) soit une courbe donnée (C,) de E,.
Soit en effet

W; = ds, @1p== 0 ds.
@9 == @3 == W3; = 0, Wi =T ds

les composantes du repére de Frenet Me, de (Co); une rotation d'angle V
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autour de e, améne ce repére en Me!; une rotation d’angle 6 autour de ¢}

~

. =3 x g
ameéne Me] en Me? et 'on a

wf= dscosl, of,= (pcosVcosh—+7sinf)ds — sindV;
wi=o, Wk, = osmV ds—+ di;
w¥=— ds sin0, w*, = (—pcosVsinh + tcos0) ds — cosOdV.

Les équations differentielles

&)’; = (u),
o}, =®n(u),

wy =1, («)w}, — I (w)wk,

expriment que (C,) est une courbe (C) lieu des centres des éléments homo-

logues des points de y. Ce sont des équations a trois fonctions inconnues s, V,
dav db

0 de la variabie w. Elles soni d’ailleurs visiblemeni compatibles en g'—g, T du’
u u u
et finalement compatibles en s, V, 6. D’ou trois constantes arbitraires pour
la solution générale correspondant & (C,). La réalisation serait complétement
déterminée si I'on se donnait I’élément S homologue d’un point donné M de E,,
et la courbe (C,) lieu des centres des éléments homologues des points d une

courbe y passant par M.

Caractéristiques. — La correspondance entre y et C définit une courbe (K)
de I'espace des (u, z). Les résultats précédents ne sont valables que dans le
cas général ou les éléments de contact de (K) ne sont pas des éléments
intégraux singuliers de X.

Les courbes caractéristiques de X (dans I’espace des «, z) sont définies par

a, @y

(1) W, W,—1

relation qui entraine la nullité du déterminant des équations (59.7") et (59.9").

St (K) est une caractéristique, le probléme de Cauchy est en général impos-
stble [17]. On peut énoncer une condition nécessaire de possibilité qui est la
compatibilité des équations (59.7") et (59.9'), auquel cas l'on a

(2) ay . (723 . R
Ili,i - 112‘1—- 1 — llg,z Qg+ ( I+ II1’2>(4¢2

Alors a, et a, sont donnés par (2), et, pour les courbes (C) correspondantes,
V et § sont données en fonction de 'arc u de y par les deux relations finies

{ pcosV = (ncosh — a,sinf) cosh,

(3)

—tang0 =11, @, — Iy,
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ol n désigne la courbure de y (w,,=1"du); ces deux relations résultent de
I'élimination de dV, ds entre les équations w}=du, v},
et w}= (I, a,— I, a,)du.

Ainsi, a toute courbe y de E, correspond une famille de courbes (C) de E,
définissant avec y une courbe (K) caractéristique. Cette famille dépend d’une
fonction arbitraire, par exemple la fonction @,(u); a, est alors donné par (1),
et V et 6 vérifient (3). Les courbes (C) pour lesquels le probléme est peut-étre
possible vérifient de plus (2).

=vndu, o)

he==aydu

62. Points exceptionnels. — On a défini au n° 60 une réalisation de E, au
voisinage d'un point (u,, u,) générique de E;,. On a écarté a prior: les points
de courbure nulle. On peut se dispenser de les écarter, en remplacant
I'équation (54.7) par la suivante :

(1) Row;=Tiw; — Tywy,,

qui est valable dans tous les cas, et fournit encore [aprés une discussion un
peu plus longue (*)] un systéme Z en involution. Le théoréme d’existence des
solutions de X ne permet pas d’affirmer 'existence de réalisations au voisinage
de tout point de E,. On montrerait que les points exceptionnels (*) sont dans
le cas général envisagé ici, des trois types suivants :

1° Points 4 courbure non nulle pour lesquels

(2) IL ;= s =1+ 1, y=1—1I, ,—o0.

2° Points ou la courbure est a Ia fois nulle et stationnaire, et ou, de plus,
la direction de la torsion est stationnaire.

3° Points ou la courbure et la torsion sont nulles.

(1) L’équation (1) peut s’écrire, si R0, R® =0 en posant & = wz— II, w3y + Mo wy,. Alors
'équation dérivée (1') [dR @]+ R& = o devient [puisque & = o d’aprés (1)] & = o, et 'on cst
ramené 3 la discussion précédente.

Points & courbure nulle. — L’équation (1") s*éerit
(1) [dRws) = [DTywss] — [ DTy ey ]
et ’équation (1) se réduit a
(1) T1wye = Towyg.
Si '?: R = o le point intégral (ui, us, z) est singulier, car (1) s’évanouit (d’ou la 3¢ catégorie).

>
Si T3 o0 (done Ty T23£ 0 pour le repére générique), une discussion analogue a celle du ne 59
montre que ces points sont en général réguliers, et conduit & la 2¢ catégorie de points exceptionnels.

(2) Ce sont les points (u1, us) tels que les points intégraux (uy, u., z) ne soient pas réguliers, ou
tels que par ces points il ne passe aucun élément intégral régulicr (cf. [17]).
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ConcLusioN. — Etant donné un espace B, a courbure, on peut, dans le cas
géncéral ot tous les points a courbure non nulle ne vérifient pas (2), affirmer
I’existence d'une réalisation dans E; au voisinage de tout point n’entrant dans
aucune des catégories ci-dessus.

63. Cas particulter. — Nous allons maintenant examiner les connexions
vérifiant
(1) I, =1—II} ,=o, R=o

en tout point (u,, u,), et quel que soit le choix des repéres R*(u,, u,’), c’est-
a-dire quels que soient u, u,, 0. Nous les appellerons conrnexions E,.

Le calcul montre qu’il faut et suffit pour cela que (1) soit vérifiée pour deux
valeurs de 0 ne différant pas entre elles d’un multiple de =, par exemple

s . .. , .
pour 0 =o et 6 = . Ce qui donne, pour (1), la condition nécessaire et suffisante

(2) ."-‘n:*'T—"nA:“g_::I—L-IIL::n

L’équation (59.9’) est identiquement vérifiée. Pour I'l] générique (ne
vérifiant pas a, = a,=0), il existe ' éléments ¢; associés. Par I'l, générique,

il passe donc «'l,, et la solution générale dépend d’une fonction arbitraire de
deux arguments.

Signification géométrique de (2) pour U'espace E,. — Prenons Z_, sur la torsion:
on a alors
(3) II, = o, dll, = o, DI, =4I, — wolly = — @, I1;
(4) II, =1I. dIl, = dII, DIL, = dll, — w,, I, = JII.

L’hypothése (2) donne

(5) DII, = — w,, DIl = w,.
D’ou, d’aprés (3) et (4),

(6) wy = dII,

(7) W= QI)I)

La relation (7) exprime que les trajectoires orthogonales (w, = 0), des lignes
de torsion sont des droites; (6) exprime que, le long d’une ligne de
torsion [, (w,=0), la torsion a une grandeur constante II,, et (7) exprime
que IT, est la courbure de (/,); on peut dire que les espaces E; ont pour lignes
de torsion des cercles (au sens courbure constante) et que la torsion le long de
ces cercles est constamment égale a leur rayon (de courbure).

Réciproquement, dans un espace jouissant de ces propriétés, w, est de la

forme A dII, et w,, est de la forme Bw, + &)TI’ si Jes trajectoires orthogonales



— 37 —
des lignes de torsion sont des droites, B=o, et I’on a (7). Alors

Do), =HR[w0,)] =[w,0,] + TR [0 0,] —[dll oy,)],
d’ou
(A—1)[dllw,s] =0,

et finalement A = 1, d’olt (6). Or (6) et (7) entrainent (2). Conclusion :

Les espaces vérifiant (2), espaces E|, sont ceux dont les trajectoires ortho-
gonales des lignes de torsion sont des droites, et dont les lignes de torsion sont des
cercles, la torsion le long d’un tel cercle étant égale au rayon de courbure.

Signification de (2) dans les congruences réalisantes. — Les équations (25.2)
et (25.3) montrent, comme conséquence de (2) que les composantes, ©,, ©, du
repére paralléle a R(u,, u,), et d'origine le pole de I'élément S décrivant la
congruence réalisante, sont toutes deux nulles, ainsi bien entendu que &, qui
I'est toujours : le pole de S reste donc fixe quand S décrit la congruence;
d’ol I’énoncé suivant, qui préeise le cas particulier envisagé dans le théoréme
général :

Tatorime. — Les espaces E, sont réalisables par des congruences dépendant
d’une fonction arbitraire de deux arguments. Dans toute congruence réalisante,
la surface polaire est réduite a un point.

b. Réalisations par des congruences de droites.

6%. Pour que le repére obtenu soit celui d’une congruence de droites, il faut
et il suffit que son origine soit le milieu des foyers, donc que la somme des
racines de ’équation (20.2)

(20.2) LO.)1+ Pwzq Wy ~+ PCO;;Q]ZO
soit nulle. C’est-a-dire que I'on ait
(1) [w105] =[wyws ]

Le systéme X' a résoudre est formé du systéme X et de 1'équation quadra-
tique (1) [13, 17]. Les éléments ¢; en involution avec I}, doivent vérifier
I’équation supplémentaire (avec les notations du n° 59)

(2) @+ 2y = 0,

x, et z, étant en général bien déterminés par (59.7") et (59.9'), (2) est alors
impossible et le systéme X' n’est pas en involution.

THESE 0. GALVANI. 8
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Pour qu’il le soit, il faudrait que ces équations soient compatibles avec (2)
en tirant z, de (2), elles deviennent

(3) az,;=— R+ a?,
(4) (l—Hgﬁi)x1:(n1’1—ng’g)a1+ (I+H1,2)a.2.

Leur compatibilité entrainerait une relation entre a,, a, donc un I non
générique, sauf si (4) s’évanouit, c’est-a-dire dans ’hypothése

(5) I—‘ﬂgAEIIiA—HQ’QEI—‘—HLQEO.

Ceci doit étre réalisé en tout point (u,, u,) sinon I] ne serait pas générique.
Le calcul montre que les équations (5) sont réalisées quel que soit § pourvu
qu’elles le soient pour une valeur particuliére de 6. Le choix des axes est alors
générique, et par tout I, générique passe un I, bien déterminé du systéme X'.
Comme on a encore s,=4, la solution générale dépend de deux fonctions
arbitraires d’'un argument.

CoxcLusioN. — Les espaces vérifiant la condition (5) sont réalisables par des
congruences de droites, qui dépendent de deux fonctions arbitraires d’un
argument.

Cela ne veut pas dire qu’une connexion, qui ne vérifie pas (5), n'est en
aucun cas réalisable par des congruences de droites. Il peut se faire que, pour
certaines connexions, le systétme X', bien que non en involution, soit tout
de méme compatible. La Note [ 165] constitue, en somme, une étude compléte
de la compatibilité de X' et indique, en dehors de la condition (5), certaines
conditions de possibilité.

III. — Cas du parallélisme absolu.

65. Nousn’aurons a considérer que des espaces effectivement non holonomes,
puisque les réalisations locales du plan euclidien ont été données (au n° 31).
Les espaces E’ étudiés par la suite seront donc des espaces a parallélisme
absolu dont la torsion n’est pas partout nulle.

On pourrait leur appliquer la méthode précédente. On peut alors simplifier
les calculs en se limitant aux repéres R pour lesquels @,, = o, et par suite aux
transformations © d’angle 6 indépendant de u,, u,, ce qui ne modifie pas la
condition d’involution B. Pour le repére générique et I’élément I; générique,

>
I, et T, ne sont pas nuls, sans quoi 'on aurait T=o; cela permet de prendre
Péquation a associer a g pour former X (n° 54) sous la forme

T,

(1) W,y —= A w, avec A — T,

.
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En opérant comme précédemment, on trouverait encore un ¢, et un seul en
involution avec I{, dans le cas général ou ’équation (1') dérivée de (1) n’est
pas identiquement vérifiée. On a encore alors deux fonctions arbitraires d’un
argument, c'est-a-dire le théoréme du n° 49 ().

Si (1) est identiquement vérifiée, X est encore en involution, et les variétés
réalisantes dépendent d'une fonction arbitraire de deux arguments. Ce cas
correspond a dA = o, c’est-a-dire aux E’ dont la torsion a une direction fixe;
énongons ce résultat, qui compléte le théoréme précédent :

TutoriME. — Les espaces E' a parallélisme absolu d torsion de direction fixe
sont réalisables par des congruences ¢ plan directeur qui dépendent, pour un E'
donné, d’une fonction arbitraire de deux arguments.

Pour la réalisation par des congruences de droutes, il faut, puisque T o,
qu’il y ait un foyer simple a I'infini, et 'origine du repére intrinséque est
caractérisée par le fait qu’une distance focale est égale 2 —1; cela donne
d’aprés (20.2), la condition nécessaire et suffisante

(2) [wg— @y  @y— 0] == 0.
Le systéme X'= [X, (2)] admet comme condition d’involution A = const.

Takorime. — Les espaces E' a parallélisme absolu a torsion de direction fixe
sont réalisables par des congruences de droites qui, pour un B’ donné dépendent
de deux fonctions arbitraires d’un argument.

Quand X' n’est pas en involution, il peut cependant admettre des solutions,
du moins pour certains espaces E'. Elles ont été données dans la Note [164].
Nous allons les retrouver (n° 76) en faisant une étude directe de la réalisation
de E'. Nous ferons ici cette étude dans le cas général d’une réalisation par des
congruences d’éléments linéaires, de facon i expliciter les résultats et surtout a
indiquer certaines formes géométriques auxquelles peuvent se réduire les
solutions (n* 66 4 75).

66. Pour I'étude directe que nous allons faire, nous prendrons comme
inconnues, non plus les paramétres = du repére R de la congruence cherchée,
mais les formes de Pfaff @ deux variables que sont les composantes de R quand

—_..>
I’¢lément (Mea) décrit la congruence.

a. Donnée de E'. — E' est donné par trois formes de Pfaff analytiques &,,
@,, ©,, de deux variables u,, u,. T, et T, sont alors des fonctions analytiques

(*) Pour la solution générale, seule en vue ici, aucune courbe intégrale de = ne passe par les
>

points uy, us, ot T = o : la réalisation locale est done limitée aux aomaines de torsion jamais nulle
(du moins pour la solution générale).
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de u,, u, : nous nous placerons exclusivement dans des domaines E' ot la torsion
n’est jamais nulle. L’angle de la torsion avec les axes du repére donné est alors
une fonction analytique de u,, u,, et une rotation analytique des axes permet

-
de prendre e, sur le vecteur torsion.
On peut donc prendre en chaque point M(u,, u,) un repére R dont le

>
deuxiéme axe est porté par la torsion T, et dont les composantes @,, @,, @,
restent analytiques. On posera alors

> -
T =Te,.
On peut, d’autre part, par un nouveau choix de coordonnées (u, ¢), prendre

(1) o= X(u, ¢) du,
(2) wo=Y (u, v)d.

’

Entin, la courbure étant nulle, ',,= o donne
(3) W= do (¢ = fonction de u, ¢).

En général @,,5£ 0 et © ne se réduit pas & une constante. On peut alors
rendre, comme coordonnées dans E’, ¢ et une des variables u, ¢. D’ou les
p . ’
divers cas examinés plus loin.

b. Réalisation de E'. — Le probléme consiste a assujettir les compo-
santes w, d’un repére R(u, ¢) de I’espace a trois dimensions, aux équations

(1) (4) o=, (5) w=wy (6) Bou=mwn,
c’est-a-dire & trouver six formes de Pfaff w, des deux variables u, ¢, vérifiant (1)
et les six équations de structure [w,] de 'espace ordinaire. C’est la condition

T
nécessaire et suffisante pour que I’élément (Me3> de lafamille de repéres R(u, ¢)
engendre une congruence réalisant K.

1° Les équations [w, ], [w,,], [w,] s’écrivent

[w;w;d:o, lwggéj);;llzo, r&):;(o:,ol:rl‘l.wlwg]-

Si w,, n’était pas partout nul, les deux premiéres entraineraient[w,w,,| = o,
donc T=o, ce qui est contraire & I'hypothése. Donc

(7) Wsy == 0.

2° Alors [w,, ], qui s’éerit [wy, w,, | =w,, montre que w},,=o0 et que w,,
est une différentielle totale exacte

(8) wng:dc,

o étant une fonction inconnue de (u, v).
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Il reste donc a déterminer set la forme w,; comme (7) entraine [w,] et [w,,],
et que (8) entraine alors [w,, ], o et w, doivent vérifier [w;, ], [®, ], [@,].

3° [w,4 ] s’écrit, en tenant compte de (7),
[Q)MJ [(&):;2&)12]:[610’ 6512]:0.

On a donc a envisager deux cas suivant que @,, est nul ou non.

67. Si®,,=dp:Z£0,[w,, ] montre que 5 est fonction seulement de o :
(9) w2 = p(9) de.

Signification de p(9). — Si (y) désigne I'indicatrice sphérique du cone
directeur, et s son arc, « I'angle du plan osculateur a (y) avec le plan tangent a

- >
la sphere, les expressions de de, et de, montrent que
ds=—=p(9o)dy, tango = p(9).

La fonction p(¢) caractérise donc le cone directeur. En tenant compte de la signi-
fication de I’hypothese @,,5£ o, nous allons démontrer le théoréme suivant :

TrkoriME. — Les espaces a parallélisme absolu E' dont la torsion n’a pas une
direction fize sont localement réalisables par des congruences ¢ cone directeur
non plan : étant donné un espace E', on peut prendre, pour céne directeur, un
cdne (non plan) arbitraire, et les congruences réalisant E', et admettant ce cdne
directeur, dépendent d’une fonction arbitraire d’une variable (de la variable o).

Nous le démontrerons d’abord dans le cas général ot ¢ dépend de u et de v,
puis nous examinerons le cas particulier ou ¢ ne dépend que de u (qui ne
change rien & la démonstration), et nous étendrons enfin la démonstration au
cas ou 2 ne dépend que de ¢.

68. Cas général ot ¢ dépend de u et de v. — En prenant ¢ et ¢ comme coor-
données, le tableau (T) des composantes de E’ et de la congruence réalisante
est le suivant :

0w, =y, —=;do +¢dp, W3, =0,
(T) Wy =@, =ndy, W =p (o) dy,
Wy == W1 = d9, w; =P (9, 9)do 4+ Q(v, ¢)do.

Les fonctions données &, v, { vérifient par hypothése (d’aprés le choix des
reperes et les équations de structure de E’) les relations

(1) ‘n—dtp—bv’

1 /0n
(5% 4+7)=T.
(2) én<0’ )
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Les fonctions inconnues p, P, Q doivent vérifier les relations nécessaires
et suffisantes [w,] et [w, ], soit ici

[032] (3) QP:—TEYI:
. oP dJ
[ @] (4) -d—‘;=-(;g—pn.

On peut prendre p(¢) < o arbitraire. Alors Q est bien déterminé par (3)

— Tin,
5 T
(3) 7
soit
N —1[(0n \)__—I 0% 0t |
%) Q‘—T(i}?? = _1—)<d?”-0<90"*c>'

Et P est donné par (4), et dépend d’une fonction arbitraire H(¢),

(7) =Po(v, 9) + H(2)
avec o
(8) Pozu[ (%g —I—p'n>dc/.

La solution dépend bien de deux fonctions arbitraires (conformément au
théoréme général); ce sont deux fonctions arbitraires de o (p et II),

La signification de p(¢) donnée au n° 67, montre qu’'on peut prendre arbi-
trairement le cone directeur, pourvu qu’on ne prenne pas un plan (p <o), et,
ce cone étant choisi, les congruences réalisantes dépendent encore de la
fonction arbitraire H( ), ce qui démontre le théoréme du n° 67. On peut
prendre par exemple un cone de révolution arbitraire.

69. Cas oil ¢ ne dépend que de u. — C’est le cas précédent avec
(1) {=o.
Dans ce cas, P s’écrit sans signe d’intégration; car

Q= —10dn__ 1 0%

p 09 P 0J9de

[d’aprés (66.1) |
et . . .
D’ou, finalement,
Signification géométrique de Uhypothése. — Les lignes de torsion de E’ sont
les lignes @,=o; alors @,,= o, ce sont donc des droites. Réciproquement
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d’ailleurs, si, la torsion n’ayant pas une direction fixe, les lignes de torsion
sont des droites [@, @,,|=o0 et [dudp] =0 : v ne dépend que de u.

On trouve comme réalisations des congruences i cone directeur double,
puisque

[0;0,] =[Wewy ] =004 ]=0 (pas de racine finie dans ’équation 20.2).

70. Cas ou ¢ ne dépend que dev. — Comme [w,,®,] =0, on a @,=o0, et un
changement de variable u permet de prendre @, =du.

D’autre part
o, = [0, 0]+ W0 ] =0,
ce qui donne

(1) 0, =dz,

z étant une fonction inconnue de u et de ¢. Le tableau (T) s’écrit alors

®, =, ==du, W3y == 0,
(Ty) w, =W, :Y)d% wn:])((?)d?:
W1 == By = d0, w; = dz.

L’équation [w,] étant alors vérifiée, les deux fonctions inconnues p(9p)
et 5(u, p) sont assujetties a vérifier la condition nécessaire et suffisante [, ]
qui s’écrit

(2) ©, = |, ®12 ] = [w305]
soit

on 0Oz
(3) ow T 1T= Py

D’ou, en prenant arbitrairement p(¢) == o, c’est-a-dire pour cone directeur un
cone non plan arbitraire, il reste encore une fonction arbitraire H(o) et

n

=22 L H(e).
(4) 79 (¢)

Le théoréme du n° 67 est donc démontré.

Signification géométrique de Ihypothése. — w,, 3% 0 et[®,®,,]| = 0 équivalent
a dire que la torsion n’a pas une direction fixe et que les trajectoires ortho-
gonales des lignes de torsion sont des droites. On trouve pour les réalisations des
congruences de normales (w,=o0) a une développable non plane (c¢/. n°® 44)
et I'on peut choisir arbitrairement le ¢cone asymptotique de la développable
(qui est supplémentaire du cone directeur).

71. ¢ = o. Espaces a torsion de direction fixe. — Le cas ¢ = o a été identifié
(n° 45) a celui des espaces dont la torsion a une direction fixe. On a alors
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@, =0, et l'on peut choisir u tel que ©,=du. On a vu d’autre part (n° 66)
que w,, = da.

a. Donnons-nous arbitrairement une fonction o(u, ¢), dépendant effec-
tivement de u. On pourra alors définir w, par

w;== P do + Qdp,

P et Q étant des fonctions inconnues de o et de ¢. Le tableau des composantes
de E’ et de la congruence cherchée est alors

w, —=o; —=du, Wy = 0O,
(Ty) w, =, =1n(F, v)de, W5 = do,
0aT= W= 0, w; =Pdo+ Qdy.

)

Les fonctions P et Q sont assujetties a vérifier les équations nécessaires et
suffisantes [w. ]. [w, ], soit ici

. —d
[@2] (1) Q:—E;
JdP __ 0Q
(2] %% "
d’ou
(2) PZ—f(n+%>d9+H(v).

Si ’on se donne pour s une fonction arbitraire de deux variables dépendant
effectivement de u, les solutions correspondantes dépendent encore de la
fonction arbitraire H(v).

b. Sil’on se donne pour ¢ une fonction arbitraire de la variable ¢ seulement,
on a
0y = [ 0310y ] + [w5e0: ] =0, w, = dz.

3

En posant alors &, =7%(u, ¢)do, la fonction inconnue z(u, o), qui n’est plus
assujettie qu’a [ w, ], doit vérifier
o _ o
du— du’

d’ou
(3) ;:n+Hwy|

Pour ces solutions, soit W, on a deux fonctions arbitraires d’une variable,
o(¢) et H(o), ¢’est-a-dire deux fonctions arbitraires de ¢.

En définitive, on peut prendre pour ¢ une fonction arbitraire de u et de v ne
se réduisant pourtant pas 4 une constante (car alors w;,= o et I’espace serait
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holonome). La solution générale dépend d’une fonction arbitraire de deux
arguments (conformément au théoréme du n° 65).
Rappelons que les congruences rcalisantes ont un plan directeur (n° 45 ).

72. Forme particuliére des réalisations des espaces a torsion de direction fixe.

TneoriME. — Tout espace E' a parallélisme absolu, dont la torsion a une
direction fize, est localement réalisable par des congruences de normales a une
droite (c’est-a-dire engendrée par des éléments dont le support coupe, a angle
droit, une droite fize). Ces solutions dépendent d’une fonction arbitraire d’un
argument.

.es solutions envisagées dans ce théoréme ne sont autres que celles que 'on
I fut gées d théo 1 t aut elles que I’

obtient en faisant H= o dans les solutions W du n° 71 4. Remarquons d’abord
en passant que les solutions W sont des congruences de normales (o' =0)

i des cylindres (4 cause du plan directeur); soient o, les composantes relatives

.
du repére parallele 3 K et d’origine P=M — z¢,. On a, d’aprés (T,) et (71.3),

’(A‘);:w, - ;w“:_—du,
W=, — Wy ==— H(5)ds.
©,5= 0y 2= Wia= 10, o, =d7.

[.es courbes ds =0 du lieu de P sont des droites (ro. seul non nul), et ces

. . g . . \ ~ ~ , .
droites, paralléles & ¢, ont une direction fixe (w,;, =w,,= n), et décrivent un
cylindre. Ce cylindre se réduit & une droite si H=o0, et les supports de V
coupent cette droite 4 angle droit. C. Q. F. D.

De telles solutions dépendent de la fonction arbitraire o(¢) (¢/. n° 71 b).

73. Etudes de ces réalisations. Congruences de normales & une droite. — On a,
pour le tableau des composantes de E' et de la congruence V envisagée,

0, =, = du, We == WT12= 0, 0= do, !

w,=wy=7{(u, o) do, AN wy = ln,

avec (1), n(u, a) =m,(u, ¢), o étant une fonction de v choisie arbitrairement,
7, une fonction donnée de u et de ¢.

En coordonnées semi-polaires d’axe Ou porté par la droite A sur laquelle
s’appuie V, u est la cote de M, et ¢ son angle polaire. Son rayon vecteur ¢ est
¢gal a v, et I'équation de la surface des centres X est

(2) o=1(u, 7).

Les pseudo-lignes de torsion sont les plans perpendiculaires a A; leurs
trajectoires orthogonales sont les plans passant par A. Ces lignes sont aussi des
pseudo-droites. Les derniéres sont en méme temps des géodésiques.

THI:SE 0. GALVANL 9
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Cas particulier. — Si I'on peut choisir 5 de facon que 7,(u#, 5) ne dépende que
de u, on aura, pour X, une surface de révolution; celadonne lieu a la proposition
suivante :

TuktoriME. — Les espaces & parallélisme absolu E, a torsion de direction fizxe et
de grandeur constante le long d’une ligne de torsion sont réalisables (loca-
lement) par une congruence V, de normales @ une droite fixze A et dont les centres
décrivent une surface de révolution d’axe \.

En effet, ’hypothése faite sur I revient & dire que T ne dépend que de «. Or

1 d7

'l‘ - —
1y Ou

. J ,
(est donc que ﬁ(log*fw) ne dépend pas de ¢ et que logv, est de la forme
logr, () 4+ log A(¢), d’on
fo==1 {(¢)A(r):
ei il sufili de prendre
da =\ (v) dv
pour avoir
n(u.c)=m1n(u)
indépendant de 5. C. Q. F. D.
La solution de cette forme est bien déterminée (H et 5 Iétant), du moins a
un déplacement prés.
La réciproque est d’ailleurs vraie et toute congruence du type V, réalise
un espace E,. On a en effet alors vj(u, 0)=n(u) et T ne dépend que de u
o 1 din . . -
(I = ()—u’) On peut le voir aussi en remarquant que la normale & X
i
- -
rencontre A et que le produit vectoriel e, /\ H (n® 27) est porté par ¢, et égal

>
a T: or ce produit est constant le long d’un paralléle de X,.

Autre réalisation des espaces K. — Si I’on prend

do
(]i‘ = —
Cos(g —ay)
on a

peos(g-—oy)=mn

et lasurface des centres X, est un cylindre de génératrices perpendiculaires a A,
admettant pour section droite unc méridienne de Z,. Une telle réalisation V,
est encore unique (4 un déplacement pres).

Rappelons d’autre part que la réalisation n’est valable que dans un domaine
ou (@, ®,) 5 o, et (ue les congruences réalisantes sont ordinaires : donc aucun
centre ne peut étre sur (A) et la méridienne de X, est un arc de courbe (y) ne
rencontrant pas (). Les espaces réalisés globalement par V, et V, définies par
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cet arc () ne sont pas topologiquement les mémes, ct ne sont, par suite, pas
globalement applicables.

74. Etude d’un cas particulier d’espaces E,. — Nous allons considérer le
cas ou
(1) = s :—( (A == const.).
On a alors
1
2 T = .
( ) U+ A

La surface de révolution X, est un cone (c¢). Considérons A comme verticale.
Le cone (c) passe par le cercle horizontal (¢,) de centre o et de rayon 1, et a un
sommet au point de A d’abscisse — A.

La congruence V, limitée & u > — A réalise globalement un espace E, dont
les composantes relatives sont les composantes latérales de V,, :

u
w, == du. W, = (1+ K> ds. Wh== 0 avec o >-—.\.
. .

La congruence V, a pour surface des centres un plan. Limitée aussi a

u>—A, elle réalise un espace E, de mémes composantes relatives que E,,
mais non globalement applicable sur E;.

Quand A — o, on passe par continuité 3 des espaces holonomes : V, tend
vers un cylindre de révolution, V, vers un plan.

> -

75. Cas d’une torsion constante (et de direction fize). — Soit T="Te, avec T
constant; on a alors
(1) = el

On ohtient encore un espace holonome par continuité quand T tend vers

zéro. La méridienne (y) de la surface des centres X, (et en méme temps la
section droite de X,) est la courbe g =e"“. La congruence V, est ordinaire en

Fig. D.

a 1)

tout élément S quand u et o varient de — o a -+ . De méme V,, avec « quel-

. . T T 5 T
conque, mais g compris entre —'; et 4 — (bornes exclues). Elles réalisent



— 68 —

lobalement des espaces E, ct E, de mémes composantes relatives, mais non
lobalement applicables. Le second est simplement connexe.

Quand T - o, E| et E| tendent respectivement vers un cylindre de révolution
et vers un plan.

Vo

[V

Pseudo-droites. — On sait qu’elles font un angle constant le long de chacune
d’elles avec le plan directeur; soit donc « 'angle d’une pseudo-droite avec le
plan horizontal; on a, dans V,,

2 Lo fI’O' —tano
(9) e = tang x.
’ du ;

dans V,,
. do
) el =tang r.

cosgelu

Soient dans YV, deux ¢léments S, (u,, 5,) et S,(u., 5.). Les droites passant
par S,, S, sont données par

() Gy — Gy==— e Ve tang .

1

L’angle polaire 5 n'étant défini qu’a 24= prés, il en est ainsi de 5,— g, et il
v a une infinité dénombrable de droites passant par S,, S,.
Au contraire, dans V,, il faudrait remplacer (5) par (6),

Tq
. ' do T .
{6 == T e et tang e
A

CONG

. VPN i .
et, o variant seulement de — & + 5 (bornes exclues), 3, et 4, et par suite le

premier membre sont bien déterminés par la donnée de deux éléments, etily
a une pseudo-droite et une seule par deux éléments donnés.

76. Réalisation des espaces a parallélisme absolu par des congrucnces de
droites. — Nous allons reprendre les divers cas rencontrés a propos de la
réalisation par des congruences d’éléments linéaires et voir s’il existe des
solutions pour lesquelles le repére R(u, ¢) est celui d’une congruence de
droites. Comme on a toujours w,, = o, la condition qu’il doit vérifier (¢f. n°65)
s’écrit

(1) I(x),&)l]-”:[w1ﬁ):ml-

En conservant les notations précédentes (n> 66 4 71) on a les divers cas
suivants :

1° o dépend de u et de ¢ (n* G8). — La relation (1) donne alors

(2) can=pt.
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-
‘i

II faut donc que :Q soit fonction de ¢ seulement. Cela suffit, puisqu’on peut

prendre p arbitraire pour une congruence d’éléments linéaires V réalisante, et
qu’il suffira par suite de prendre

{RRY

4 in
(3) V=
pour que V soit une congruence de droites. Le cone directeur des congruences

de droites I réalisantes est bien déterminé par (3). Reste pour I une fonction
arbitraire de ¢.

Remarquons que, si I'on pose

(4) Ay == ¢ 0y 4+ Gy 0y,
on a
(5) ﬁ:.: Uy

) 7 .

La condition nécessaire et suffisante de possibilité est que ¢, ne dépende que
de p. Il reste alors une fonction arbitraire de Pargument o.

2° o ne dépend que de u. — Les congruences d’éléments linéaires réalisantes -
ont un coéne directeur double. Une congrucnce de droites a cone directeur
double réalise un plan euclidien. Donc le probléme est impossible (si T=40)
pour les espaces E' dont les lignes de torsion sont des droites.

3° @ ne dépend que de ¢v. — Les trajectoires orthogonales des lignes de torsion
sont des droites. La condition (1) donne, avec les notations du n° 70,

(6) n=p(c).

D'autre part, on aici

Y ==,

et la conclusion est la méme que dans le cas général. On a une fonction arbi-
traire H(¢) et

(7) 0y == — z[[i+ll].

Cas particulier : espaces dont les trajectoires orthogonales des lignes de torsion
sont des droites, et dont la torsion a une grandeur constante. Comme

()_‘I) =1+ Tu,
du ’
cette hypothése entraine

2(9)eT—1
T ’

=
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g étant une fonction donnée arbitraire de . D’aprés (o), il faut et il suffit, par
suite, que g == o et

—1
o == -—l‘—(_— const).

En prenant H=o0, les composantes de la congruence de droites réalisantes
(p=mn) sont

o=@, == du, W3 =205

e Ay —dy
Wy == Wy = T 6l == T
== do, w, == T du.

Le fover F(: M —ei) reste fixe quand du=o. Quand do =0, dF a une
direction fixe par rapport au repére, qui a lui-méme une direction fixe dans
Iespace : F décrit une droite A, que les éléments D de la congruence coupent
sous un angle constant « défini par

coto =="I".

On a la congruence des droites coupant sous un angle constant une droite
fixe. De telles congruences ont été étudiées au n° 47.
5]

4" do = o : torsion de direction fixe. — Avec les notations dun® 69, (r) devient

(8) | duds]=n[dud],
d’ou
do
(9) o T
et
(10) ar:j*na’f'-{-K(u).

La réalisation dun® 71 @ est donc une congruence de droites si I'on prend
vérifiant (10); elle dépend alors de deux fonctions avbitraires d’un argument :
la fonction K(u) et la fonction H(¢).

Conclusion générale relative aux congruences de droites ('). — 1° La réali-
sation est toujours possible quand la torsion a une direction fize (deux fonctions
arbitraires d’un argument; X’ en involution).

2° St la torsion n’a pas une direction fixe, il faut et il suffit que ¢, soit une
Jonction de 9 non identiquement nulle (X' non en involution; une fonction
arbitraire d’un argument; cone directeur bien déterminé).

Rappelons enfin que le probléme n’est jamais possible quand les lignes de
torsion sont des droites.

(') Les principaux résultats de ce n°® 76 onl été publiés aux Comptes rendus [16 «|.
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CHAPITRE V.

LES CONNEXIONS PONCTUELLES EUCLIDIENNES A 72 DIMENSIONS (')

77. On peut définir par projection orthogonale, comme pour n=2, la
connexion intrinséque d’une variété ponctuelle a n dimensions plongée daas
I'espace euclidien & N(*>n) dimensions. On obtient ainsi un espace de
Riemann (sans torsion) dont le ds* est le méme que celui de la variété. D’apres
le théoréeme de Schlaefli, on peut réaliser ainsi tous les espaces de Riemann,

pourvu que N2 ”—(f—;——l) (condition suffisante).

Mais les connexions ainsi definies [8] sont toutes dépourvues de torsion.
Dans le cas de n =2, les congruences d’éléments linéaires nous ont donné une
connexion ponctuelle & torsion généralement non nulle. Pour n quelconque,
les variétés a n dimensions d’éléments q-plans plongées dans [lespace E,.,
@ n—+q dimensions sont susceptibles de jouer le méme role. Nous allons
définir, sur une telle variété, une connexion ponctuelle intrinséque, et montrer
que toutes les connexions euclidiennes sont susceptibles d’étre ainsi réalisées.
Ce sera, a la valeur prés de ¢, une généralisation du théoréme de Schlaefli.

1. — Les variétés a n dimensions d’éléments ¢-plans de E,,,.

78. Repéres cuclidiens. — Tous les reperes que nous considérerons seront
des repéres rectangulaires. Dans I'espace E, (euclidien & p dimensions), un

. g -> > . -> . . .
repere euclidien R = Me, sera formé de p vecteurs ¢, unitaires et rectangulaires
entre eux, et d’origine commune M. Un tel repere est bien défini quand on

N ) —+ 1 N ) " N N
connait les v = plp+1) arametres z,, ..., 5, dudéplacement T(z) qui améne
2 p ! p

en R un repére de base R, arbitrairement choisi. lLes quantités = sont les
paramétres ou coordonnées de R, qu'on désignera aussi par R(s).

>
Soit un repére R'=R(s+ d3)=MNe, infiniment voisin de R. Et soient (')

>
M — VM ==dM = o, ¢,

o >

(s. /==, 2, ..., p; Wy — &),

Y

> > >
- €, ([(’\ =W, ¢

(') Dans tout ce Chapitre, nous supprimerons le signe somme X devant une expression dans
laqquelle figure deux fois le méme indice, c’cst-d-dire que par convention, et sauf indication

contiarre, «, b, représentera la somme de toutes les quantités «, b, correspondant aux diverses
valeurs de .



T2

Les w sont un systéme de composantes relatives de R(z). Ce sont des formes
de Pfaff de 5 et d=. On peut choisir la représentation paramétrique du groupe
des déplacements de facon qu’elles soient analytiques par rapport aux z. Un tel
choix sera adopté une fois pour toutes; et les @ seront des formes bien déter-
minées w(z, ds) (").

79. Eléments g¢-plans. — Un élément g-plan est ’ensemble d’un point
appelé son centre et d’'un g-plan passant par ce point; ce g-plan est le support
de I'élément. La notation (M, Q) représentera I’élément de centre M et de
support Q. Inversement, étant donné un élément S, nous représenterons son
centre par M(S) et son support par Q(S).

Nous appellerons plan polaire de S le n-plan P(S) totalement perpendi-
culaire en M(S) 4 Q(S), le nombre de dimensions de ’espace étant n + ¢.

Nous dirons encore que la direction de Q est celle de I'élément, et que des
éléments de supports paralleles sont des éléments paralléles.

Enfin, soit « un indice pouvant prendre ¢ valenrs différentes. Si le

n

vecteurs :: sont linéairement indépendants, ils définissent un g¢-plan Q
que nous représenterons par [e,], et la notation (M, [e,]|) représentera
I’élément (M, Q).

Les ¢léments S dépendent de p. = n + ¢ -+ ng paramétres, soienty,, ..., y,.

On peut assocter i tout élément S une famille de reperes de E, ,,

. . . >>
soient R(S), d'origine M(S), et dont les ¢ derniers vecteurs e, sont dans Q.
Pour un élément S donné, les R(S) ont pour composantes relatives

03, )y 7= 0),5 T 0 (o, et my5 arbitraires).

_i_

lls dépendent de n(n,)__ D {/((]2_ 2

parameétres x,, &y, ..., &,.

80). Variétés a n dimensions d’éléments S. — Une telle variété V est décrite
par des éléments S dont les paramétres y dépendent de n variables indé-
pendantes w«,, u,, ..., u,, quon peut considérer comme les coordonnées

de S dans V.

a. Sil’on attache a tout élément S de V un repére R(S) bien déterminé, les
paramétres = des R(S) ainsi obtenus sont, quand S décrit V, des fonctions
des u. Nous dirons que la variété est analytique, si, pour un choix convenable
des repéres R(S), les s sont des fonctions analytiques des u. Les variétés
analytiques sont en somme engendrées par les éléments (M, | ¢,]), quand les

+._> . . - .
paramétres du repere Me,c, varient en fonction analytique de n variables
indépendantes.

(1) Cf. K. Carran [14]).
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> . . . N
Les repéres Me.e, constituent alors une famille analytique F de reperes
d’ordre o de V.

b. Variétés ordinaires. — Une variété V sera dite ordinaire si M(S) décrit
effectivement une variété ponctuelle £ @ n dimensions, a laquelle aucune droite
de Q(S) n’est tangente en M(S).

Pour qu’une variété analytique soit ordinaire, il faut et il suffit que sur V

(1) (0105 ..., 0] 7 0.

o, . . 2 . - 3y . .
Cette condition équivaut, en effet, au fait que w,¢, n’est jamais nul, quel que
soit le choix des du.

Nous ne considérerons désormais que des variétés V ordinaires et analytiques.

c. Variétés orthogonales. — Une variété V sera dite orthogonale si ses
éléments S sont totalement perpendiculaires en M(S) au lieu X des centres. La
condition nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est visiblement

(2) Wy == 0 (o=n—+1,...,n4+¢q).

81. Repéres d’ordre o. — Etant donnée une famille analytique & d’ordre o,
les autres familles analytiques s’¢en déduisent par des rotations O de
paramétres analytiques en u. Ces ® sont, pour un repére donné, soit les
rotations @, autour de P (c’est-a-dire laissant fixes tous les points de P), soit
les rotations ®, autour de Q.

Les rotations ©, ont pour équations

> -> - >
(1) e, =a, e, €q = €y (g £ ny,
et les O,
- > > >
(2) ey = byges, e, —e, (3> n).

Soient w,, w, les composantes relatives de la famille ¥ ; ©,, @, celles d’une
famille &, s’en deduisant par une rotation ®, (a,, =fonctions données des u).
Alors @ 1° Wy=w,, Wus= ,3; 2° ®, et w,, s’expriment linéairement en
w,, w;, da,,. Ces expressions linéaires sont vistblement les mémes que dans une
rotation O, & équations (1) effectuée dans ’espace a n dimensions sur une familie
de repéres de cet espace ayant pour composantes relatives w,, ®,,.

De méme pour les 0,. En particulier s1 @}, @} sont les composantes d’une
famille ¥, se déduisant de & par une rotation O, (b.s fonctions des u), on a

OF = w,, By = .
82. Connexion ponctuelle induite sur V. — Comme au n° 13, nous allons

définir une carte ponctuelle infinitesimale et une loi de raccordement.

THLSE 0. GALVANI 10
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a. La carte infinitésimale y(S) représentera tout élément S’ infiniment
voisin de S par la projection orthogonale m’ de son centre M(S’) dans le plan
polaire P(S) de S. Cette correspondance est biunivoque pour une variété
ordinaire.

b. Le raccordement se fera par la projection orthogonale de P(S') dans
P(S), projection qui, au second ordre prés, est un déplacement.

Choisissons dans tout plan P(S) un repére euclidien ¢(S) d’origine M(S):
le raccordement de P(S’) dans P(S) aménera ¢(S') en ps(S') confondu, au
second ordre preés, avec la projection de ¢(S’) dans P(S).

Le plan polaire est intrinséquement lié a S; les opérations géométriques
définies en a et b le sont aussi, et définissent la carte intrinséque de V.

En assimilant les éléments §' infiniment voisins de S & la projection de leur
centre dans le plan polaire de S, on fait ainsi de V un espace ponctuel a
connexion euclidienne, soit /. Cet espace admet pour carte la carte intrinseque
de V.

83. Composantes de la connexion induite. — Considérons de nouveau la
famille &. Soit M(—:(—: le repere de & attaché a I’élément S; prenons pour ¢(S)

- > , .
le repére Me;, et soit m'e; le repére pg(S'). Les composantes relatives de la
connexion de V sont les quantités @;, o;; définies par

>
s m' = M+ml e; .
¢ 3 <
(1) > O Gign).
S — e,+wl,e,

Les équations (76.1) définissent ¢(8") en fonction des composantes w(u, du)
de 7 :

> >
M=M-+ w; &+ 0y €y .y
(2) I A
e;— ei+&)i1~e,-+co,~aea

La projection de ¢(S') dans P(S) s’en déduit aisément, et, comme elle doit
coincider au 2° ordre prés avec m’_s:- :
m=M + w; Z,
(3) > > >

&= €; + (L)z/'ej:

d’ot1, par comparaison de (1) et (3), les composantes de la connexion de V

T
(4) B0 | By 0y

Nous désignerons encore les composantes w;, w;; de & du nom de compo-
santes laterales. D’aprés la remarque du n° 81 relatwe a Deffet des rotations @
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sur les composantes latérales, on vérifie qu'on obtient bien la méme connexion
quelle que soit la famille d’ordre o choisie. D’ou I’énoncé :

TutoriMe. — Les composantes de la connexion de V sont les composantes
latérales d’ordre o de V.

Remarquons que la condition (79.1), qui exprime que la variété V est
ordinaire, entraine celle que doivent vérifier les @ pour définir une connexion
ponctuelle 4 » dimensions, & savoir

(5) [®®:... @] FZo.

84. Courbure et torsion. — Rappelons que les équations de structure de
I'espace euclidien E, a p dimensions sont

(Ep]

ngEw,\.——[m, wis | (s, ¢, r=1,2,...,p)

=0
Qu=wy— [wpws]=0

Les tenseurs de torsion et de courbure de I’espace E’ réalisé par V sont
définis par

SZ = ;—— h i | — Ti 3 h
[E,] { @ — (@ ou] wlwwwe] i j=1,2,..., n)

Q) =wy— [wpwu] — Ry mro ]
et vérifient par suite, en tenant compte des équations E,.,, et de (83.4),

{ [0y 0y ] = Tz [@awy)

[ @a;wai] = Rijni[ 0nwi]

(1) (i, js by k<ns 2> n).

85. La connexion intrinséque d’une variété ponctuelle X est un cas parti-
culier de la précédente : c’est celui ou V est la variété orthogonale (n° 80¢)
admettant X comme lieu des centres (). Les repéres d’ordre o de V sont alors
les repéres du 1¢ ordre de X.

La condition w,=o0 (80.2) entraine I'absence de torsion (84.1) et aussi
le fait que E’ et £ ont méme ds*. On vérifie bien que la connexion de V est celle
de I’espace de Riemann réalisé par X. Le théoréme de Schlaéfli (*) affirme que
tout espace de Riemann est susceptible d’étre ainsi réalisé.

86. Il peut se faire que plusieurs variétés V aient la méme connexion
ponctuelle intrinséque. Soient V et V* deux telles variétés : a tout élément S
de V correspond un élément S* de V*, et les cartes y(S) et y*(S*) des
deux variétés sont superposables; soit A* un déplacement amenant y*(S*)
sur y(S) : le point représentatif de S infiniment voisin de S* vient alors en

(1) Les opérations géométriques qui nous ont servi a définir la connexion V coincident alors avec
celles qui définissent la connexion intrinséque de = (Cf. K. Cartan [8]).

(2) Cf. [2] et [11].
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m* = m', point représentatif de son homologue S'. Si I'on fait subir A* a V*,
elle vient dans une position V}, Q" vient en Q" qui passe au 2° ordre pres
par m* == m/, indépendant de la variété choisie.

Conclusion. — 11 existe pour toute V* réalisant le méme espace que V, et
pour tout S* homologue de I’élément S de V un déplacement A(S*, V*) tel
qu’aprés ce déplacement, le support de tout élément S voisin de S* vienne
passer par le méme point au second ordre prés.

II. — Reéalisation des connexions ponctuelles euclidiennes a » dimensions.

87. Nous allons maintenant traiter la réciproque et démontrer la proposition
suivante :

Tueorine. — Tout espace ponctuel a connexion euclidienne & n dimensions est
localement réalisable, au voisinage de chacun de ses points, par une variété o’ #lé-

ments (n* — n)-plans plongée dans Uespace euclidien a n* dimensions.

C’est une généralisation du théoréme de Schlaéfli, au nombre prés de dimen-
sions de l'espace ou se fait la réalisation. Nous ne nous préoccuperons du
nombre minimum de dimensions de cet espace que dansle cas d’une connexion
générique, ou le théoréme de Schlaéfli se généralise exactement (n° 101).
D’autre part nous nous bornerons exclusivement au probleme local.

La définition de la connexion induite nous donnera immédiatement un
systéme différentiel auquel doivent satisfaire les variétés V réalisantes dans
I’espace & n 4 ¢ dimensions. Nous montrerons que pour ¢ = n*— n ce systéme
est en involution, et pour cela, nous lui appliquerons la méthode employée par
M. E. Cartan dans sa démonstration au théoréme de Schlaéfli. Nous montrerons
n(n—r)

ensuite qu’il suffit en général de prendre g = .

88. Se donner une connexion (E)) ¢’est se donner, en fonction de n variables
Uy, Us, ..., Uy, les composantes relatives ©;, ©;(i,j=1,2,...,n) de la
connexion, c’est-a-dire des formes de Pfaff ©(u, du) que 'on peut d’ailleurs
choisir de facon tout a fait arbitraire pourvu que

(1) Nwmmy . we] o

Nous les supposerons analytiques, c¢’est-a-dire que leurs coefficients seront
des fonctions analytiques des u.

Elles peuvent étre considérées comme les composantes relatives d’'une famille
de repéres cartésiens R attachés 3 (E,). On peut sans changer E, les remplacer
par les composantes @}, @}, des repéres R* qui se déduisent des R par des rota-
tions ©(u) arbitraires autour de ’origine [14].
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89. Réaliser localement (E) par une variété V, c’est associer a tout
point (u) d’un certain voisinage E/, de I’espace (E),) donné, un élément ¢-plan
S(u«) tel qu'une famille de repéres d’ordre zéro, soit R(«), de la variéte
engendrée par les S(u), ait pour composantes latérales

(I W, = ®,, Wy ==, (cf. 83.4).

La condition (88.1) entraine alors

[w10y...@,]520 (cf. 80.1),
et la variété V est ordinaire.

Réaliser E), par V, c’est en somme associer a tout point(u) de E, un repeére R
de E,.q; or, R est défini dans E,,, par les paramétres z du déplacement qui
améne en R un repére de base R, arbitrairement choisi (¢f. n° 76). Le
probléme se raméne donc 4 déterminer les z en fonction des u. Or les compo-

santes w de R ont des expressions bien déterminées en z (¢f. n° 76) et en les
portant dans (I) on obtient un systéme différentiel

(s, u)y=0[0(5, dz); &(u, du)]

aux fonctions inconnues 3z des n variables indépendantes u. Toute solution de
ce systéme fournit une réalisation locale de (E),).

90. Les o qui figurent dans o correspondent a un choix R des repéres de E;,.
A tout autre choix R* de ces repéres correspondent des composantes @* et un
systéme
(1) o*=olw, &*]
géométriquement équivalent 2 o (w, @) en ce sens que toute variété V vérifiant
I'un vérifie 'autre.

De fagon plus précise, soit @, la rotation (fonction des u) qui fait passer de
- — . > > . ,
R a R*; soit Me,e,=R(z) un repere quelconque de E,.,. Nous réserverons
désormais les lettres grecques aux indices supérieurs a n et les minuscules

. - . . 0 —>
latines ¢, /, ..., aux autres indices. Faisons subir aux vecteurs e, dans leur
n-plan la rotation @,. On obtient un repére R(z*) et soit

(2) *=0,(s)
la transformation qui fait passer des z aux z*.
Les relations entre les w,(5%), w;(3*) et les w,(z), w,(z) sont, d’apres le

n° 81, les mémes qu’entre ©,, &, et &}, o). Le systéme transformé de o par @,
est par suite

(3) o*(2*) = glw(s*), ®*].

Si les z vérifient o(z), les z* vérifient *(5*), donc sont solutions de ¢*(z) et
les familles R(u) et R*(«) sont attachées & la méme variété V. Nous retrouvons
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ainsi I'équivalence géométrique de o et o*, mais ce qui importe pour la suite
c¢’est la forme du transformé de o par 9,.

91. Soit Z(w, @), le systéme obtenu en adjoignant aux équations de ¢ celles
qui s’en déduisent par derivation extérieure. X est un systéme fermé a N fonc-
tions inconnues z des n variables independantes u (*).

Les notions d’égalités superflues, d'élément générique et d’élément intégral a
p dimensions de X ont été rappelées au n° 55. On a pour X la condition suivante
d’involution.

Condition A, nécessaire et suffisante pour que X soit en involution. — Pour
pSn—1, il passe, par U'élément intégral générique 1, @ p dimensions de X, un
élément intégral a p + 1 dimensions.

Comme dans le cas de n=2, nous allons en déduire une condition plus
maniable : cela reviendra en somme a donner une forme réduite simple a I’élé-
ment [, générique {*).

92. Considérons les « et les z comme les coordonnées d’un pointd’un espace
auxiliaire & n + N dimensions. Un élément intégral 3 p dimensions sera défini
par p ¢léments lineaires indépendants (de méme centre et en involution deux
a deux). Un élement linéaire sera défini par les coordonnées (u, z) de son
centre et les parametres directeurs du, dz de sa direction. Or prendra comme
paramétres directeurs, aulieu de du, dsz, les quantités o, (¢ <n) et w qui sont les
premiéres indépendantes en du, les derniéres independantes en dz et indépen-
dantes des du.

93. Effet des rotations 0, sur les éléments intégraux de X. — D’apres le n° 90,
le transformé par O, de o(w, @) est o(w, ©*), c’est-d-dire le systéme o corres-
pondant au choiz des repéres R* déduits de R par la rotation ©,. Cette propriété
reste vraie pour les systémes fermés correspondants X, X*.

a. Tout élément intégral ], de L est transformé par ©, en un élément intégrall},
de X. En effet soit X le systéme X dans lequel on ne distinguerait plus les u
comme variables independantes. I’ est visiblement intégral pour Z*. D’autre

part, ®, ne modifie pas les « : I, introduisant exactement » — p relations entre
les du, il en est de méme de I’. €. Q. F. D.

b. Il en est de méme du passage par ©;" de £* a X. Par suite, étant donné un
élément 1, st pour * il passe par U, un 1, il enrésulte que, pour X, il passe parl,
unl,.,, et réciproquement.

() N= (n+g)(n+q—+1)

2
(2) Cf. [i. CartaN [11].
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c. Etant donné un élément I,, on peut donc, pour voir s’il passe par lui un
I,1, opérer sur 'élément I’ qui correspond a I, dans un X£* quelconque, c’est-
a-dire dans un autre choix des repéres de E,.

Considérons les n premiéres coordonnées u;(<n) du centre de I, et les
n premiers parameétres directeurs w; d’un quelconque de ses éléments

] T Ty AT . 1 , = ] D
linéaires €. Soit M le point de E;, de coordonnées u, et Me; le repéere R corres-
pondant. Quand e varie dans I,, les @; sont liés exactement par n — p relations,

etles points M;+ miz décrivent un p-plan (e,) de 'espace du repére R. Soit R*

un repére dont les p premiers vecteurs soient dans (e,). Il se déduitde R par
une certaine rotation ®; et I’on a

* J— * — R *
Wit = Bppe=...= @} = 0.

Au lieu d’opérer sur I, nous opérerons sur I correspondant a I, dans le. choix
des repéres R*.

d. Nous désignerons par ¢; un élément linéaire intégral dont les n premiers
parameétres directeurs vérifient

(&) ®;7Z 0, @, = o0 (J<n, j i)

et nous dirons qu’un élément intégral a4 p dimensions est un élément I:,’, s’1] est
formé de p éléments ¢; avec < p (deux a deux en involution). Un tel élément I?

est intégral pour %, et, comme il introduit exactement n — p relations entre
les du (a savoir ©,,, = ©,.,=...= @, = 0), il est intégral pour Z.

D’aprés (¢), étant donné un élément 1, il existe un systéme X* dans lequel
Uélément 1}, trans formé de 1, est de la forme 1, (*).

94. Nous pouvons maintenant établir les conditions suivantes d’involution,
dont il nous suffira d’utiliser le caractére suffisant :

Conditions B (suffisantes pour que I soit en involution). — a. Par le point
intégral générique passe un élément linéaire intégral. b. Pour le repére géné-
rique de B, et U'élément 1) générique, ot pSn—1, il existe un élément ¢, en
involution avec 1.

1° Lacondition (B, @) n’est autre que la condition A relative au point intégral.
2° Si les conditions (B, ) sont vérifiées, les conditions A relatives aux
éléments I, 4 p >1 dimensions sont vérifiées.

Soit en effet un élément I, intégral de . Il lui correspond, dans un certain
systéme X* relatif 4 des repéres R*, un élément I} de la forme I} (93 d).

(1) Il existe méme une infinité de £*, du moins pour p <n — 2. En effet la rotation 8; de (c) n’est

pas completement déterminée : 8, étant une rotation conservant (e,), on peut remplacer 6, par
8,8,
p i
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Si B est vérifiée, ou bien il passe par I} un élément I,

ou bien on a ’une ou 'autre des circonstances suivantes :

doneparl,unl,,,

«. R* n’est pas générique, ¢’est-a-dire vérifie une condition d’égalité.
3. R* ne vérifie aucune égalité, mais I} est un I} vérifiant une condition
particuliere d’égalité.

La circonstance («) entraine que I, est un ¢lément intégral de X pour lequel
les @;sont liés par une certaine relation d’égalité qui n’est pas nécessaire pour
que I, soit intégral : I, n’est pas générique.

La circonstance (3) entraine que I} vérifie une égalité superflue. et 'existence
d’une telle égalité est conservée par ©7': I, n’est pas générique.

En définitive, s1 B est vérifiée, ou bien il passe par I, un I,_,, ou bien I, n’est
pas générique, et ceci pour p<n—1: A est vérifiée. C. Q. F. D.

95. Définition analytique des ¢;. — Les paramétres directeurs d’un élément
iinéaire étant définis a un facteur prés, nous prendrons comme parameétres
directeurs d'un élément ¢; les quantités suivantes :

(21) m=w=1, w=w;=0 (JFLjin); o=aq (s=2, ai, 23).

Nous consideérerons (¢/. E. Cartan [11])les a,, a,;» comme les composantes
— - -
de vecteurs ay, a; par rapport & ¢ vecteurs unitaires rectangulaires u, d’un

espace euclidien auxiliaire 4 ¢ dimensions :

— - - —
(1) AN== Agnlly Wih== QihUsy.

96. Ezpression analytique de la condition B. — 1° Remarquons d’abord que
la condition (B, a) est vérifiée. En effet, tout point (u, z) est intégral; le point
de coordonnées u reste par hypothése dans un domaine E, ou [, ..., ©,]|5 0.
D’apres la forme de 5, on peut donc prendre arbitrairement les @, c’est-a-dire
les du, pour un élément linéaire intégral passant par (u, z): d’ou Iexistence
d’éléments introduisant n — 1 relations entre les du. C. Q. F. D.

2° Condition (B, b). — Les équations de fermeture de X sont (c¢/f. n° 84)

) % (1) [y 0x]= Tu|wrw],
(2) [wojwai] = Ryjne[ wawr].
On cherche un ¢,., en involution avec p éléments ¢,, ¢, ..., ¢, donnés.
> >
C’est-a-dire qu’on se donne les a;, ay, a,3, pour A<p et qu’on cherche les
5 —

— o
vecteurs @,.,, @, et les a gy qui définissent ¢, ,.

Les équations du premier degré o laissent ces quantités arbitraires poure,.,.
Seules, les équations (1) et (2) leur imposent des conditions. Elles équivalent
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aux relations suivantes, ou interviennent des produits scalaires de vecteurs :

3 e —_ T TS
an au — Upi1 A= 7 12 i ..
(Up) ( ) h Gy “p+1 _; hp+1 L ’ i) (h :-<_P; l,jgll).

(4) a/’l“l{)-} 1 a//H 10— Rz/hp+1 [ij; h]

Remarquons que les a,u5 restent arbitraires. On a un systéme (U,) aux

. -—+ . /4 I
vecteurs inconnus a,.,, @,/ (i<n), les autres vecteurs étant donnés.

97. Etude du systéme U,. — Propriiti 1. — Le systéme U, est compatible st les

- o .
np vecteurs ay, sont linéairément indépendants (condition suffisante). En effet :

1° Choisissons arbitrairement a Les équations [12, 4] de (U, 4) défi-

AP+
—>
nissent alors les projections de a,— sur les p vecteurs a,;,. Ces vecteurs sont

indépendants par hypothése. Donc les [12, /] sont compatibles : prenons
—

pour a,— un vecteur quelconque vérifiant les [12, A].

2/1+|

— —>

2° Les vecteurs a étant ainsi choisis, les équations [13, ] et [23, 4]
—_>

— —>
5 Sur les a,;, a,,, et sont compatibles puisque

AP+ )p«} '

définissent les projections de a

ces 2p derniers vecteurs sont indépendants. D’ol @ ;—
d’arbitraire.

avec un certain degré

3p+1

——>
3° On continuera ainsi de proche en proche. Les a,—

pour ¢<m, les équations [, m —+ 1, p + 1] pour i <m définissent les projections

étant supposés choisis

_— — —
de Qs Sur les ay, et sont compatibles par suite de I'indépendance des aj,.

D’ou a-—

et gt

4° En opérant ainsi pour toutes les valeurs de m<n—1, on épuise les
équations [¢], 2]. En effet, toutes les [/, A] pour lesquelles 7 <; sont alors
vérifiées, et d’autre part les équations [z, 2] et [ij, 2] sont identiques et les
[z, A] s’évanouissent.

5° Restent les équations (U,, 3). Elles donnent alors les projections du
—_ —> . . , g
vecteur a,,, sur les np vecteurs a;, et sont compatibles (mdependance des aih>.
—_—
D’oua,., (avec un certain degré d’arbitraire si ¢ > np). Toutes les équations

de U, sont alors vérifiées. C. Q. F. D.

Propriére II. — St les ay, sont indépendants et si le nombre q des dimensions de
Uespace des u, vérifie
(2) gzn(p-+1),

—_ —
indépendants entre eux et indépendants des a,,.

ipFr

on peut prendre les vecteurs a,—

THESE 0. GALVANIL 11
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>

Le vecteur a,;— est arbitraire : on peut le prendre extéricur au np-plan des

—-.} . s .y ' . .

a,, puisque np < q. Supposons la propriété vraie pour :<m, et les vecteurs
— — _ . .

@iny @ipers ooy Ay indépendants; ils forment un hyperplan (e¢) & np-+m

dimensions. Le vecteur amp—; est assujetti seulement & avoir une projection
donnée sur certains vecteurs de (e), et peut donc étre pris extérieur a () tant
que (e) ne remplit pas tout I'espace des u,; ce qui a lieu pour m<n—1, car
alors np + m < g, et la propriété s’étend jusqu'a m + 1= n.

C. Q. F. D.

98. Application a la condition B. — Elle est vérifiée si tous les systémes U,
sont compatibles pour p<n — 1. Pour pouvoir appliquer la condition suffisante
(97.1), il faut que les n(n—1) vecteurs de I)_, puissent étre indépendants,
c’est-a-dire que

gzn(n—1).

1° LemMe. — St g=n(n—1) ("élément |} générique a, pour pSn—1, ses
—>
vecteurs ay, linéairement indépendants.
a. La propriété est vraie pour I’élément I} générique, puisqu’en un point (u, z)
— . .
les a,, (h=1) sont arbitraires.

b. Supposons-la vraie pour I’élément I’ générique, et considérons I’élément
., générique. L’élément I} qu'il contient est lui-méme générique (sinon il
entrainerait une égalité superflue pour I} ), et, d’aprés notre hypothese de

.—> . .
récurrence, il a ses vecteurs a,, (A<p) indépendants. Par suite, d’apres (97.11),

. . L. - —
qui est vraie tant que p vérifie (97.2), les vecteurs ay, a,; des 1), passant
par lui peuvent étre pris indépendants; toute relation entre ces vecteurs
constituerait pour I}, une égalité superflue; donc, pour I'I},, générique, la

propriété est encore vraie.

c. La récurrence précédente démontre le lemme pour I'élément I, , tant
que p vérifie (97.2), c’est-a-dire pour pSn—2, soitp41<n—1.

C. Q. F. D.

2° Conclusion. — 1l résulte du lemme et de (97.1) que la condition B est
vérifiée. Le systéme X est en tnvolution, a la condition suffisante que ¢ = n(n —1),
d’ou le théoréme de réalisation que nous avions en vue (n° 87).

Remarquons qu’aucune restriction a I’existence d’l,,, passant par un I, donné
n’est introduite par le choix des u du centre de I, (*). On peut donc affirmer
I'existence d’une réalisation au voisinage de tout point du domaine E, considéré.

(1) 1l n’en était pas ainsi pour n = 2, ¢ =1 (Chap. IV).
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Remarquons aussi qu’aucune restriction n’est introduite par le choix des
repéres de E,.

99. Degré d’arbitraire de la solution générale. — D’aprés la théorie des
systemes en involution [17], P'intégrale générale de X dépend d’autant de
fonctions arbitraires des u, qu’il y a de paramétres arbitraires pour les éléments
intégraux 4 n dimensions passant par I’élément intégral générique a n—1
dimensions.

Ce nombre est celui des I, passant par I’élément I)_, générique. Or tout I,

n—1
passant par I3, est de la forme I} (*). Le nombre des I} passant par I)_, se
déduit aisément des opérations du n® 97 :

—> . . . . .
a. Le vecteur a,, est arbitraire : cela donne ¢ paramétres arbitraires.
— . >
Le vecteur a,, (2< p<n) est donné par ses projections sur les vecteurs a,, ou

—
{Sp—r1,h<n—1, quisontau nombre de (n—1)(p—1), d’ou, pour a,,,

q—(p—1)(n—1)=(rn—1)(n—p-+1) paramétres arbitraires.

ﬁ . -
Les vecteurs a,, dépendent donc de v paramétres arbitraires, avec

p=n p'=n
v:2(n—x)(n-—p+x):(n—1)2p’:n—(-n—;_—l)--
p=1 pr=t

- L. —>
b. Le vecteur a, est donné par ses projections sur les n(n — 1) vecteurs a,,
ou2<n, h<n—1. Il est bien déterminé.

. . —1
c. Les a,g, sont tous arbitraires, et sont au nombre de v, = Z(‘7_2__).
Conclusions. — 1° Les fonctions z constituant I'intégrale générale dépendent
de v+ v, fonctions arbitraires des u.

2° Mais les variétés V correspondant 4 des solutions distinctes en s ne sont
pas toutes distinctes : a une méme variété V correspondent une infinité de

solutions en z provenant des rotations @, du repére R(s) (¢f. n° 81). Ces
rotations dépendent de

v, =

= q—g—qf—l) parametres,

et les solutions en 5 attachées 2 une méme variété V dépendent de v, fonctions
arbitraires des u. 1l en résulte la proposition suivante :

(*) Il n’en est pas de méme, pour p<n—2, des [, passant par IJ.
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Les variétés réalisantes dépendent de
n(n*—ru)
—_— ——————

2
JSonctions arbitraires des u.

100. Classe des espaces @ connexion euclidienne. — On peut étendre aux
espaces a torsion la définition de la classe des espaces de Riemann (¢/f. [3] et [9]);
ce sera le plus petit entier r tel que 'espace donné E/, soit réalisable par une
variété d’éléments r-plans plongée dans I’espace euclidien 4 n—+rdimensions (*).

D’apris ce qui précéde, la classe ne saurait dépasser n(n —1). D’autre part,
si I'on désigne par X et Y, le nombre de fonctions arbitraires des u dont
dépendent respectivement un espace E, et une variété a n dimensions
d’éléments g-plans (*), on trouve que
n(n—ri) .

2

2

Y, 2X entraine q2

n(n—ri)

2

Ainsli, dans le cas général, la classe est au moins égale a » mais pourrait

(1) Indiquons rapidement ici une généralisation aux espaces a torsion des conditions de Ricei [3]
pour qu'un espace de Riemann soit de classe 1. Des conditions nécessaires s’obtiennent en étudiant
les variétés V,_, & n—1 dimensions d’éléments linéaires de I’espace & n dimensions. Ainsi, pour
une V,_, a courbure et torsion non nulles, dans le cas général ou il n’existe pas de 2; tels que

(0 AiRijnk= o,
on peut mettre les composantes relatives sous la forme
Wni = YVihWh, Wp = UpWp),
ct on trouve les conditions suivantes qui généralisent celles de Ricei (¢f. [9]) -
1% La courbure et la torsion sont de la forme
(2) Rijne=YjnYik— YirYins
(3) Tinz= a;Rijnx.
20 Los dérivées absolues des y et des a vérifient
(4) Yingk— Yik.n = TinkYij,
(6) A, p— Qpk= Yhk— Ykh-

Ces conditions sont sulfisantes parce que les composantes relatives (de la V}i_,) obtenues & partir
de y et de a vérifient alors les équations de structure de 'espace cuelidien. La réalisation est unique
si les y et les e sont définis de facon unique par (2) et (3).

Les espaces a parallélisme absolu donnent licu & une étude analogue [oit n’interviennent d’ailleurs
plus que des équations linéaires, et non quadratiques comme (2)}. D’autre part au point de vue
géométrique, la connexion induite sur une V}_, donne lien A certaines remarques simples. En
particulier, les V)_, & parallélisme absolu ont un céne directeur et, pour tout cycle élémentaire
d'origine S, le wvecteur de torsion est paralléle au plan tangent au céne directeur le long de la
génératrice paralléle & S; su direction ne dépend pas du cycle chousi.

(*) On peut remarquer au passage que Y pq)— X = v.
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peut-étre ne pas dépasser cette valeur; le théoréme suivant va montrer qu’elle
ne la dépasse effectivement pas. [l s’applique aux esvaces génériques, c’est-
a-dire aux espaces ol [a courbure et [a torsion ne vérifient aucune condition
particuliére d’égalité (rappelons qu’il en est ainsi en général pour les
connexions euclidiennes & courbure et torsion, les identités de Bianchi faisant
intervenir les dérivées covariantes).

101. TakoriME. — Tout espace ponctuel générique a connexion euclidienne
)y . . . . .. 7 n(n-—i1
a n dimensions est localement réalisable par une variété d’éléments —(-2——2 plans

, .. n(n—+1 . .
longée dans Uespace euclidien a rrn+o dimensions.
P >

n(n —1) . ., -
—;— le systéme U, générique

du n°® 96 est compatible pour p<r—1. Nous écrirons ici ce systéme en faisant

Il s’agit en somme de montrer que si ¢ =

. . > ’ .
intervenir les composantes des vecteurs a. Nous allons d’abord établir un
lemme relatif & des formes linéaires étroitement liées aux premiers membres
de Ui

. . nin®—r1 ., . nin*—1
102. Lemme 1. — Le déterminant des —— ) SJormes linéaires [dax rn—1)
variables z,, wa
X}, = Qyp Xyi— Ayin X, A n 1
% ‘ w HTw ot h<n—1; 4, j<n; n<a§-———-n( + ),‘
Xy = Qih Xy — Ay )hTaiy

nest pas identiquement nul par rapport aux a.

n(n—1)
2

. . e
Considérons vecteurs rectangulaires u, de I'espace euclidien 2

nin—i . .
2{n —1) dimensions, et posons

> > - = - = - >
Aan Uy = a1, QghUg = Q, Lqilly = 2;, Lo Uy == Z.

. . . N ) )
Les formes X font intervenir des produits scalaires des x et des a; le lemme
>
revient a affirmer qu’il existe des vecteurs a tels que le systéme

S onaiie e
(Aw) dax=uw'z

A
(Ayr) alax,=alxy
el tae
(Anh) alx,—= w;x
5> =
(Anin) alxp=a,x,

(A) (i, J, hgn—1)
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R
ait pour unique solution x=a,=x,=o0. Nous allons d’abord définir

. .y s . \ > . -
certaines conditions destinées a étre imposées aux a, conditions dont I'utilité se

. . . . -> .
révelera par la suite. Puis, nous montrerons qu’il existe des vecteurs a vérifiant

ces conditions, et qu'enfin ces conditions, jointes au systéme (A),
> - = . , )
entrainent * = x;— x,— o. Le lemme sera bien alors démontré.

Pour cette démonstration, nous abandonnerons la convention relative ¢ la

suppression du signe Y. de sommation <la somme des termes a;b; ne sera plus

représentée par a;b; mais par Zaibi>. D’autre part. nous ne ferons varier les

indices 7, j, 2 que jusqu'a n — 1 (inclus), 'indice n jouant dans la suite un
role particulier. Ces dispositions ne sont adoptées que pour le présent
n° 102.

e > nin—i) PO
a. Conditions (@) a imposer aux a. — 1°Les ‘vecteurs @ ouhSisn—1
. . - -
sont indépendants. On les désignera aussi par A,.

- . e
2° Les a/ vérifieront

> >
(1) wh="1(1, j)a,
avec
(2) 106 Y, D =1,

les 2 vérifiant d’autre part les inégalités

(1" Wi, YAy, RYA(h, D) #1 pour iz£jF£ h i

3° Les a” et a,, seront liés par

(3) at=1(h)a"
avec
(3 M(h)#1(k)# o .pour h£l.

4° Enfin, on aura

() ai= " Bl

et, si 'on désigne par | 3] le déterminant des 37, et que I’on pose

. yl= B[ L(h) — (D).
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les 3 devront vérifier les inégalités

(4") BT~ 0
(5 iyl # o
Ly A . > . . ,_>
b. Possibilité d’un tel choix des a. — On peut d’abord choisir pour les a}

—>
. n(n — . , . . .
ou h<isn—1, a ) > Y vecteurs indépendants arbitraires, soient A,. Les autres

vecteurs a sont alors définis par le choix des X et des 8.

On prendra successivement, pour =1, 2, ..., n—2 et j >1i, des
nombres A(Z, j) 5 o arbitraires, d’ou, par (2), les A(j, 7), tout (7, j) devant
toutefois différer des produits A(7, 2)A(A, j) résultant des % précédemment
définis (A <7). De la sorte, les A(Z, j) vérifient (1"); et les relations (1) donnent

alors les vecteurs :Z,’ ou h< 7.

On peut ensuite choisir arbitrairement les A (A) <o vérifiant (3'); le déter-
minant | 3| n’est pas identiquement nul, par rapport aux 3/, non plus que | y/']
stpu moINs n2> 3. Car |y | a sa diagonale principale formée de zéros, mais tous ses

autres éléments peuvent prendre des valeurs arbitraires (*). Donc | 8! || v/| & o,
et 'on peut choisir les 3! de facon que ce produit ne soit pas nul, donc que (4)
et (5") soient vérifiés.

_—
Un tel choix des 3 donne les vecteurs a”, et les (k) donnent alors les a’.

>
Toutes les conditions (a) sont bien vérifiées par les vecteurs « ainsi définis.

> > =

c. Le systéme (A) et les conditions (a) entrainent x = x;—=x,— 0. — En
effet :

R (n—1)(n—2)(n—23), . .- . . .

1° Les 5 équations (A;j), ol I5£j 7% h5£ 7, entrainent la

relation
- >

(6) wlz;= o.

Car, d’aprés ces équations et les relations (1), on a

- — > -~ > > >
al"z__ ata;=2x(i, h)ahx,_l(z, h)axp= (i, k) A(J, t)dar="20(i, h)A(J, );1—;

et finalement
> - . . >
al =X, k) (J, i) h(h, J)a} ;.

ce qui, en tenant compte de (1), donne bien (6).

_Vh
(1) Y#= (y})o donne, d’aprés (5), B! = ﬁ—)Y—m

choisies. Pour n> 3, il existe des lermes Y/, odt 4 7 i. Pour n = 2, ledéterminant se réduit 2 y{ = o.

» les ) étant les valeurs qui viennent d'étre
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2° En opérant d’'une maniére analogue sur les équations (A;) et (Aun), on
trouve ('), d’apreés (1), (3) et (3") et pour i £ k,

> —>

(7) aka,=o,
>

(8) atx ==o,
=

(9) atzx; = o.

3° Les équations (A,;), (A.:;) et (A;;) entrainent, d’aprés (3), (4) et (5')

> >

(10) ax; = o,
->—>

(11) =0,
>

(12) i = 0.

En effet
> > > . > > > >
ahx = Mi)d z :?} X(i)ﬁ}u’ixzz 1) Bialz),

—
j i

> = > S>> >
o .T,l:E {3}(5}.’1;,,:2 ﬁ;ail:nj::.Z L) Bz
et les (A,;) deviennent alors
. ol S Notne
E Bi[a() — 7\(1)]a1x,:—_-2 vialz;= o.

D’ou, d’aprés ||y} || £ o, les relations (10), qui, par une seconde application des
(A,:) et (Ay), donnent (r1) et (12).

4° Les relations (9) et (10) entrainent, d’aprés (4),

> >
) .
2 B dlai=o,

i

—
c¢’est-a-dire, pour chaque vecteur x;, (n — 1) équations homogénes aux (n — 1)

: it e > >
(1) a"xn_a Z;= )\(lz)(l"x,_)\(/z)a".z_k(lz))\(t lz)u,

= X %1, By dizy = 205 i) h)azZ_ )_‘((/‘)) Wi, h)at, i,

A(2)

d’ou finalement
S a(R)5 >

h h
akz,= lt zp,
A1)
et, d’aprés (3'),
> >
alz,=o0
Dou
S>> >
alx = ara;=o
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—> >
produits scalaires @/ ,; comme d’aprés (4), || B} || 5 o, on en déduit

> >
(13) alz,= o.

5° Les équations (A,,) donnent alors

> >
(14) a2, = o,
d’ou, d’apres (2),

>
(15) alz, = o.

Conclusion. — Les vecteurs ;r;, ont d'aprés (6), (13), (14), (15) leurs projec-
tions nulles sur tous les A_:‘ (¢f. a, 1°); de méme pour x,, d'aprés (7), (11) et

pour @ d’apréé (8), (12). Donc

C. Q. F. D.
Remarque. — La méthode tombe en défaut pour n = 2, parce que ||y}|=o

dans ce cas. On devait d’ailleurs s’y attendre (n°54). Pour n = 3, ladémonstra-
tion est valable, mais les permutations d’indices de (¢, 1°) n’ont plus lieu.

103. 11 résulte du lemme I que les P=p-'i"—2tﬁformes X (soit X))

correspondant & A< p sont indépendantes pour des a génériques, d’ou :

Lenye II. — 11 existe (au moins) un déterminant d’ordre P de ces P formes X,
qui n’est pas identiquement nul par rapport auzx a.

n(n—i)

104. Application aux systémes U,. — Si g= » le systéme U, peut

s'écrire
Xhz == '1‘111/7—:1-

U (hp; i,j<n);
P Xhz/:R/zh}-;:f =P b

en posant, dans les X, du n° 103,
Xy == QapTi) L1 == Aoy Ti-

Nous désignerons désormais par le symbole général a,, les a.y, a., pour
lesquels 2<p, et par 1T, les composantes de la courbure et de la torsion qui
figurent dans les U;, o k< p.

Parmi les déterminants de U,, choisissons-en un qui ne soit pas identique-
ment nul par rapport aux a, et désignons-le parA,. (L’existence en est assurée
par le lemme II.) Si U, est attaché 4 un élément intégral I), les a, vérifient les
systemes U,, U,, ..., U,_, (nécessaires et suffisants). Nous désignerons par
A,(17) la valeur que prend alors A,,.

THLSE O GALVANI 12
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Nous allons démontrer que, si Uespace E, est générique, le déterminant A (1))
n'est pas nul pour Uélément 19, générique et le repére générique de E,, et cect quel

)
P n?

que soitp<n—r1.

a. La proposition est vraie pour p =1. En effet, pour I'l] générique, les a )
sont arbitraires et A, =£ o entraine A, (I) < o.

b. Nous allons montrer que, si la provriété est vraie jusqu’'a l'indice p —1
inclus, elle Uest encore pour U'indice p. Tout d’abord U,_, est alors compatible et
il existe des éléments intégraux I’.

n_y» qui sont
eux-mémes génériques. D’aprés I’hypothése de récurrence, les déterminants
A, A, ..., 4, correspondants ne sont pas nuls : on les prendra pour déter-
minants principaux des systéemes U,, U,, ..., U,_,. De la sorte on peut définir
I’élément I} générique par les paramétres a,, de son I}, qui sont tous arbi-
traires, et par un certain nombre de parameétres a.., @, a indices bien deter-
minés, qui sont les inconnues non principales de U,, et comme telles laissées
arbitraires par U, ; de méme pour I3, etc.

Finalement, I’¢lément I) générique sera défini par un certain nombre de

1° L’élément 1) générique contient des éléments I}, I}, ..., I)

ses ay, 4 indices bien déterminés, que nous représenterons par @,, et qui
peuvent prendre des valeurs absolument arbitraires. Les autres a, sont des
fonctions rationnelles bien déterminées de ces a, et des 1l ,_,,.

2¢ Il en résulte que le déterminant A,(I7) est, pour I’élément [} générique,
une fonction rationnelle bien déterminée des variables indépendantes a, et II,_,,

AI’(II(:) = é’[&m Hp-1;]-

S’il est nul pour I'l) générique, c’est que g ==o par rapport aux (17, pour les
valeurs que prennent les I dans 'espace donné (quel que soit d’ailleurs le
point de cet espace ou le repére choisi). Si cela ne se produit pas quels que
soient les IT voisins de ces valeurs, c’est-a-dire si g £ o (par rapport aux a et
aux IT), les 1I vérifient une égalité superflue, et 'espace E; n’est pas géné-
rique (').

3° Or g n’est pas identiquement nulle. En effet, on peut choisir les a et les IT
de facon que les a,) prennent des valeurs arbitraires données a I’avance. 11 suffit

pour cela de se donner des a, arbitraires et d’en déduire les @ (qui sont
certains a, bien déterminés) et les IT qui s’en déduisent par U,, Us, ..., U,_,).

(') Le fait que g o suffit & montrer qu’il existe certains domaines pour les variables Il ou la
proposition est vraie; la démonstration se réduit alors au 3°. Mais cela ne suffit pas pour affirmer que
les espaces pour lesquels la proposition n’est pas démontrée vérifient des conditions d’égalité, car la
fonction g n’est déterminée que dans I’hypothése de récurrence.
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On peut donc choisir les @ et les II de fagcon que A,A,...A,5£0, puisque ces
déterminants ne sont pas identiquements nuls par rapport aux a. On a alors

g # 0. Donc g=£o. C. Q. F.D.

c. Larécurrence s’étend jusqu’a p=n —1 (c’est-a-dire tant que A,=£0), et
la proposition est démontrée.

105. Conclusion. — L’inégalité A,5< o entraine la compatibilite de U,; la
proposition précédente a donc pour conséquence immédiate le fait que la
condition B est vérifiée pour un espace E/, générique, d’ou I'involution de X et
le théoréme d’existence du n° 100.

Degré d’arbitraire de la solution générale. — D’apreés la théorie des systémes
en involution et I'étude que nous venons de faire des systémes U, (systémes

: . fo . Lo v , n{n-—+1 . .
polaires), la solution générale géométriqgue dépend de (—2—lf0nctlons arbi-

traires de n —1 arguments (*). C’est le degré d’arbitraire d’une correspondance
ponctuelle entre une variété ponctuelle & n —1 dimensions donnée, et une

i N . . . . , v n(n—+1
variété ponctuelle an — 1 dimensions arbitraire plongée dans’espace & n{ntr)

dimensions.
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