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PREMIÈRE THÈSE.

SUR LÀ RÉALISATION

DES

ESPACES PONCTUELS A TORSION

EN GÉOMÉTRIE EUCLIDIENNE

INTRODUCTION.

C'est dans les travaux de Gauss [1] (1) que Ton trouve le premier exemple
d'un espace non holonome, l'exemple devenu banal d'une surface plongée dans
l'espace ordinaire. La géométrie sur la surface, considérée comme un continu
à deux dimensions, est complètement définie quand on connaît l'expression de
la distance de deux points infiniment voisins. Cette expression est induite
sar la surface par la métrique euclidienne de Fespace ambiant : c'est donc le
a point de vue externe » [8] de définition d'un espace de Riemann, qui est a
l'origine de la théorie.

Si Ton se donne, au contraire a priori dans un continuüm, l'expression de
la distance élémentaire, on se libère de l'existence d'un espace ambiant. Ce
point de vue interne suffit pour édifier complètement la géométrie rieman-
nienne. Mais il n'en reste pas moins que le point de vue externe se trouve a
l'origine non seulement de la théorie elle-même, mais aussi du nouvel essor
qu'elle a pris, en 1917, avec la notion de parallélisme de Levi-Civita. Cela tient
sans doute à ce qu'il donne une image plus concrète des espaces de Riemann.

(*) Les crochets renvoient aux numéros d'ordre de la bibliographie.

THLSE O. OALVANI 1
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\J équivalence locale des deux points de vue résulte du théorème de
Schlaèfli [2], d'après lequel tout espace de Riemann est localement réalisable
par une variété plongée dans un espace euclidien à nombre suffisant de dimen-
sions. Ce théorème, énoncé vers 1878, ne fut démontré en toute rigueur que
beaucoup plus tard, en 1926 [10 et 11]. Vimpossibilité d'une équivalence
globale a été établie par Hilbext [5], qui a montré l'impossibilité de réaliser
tout le plan de Lobatchewsky au moyen d'une surface euclidienne privée de
singularités.

Depuis 1922, les espaces de Riemann ne sont qu'un Chapitre bien particu-
lier de la théorie des espaces non holonomes de M. Élie Cartan [6]. Cette
théorie procède du point de vue interne. Les espaces de Riemann sont les
espaces ponctuels sans toi*sion à connexion euclidienne [14],

La question se pose alors de savoir s'il est possible, au moins localement, de
concevoir les espaces non holonomes du point de vue externe. Or, sans même
sortir des connexions ponctuelles euclidiennes, il n'existait jusqu'ici aucun
schéma général externe de ces espaces. La connexion induite par l'espace
ambiant [8] sur une variété ponctuelle euclidienne est toujours sans torsion,
de sorte qu'aucun espace à torsion ne peut être réalisé par une variété ponc-
tuelle, si du moins on désire attacher à cette variété sa connexion intrinsèque,
c'est-à-dire celle qui rend le mieux compte des relations de la variété avec
l'espace ambiant.

Le but de ce travail est de donner, en géométrie euclidienne^ une image
externe des espaces ponctuels non holonomes les plus généraux {pouvant
comporter une torsion). La méthode consiste à utiliser, pour réaliser ces
espaces, des variétés non ponctuelles (congruences de droites, d'éléments
linéaires, e t c . ) , sur lesquelles est définie une connexion ponctuelle intrin-
sèque. Les espaces sans torsion entrent comme cas particuliers dans ces
schémas généraux.

Une fois définie, sur une variété appartenant à une certaine catégorie, une
connexion d'une certaine espèce, il faut encore, pour le but que nous nous
proposons, montrer qu'étant donnée une connexion de cette espèce, on peut
trouver une variété de la catégorie envisagée, qui, plongée dans un espace
holonome convenable, admette localement cette connexion donnée. C'est
l'objet des théorèmes d'existence démontrée aux Chapitres IV et V, qui généra-
lisent en somme le théorème de Schlaèfli.

Cette étude, limitée aux connexions ponctuelles euclidiennes, peut néan-
moins fournir un cadre pour une étude analogue concernant d autres connexions
(d'autres groupes fondamentaux ou d'autres éléments générateurs). D'où
l'emploi exclusif de la méthode du repère mobile (qui fournit un cadre analy-
tique général pour la théorie des espaces non holonomes); d'autre part les
diverses connexions induites envisagées ont été définies conformément à des
principes généraux qui ne précisent ni groupe fondamental, ni élément gêné-
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rateur. — Nous publierons par ailleurs [18] un exemple d'une telle extension^
relatif aux connexions ponctuelles affines à n dimensions, dans le cas général
(réalisation toujours possible dans l'espace affine à n2 dimensions) et dans le
cas de la géométrie des groupes de Lie [12], où certaines réalisations se rat-
tachent au problème de la représentation linéaire de ces groupes.

Les principes généraux sont posés au cours du premier Chapitre, qui
rappelle en même temps, en les présentant sous une forme aisément généra-
lisable, des considérations classiques relatives aux surfaces euclidiennes. Les
trois Chapitres suivants sont consacrés aux connexions euclidiennes à deux
dimensions. Le Chapitre II définit la connexion ponctuelle induite sur une
congruence d'éléments linéaires plongée dans l'espace ordinaire. Cette définition
est susceptible d'une interprétation de nature mécanique. Elle fournit d'autre
part, comme cas particuliers, la connexion d'une congruence de droites [16 a],
et la connexion riemannienne classique d'une surface.

Le Chapitre III contient une suite de théorèmes sur les propriétés géomé-
triques de cette connexion induite; les résultats classiques relatifs à la courbure
de Gauss et à certaines propriétés des géodésiques, en sont des cas particu-
liers. Nous faisons d'abord une étude complète de la courbure et de la torsion,
enlesreliantà certains éléments géométriques tels que les foyers de la congruence.
Les résultats obtenus sont très simples dans le cas général (nos 20 et 23), un
peu plus compliqués dans certains cas de dégénérescence. D'autre part, l'étude
des congruences admettant la même connexion induite conduit en particulier à
Y applicabilité de leurs surfaces polaires (* ).

Nous étudions ensuite les « pseudo-lignes » (variétés à un paramètre) de la
congruence, qui correspondent à des lignes remarquables de l'espace réalisé,
par exemple aux droites (définies par le transport parallèle), ou aux géodé-
siques (a) (extrémales de la longueur). Par exemple, les pseudo-droites sont
étroitement liées à des dé^eloppables d?un complexe associé à la congruence.
Signalons aussi une relation entre les pseudo-droites géodésiques éventuelles et
les géodésiques de la surface polaire, ainsi que l'étude des espaces admettant un
réseau de droites géodésiques (n° 41 ).

Les congruences à cône directeur, qui réalisent les espaces à parallélisme
absolu, font l'objet d'une étude spéciale concernant le parallélisme et les
pseudo-lignes remarquables. En particulier, nous mettons en évidence divers
cas où le parallélisme induit se traduit par un parallélisme ordinaire dans
l'espace ou par une égalité d'angles. Une étude analogue est faite pour les
congruences à plan directeur qui correspondent aux espaces où la torsion a
une direction fixe. Ils constituent une classe de congruences admettant un

(1) La surface polaire est l'enveloppe des plans normaux aux éléments générateurs en leur
centre.

(2) On sait que ces deux familles sont distinctes, du moins dans le cas de deux dimensions [8],
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réseau de pseudo-droites géodésiques^ une autre classe étant formée de congruences
de normales à une dèveloppable (le réseau en question est alors formé des
plans normaux à la développable le long de ses génératrices). Le Chapitre se
termine par une brève étude relative aux lignes de torsion et par deux
exemples particuliers.

Le Chapitre IVa pour objet Pétude détaillée de la réalisation d'une connexion
ponctuelle euclidienne à deux dimensions arbitrairement donnée, par une
congruence d'éléments linéaires de l'espace ordinaire. Il contient principa-
lement une démonstration du théorème d'existence (avec, dans le cas le plus
général, une formulation simple du problème de Cauchy\ et une étude plus
directe du cas du parallélisme absolu, qui permet d'expliciter les résultats et
surtout à'indiquer des formes géométriques types auxquelles peuvent se réduire
les solutions (possibilité de choisir le cône directeur, ou, si la torsion a une
direction fixe, de réaliser l'espace par des congruences de normales à une
droite ).

L'étude complète de la réalisation par des congruences de droites est donnée
dans le cas du parallélisme absolu. Une étude analogue du cas général, publiée
aux Comptes rendus [16 6], n'a pas été reproduite.

Le cinquième et dernier Chapitre est consacré aux connexions à n dimen-
sions. Un premier théorème d'existence (n° 87) affirme la possibilité de les
réaliser, au voisinage d'un point quelconque, par des variétés d'éléments
plans (éléments à ri2 — n dimensions) plongées dans l'espace euclidien à ri1

dimensions ; une telle réalisation existe quel que soit Vespace donné. Un second
théorème d'existence (n° 101) affirme la possibilité, quand l'espace donné est
générique, de le réaliser, au voisinage d'un point générique, dans l'espace

euclidien à -—n~^ * dimensions, ce qui généralise exactement le théorème de

Schlaefli. D'autre part, la notion de classe des espaces de Riemann se géné-
ralise d'elle-même aux espaces à torsion, et à ce propos (n° 100) nous
donnons brièvement quelques résultats relatifs aux espaces de classe 1 :
généralisation des conditions de Ricci [3] et considérations géométriques sur
les variétés réalisantes.

Tant par la vaste théorie géométrique à laquelle elle se rattache (espaces
généralisés) que par les instruments analytiques employés (méthode du
repère mobile, théorie des systèmes en involution), l'étude que nous venons
d'analyser ne saurait se concevoir sans les travaux de M. Élie Gartan. Qu'il me
soit permis de lui exprimer ici ma profonde et respectueuse reconnaissance
pour l'intérêt très bienveillant qu'il a pris à mes recherches. Je tiens aussi à
remercier bien vivement AL Georges Bouligand et M. René Garnier de la
sympathie qu'ils m'ont témoignée; et je prie M. Paul Montel, qui a bien voulu
accueillir ce travail dans les Annales de l'École Normale Supérieure, de trouver
ici l'expression de ma sincère gratitude.



CHAPITRE I.

LA CONNEXION INTRINSÈQUE TRADUITE SUR UNE SURFACE.

PRINCIPES GENERAUX DE DEFINITION D^UNE CONNEXION INDUITE.

1. Dans ce Chapitre préliminaire, nous allons reprendre les considérations
bien connues, qui font d'une surface ordinaire un espace de Riemann à deux
dimensions. Nous donnerons au passage un schéma général de définition d'une
connexion induite, auquel se conformeront nos définitions ultérieures. Nous
ferons aussi, à titre d'introduction, quelques rapides calculs analogues à ceux
que nous retrouverons plus loin à propos des variétés non ponctuelles.

2. Regarder une surface V comme un espace de Riemann, c'est ( ' ) la consi-
dérer comme formée de morceaux infiniment petits de plans euclidiens, avec
une loi permettant de raccorder dans un même plan deux morceaux infiniment
voisins. Cette loi sera caractérisée par l'effet du raccordement sur un repère
rectangulaire.

a. Chaque morceau est formé des points M' infiniment voisins des points M
de V, et Ton assimile M' à sa projection orthogonale m' dans le plan P(M)
tangent en M à V.

6. La loi de raccordement est basée sur la définition du parallelisme de Levi-
Civita, c'est-à-dire sur la convention suivante :

Convention. — L'angle de deux directions o, G' issues de deux points
M et M' infiniment voisins est défini comme égal, au second ordre près par
rapport à MM', à celui des projections orthogonales de o, o' dans P(M).

Une telle convention se légitime par le fait que l'angle de deux directions
de P(M') se conserve au second ordre près par la projection envisagée.

Loi de raccordement. — Si l'on choisit dans chaque plan P(M) un repère
rectangulaire p(M), le raccordement de P(M') dans P(M), déduit de la
convention précédente, amènera f (M') en pM(M') confondu au second ordre
près avec la projection de p(M') dans P(M).

M. Élie Cartan a montré ( ' ) que, parmi toutes les connexions qu'on peut
imaginer sur une surface (en modifiant la correspondance a ou la loi 6), la
précédente possède un caractère intrinsèque, et a étendu ces conceptions à
d'autres géométries (affine, projective, conforme).

3. Si l'on effectue le raccordement de proche en proche le long d'un arc (C)
tracé dans V, on obtient le développement (1) le long de (C) de l'espace de

(*) Cf. t. CARfAN[8].



Riemann E réalisé par V. L'ensemble des développements le long des divers
arcs tracés sur V constitue la carte de E. On peut encore dire que les opéra-
tions a et b du n° 2 définissent la carte intrinsèque de Y, et que, par définition,
l'espace E réalisé par V est celui qui admet pour carte la carte intrinsèque
de V.

Les considérations précédentes n'exigent pas absolument que V soit
engendrée par un point. Considérons par exemple une congruence V de
droites S. Nous dirons encore que V réalise un espace ponctuel à connexion
euclidienne, si Ton peut la considérer comme formée de morceaux infiniment
petits (-v(S) dont les éléments soient en correspondance biunivoque et continue
avec les points d^un morceau infiniment petit y(S) d'un plan euclidien, et si
Ton possède une loi de raccordement des y(S) et ^(S') relatif à deux morceaux
w (S ) et Hf(S') infiniment voisins.

On pourra alors assimiler (*>(S) à y(S) et Ton aura bien une connexion
ponctuelle. On peut encore dire que y(S) constitue la carte infinitésimale de
**'(S) et que la loi de raccordement permet de construire la carte de F.
L'espace réalisé est alors par définition celui qui admet pour carte cette
carte de V.

4. De façon générale, considérons une variété V à n dimensions d'élément
générateur S, et d'autre part un espace holonome E à n dimensions^d'élément
générateurs, et de groupe fondamental G.

Pour définir une connexion du groupe G et d'élément s intrinsèquement
induite sur V, on établira, par des opérations géométriques intrinsèques :

a. Une correspondance biunivoque et continue entre les éléments S' infini-
ment voisins de S et les éléments s'infiniment voisins de s d'un espace E, soit
E(S) intrinsèquement lié à S; l'ensemble y(S) des /constituera la carte infini-
tésimale de Y en S.

b. Une loi L de raccordement de E(S ;) dans E(S). On choisira dans tout
E(S) un repère [14] p(S) d'élément origine s, et la loi L sera caractérisée par
la position ps(S') que e raccordement assigne au repère p(S') dans E(S).

Cette loi devra évidemment respecter la carte infinitésimale, c'est-à-dire que
l'élément origine de ps(S') doit être l'élément sf.

Dans ces conditions, si Ton assimile les éléments S' à leur carte Y ( S ) , V
réalise un espace (holonome ou non) d'élément générateurs, du groupe fonda-
mental G. On peut encore définir cet espace réalisé comme celui qui admet
pour carte la carte intrinsèque de V déduite de la correspondance a et de la
loiL.

Les connexions induites que nous nous proposons d'étudier sont des
connexions ponctuelles (les s sont des points), mais les variétés V ne seront
pas en général ponctuelles.
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5. Composantes relatives de la connexion induite. — Dans le cas classique
d'une surface euclidienne V, comme dans les cas plus généraux que nous
venons d'envisager, la carte infinitésimale et la loi de raccordement sont bien
définies par la connaissance de la position de ps(S') Par rapport à p(S); les
origines des ps(S') donnent en effet la carte infinitésimale, et la loi de raccor-
dement a été caractérisée justement par la position relative de ces repères.

Les paramètres de la transformation, rapportée à p(S), qui amène p(S)
en ps(S;) constituent les composantes relatives de la connexion induite. On peut
les regarder comme les coordonnées de ps(S') par rapport à p(S). Soit T(S,S')
la transformation du groupe G définie par ces paramètres. Nous supposerons
les repères p choisis de façon que T(S,S') soit une transformation infiniment
petite. Cela aura toujours lieu dans les applications que nous avons en vue.

L'espace réalisé par la variété V peut donc être défini par la famille des
transformations T(S,S') associées à tout couple d'éléments S, S' infiniment
voisins dans V. On reconnaît la définition générale des espaces non holonomes
de M. Élie Cartan [14], dans laquelle les transformations T(S,S /) jouent préci-
sément le même rôle qu'ici, à savoir :

i° On attache idéalement à tout élément de l'espace envisagé Sun repère
p(S) d'un espace holonome auxiliaire E( S).

2° Les éléments S7 infiniment voisins de S sont assimilés aux origines des
repères ps(S') obtenus en faisant subir à p(S) les transformations T(S,S');
et la loi de raccordement de E(S') dans E(S) assigne à p(S') la position
p.(s#).

Dans le cas d'une connexion intrinsèquement induite par l'espace ambiant,
on peut prendre pour p les repères p(S) précédemment définis, et qui sont
attachés intrinsèquement aux éléments S.

6. Effets d'un changement de repères sur les composantes relatives. — Un
autre choix de repères p(S) d'origine s donnerait, pour la même connexion,
des composantes relatives différentes. Conserver la môme connexion, c'est
d'après sa définition, ne changer ni y(S), ni la loi de raccordement de E(S')
dans E(S).

Soit p*(S) un repère de même origine que p(S), et qui s'en déduit par une
transformation ©(S) du groupe G, laissant fixe l'origine. Par analogie avec la
géométrie euclidienne nous appellerons rotations de telles transformations ©.

a. On ne change pas y(S) : pî(S') â donc même origine que ps(S').
b. On ne change pas la loi de raccordement de E(S') dans E(S) : ps(S;) se

déduit de ps(S') par la rotation ®(S').

La transformation T*(S,S') qui fait passer de p*(S) k pî(S') se déduit aisé-
ment de T(S,S/), de O(S) et de ®(S'). Nous dirons qu'elle est la transformée
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de T(S,S') par la famille des @(S). Les composantes relatives de la connexion
induite sont définies à une trans formation près par une famille de rotation,

7. Composantes de Vespace de Riemann E' réalisé par une surface. — On a vu
que ce sont les coordonnées du repère pM(M') par rapport à p(M). Soit
E4£2 les vecteurs de base pM(M'), dont l'origine est la projection m' de M' dans

P(M), et soient exe* ceux de o(M). Les composantes relatives T3i9 cy2, n^2 de E;

sont définies par

f E, z=€t H-

D'autre part les p(M) forment avec le vecteur unitaire e3 normal à V un
repère R(M) du premier ordre de V [14]. Considérons une famille analy-
tique 3* de repères ï$(M) du premier ordre de V, et soient toh to^ (*',y = i, 2, 3)

ses composantes relatives, ce qui veut dire que le repère R(M') = M'̂ - est lié

à R(M) = M^ par les relations (au second ordre près) :

<?3 étant normal à V, co3 = o. En projetant p(M;) dans P(M) on doit obtenir au

second ordre près m1's, s ,̂ donc

(3 )

ce qui donne, en comparant à ( ' ) ,

Appelons composantes tangentielles du premier ordre de V, les composantes
cot, w2, coi2 d'une famille de repères du premier ordre de V. Elles sont définies à

une rotation près autour de e.A9 et Ton peut énoncer :

Les composantes relatives de la connexion induite sont les composantes
tangentielles du premier ordre de la surface.

8. La non-holonomie de E' se déduit immédiatement de ses composantes
relatives et des équations de structure [E2] et [E3] des déplacements à 2 et
3 dimensions. Le déplacement associé [14] à un « parallélogramme élémen-
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taire » (') d'origine M a pour composantes par rapport au repère attaché au
point M

Les équations [E3] qui nous seront utiles sont

E l l e s d o n n e n t , e n t e n a n t c o m p t e d e oa3 = o e t d e ( 7 . 4 ) ( 2 )

(2) û i2= [ W.lâ«3l]-

Les équations (1) traduisent l'absence de torsion. L'équation (2) donne la
courbure R, par la relation O,2 =R[w, co2]; en prenant le repère intrinsèque
(tangent aux lignes de courbure de V) [14], on a

R^Ro étant les rayons de courbure principaux,.et Ton retrouve bien la courbure
tota'e de V.

Enfin le d$* est le même que celui de V, ainsi que le confirment les égalités

ds*=z w\-i- m] = (ùl-h wj-v-w?, [ d 'après ( 7 . 4 ) et « a = o ] .

CHAPITRE IL
LA CONNEXION PONCTUELLE INTRIXSÈQUE D ' Ü N E CONGRÜËNGE ^ÉLÉMENTS LINÉAIRES.

I. — Éléments linéaires et congruences.

9. Un élément linéaire est l'ensemble d'un point appelé son centre, et d'une
droite passant par ce point (appelée son support). Étant donnés un point M et
une droite D, la notation (M, D) représentera l'élément de centre M et de
support D, Inversement, étant donné un élément S, la notation M(S) repré-
sentera son centre, et D(S) son support. Nous dirons aussi pour abréger qu'un
vecteur (par exemple) porté par D(S) est porté par Vêlement S.

Un élément linéaire est bien défini par son centre et la direction 0 du
support, qu'on appellera aussi direction de Vêlement; on le représentera aussi

par la notation (M7 8). Étant donné un vecteur libre u, la notation (M, U)

représentera l'élément linéaire de centre M et parallèle à u.

(!) C1est-à-dire uu cycle M, M H- d\\y M -+- ^\1 -+- SM -t- 8 d\iy M -H OM,M, d et ô, étant deux sym-
boles de différent!ation échangeables entre pnx.

(-) C'est-à-dire les équations (\) du. n" 7. C?,tte notation sera adoptée toutes les fois qu'une rela-
tion figure dans un autre numéro que celui où elle est citée.

THESE O. QALVAWI.
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Nous aurons souvent à associer k S le plan normal en M(S) à D(S). Nous
l'appellerons plan polaire de S et la représenterons par la notation P(S).

Enfin, nous ne considérerons que des éléments orientés; (M, U) aura par

définition le sens de u, et les éléments \M, u), \M, —u) ne seront pas
considérés comme identiques. Ils seront dits opposés.

10. Dans l'espace euclidien E3 à trois dimensions, on peut attacher à tout

élément^ une famille à un paramètre de repères trirectanguIairesR = JIe1f2e3,

dont l'origine M est au centre de S, et le troisième vecteur eA porté par S et
de même sens que S.

Soit Ro = OM, wa«j un repère de base arbitrairement choisi dans E3, et soit So

l'élément linéaire (OM3J. On peut amener So en S par un déplacement T0(S)

comprenant la translation OM suivie d'une rotation d'axe normal à w:î. Alors z/,

vient en u\ et pour amener Ro en R il faut lui faire subir, après le dépla-

cement T0(S), une rotation 3>(S) d'angle z, = u\, ex autour de e-A. S peut être

défini par les 5 paramètres À,(S)(Z = I , 2, , . ., 5) de T0(S) et les repères

attachés à S par le paramètre <p. On les désignera par R^S, o).

11. Une congruence V d'éléments linéaires S est une famille à 2 paramèties
de tels éléments (plongés dans l'espace euclidien E3 à trois dimensions).
Les )w(S) sont alors fonctions de deux variables w1? u2, qu'on peut considérer
comme les coordonnées de S dans V7. Nous supposerons la congruence
analytique, c'est-à-dire les A,-(S) fonctions analytiques de z/,, tu.

La congruence sera dite ordinaire, si (comme c'est le cas général) a. les
centres des éléments forment effectivement une surface, et b. les éléments ne
sont pas tangents en leur centre à cette surface. Nous ne considérerons
désormais que des congruences ordinaires.

On appellera surface des centres le lieu 2 des centres des éléments d'une
congruence ordinaire V. On peut voir qu'alors les droites D(S) décrivent
effectivement une congruence (congruence des supports).

Enfin nous dirons que V est une congruence d'éléments normaux si D(S) est
normale à 2 en M(S), ( ou encore congruence orthogonale}, par opposition à
une congruence de normales (dont les supports sont normaux à une surface).

12. Repères attachés à une cong?*uenceY. — Les repères R(S, o) attachés aux
éléments S de V constituent les repères d'ordre zéro [14] de V. Si <p est une
fonction analytique de uA, u2, les R(S, <p) constituent une famille analytique &
de repères d'ordre zéro de V. La famille la plus générale (analytique) de repères
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d'ordre zéro est alors formée des repères R(S, cp + ô), G étant une fonction
(analytique) des w.

Soient cof, <ûlf(i,j = i, 2, 3) les composantes relatives de 3*; le repère R(S', <p')
attaché à l'élément S' voisin de S est défini, au second ordre près, par

\ M' = M

Les tù sont des formes de PfafT bien déterminées des six paramètres £,,
sa, . . ., sb du déplacement euclidien [14) qui définit R(S, cp); par exemple ces
six paramètres peuvent être les \ et <p. Pour la congruence V donnée, elles
s'expriment en fonction de uu u% et de leurs différentielles, et ce sont ces
formes à 2 variables attachées à V (et au choix de cp) que nous allons
considérer. Nous allons caractériser certaines conditions relatives à Y au
moyen de ces composantes relatives. Nous donnerons à w,, to2, co12 le nom de
compas an tes la ter a les.

a. Caractérisationd'une congruence ordinaire. — Soient d eto deux symboles
de differentiation distincts, c'est-à-dire que [rfuSaJ^o. Si M décrit effective-
ment une surface, cOA et oM ne sont pas colinéaires; et si cette surface n'est pas

tangente en M(S) à D(S), ez n'est pas dans le plan </M, oM, et

(2) \^Mj èM, e-i) ̂  0 (produit mixte).

Réciproquement (2) entraîne JM, SM non colinéaires, et ez non situé dans le
plan (rfM, SM), et Ton a bien une congruence ordinaire (n° 11). Le calcul donne
immédiatement

(dM} ($M, « , ) = &)!(rf)ua(d) — (ùi(à)<ô2(d) = [a>tco2].

Étant donnée une famille à deux paramètres de repères Me^e2ez, la condition

nécessaire et suffisante pour que l'élément \Me.A) engendre une congruence ordi-
naire est que les composantes latérales de translation de la famille soient indépen-
dantes, ce qui se traduit par la relation

(3) [WJUÎJ^O.

b. Congruence orthogonale; congruence de normales. — Les premières sont
visiblement caractérisées par la condition

(4) a>,= o,

qui exprime que d\l est dans le plan polaire, donc normal au support.
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Les congruences de normales sont caractérisées par

( 5 ) co; = o.

En effet, it faut et suffît qu'il existe sur S un pointP = M + pe3 tel que dV soit

normal à D(S), donc ait une projection nulle sur e:i, d'où

cor> - h dp = o ;

to3 est donc différentielle exacte, d'où la condition (5).

II. — Définition de la connexion induite.

13. Conformément au n° 4, nous avons à définir une carte infinitésimale et
une loi de raccordement :

a. La carte infinitésimale y(S) s'obtiendra en projetant le centre d'un
élément S' infiniment voisin de Sorthogonalement sur le plan polaire P(S). On
a ainsi une correspondance continue associant à S' un point m! infiniment
voisin de M du plan P(S).

Cette correspondance est visiblement biunivoque si la congruence est
ordinaire.

6. Le raccordement de P(S") dans P(S) se fera par la même projection
orthogonale sur P(S). Ayant choisi dans tout plan P(S) un repère rectangu-
laire p(S) d'origine M, le raccordement amènera p(S') en ps(S;) confondu au
second ordre près avec la projection de p(S') dans P(S), ce qui est possible
pour la môme raison qu'au n° W2.

Le plan polaire et les opérations a et b sont intrinsèquement liés a S, et
définissent la carte intrinsèque de Y. En assimilant les éléments voisins de S a
leur carte infinitésimale 7(S), V réalise ainsi un espace ponctuel à connexion
euclidienne à deux dimensions E'. Cet espace E' admet pour carte la carte
intrinsèque de V.

Cette connexion ponctuelle intrinsèquement induite sur Y par l'espace
ambiant sera appelée plus brièvement la connexion de Y.

14. Composantes relatives. — Soit Me^2e3 un repère R(S,<p) d'une famille

analytique 3* d'ordre zéro. Prenons pour p(S)le repère M^ e2. Soit m!zxz^ le
repère ps(S/). Les composantes relatives de la connexion de Y sont des formes
de Pfaff mA9 ts2, tsi2 (des variables u) définies par

tïX ~" J JV1 -4~ HJi €\ -\~ TtTo €*>j
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Les équations (12. i) définissent p(S') en fonction des composantes relatives co
de S*; en particulier

M'—

U
La projection de p(S') dans P(S) s'en déduit aisément, et comme elle doit

coïncider au second ordre près avec ps(S'),

(3)

la comparaison de ( i ) et (3) donne

(au Ie ordre près) ;

= e t -f- &)12c2

(4)

Les G7, comme d'ailleurs les composantes latérales (ùi9 co2, a>12, ne sont définis
qu'à une rotation près des repères p(S) autour de leur origine, et Ton peut
énoncer :

THÉORÈME. — Les composantes de la connexion induite sont les composantes
latérales d'ordre zéro de V.

Remarque. — La condition (12.3) pour que V soit une congruence ordinaire
entraîne bien

qui est nécessaire et suffisante pour que les tu définissent un espace ponctuel à
2 dimensions.

15. Courbure et torsion. — Le déplacement infinitésimal associé k un cycle
infiniment petit se calcule comme au n° 8; en conservant les mêmes notations,
on a, pour un « parallélogramme élémentaire » [14],

( l ) fî1=

Ici, to3 n'est en général pas nul, ni proportionnel à la fois à <o32 et co31, et la
torsion n'est pas nulle.

Si le cycle a une origine fixe réalisée par l'élément S, le déplacement associé
est proportionnel à l'aire a du cycle, c'est-à-dire que Ton a, pour la carte dans
le plan polaire de S,

('2) Q = Gié!i-hö2e2=aT, Ö12=«R.

Nous appellerons T le vecteur torsion de V en S, R la courbure de V en S; et,
quand R^ .o , nous appellerons torsion relative de\ en S, le vecteur

T
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Pour un parallélogramme élémentaire, on a

(3) Ö = T[a>1a>il, ilu= R [

d ' o ù , d ' a p r è s ( i ) , le c a l c u l d e R e t d e T = T 1 P 1 + T2<?2 e n f o n c t i o t i d e ui9 tt.2.

1 6 . Relation entre deux congruences de même connexion. — Une congiuence
réalise un espace E' bien déterminé. Inversement, il peut se faire que le
même E' soit réalisé par plusieurs congruences {cf. Gha'p. IAr), par exemple V
et V*. Soient S et S* les éléments réalisant un même point m de E'.

Il existe un déplacement amenant S* en S et la carte dans P(S*) de V* sur la
carte dans P(S) de V, puisque ces cartes sont égales. Ce déplacement amène S'*
homologue de S' voisin de S en $f* voisin de S; et d'après la définition de la
carte, / * passe au deuxième ordre près par m!, projection de M(S') dans
P(S), car ml estaussi la projection de M($')dansP(S); il existe donc un dépla-
cement T(Sj S*) qui amène V* dans une position telle que S* soit en S, et, quel
que soit S' voisin de S, S'* rencontre S/ au second ordre près.

Nous verrons, au n° 25, que si le plan polaire P(S) dépend effectivement de
deux paramètres et enveloppe une surface ç, il en est de même de P(S*), et
que les surfaces polaires ainsi définies sont applicables Vune sur Vautre. Cela se
produit pour tous les E' à courbure non nulle.

17. Interprétation de la connexion induite. — On peut donner de la connexion
induite sur V une interprétation en quelque sorte expérimentale. Imaginons
qu'un élément linéaire mobile S soit maintenu dans V par certaines liaisons, et

que, pour le déplacer, un observateur « habitant V x> lui applique une force F
normale en son centre à son support. Cet observateur pourrait considérer le
déplacement faisant passer S de So à une position voisine S'o comme se

réduisant à sa projection sur F (qui intervient dans le travail de F) et imaginer
que les éléments de V se déduisent de proche en proche par de simples transla-
tions normales à leur support.

A ce titre il se croirait dans l'espace holonome E formé des éJéments se
déduisant d'un élément donné par les translations normales à son support. Cet
espace E est analogue au plan (ponctuel) euclidien : un habitant de V pourrait
se croire localement dans un plan euclidien.

Il pourrait prendre en chaque élément S, le repère p = Me^2 pour repérer le
déplacement de S. Soit p0 et p'o les repères choisis en So et S'o. Si, S allant de So

aS 0 , on entraîne avec lui le repère p (initialement en p0) en l'empêchant de
tourner autour de S, p vient en p' et, pour l'amener en p'o, il faut encore lui
faire subir la rotation o)12. Le déplacement amenant p de p0 à p0 se réduit donc,
pour l'habitant de V, au déplacement de composantes co,,, co2, GO12, le dépla-
cement de composantes to3, co3<, to32 étant assuré par les liaisons.
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IIL — Cas particuliers.

18. Connexion intrinsèque d'une surface. — Dans le cas d'une congruence V
d'éléments normaux, la définition de la connexion de V (n° \ 3) est identique à
la définition, d'après le n° 2, de la connexion de la surface des centres. Inver-
sement, on peut toujours regarder la connexion intrinsèque d'une surface 2
donnée comme celle de la congruence V des éléments normaux à 2 (c'est-à-dire
centrés sur 2 et dont les supports sont normaux à 2), et la connexion intrin-
sèque dune surface est un cas particulier de celle d'une congruence d'éléments
linéaires.

On voit que ce cas correspond à(o3 = o, qui entraîne bien une torsion nulle.
L'applicabilité des surfaces polaires des congruences de même connexion a
comme cas particulier celle des surfaces réalisant le même espace de Riemann.

Une étude directe de la carte meten évidence le fait que la torsion, non nulle
dans le cas général, le devient pour une congruence orthogonale. Soit SS'S"S
un cycle triangulaire infiniment petit, MAI'M" les centres correspondants; m!1

la projection de M" dans P (S') et JJL" sa représentation dans P (S) quand on
raccorde X(S') dans P(S). Et soient m', M", m\ les projections de M', M" et m"
dansP(S).

Quand on va directement de S à S" (par une différentiation unique des ii)
le point représentatif de S" est M". Quand on parcourt le trajet SS'S" corres-
pondant à deux différentiations successives non proportionnelles, on arrive au
point \jf. L'aire du cycle est de Tordre de

y = MM'. M'M".

Les longueurs m\ [/." et m\ AI" sont respectivement de Tordre de

ô2= MM'.MW.

a. Si co3 ?é o, AI" m" est de Tordre de M'M" et m[ M" est de Tordre de a ; 34 est
infiniment petit devant a, et M[ \L" est de l'ordre de a : la torsion n'est pas nulle.

6. Si OL>3 = o, AI" m" est au contraire de Tordre de a M'Al"2 et o2 = a Al'Al" ; M" (x"
est en plus de Tordre de a (AI AI'H- AI'AI") et est infiniment petit devant a : la
torsion est nulle. On peut d'ailleurs remarquer que la carte des points d'un
cycle infiniment petit de 2 se fait par simple projection du cycle sur le plan
tangent à Torigine? alors qu'il n'en est pas ainsi (d'après a) pour une
congruence V quelconque. Remarquons aussi que cette construction valable
pour les points du cycle, ne l'est pas pour les repères attachés à ces points.

19. Connexion d'une congruence de droites, — Soit une congruence F de
droites D. La connexion ponctuelle intrinsèque de F sera, par définition, celle
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de la congruence des éléments linéaires (M, D), M étant rorigine du repère
intrinsèque attaché à D dans F.

a. Si D a deux foyers à distance finie, 31 est le milieu des foyers. La
connexion se confond avec celle de la surface Z lieu de M si D. est normale à
2 : F est alors une congruence de normales à une surface minima.

6. Si F a un cône directeur et s'il reste un foyer F à distance finie, M sera

défini par MF = e3.

c. Si D a toujours un foyer double à l'infini, on peut caractériser l'origine M
du repère de Frenet (qui est alors du second ordre) par le fait que la trace du
lieu de M dans le plan focal soit normale en M à D.

CHAPITRE III.

PROPRIÉTÉS GÉOMÉTRIQUES DE LA CONNEXION D'UNE CONGRUENCE BELEMENTS LINÉAIRES.

I. — Courbure et torsion (*).

20. La courbure et le vecteur torsion ont une signification géométrique.
Nous allons voir d'abord que la courbure est liée de façon très simple aux
distances focales de V, c'est-à-dire aux distances du centre M(S) aux
foyers du support D(S) dans la congruence F des supports.

Reprenons le repère R(S, o) du n° 1:2, de composantes relatives xsif GT̂ -.
D'après le n° 15, la courbure R est donnée par

D'autre part les foyers F = M + ced de F sont tels que d¥ forme avec e3 un

plan indépendant de du, dv; donc tels que les composantes de dF sur ei et e2, à
savoir

w i + pw31, &)2-«- pû>12î

soient dans un rapport indépendant de du, dp, et l'équation aux distances
focales p s'obtient en annulant le produit extérieur de ces composantes

( 2 ) [W t- f- pût)31j ÛO2+ pùd^>] = O.

Les racines ne sont j ama i s nu l les , ni indé te rminées , si Ton a affaire à une
congruence ordina i re ( [ w 1 o o 2 ] ^ o ) . Le p rodu i t des rac ines pi9 p2 vérifie

(3)

C1) Les principaux résultats de ce paragraphe ont été publiés aux Comptes rendus [16 e].
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Deux cas se présentent : i° (2) a ses deux racines finies: ( 1) et (3) donnent
alors

20 (2) n'a pas ses deux racines finies ; c'est alors que

( 5 ) | w3, M 1 2 1 = 0.

—V

La direction eit ne dépend que àJun paramètre, et V admet un cône directeur.
On peut dire qu'alors un foyer (au moins) est rejeté à l'infini et prendre
pour ce foyer ~ = o. D'autre part, d'après ( i )e t (5), on a bien R = o, et (4) est

encore vérifiée.
D'où la conclusion générale :

THEOKÈME. — La courbure est le produit, changé de signe, des inverses des
distances focales.

21. Cas particuliers, — i° Congruence orthogonale. — La connexion est
alors celle de la surface des centres, et l'on retrouve bien pour la courbure de
l'espace de Riemann réalisé, la courbure totale de cette surface.

2° Congruence de droites (M milieu des foyers). — On a alors

l

O1

et la courbure est l'inverse du carré de la demi-distance focale.

3° Courbure nulle. — II faut et il suffit que Ton ait (20. 5). Les congwiencesV
à cône directeur réalisent des espaces à parallélisme absolu [14] et sont les seules
à le faire. Il en est évidemment de même des congruences de droites.

\" En particulier une surface 2 (c'est-à-dire une congruence orthogonale)
réalise un plan euclidien si les normales ont un foyer au moins à l'infini,et l'on
retrouve bien les développables.

22. Torsion. — C'est un vecteur du plan polaire. Elle peut toujours s'expri-
mer, de façon plus ou moins simple, en fonction des éléments focaux de V et
de la normale en M à 2. Mais, dans le cas général d'une courbure non nulle, la

ï
torsion relative^ est liée très simplement au point caractéristique $ du plan
polaire. Après avoir examiné ce point de vue nous donnerons d'autres interpré-
tations de la torsion susceptibles de la fournir quand un ou deux foyers sont
rejetés à l'infini.

THESE 0. GALVANI
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23. Torsion des espaces à courbure non nulle, — Comme [co;i3 co 3 ^^o , on
peut exprimer duif du* en fonction de co:H, (ÙZ2 et écrire

( l ) û ) . = Wt W u - h W2G)r>2.

i° Si Ton appelle du la projection de d\l sur e-Ar et si l'on considère le vecteur

l'équation (i ) donne
( 2 ) r/p. — À A deTl ( produit vectoiûel ).

(3n peut donc attacher à tout élément S un vecteur A du plan polaire (M)

tels que du. se déduise de la variation élémentaire deA de la direction de S par

la relation (2) : nous appellerons A le vecteur d'obliquité de V en S; il est nul
pour une congruence orthogonale.

> r± > >

2° D'après le n° 15, la torsion relative II = ^ = IIi eA + II2 e2 est donnée par

[to;jG>31] = 1 1 ! [ WV2W31], | W3-&).J2] = Ï I î [ w n 2 W n i J .

En remplaçant coa par son expression (1) , il vient
1 1 ! = 6«2 , U 2 = <T/a,

soit

(3) n = A.

La torsion relative est égale au vecteur d'obliquité de V.

Et l'on peut écrire
(4) Wj^zIItWaa—n2w31.

3° Le point caractéristique du plan polaire, soit

-> ->
(5) $ = M + a? ,e i+ a?2e2i

—>
s'obtient en écrivant que d<$> a une composante nulle sur e-s :

(6) w3—^iW3 1 — a? 2 w 3 2 =o.

D'où acA =aAy aji = a29 et le point $ est unique et à distance finie : nous

l'appellerons le pôle de l'élément S. Le vecteur M$ se déduit de À par une

rotation de -• D'où la conclusion :
2

THÉORÈME. — La torsion relative (d^une congruence à courbure non nulle) se

déduit du vecteur 3>M qui joint le pôle au centre par une rotation de -•



- 19 -

Ce que Ton peut traduire par la formule vectorielle

24. Remarques, — i° Le calcul de $ au moyen de Féquation (6) n'exige pas
l'hypothèse [cotH, wi3] ^ o. Mais, si [OJ32, Ci>31] = o, on peut voir que <E> est ou
bien rejeté à l'infini, ou bien indéterminé (le plan polaire enveloppant alors
une développable). La condition pour chaque élément d'avoir un pôle unique
à distance finie est donc nécessaire et suffisante pour que la courbure ne soit
pas nulle.

-> -> ->
2° Pour que ï ~ o , il faut et il suffit, s i R ^ o , queII = A = o; c'est-à-dire

que Ton ait une congruence orthogonale. Les espaces de Riemann (courbure
non nulle et torsion nulle) ne peuvent donc être réalisés que par de telles
congruences, c'est-à-dire par des surfaces.

Les congruences de droites réalisant des espaces de Riemann (ainsi définis)
sont les congruences de normales à une surface minima.

3° La torsion en un point de courbure non nulle s'obtient en divisant II
par R. En un point isole de courbure nulle, on peut opérer un passage à la
limite. La construction du n° 27 nous la donnera directement, du moins si
l'élément isolé a ses deux foyers distincts.

25. Correspondance entre les congruences ayant même connexion à courbure
non nulle. — a. Nous allons démontrer le théorème énoncé au n° 16, d'après
lequel les surfaces polaires cp et ç* de deux congruences V et V* ayant même
connexion sont applicables Tune sur l'autre. Remarquons d'abord que d'après
une proposition précédente (24.10), si tout élément S de Y a un pôle <ï> (unique
à distance finie), V a une courbure non nulle, et, si V* a la même connexion
que V, elle a aussi une courbure, donc en chaque élément S*un pôle bien défini.

Reprenons le déplacement T(S, S*) qui amène S* en S avec coïncidence
des cartes (n° 16). Soit $* une famille de repères R(S*) d'ordre o de V*,
f? la famille qui s'en déduit par les T(S, S*) et qui est une famille d'ordre o
de V. La superposition des cartes montre que 3* et &<* ont mêmes compo-
santes latérales, et que Ton a les relations

On voit que T(S, S*) amène <£* en <]>. Considérons maintenant les repères
R(#) et R($*) équipollents àR(S) et R(S*) et d'origine <p, ç* : Ï ( S , S*) amène
R($*) en R($) . D'autre part un calcul simple donne pour les composantes
relatives w de

(2) s r 1 = û ) l _
(3) 0)^=0)2+



— 20 —

où 1)11,, D1I2 sont les différentielles absolues de JI, définies par

( k ) m\v — ^/nt - rJh , n2, DIL -..= dn> ̂  w, 2 ir,.

De même pour R (<]>*). Les relations ( 0 donnent alors

Les \\ (<I>) et R(<&*) sont des repères du premier ordre de cp et cp*, et les rela-
tions ( 5 ) expriment ( ' ) que les surfaces cp et cp* sont applicables Tune sur
l 'autre. (c. Q. F. D . )

b. 11 ne suffit évidemment pas que © et cp* soit applicables pour que V et Y*
réalisent la même connexion. On peut s'en convaincre en prenant o et cp*
confondues, et pour V la congruence orthogonale des éléments normaux à ©
(^torsion nulle), tandis que les centres de Y* ne seraient pas situés sur o
(torsion non nulle) .

L'applicabilité de ©* sur cp entraîne C2) une correspondance ponctuelle entre
les deux surfaces, et l 'existence pour tout couple $ , <]>* de points homologues,
d'un déplacement T ( $ , 4>*) qui amène <&* en $ , et $ ;* voisin de $* en coïnci-
dence au second ordre près avec son homologue <&;. Ce déplacement est bien
défini pour chaque couple <ï>, $*, à condition Toutefois que cp ne se réduise pas
à un point. Nous dirons que ce déplacement réalise Vapplication de cp* .sur ©.
Nous allons démontrer (quand o ne se réduit pas à un point) la proposition
suivante :

THÉORÈME. — Soit une congruence V dont chaque élément a un pôle unique à
distance finie, variable avec Vélément. Pour que V* réalise la même connexion
que V, il faut et il suffit : i° que sa surf ace polaire soit applicable sur celle de V;
2° que le déplacement qui réalise Vapplication en deux points homologues amène
en coïncidence les éléments qui admettent pour pôles ces deux points.

La condition est nécessaire. — D'après (5), si V* a la même connexion que V,
T(S, S*) réalise l'application de cp* sur ç; T(<I>, $*) étant bien déterminé
(car cp ne se réduit pas à un point), est donc confondu avec T( S, S*) et amène
bien S* en S.

La condition est suffisante. — En effet, prenons sur cp* une famille de repères
lî(<î>*) du premier ordre, et soit K($) le repore déduit de R(**) par T(cp, cp*);
c'est un repère du premier ordre de 9, et les composantes w, 00* de R (cp) et de
!{($*) vérifient les relations (5) et de plus (en tenant compte des équations de
structure de l'espace, cf. \ 151), la relation

(6) 5*2i . = w12.

(•) Cf. É. CARTAN[13| , p. <i>rj.
(â) Cf. É. CARTAN floj, p. 2io.
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Soient eA e2es les vecteurs de base de R(<&); on a pour le centre M de
l'élément S de pôle <E>

( 7 ) M nz: O> — n

De même pour S*, et l'hypothèse donne

(8) Ila=Hî, IL =11*.

Prenons pour repères en S, S* dans V et V* des repères équipollents
aux R(<&), R(<5*); ils auront mêmes composantes de rotation que ces derniers
et, d'après (6), on aura

(9) w*2~w ) 2 .

Les équations (G), (8), (4) ont pour conséquence

D Ï I . ^ D Ï Ï Î , Dii>=Dnt,
d'où, d'après (5) et (2),

( 1 0 ) GOj = (ù*, C O 2 = w t -

Les équations (9) et (10) expriment que V et V* ont mêmes composantes
latérales. c. Q. F. D.

Remarque. — II peut se faire que la correspondance ponctuelle entre o et cp*
ne soit pas bien définie (exemple : 2 sphères égales). Il suffirait alors qu'il
existe un choix de cette correspondance tel que les déplacements T(<fr, $*)
correspondants vérifient la condition du théorème.

26. Torsion dans le cas de deux foyers distincts. — L'un d'eux au moins F,
est à distance finie. Soit p, la distance focale correspondante. L'angle X d'un

plan focal avec <?, vérifie

(1) t a n - X = ^ v—:.

a. Prenons et dans le plan focal (p,) relatif à F,. On a alors, pour (p,) ; X = o,
d'où

b. Soit H =JD e] + ge^ + e^ le vecteur normal en M à 21 qui se projette en

sur S. Quels que soient du]y du», on a H.rfM = o, d'où

( 3 ) oo:; — — p «1 — q GO, .

c. La composante T2 de la torsion sur e2, c'est-à-dire sur le plan normal à (jo
passant par S, est donnée par

.v>] = : T 2 |
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d'où

Or — est la composante sur eL> du produit vectoriel

(5) M ^ = i - ^ A H .
pi

Nous réserverons désormais le nom de torsion (en S de V) au vecteur torsion
pris avec M(S) comme origine. D'après (4) et (5) Vextrémité de la torsion est
sur la parallèle menée par gs à la trace polaire de (p, ).

En recommençant avec le second foyer supposé aussi à distance finie, on

aurait un second vecteur Mg2 (d'ailleurs colinéaire à M^ ), et une seconde
droite o2 non parallèle à oA (puisque, les foyers étant distincts, les plans focaux

le sont aussi). D'où le vecteur T.

Les vecteurs M g peuvent être imaginaires; l'extrémité de la torsion est alors
le point réel de o^

On aurait aussi la torsion relative en remplaçant M^ par

et de même Mg2 par

27. Cas d'un foyer simple à r infini. — La construction de la torsion est une
extension de la précédente.

Si [<o33to3l] = o, quand le point P = M + A£3 s'éloigne à l'infini sur D, les

plans (e3, dt) qui dépendent de -f^- ont une môme position limite indépendante

de duy, rf«2, et qui fait avec p, l'angle X vérifiant

( i ) tangX

On voit que X est bien défini si to;i, et co3i2 ne sont pas tous deux nuls et
vérifient [to3lco33] = o.

a. CO-H = to32 = o. On a alors une congruence à'éléments parallèles (deA = o).
Il résulte immédiatement de l'expression générale de la torsion (n° 15) que la
torsion est nulle. Comme R = o, une telle congruence réalise le plan euclidien.
D'autre part, il n'y a alors aucun foyer à distance finie, ce qui est contraire à
l'hypothèse.
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->

b. Si to31 et coj2 ne sont pas tous deux nuls, la position limite du plan (eB9 dP)
est le plan focal de l'infini. Si V a un cône directeur, ce plan est d'ailleurs
parallèle au plan tangent au cône directeur le long de la génératrice parallèle
à S.

Prenons ex dans ce plan focal (ƒ>'); X = o donne
(2) M , 2 = O ,

d'où

(3) T2=[w : io)32] = o.

La torsion est dans le plan focal de V infini.

c. Si Ton a un foyer F, à distance finie, on peut lui appliquer la construction

du n° 26; et T est alors la projection de Mgt parallèlement à (/>,) sur la trace
polaire de (/?'). Ces constructions sont réelles, si du moins S et V le sont. On a
donc la proposition suivante :

THÉORÈME. — La torsion dans le cas d'un foyer simple à V infini est la projection
sur la trace polaire du plan focal de Vinfini et parallèlement à Vautre plan focal
du vecteur

5-=^» A H,

ou p désigne la distance focale finie, ez le vecteur unitaire de S, 11 le vecteur

normal à la surface des centres qui se projette orthogonalement en e% sur S.

—> ->
Dans le cas d'une congruence de droites, on a FM = e3, c'est-à-dire p = — i,

et le vecteur à considérer dans l'énoncé précédent est le vecteur

28. Réalisations du plan euclidien. — Nous dirons qu'une congruence, dont
chaque élément a en général un foyer simple à l'infini, admet un cône directeur

simple. La nullité de T exige alors :

-> ->
a. Soit que e3 et H soient colinéaires; congruence orthogonale, la surface

des centres étant une développable.

6. Soit que g se trouve dans le plan focal à distance finie; remarquons que g
est toujours tangent à la surface des centres 2; dans l'hypothèse envisagée, la
congruence s'obtient donc en coupant la surface des centres par des plans
dépendant d'un paramètre, et se compose des cylindres admettant pour sections
droites les sections ainsi définies.



29. Torsion des congruences à cône directeur double (c'est-à-dire dont chaque
élément a un foyer double à l'infini). — L'équation en p (20.2) n'a jamais de
racine finie, donc

Ecartons l'hypothèse ci>31 = coaii = o examinée au n° 27 a. Le plan focal est bien

déterminé, et en prenante, dans le plan focal on a (n(> 27 b) co:,3 = o. C'est
donc que (o34 ^ o.

Or en faisant dans l'hypothèse ( i ) w32 = o, il vient

d'où

( 'i ) wai ~ K co-2 ( K ^ o ) .

D'autre part

donc
[ w . i l ü ) 1 2 ] = 0

et
(3) &) l2= Awj.

Le tableau des composantes des repères est alors le suivant :

(4) ( w=) oh,=zo;

Le cylindre de la congruence passant par S est défini par de:i = o, donc co;M = o.
On a alors

Ce cylindre est donc le plan Me4 e33 c'est-à-dire le plan focal (jp) de S. Quand S
varie, (p) dépend d'un paramètre; car s'il était fixe on aurait «2 = o, et la
congruence ne serait pas ordinaire. A chaque génératrice (o) du cône directeur
correspond un plan p(o) bien déterminé^ et les éléments S décrivent les plans
p(o) en restant parallèles à (o).

D'après (4) et le n° 15, on a, pour la torsion,

T 2 = o . Ti = —/?K,

soit
(5) T = - K ( / , £ ) .

La torsion est donc la projection orthogonale, sur la trace polaire du plan focal,
du vecteur

y = — KH.

La signification de K varie suivant que A est nul ou non.
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iü A = o. — Alors 0),^= ojtS2 = o et de2 = o, (jo) a une direction fixe. /> cône
directeur est un plan. On peut repérer S par la distance z dejt)(8) à un plan fixe

p(oQ) et l'angle 8(-s) = o0, o. On a alors

et

On peut regarder s et ô comme la plus courte distance et l'angle de S avec un
élément de base fixe So pris dans V.

2° A ^ o . —Le plan (p) n'a plus une direction fixe. Sa droite caractéristique
est parallèle à S. Les éléments S de V sont tangents à Tinjini à la développable (A)
enveloppée par ce plan.

Considérons l'arête de rebroussement (A) de (A). Son repère de FrenetR a

pour composantes, en prenant e3 tangent et eA sur la normale principale,

(j) ^ = 5 1 2 = ^ 2 = 0 , B J 3 I = K^-Î 5 J i 2 = Ffr) avec R a , T„ finis ( L ) ,

Brt et Ta étant les inverses de la courbure et de la torsion de (A) au point P
oriqine de R.

- . —^ ^ -> -^
Le repère R de composantes (4) se déduit de RparlatranslationPM = À^ + [̂ £3,

et Ton a en particulier

( 8 ) W 2 = TOa-r AW12+ fJLGJ;j2— r ^ C73, W 3 i= : ~ = : Kû)2 ,

d'où
(9) K = nr-

Résumons les résultats obtenus :

THÉORÈME. — La torsion en S d'une congruence V à cône directeur double est la

projection orthogonale, sur la trace polaire du plan focal, du vecteur —KH,
—V

H étant le vecteur normal à la surface des centres qui se projette sur S suivant le
vecteur unitaire7 et K ayant Vune ou tautre des significations suivantes :

i° Si le cône est un plan, K est la dérivée de Vangle de S avec un élément So

fixe de V par rapport à la plus courte distance de S à So.
20 Aï le cône n'est pas un plan, et si \ est la distance de S à la génératrice (0)

parallèle à S de la développable (A) à laquelle les éléments (S) restent tangents à

(l) (À) ne peut être plane, sans quoi les S seraient tous dans son plan (congruence non ordinaire),
ou alors (A) serait une droite, et Ton aurait une congruence d'éléments parallèles, hypothèse que nous
avons exclue.

THÈSE O. GALVANI
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rinfini, Ra et Tn les rayons de courbure et de torsion de l'arête de rebroussement
de (A) en son point de contact avec (3), on a

*a

30. Congruences de droites à cône directeur double, —• Dans le cas d'un plan
directeur, elles admettent le groupe des translations parallèles à ce plan direc-
teur. L'origine du repère intrinsèque estincomplètement déterminée, mais doit

pourtant vérifier co3 = o quand o>2 = O; alors p = o> T —o.
Dans le cas d'un cône directeur non plan, on peut prendre pour origine du

repère intrinsèque la projection sur D du point P de l'arête de rebroussement
de (A) où elle admet le plan focal de D comme plan osculateur. Le repère
intrinsèque se déduit alors du repère R du n° 29 par la translation

PM = lZ

et l'on a, pour ses composantes,
"ÜÏJ-

ce qui entraîne

l=o et T~o.

D'autre part toi = d)^ et [&>< G?3] ^ o : ona bien une congruence ordinaire;
enfin, d'après (29.8), a>3 ne dépend que de o>2 (proportionnel à GT3) et non de (.o] \
l'origine du repère de Frenet est caractérisée par p = o conformément à la
définition du n° 19.

Dans tous les cas, les congruences de droites à cône directeur double sont
caractérisées par p = 0 et réalisent le plan euclidien.

31. Réalisations du plan euclidien. — Reprenons une congruence V à cône

directeur double. Remarquons d'abord que, si le cône est un plan, ^ ^ o si la

congruence n'est pas formée d'éléments parallèles ; si le cône nJest pas un plan,

on a vu que y- ̂  o ; dans tous les cas IL^âo, il faut et il suffit que p = o, donc

qu'on ait la connexion d'une congruence de droites.
Les possibilités de réalisation du plan euclidien ont été complètement exa-

minées dans les numéros précédents. Ce sont :

a. Les surfaces développables (n° 28 a).
h. Les congruences à cône directeur simple, dont la surface des centres

coupe les cylindres suivant des sections droites (n° 28).
c. Les congruences de droites à cône directeur double (nos 30 et 31).
d. Les congruences d'éléments linéaires parallèles (n° 27 a).
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32. Autres expressions de la torsion. — Nous nous bornerons à signaler les
résultats :

iu Foyers confondus à distance finie. — Trois cas sont à distinguer, la
congruence pouvant être formée :

a. d'éléments à supports tangents aux asymptotiquesd'une surface;
b. d'éléments à supports tangents à une développable le long d'une courbe;
c. d'éléments passant par un point fixe.

La torsion relative, peut se mettre sous la forme

(i) ïlz=U/\MF^PAÎu

H et p ayant la signification donnée plus "haut; M, F étant le centre et le foyer

de l'élément; eA le vecteur unitaire de la trace polaire du plan focal; et A ayant,
suivant le cas envisagé, les expressions suivantes :

a. A est le rayon de torsion de Tasymptotique tangente à D(S).

b. s désignant l'arc de l'arête de rebroussement, Ta, Rft les rayons de torsion
et de courbure de cette arête au point de contact P avec la génératrice passant

par F, A la mesure de PF et cp l'angle PF, D,

c. Pour une congruence d'éléments passant par un point fixe, A = o et

nH(3 )

i° Composantes de la torsion par rapport au repère de Frenet de V. — Quand
l e s d e u x f o y e r s s o n t d i s t i n c t s , l e s p l a n s f o c a u x l e s o n t a u s s i . S o i e n t p 1 t p a ,

X o X 2 l e s d i s t a n c e s f o c a l e s e t l e s a n g l e s d e s p l a n s f o c a u x a v e c ei9 e2. L e s é q u a -
t i o n s

3 2 — t a n g X t (<«)!-+- piû)3 1), &) 2 + p 2 w 3 2 = t a n g X g O i -f- pao)3 1)

donnent CÜ34, CO32 en fonction des co,, a>2, des p et des X.

a. Deux foyers à distance finie. — On prendra pour le repère intrinsèque de

la congruence (d'éléments linéaires) le vecteur ei dans un plan bissecteur des
plans focaux. Alors

Xi ^Z — A-2 ̂ ^ X

et
ïïi=aç — pp cotX, IL>=̂ : pq tangX — ap,

avec
a = 2l±îl = MFOÎ p = P t ~ p 2 = FoF, (Fo milieu des foyers).
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E n p a r t i c u l i e r , p o u r u n e c o n g r u e n c e de droites (p i — — p 2 = p =
d i s t a n c e f o c a l e )

II X n X

b. Congruence V à cône directeur. —- On prendra <?, dans le plan focal relatif
à ce foyer rejeté k l'infini; alors

— — o, t a n g X t = o ; — — - > tangX2— tangX
pi p2 P

et Ton a
2 "° ~ ' ^ ~ p ~ c o t ™ Y

Dans le cas d'une congruence de droites, p = — 1. On trouve alors

G)r>1 •=. COi — CO2 COt X .

Or eoj, = o donne un cylindre de la congruence. Le long de ce cylindre

; COtX) — ^CO2 :=— TûO2.

D'autre part, toujours le long de ce cylindre, dM = rfF; T est donc le rapport de
(o3 à (o2 quand F décrit le cylindre passant par D. Ce qui donne le résultat
suivant :

La torsion d'une congruence de droites à cône directeur est donnée par

smX

Vangle avec D rf^? Za courbe de contact du cylindre passant par D avec la
surf ace focale y et X V angle des plans foca uoe.

IL — Pseudo-lignes. Droites et géodésiques.

33. La correspondance établie entre "les éléments de Y et les points de
l'espace E réalisé entraîne une correspondance entre les lignes (L') tracées
dans (E') et les variétés (L) à une dimension, que nous appellerons pseudo-
lignes, situées dans V. D'après la définition même de la connexion de V et
de E', le développement de E' suivant une ligne h1 n'est autre que celui de V
suivant la pseudo-ligne (L) correspondante.

Pour étudier les pseudo-lignes de Y, nous utiliserons les composantes
générales d'ordre zéro de V, c'est-a-dire les composantes relatives du repère
R = R(S, 9 -h 0) le plus général d'ordre zéro, 0 étant une fonction arbitraire,
CD une fonction choisie arbitrairement une fois pour toutes. Le repère R dépend
de trois paramètres, un u2 et 0. Le repère R(S, <p) ayant pour composantes Co,-,
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(oiJ9 qui sont (pour une congruence donnée) des f ormes données de u^ u>2, le
repère R a pour composantes

j t = « i cos 9 4 - &)2 sin G, GT31 = w.-j! cos 6 - h a)32 sin 0 ;

Î T 2 = ^ — Ui sinÖ H- co> cosÔ; OT32=— W3 1 sinO H- w32 cosO ;

Nous désignerons par £1? £2j e3 les vecteurs de base de R. Sur une pseudo-

ligne (L) de V, on prendra ex dans le plan tangent à (L) en M. La pseudo-ligne

est alors définie par GT2 = o, et le choix d'une fonction 6(K, , M2). La pseudo-ligne

8 = ƒ(«, , M2) passant par un élément donné So, est le lieu de l'élément \Me3 j
quand le repère R décrit la famille à T paramètre définie par

Ö =f(uu u2), r*5>i= o

et la condition que So soit une position particulière de i\Ie1.
Dans l'espace E' réalisé, GT,, GJ2, Œ>I2 sont les composantes du repère le plus

général; sur une ligne (L') de E; on peut prendre le premier vecteur du repère
tangent à (L') et la ligne est encore définie par trr2= o et la fonction 6(w,, w2).
Une ligne et la pseudo-ligne correspondante sont alors définies toutes deuac par la
même f onction 8.

34. Définitions relatives à E'. — On distinguera dans E; les droites, qui seront
par définition les lignes dont la tangente reste de proche en proche parallèle à
elle-même, et les géodésiques qui sont les lignes de longueur minima. Une
droite est donc caractérisée par

( i ) •us^-^TjS^zrz O

et une géodésique par la propriété d'être une extrémale de ƒ \}x&\-\-xsski prise
entre deux de ses points.

Une droite géodésique est une ligne jouissant des deux propriétés. Quand la
torsion n'est pas nulle ce sont des droites exceptionnelles.

Nous aurons enfin à considérer les lignes de torsion, qui sont par définition
tangentes en chacun de leurs points au vecteur de torsion de ce point.

35. Définitions relatives aux congruences. — Nous utiliserons, dans l'étude
des pseudo-droites d'une congruence V, les définitions suivantes (données
avec les notations du nOjS9).

i° Deux éléments linéaires sont dits normaux s'ils ont même centre et des
supports perpendiculaires.
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2° On appellera variété conjuguée \r d'une pseudo-ligne w d'éléments S, la
variété engendrée par les éléments S' normaux à S et situés dans le plan
tangent àt^en M (S).

Une variété w admet ainsi une conjuguée bien définie w. Il y a en général
réciprocité. Le cas d'exception est celui où w est une développable dont la
ligne des centres [lieu de M(S)] est l'arête de rebroussement. Dans ce cas
particulier, il y a une infinité de pseudo-lignes admettant sv comme conjuguée,
mais une seule d'entre elles est la conjuguée de w.

3° On appellera complexe normal à V, soit K ,̂ le complexe des éléments a
normaux aux éléments de V. Il est formé d'éléments dont le centre décrit la
surface £(Y); ^es éléments de centre donné sont dans le plan polaire P(S) de
l'élément S de Y ayant ce point pour centre.

4° On appellera variété normale à une dimension de Kv, toute variété
engendrée par des éléments a (appartenant à Kv et dépendant d'un paramètre)
qui est normale au plan polaire P(S) au centre M(a) de ses éléments, ou, le
cas échéant, le long de leur support D(CT).

La conjuguée d'une variété normale w de Kv est une pseudo-ligne tr de V, et il
y a réciprocitéy c'est-à-dire que w est alors la conjuguée de \v\ mais la réci-
proque de cette proposition n'est pas toujours vraie, c'est-à-dire qu'il peut
exister des pseudo-lignes ws de Y dont la conjuguée wA ne soit pas une variété
normale de Kv; ces pseudo-lignes exceptionnelles sont caractérisées par le fait
que leurs éléments générateurs sont des normales non principales à la ligne des
centres (G73 — ÔT3 = O, G J ^ ^ O ) .

36. Pseudo-droites. — Nous allons établir à leur sujet le théorème suivant :

THÉORÈME. — Les pseudo-droites d'une congruence Y sont les conjuguées des
développables normales du complexe normal à V.

a. Soit en effet une pseudo-droite \v de Y; les composantes du repère R
attaché à tr vérifient, par définition des droites de E',

— ( ~^\

La variété conjuguée w est le lieu de l'élément \S\eA). Or cet élément décrit

une développable. En effet, si Ton prend un point P = M + ê< sur cet élément,

la composante de dV sur e2, à savoir

est constamment nulle quel que soitX, et le plan tangent reste fixe tout le long
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de la génératrice \Me,J de w\ ce plan n'est autre d'ailleurs que le plan M eA ez

qui est normal au plan polaire, et w est bien une développable normale de KY.

b. Réciproquement, si \MeJ décrit une développable normale de KVî cette

développable admet pour plan tangent le long de \Me{) le plan MeA <?3 et le

repère admet pour composantes &{ =Gii2 = o : \Mez) engendre bien une
pseudo-droite de V. * c. Q. F. D.

Remarque, — Si la congruence V contient un plan, c'est-à-dire si une
pseudo-ligne de V est située dans un plan, la variété conjuguée de cette
pseudo-ligne est le plan lui-même, donc c'est une développable, qui d'autre
part est visiblement normale au plan polaire : les plans d'une congruence sont
des pseudo-droites.

Cas particuliers. — Quand V est une congruence orthogonale, les plans
polaires sont les plans tangents à la surface des centres 2; les développables du
complexe normal ont pour arête de rebroussement les courbes (y) de 2, les
développables normales sont celles dont le plan osculateur en M à (y) est
normal en M à 2 (M étant le centre de l'élément générateur), et Ton retrouve
bien pour les courbes (y) les géodésiques de 2.

37. Parallélisme. — Soient deux éléments infiniment voisins S et S' ; un
élément normal à S représente une pseudo-direction de V issue de S. Deux
pseudo-directions o,o' sont parallèles, d'après la définition de la connexion, si
la projection de G' sur le plan polaire de S est parallèle à D. Il revient au même
de dire que S et 3' font le même angle avec la développable normale de Ky

passant par S,S'.
On peut définir un parallélisme entre deux points A et B non infiniment

voisins, au moyen de cette dernière propriété* Ce parallélisme sera bien défini
s'il ne passe qu'une pseudo-droite par A et B, et le postulat d'Euclide est alors
vérifié. Mais, si l'espace n'est pas à parallélisme absolu, étant donnés trois
points A, B, C, deux pseudo-directions issues de B et de C et parallèles à une
môme troisième issue de A ne sont pas en général parallèles.

38. Géodésiques. — La distance élémentaire de E' est donnée par

Or, si dsest l'arc d'une courbe (y) de 2 décrite par*M(S), et a l'angle (compris
entre zéro et T:) de (y) avec D(S), on a

ds ~ da sin a.,
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et par suite les pseudo-géodésiques ont pour trace dans 2 les extrémales de

ƒ
On retrouve bien les géodésiques de 1 quand on a une congruence ortho-

gonale (puisque alors sina = i ) .

Déjinition d'une distance dans V. — On peut considérer les pseudo-géodé-
siques comme de véritables géodésiques de V, en prenant

d% = SS' rtr da sin a

comme distance de deux éléments linéaires S, S' infiniment voisins. Cette défi-
nition est cohérente, puisque SS' = S'S au second ordre près (ou, si l'on
oriente la courbe et la pseudo-ligne, S S' = — S'S). La longueur d'une pseudo-
ligne (L) joignant A et B est alors, en valeur absolue,

/ = ÀB = BÀ= f dasinx.

On peut interpréter cette longueur comme le travail d'une force F d'inten-
sité i, qui appliquée dans les conditions du n° 17 [normalement en M(S) à
D(S)J, transporterait S de Cl à B le long de (L). En supposant une résistance
du milieu opposée au déplacement latéral de D et fonction uniquement de la

vitesse -T-> les géodésiques seraient les trajectoires de travail minimum pour une

vitesse constante donnée; elles sont d'ailleurs indépendantes de la vitesse
constante choisie.

On peut aussi regarder la longueur /comme la limite du quotient par X, quand

A -r o, de Taire balayée par le vecteur À<?;{ d'origine 31 quand S va de À à B le
long de (L). Si Ton désigne par ÖL(A,a) l'aire balayée par le segment PQ de S

défini par P - M + Xc:ï, Q = M -+- ;X<?3, on a

, d6L(l, a)
[ =

 v r ; pour / ~ o.

39. Repères attachés aux géodésiques. — Soit une pseudo-ligne (L); les

repères R attachés a (L), c'est-à-dire tels que ex soit tangent à (L) (cf. n° 33),
dépendent d'un paramètre t. Considérons une famille à un paramètre oc de
pseudo-ligne L(a?) passant par deux éléments donnés À et B. Les l\(t) attachés
aux diverses L(a?) constituent une famille à deux paramètres de repères l{(t,x)9

dont on désignera par S les composantes relatives; comme pour x fixe, soit
x = xx, R(/, œA ) a sa composante G52 nulle, on peut dire que :

i° S2 ne dépend pas de dt, elle est de la forme S2 = / ( ^ , t)dx;
i° L'élément d'arc de h(xA) est ds = tS;(xi9 t, dx — o9 dt).
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Les géodésiques sont les extrémales de Ç S,(a?M t, dœ = o, dt), donc leur

paramètre ooQ vérifie la condition nécessaire et suffisante [7 J

En désignant par I\ la projection de la torsion ï sur eA, les équations de
structure donnent pour cette condition

\ J ƒ 1 L 1 * -• J L 1 - J

II en résulte que S12 est de la forme

et comme S2(^0> >̂ ̂  = o, dt) est nul, on a pour l'extrémale

( 4 ) 5T12 = — TtET,.

«Réciproquement) soit une pseudo-ligne (L) dont le repère R(^) vérifie la
condition (4); et soit une famille R(/? ce) se réduisant à R(ï) pour cc^cc^;
alors, pour x = w0, dx = o entraîne (4), et par suite la composante G?1L> de
R(t, x) est de la forme (3), donc (2) est vérifiée. Conclusion :

Les géodésiques sont caractérisées par

±1 ^ 1 zz:z

Le calcul est le même qu'on se place dans E; ou dans Y.

Variétés conjuguées des géodésiques. — Dans E\ la courbure d'une géodé-
sique gf est donc — T\ ; c'est celle du développement sur un plan de g/

f et par
suite aussi de la pseudo-ligne g correspondante. Le repère R attaché à g est le
reperde intrinsèque de g. C'est aussi le repère intrinsèque de la variété conju-
guée g*y qui est une variété normale du complexe Kv normal à V; T̂  est alors au

signe près l'invariant différentiel I = —de g*] cet invariant serait nul si g*

était une développable normale de Kv et caractérise ainsi la différence entre g*
et une telle développable. Et Ton peut caractériser les géodésiques par la
propriété d'avoir pour conjuguées les variétés g* du complexe normal, dont
Pinvariant I est égal et de signe contraire à la projection de la torsion sur le plan
tangent à g*.

40. Droites géodésiques. — Les droites de E; ne sont toutes des géodésiques

que si la torsion T est partout nulle [8], Si ï ^é o, certaines droites peuvent être
THESE O. GALVANI.



des géodésiques; il faut et suffit pour cela que la projection T, de T sur une
telle droite soit nulle en chacun de ses points, ainsi qu'il résulte d'un calcul
direct de variations [8], ou encore de la comparaison des conditions (34. i ) et
(39.5), ou encore des résultats relatifs aux variétés conjuguées des pseudo-
droites et des géoclésiques (nos 36 et 39). La notion de trajectoires orthogonales
s'étend d'elle-même aux pseudo-lignes de V, et la condition nécessaire et suffi-
sante pour qu'une pseudo-droite soit géodésique est qu'elle soit trajectoire ortho-
gonale des lignes de torsion, ou bien qiûelle soit une pseudo-ligne de torsion nulle.
Nous désignerons par (À) cette condition.

Quand la congruence n'a pas de cône directeur, il existe une relation entre
les pseudo-droites géodésiques et les géodésiques de la surface polaire.

TQEORÈMK. — Pour qiûun élément S décrire une pseudo-droite géodésique dhine
congruence à surface polaire non dégénérée, il faut et il suffit que son pôle $
décrive une géodésique de la surface polaire, et que la tangente en <E> à cette
géodésique passe par le centre de *>.

Démonstration. — Soit une congruence V sans cône directeur (engendrée par
des éléments S dont le centre M est a distance finie). Le théorème s'applique à
un domaine de V correspondant à un domaine à distance finie de la surface
polaire.

Quand S décrit dans V une pseudo-ligne (L), <t> décrit dans (cp)une ligne (X).
Un désignera par <!?• la tangente en O à (X). Soit ( L ) la variété conjuguée de (L),
elle est engendrée par la droite o tangente en M( S) à ( L) et normale à S.

a. La condition du théorème est nécessaire, c'est-à-dire que si (L) est une
pseudo-droite géodésique, (A) est une géodésique de (cp) et <3>', passe par M.

En effet, d'après la condition (À), ou bien la torsion en S est nulle, ou bien
elle est normale en M à (L). Comme R ^ o , c'est ou bien que M est en <fr, ou

bien que, T étant normal k M$ (n° 23), M4> est tangente à (L); dans les deux
cas (G) passe par M et par <ï>.

(L) étant une pseudo-droite, ( L ) est une développable normale au plan
polaire P(S), donc normale en 0) à (cp); il en résulte ( ' ) que (X) est son arête
de rebroussement, donc que <£', et o sont confondues et 6', passe bien par M, et
d'autre part que (X ) est une géodésique de (cp).

b. La condition est suffisante. — Si (X) est une géodésique de (9), % engendre
une développable normale en O à (ç) donc à P(S). Si 3>', passe par M, cette
développable est la conjuguée de (L), donc(L) est une pseudo-droite.

t 1 ) Ld Uuigento <1>', esL située dans le plan Langent à la dó\elop[>able, et duus le plan P(S)
tangent à ( 9 ) ; ces doux plaiib étant distincts (perpendiculaires) <l\ est leur interjection, qui n'est
autre que (S ) ; et (Xj est l'enveloppe de (0) .
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Si <l> est en Al, la torsion T est nulle. Si <i> n'est pas en AI, T est normale à <i>Mt

c'BSt-k-dire au plan tangent en AI à (L). De toute manière T, = o.
o. Q. F. o.

Construction de congruences admettant des pseudo-droites géodésiques. — On
peut définir une congruence Y à partir de sa surface polaire (o) en prenant
dans tout plan P(S) tangent {en d>) à (o), un point AI, et on prenant pour
élément générateur l'élément S de centre AI et normal a P.

On aura une congruence Y admettant une pseudo-droite géodésique, en
partant d'une géodésique (),) de {&) et en prenant, dans tout plan P tangent
à (9) en un point $ de (A ) le point Al sur la tangente 4>', en $ à (X).

Si l'on opère ainsi sur toutes los géodésiques d'une famille à un paramètre
décrivant (cp ), la congruence obtenue est telle que par chacun de ses éléments il
passe une pseudo-droite géodésique.

Remarque. — Pour que toutes les pseudo-droites soit géodésiques, il faudrait
que AI soit sur la tangente en <I> à toutes les géodésiques passant par <l>, donc

soit en <I>, ce qui donne bien T = 0.

41. Congruences admettant par chaque élément une pseudo-droite géodésique. —
Elles réalisent les espaces admettant en tout point une droite géodésique, c'est-
à-dire ceux dont les trajectoires orthogonales des lignes de torsion sont des
droites.

a. Définitions. — Deux congruences ordinaires sont dites normales l'une à
Vautre si les éléments de Tune sont normaux à ceux de l'autre.

La congruence des torsions d'une congruence Y d'éléments S, est la congruence

normale à V engendrée par le support de la torsion T de V en S. .Nous nous
bornerons a la définir pour des congruences V à torsion 71011 nulle (c'est-à-dire
de façon plus précise : nulle en aucun élément).

La congruence conjuguée de la congruence V est la congruence normale à la
fois à V et à la congruence dos torsions de Y.

h. THÉORÈME. — Pour qu il passe par tout élément d'une congruence à torsion
non nullej une pseudo-droite géodésique^ il faut et il suffit que la congruence
conjuguée soit une congruence de normales.

nv

Prenons en chaque éléments le repère R(«i, u2) dont le vecteur e% est porté

par la torsion T en S. S'il passe par S une pseudo-droite géodésique (L), le
^ r

vecteur ex est tangent à (L), car T, = 0 , et la variété (L) est définie par n72 = o.
C'est donc que pour le repère R, tn2 = o entraîne CÜ12 = O (cf. 34,1).
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Or, pour le repère R (à deux paramètres), T4 = o, donc

( i ) \js5-t mn] = o.

Si d'autre part tn2 = o entraîne t3IL, = o, c'est que

(a) \rs^n52 | = o.

Il en résulte

( 3 ) CTi — [CJ^CT,,] H

( Z>\
et cela exprime que \Me} ) engendre une congruence de normales (n° 12).

Réciproquement, (3) et (T) entraînent (2), et si la congruence conjuguée,
c'est-à-dire celle des éléments \Slex ) , est une congruence de normales, les
variétés tn2 = o sont des pseudo-droites géodésiques, et il en passe bien une
par tout élément S. c. Q. F. D.

c. Si la torsion est identiquement nulle, la congruence conjuguée est indé-
terminée; d'autre part, toute pseudo-droite est géodésique; il passe donc alors
par tout élément, une infinité de pseudo-droites géodésiques.

Si R ^ o , le pôle <& est bien défini ; la congruence conjuguée n'est autre que
celle des droites M4>; on pourrait voir directement que M<î>, dont un plan focal
est P(S)? admet, d'après le n° 40, un second plan focal normal à P(S), ce qui
caractérise bien une congruence de normales.

d. Considérons la congruence V* des torsions. Si | TÏT, rrr.j] ̂  o, c'est-à-dire si

(12.3) T n'est pas tangent à S, c'est une congruence ordinaire. Elle réalise

alors un espace E'* dont la torsion T* a une composante T* nulle d'après (2);

donc T* est nulle ou portée par e3 ; dans cette dernière hypothèse qui est le cas
général, V* a même conjuguée que V, et vérifie par suite la condition du théo-
rème précédent. Donc :

THÉORÈME. — Si par tout élément (rune congruence Y à torsion non tangente
à la surface des centres, il passe une pseudo-droite géodésique, il en est de même
dans la congruence des torsions, si du moins cette dernière na pas une torsion
nulle.

Dans le cas d'exception T*= o, les pseudo-droites et les géodésiques de Y*
sont confondues; alors comme [vy2&2Z\ = o, SJ2 = O a pour conséquences

TTT,2 = rrr32 = o, et e, a une direction fixe le long d'une pseudo-droite géodésique

de Y; ces dernières sont donc situées dans les plans P|3— M e^es ; nous dirons,
en abrégé, que les pseudo-droites géodésiques sont des plans\



TH. — Congruences à cône directeur.

42. Parallélisme. — Les congruences à cône directeur réalisent des espaces E'
à parallélisme absolu (n° 21 ); le parallélisme en deux éléments A et B (défini
au n° 37) y a une signification absolue, et deux pseudo-directions parallèles à
une même troisième sont parallèles entre elles.

Nous aurons à distinguer par la suite entre le parallélisme dans Vespace
(auquel nous réserverons le nom de parallélisme) et le parallélisme induit, que
nous appellerons aussi pseudo-parallélisme. C'est ce dernier qui intervient dans
Ténoncé ci-dessus. On appellera pseudo-parallèles des pseudo-droites pseudo-
parallèles.

Nous appellerons angle de deux pseudo-lignes qui se coupent en S, l'angle de
leurs plans tangents en M (S), centre de l'élément S. Cet angle est orienté» par
l'orientation de S et celle de l'espace.

L angle en S d'une pseudo-ligne passant par S a^ec un plan (p) de Vespace,
est l'angle orienté que fait avec (p) le plan tangent à la pseudo-ligne en M(S).

Le postulat d'Euclide et le théorème relatif aux angles de deux parallèles
avec une sécante sont vrais dans E' et ce dernier théorème correspond au
suivant dans Y :

Deux pseudo-parallèles font le même angle avec une pseudo-droite sécante
arbitraire et réciproquement.

43. Droites géodésiques. — La congruence V ayant un cône directeur, T est,
en chaque élément S, dans le plan focal (p) de l'infini de S; considérons les

repères R(f/,, u>) obtenus en prenant e1 dans (/>). Ils vérifient

( i ) w-t^ro [c/ . 27.2, a\ec r», dans (/?)J

et l'on a T1 = o. En dehors des lignes de torsion nulle, les pseudo-droites
géodésiques sont alors des variétés to2 = o de la congruence; il passe une telle
variété par tout élément S; pour qu'il passe par tout élément S, une pseudo-
droite géodésique, il faut donc, et il suffit, que co2 = o entraîne co,^—o(c/.
n° 41), c'est-à-dire que Ton ait

En tenant compte des équations de structure

( 3 ) &)'o i — f co12 w-2 ] = o ,

les équations (2), (3) entraînent soit tO|2 = o, et l'on verra qu'alors le cône
directeur est un plan (n° 15), soit, si le cône directeur n'est pas un plan,

(4)
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44. Congruence à cône directeur non plan admettant en chaque élément une
pseudo-droite géodésique. — Les équations ( i ) , (\) du n° 43 ont pour consé-
quence

et la congruence V est une congruence de normales ( < o ' = o ) à une déve-
loppable (3). Considérons en effet le point

(2) m = M - : r \

avec
( 3 ) dz M .

En tenant compte de (4,1.1) sa différentielle est
V V

( ^ ) dm = Û) 1 ^ t H < o), — rr*),2)^2

et, le long d 'une pseudo- l igne c o , = o, ( 1 3 . 4 ) entraîne

(5) dm ~ OÏ^i.

D'autre part, le long d'une telle pseudo-ligne les équations (13.1, 2 et 4)
montrent que le repère R a une direction fixe :

a. Les éléments S restent parallèles à eux-mêmes; le plan tangent en m au
lieu de m a une direction fixe | d'après (4)]-

b. D'après (5), m décrit une droite.

Le lieu de m est bien une développable (0); on voit aussi que les pseudo-
lignes (0;. = o sont les plans normaux à (2) le long de ses génératrices, et que
les éléments S d'une telle pseudo-ligne sont parallèles entre eux.

Réciproquement, si V est une congruence de normales à une développable (2),
elle admet un cône directeur non plan [sauf si (0) est elle-même un plan,
auquel cas le cône se réduit à une droite, et la congruence réalise le plan
euclidien]. Les équations (14.1) et (13.1) entraînent (43.4), d'où d'après
(43.3) et co I2^Oj l'équation (43.2) : les variétés to2 = o sont des pseudo-
droites géodésiques. On a donc la proposition suivante :

THÉORÈME I. — Les congruences à cône directeur non plan et à torsion non
nulle, qui admettent par chaque élément une pseudo-droite géodésique sont les
congruences de normales à une développable.

D'après les remarques faites sur les pseudo-lignes a>2 = o, qui sont précisé-
ment les pseudo-droites géodésiques, on a pour ces pseudo-lignes la caracté-
ristique suivante :

THÉORÈME IL — Les pseudo-droites géodésiques sont les plans normaux le long
des génératrices de la développable.
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Les éléments d'une pseudo-droite géodésique sont parallèles entre eux.
De cette dernière propriété résulte la propriété suivante de deux pseudo-

parallèles (d'après le n° 42) :

THÉORÈME III. — Deux pseudo-parallèles sont parallèles dans l'espace au centre
de leurs éléments d'intersection avec les plans normaux à la dévcloppable >

45. Congruences à plan directeur. — Prenons en chaque élément S un repère

dont le vecteur ex est normal au plan directeur; dans la famille ainsi définie,

ex est équipollent à un vecteur fixe, et di\ = o, soit

( 2 ) ù) ( l — O.

Le plan focal et le vecteur torsion sont parallèles au plan directeur. D'autre
part, dans l'espace réaliséE', le repère de composantes cü,,coa,<o1L» a, d'après ( i ) ,
une direction fixe, et comme par rapport k ce repère T, = o [d'après ( 2 ) ] , la

torsion T a une direction fixe dans E'.

THÉORÈME I. — Les congruences à plan directeur, et à torsion non partout nulle,
réalisent des espaces non holonomes à parallélisme absolu, à torsion de direction
fixe, et sont les seules à le faire.

On vient d'en démontrer la première partie. Réciproquement, soit une
congruence V réalisant un espace non holonome E', à parallélisme absolu et à

torsion de direction fixe. On en déduit, en prenant e>> sur le vecteur torsion

de V, l'équation (2) (T, = o) et l'équation (1) ( T est une pseudo-direction fixe).

Les équations (1) et (2) expriment que ûfe, = o, donc que e< a une direction

fixe, et que S ( = M e3) est parallèle à un plan fixe.
Si la torsion est nulle le long d'une pseudo-ligne (A) de V, le théorème est

démontré pour les éléments S extérieurs à (À); l'angle de S avec le plan
directeur est constamment nul pour S extérieur à (À), donc l'est encore pour S
sur (À), d'après l'hypothèse de continuité de V {cf. nü 11).

COROLLAIRE. — Les pseudo-lignes de torsion et leurs trajectoires orthogonales
sont des pseudo-droites. Par tout élément il passe une pseudo-droite géodésique.

Revenons d 'autre part a la déterminat ion, d 'après le n° 4 3 , des congruences
admettant par chaque élément une pseudo-droi te géodésique. On les a déter-
minées dans l 'hypothèse r o , 2 ^ o , et ce sont alors les congruences du n° 44 .

—>
Llhypothèse cot2 = o, jointe à ( 4 3 . i ) donne ûfe, = o, et un plan d i rec teur . Les
congruences cherchées sont donc soit les congruences de normales à une

développable, soit les congruences à plan d i rec teur .
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Lignes de torsion. Parallélisme. — Les pseudo-lignes de torsion sont des
pseudo-droites, et de façon plus précise, ce sont les pseudo-lignes co{ = o.
Comme d'autre part to3, = co,2=o> ces variétés sont les plans parallèles au
plan directeur. Par suite :

THÉORÈMES : II. — Toute pseudo-droite fait un angle constant avec le plan
directeur, III. — Deux pseudo-parallèles font le même angle avec le plan directeur.

(Ce sont des corollaires immédiats des propositions du n°42et de la propriété
qui vient d'être établie au sujet des plans parallèles au plan directeur.)

Xature des pseudo-droites géodésiques. — Ce sont les trajectoires orthogonales
dans V des plans parallèles au plan directeur. En général, ce sont des surfaces
réglées admettant le plan directeur comme cône asymptotique, et la ligne des
centres comme ligne de striction. Exceptionnellement, elles peuvent être des
plans normaux au plan directeur.

46. Espaces dont les lignes de torsion sont des droites. — On peut leur étendre
certaines des propriétés précédentes (celles du parallélisme). Déterminons
d'abord les congruences susceptibles de réaliser de tels espaces; ce sont :

i° Les congruences à plan directeur.

2° Les congruences à cône directeur non plan, dans lesquelles, pour le
repère R du n° 43, to, = o entraine to12 = o. Comme cofL,^ o, l'équation (/i3.3)
donne alors

Comme d'autre part, d'après (43. î) et l'existence du cône directeur, on a
respectivement

[ ] [ ]— O,

la congruence vérifie les conditions du n° 29 qui expriment qu'elle a en chaque
élément un foyer double à l'infini. Donc :

THÉORÈME. — Les congruences à cône directeur double non plan, et les
congruences à plan directeur (simple ou double), réalisent (dans le cas général où
leur torsion nest pas partout nulle) des espaces non holonomes à parallélisme
absolu dont les lignes de torsion sont des droites, et sont seules à le f aire.

Parallélisme dans le cas d\in cône directeur double (non plan). — On sait que
lesr éléments sont tangents à l'infini a une développable (3), que nous appelle-
rons la développable directrice.

Les plans tangents à (o), qui sont les plans focaux de la congruence V,
constituent aussi les cylindres de V et en même temps les lignes de torsion
de V.



Les pseudo-droites lignes de torsion sont les plans tangents à la développable
directrice; les éléments d'une telle pseudo-droite sont parallèles entre eux.

Deux plans focaux ne sont pas pseudo-parallèles : une pseudo-droite ne fait
donc pas le même angle avec les plans focaux de ses divers éléments. Mais
deux pseudo-parallèles issues de deux éléments St> S2 d'un même plan focal
sont parallèles dans l'espace aux centres de S o S2.

THÉORÈME. — Deux pseudo-parallèles sont parallèles dans Vespace au centre de
leurs éléments d^ intersection avec un plan tangent à la développable directrice,

47. Exemple de congruence à cône directeur. Congruence des droites D
coupant à angle constant a une droite fixe A. — Prenons pour paramètre
l'abscisse s du foyer F sur A, et l'angle polaire 6 du plan (A, D) par rapport à

A
un plan fixe passant par A. On a pour le repère ]
dans le plan focal

MFe^e^ défini par MF = e3, et

GO = cosadz, 6),2=cosa<

ou bien, en prenant comme nouvelles variables

=z ; siu a,

z=z— 0

et, en posant k — cota,

a. La torsion est portée par e>> et vaut

(3) T 2=T = /t.

La courbure est nulle. La congruence V ainsi définie pour ô et s variant de — oo
à + ao réalise globalement un espace à parallélisme absolu E' dont la torsion

THFSH O, OALVÀK1.
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a une grandeur constante, et dont les trajectoires orthogonales des lignes de
torsion sont des droites, F est visiblement formée des normales aux cônes de

révolution de sommet sur A et de demi-angle au sommet ~ —a; les propriétés

générales du n° 44 lui sont applicables; en particulier les pseudo-droites gèodè-
siques sont les plans passant par A. (Ce qu'on peut retrouver d'ailleurs en
faisant dty = o.)

b\ Les pseudo-droites {d) sont définies par les équations différentielles :

\ *ty=—langez,

y

[3 étant l'angle du plan tangent à ( d) en M avec le vecteur e,, La pseudo-droite
passant par l'élément Do = D(//o, ^ ) donné, et dont la direction est définie par
£} = po en Do est donnée par la résolution du système (III) :

Pseudo-droites passant par deux éléments donnés. — (30 doit vérifier ( l\) pour
=z ui9 ^ = t̂ 1 correspondant au deuxième élément. Cela donne

£ — ̂  « i —«O1

LTne solution et une seule correspond à toute valeur de(w, — «0J 4*, — ^ 0 ) .

Donc «we infinité dénombrable de droites par 2 points donnés f puisque ' | t — <|/0

n'est défini qu'à un multiple pnàs de-4-^ V

c. Pseudo-géodésïques. — Ce sont les extréinales de ƒ yjdur-t- rfd>% donc elles
fivérifient

^ — ^ 0 — A ( u — «o )

où, d'après (i) et (2),

0 — Go „ (B = const).

Le point M décrit alors une hélice d'axe A. Une infinité dénombrable de solutions
par 2 éléments donnés, Tune d'entre elles réalisant effectivement, en général,
le minimum de la distance (il peut, exceptionnellement, yen avoir deux).

(L un passe par continuité à un espace holonome quand a -^ ^- Alors pour
les pseudo-droites

dp-zo. 3 — ÎV T — r ~ const.



Cet espace est analogue au cylindre de révolution. Le nombre de géodesiques
(au sens large) et de droites (confondues d'ailleurs avec les précédentes) est
le même que précédemment.

<?. Remarquons enfin que la congruence admet le groupe des déplacements
hélicoïdaux d'axe A, et que les géodesiques admettent un sous-groupe à un
paramètre de ces déplacements.

48- Exemple de congruence à plan directeur. Congruence des droites patallèles

à un plan donné (p) et s'appuyant sur une droite donnée (A), — Soit u le vecteur

unitaire de A, i , / , ely 3 vecteurs unitaires trirectangulaires, le dernier étant

perpendiculaire à (p), et le second parallèle au plan «, <?,. Prenons comme
paramètres Pabscisse s de F sur A, et l'angle

En désignant par r l'angle/, //, on a pour le repère Mete2e^ = H :

o)x'=zz sin/1 ds} o ) t J ^ro ,

( I ) G)2= dv — cos r c oser ds} &)15=:o^

Ù) z=z — rosr sina r/s, G)-2=:6/O".

«. Torsion, — Elle vérifie

T = ^ sm or cotr e2.

Elle a une pseudo-direction fixe (o>13=o). Elle a de plus une valeur fixe
quand rfa = o, c'est-à-dire (eo,_> = o) le long d'un cylindre de la congruence.

Ces cylindres sont des plans passant par A et sont d'ailleurs des pseudo-
droites (n° 36). Les plans passant par A et perpendiculaires à (p) sont des
pseudo-droites géodésiques.



La carte le long d'un cycle fermé fini donne un repère final parallèle au
repère initial, avec une translation parallèle à l'axe e*. Le cycle fermé (ij,f9i

f, i)

défini par 4 droites parallèles aux vecteurs i, j et de cotes s, s( a la carte de la

figure i ; pour le repère final mhexe, on a

t~(V— s) cosr.

Ce cycle est réductible à un élément par déformation continue. Au contraire,
pour le cycle obtenu en déplaçant D dans un plan parallèle au plan directeur,

Fig. C.

(F ig . i . )

et en lui faisant subir un tour complet de Do e a D,n le cycle à la carte de la
figure 2. Le repère final a son origine en m', et MQmf= ait est indépendant
de r.

b. Les pseudo-droites font un angle constant (pour chacune d'elles) avec le

plan directeur, ou ce qui revient au même, avec <?,. Soit a cet angle

— = tang a, d'où da — cos/1 cos a ds =z tang a sinr ds

et
da

c o s r co.so- 4 - t a i iga sin/*

Soit

cos r cos o- -+- ta ng a h m r

Les pseudo-droites passant par D0(a0, s0) sont données par

s — sn=

en fonction du paramètre a. Les pseudo-droites passant par Do et par
D, = D(c,, ^ ) , ont leur angle a défini par

On peut voir qu'on a une infinité dénombrable de pseudo-droites passant
par Do, D̂  (à toute valeur de a, — a0 correspond une valeur de a).



e\ On passe par continuité à un espace euclidien quand r—>-• L'espace
euclidien réalisé globalement est alors le cylindre de révolution (auquel se
réduit la surface S des centres M). La carte du ier cycle fermé considéré se
referme (cos/* = o), mais celle du second reste ouverte, ce qui correspond k la
différence topologique qui existe entre le cylindre et le plan euclidien.

CHAPITRE IV.

REALISATION DES CONNEXIONS EUCLIDIENNES PONCTUELLES A DEUX DIMENSIONS.

I. — Généralités.

49. Nous avons défini au Chapitre II la connexion d'une congruence
ordinaire d'éléments linéaires, de sorte qu'une telle congruence réalise un
espace généralisé E'. Nous allons maintenant traiter la réciproque, et démontrer
à son sujet la proposition suivante :

THÉORÈME. — Toute connexion euclidienne ponctuelle à deux dimensions est
localement réalisable par des congruences d'éléments linéaires de l'espace
ordinaire.

Les congruences réalisant une connexion donnée dépendent généralement de
deux fonctions arbitraires d'un argument. Dans certains cas particuliers, elles
dépendent d"*une fonction arbitraire de deux arguments.

C'est une généralisation aux espaces à torsion du théorème bien connu
relatif aux espaces de Riemann, et qui correspond au cas particulier de la
réalisation par une congruence orthogonale. Un autre cas particulier serait
celui d'une congruence de droites (cf. n° 19). Nous montrerons que cette
dernière réalisation est en général impossible, et déterminerons certaines
conditions de possibilité. La question a été traitée dans les Notes [16a] et [166]
aux Comptes rendus. (La Note [16c J indique une autre réalisation des connexions
euclidiennes ponctuelles à deux dimensions les plus générales, par des
congruences de plans de l'espace à quatre dimensions.)

Signalons d'autre part qu'il se présentera certains points exceptionnels au
voisinage desquels le théorème ne sera pas démontré (cf. n° 62). Une réali-
sation au voisinage de ces points est alors donnée, dans l'espace à quatre
dimensions, par un théorème d'existence du Chapitre V (n° 87).

50. Nous nous bornerons exclusivement au problème local, que nous
ramènerons à l'étude de systèmes différentiels. Au sujet du problème global,
rappelons seulement que, même si la réalisation locale par une certaine
congruence V est valable dans tout l'espace E', il ne s'ensuit pas que V réalise
globalement E', (Exemple : plan et cylindre de révolution.)



51. Se donner une connexion Ë', c'e^t t>e donner en fonction de deux
variables «,, w2 et de leurs différentielles, les composantes relatives G?,, m2f xn^2

de la connexion, c'est-à-dire trois formes de Pfaff (des vazûables //), formes que
l'on peut choisir de façon tout à fait arbitraire pourvu que

Nous les prendrons analytiques, c'est-à-dire que leurs coefficients seront
des fonctions analytiques de «,, «2.

Ces composantes peuvent être considérées comme celles d'un repère R(u t, ua)
rectangulaire attaché idéalement à tout point (uu u2) de E'. On peut, sans
changer E', remplacer &iy ÎTJLM to t i par les formes m\,m\, trj*, qui s'en déduisent
par une rotation §{uif u2) arbitraire autour de l'origine.

52. Réaliser localement E' par une congruence V, c'est (n° 14) associera
tout point (M,, U2) d'un certain voisinage de E', un élément linéaire S^M,, U,À)
tel qu'une famille de repères d'ordre zero, soit R(t/O u2) de 5a congruence
obtenue, ait pour composantes latérales

(I) W!=CJ,, (à>~Tiïlt f*)\->^=ZTJiïx>.

La condition (5 (. i) entraine alors

( 1 ) \ 0 i i f j ) i \ ^ O

et Von a une congruence ordinaire {cf. 12 .3) .
Réaliser E' par V c'est en somme associer à tout point (ul9 M2) de E' le

repère R(w,, M 2 ) . Or les composantes d'un repère sont six formes de Pfaff bien
déterminées des six paramètres zi9 zl9 . . . , sb du déplacement qui amène en II
un repère de base R arbitrairement choisi (cf. n° 12 et [14]) : les équations ( l )
constituent donc un système différentiel

( 2 ) c r ( r , u ) <7( o), ^ )

aux six fonctions inconnues zi? s2, . . . , ^(J, des deux variables indépen-
dantes un u2. Toute solution de ce système fournit une réalisation locale de E'.

La lettre E; désignera seulement un voisinage de l'espace donné.

53. Mais les composantes de E' ne sont définies qu'à une rotation près6(w,, u2)
des repères attachés à Ë'. On pourrait aussi bien prendre le système

(1) **(:,") o-(w, w*),

a v e c , 0 d é s i g n a n t u n e f o n c t i o n a n a l y t i q u e d e uA9 u»,

HT* =^ — trr, rosO - f nx> ^iuO,
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Si la congruence V vérifie a, elle réalise localement E', donc vérifie a*? et
Ton peut dire que tous ces systèmes a, a* sont géométriquement équivalents.
Mais les R(w1, u2), c'est-à-dire les fonctions z obtenues à partir de a et de a* ne
sont pas les mêmes dans une môme variété V; on peut prévoir que les R*(u1? u2),
de paramètres z*f trouvés pour V à partir de a*? se déduisent des ï\(ui9u2)

trouvés à partir de <r, par la rotation 6^uo u2) autour de e..
De façon plus précise, considérons la transformation

dépendant de la l'onction arbitraire 0(a,, M2), qui donne, en fonction des para-
mètres z d'un repère R quelconque, les paramètres -s* de celui qui s'en déduit

par la rotation 6 autour de es.
On a, pour s = i, 2, 12, les mêmes relations entre les <oA(z) et (ûà(z*) qu'entre

les GJ> et les w* (cf. n° 51); et le système transformé de a par la transfor-
mation ® est

Si les £ vérifient a(-) , les z* vérifient <r*(-s*), c'est-à-dire a*. Les
familles R(M1? M2) et R*(«M w2) sont attachées à la même congruence V.

Cette transformation @ nous servira bientôt à donner une condition simple
d'involution du système a. Rappelons que le système a* n'est autre que le
système a défini à partir d'un autre choix (soit R*) des repères de E'.

54. Le système a n'est pas en involution. Nous allons montrer que ses
solutions vérifient une autre équation linéaire en a>.

Soient R la courbure, TM TQ les composantes de la torsion dans le système
des repères R des composantes G?,, &2, tsi2. On a

t) BJ', ™ [GJIJCTÏ

( 2 ) 57, - [BTI G T U

(3) BJÎ2 = R[cj)Bj21-

DJaprès a et les équations de structure de l'espace à trois dimensions, les équa-
tions de fermeture de a sont

l ( \) fwi w.,]

(TI) \ ( 5 ) [ w 3 &)r,2

( ( 6 ) | WsaCOij

Elfes ont pour conséquences :

i° Si R ̂ . o , et si Ton pose T = RII,
[ W 3 & ) 3 1 J = 1 1 ] [W;,2ÛÛ31 J ,
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et, comme [ojjoCOj,] ^ o,

(7) 03, = r U i O)-.,— I L o ) , I.

2U SiR = o, (6) donne

(8) [Woi^hi] — o.

a. ï o ^ o . —D'après (5) , on a alors cor2^é o, donc (8) donne, A désignant
une fonction de «,, M,,

(9) U> . = Vo>,

et, d'après (4) et (5),
(10) A = £ .

•>6. Ta = o. — Si Ù J , 2 ^ O , (5) et (8 ) entraînent [w3Wj,] = o e t T = o, Si la
torsion n'est pas partout nulle, c'est donc que T\== n entraîne ro0_==o ; et l'on

a, dans tous les cas où T ̂ â o,

i = T t to,,.

On voit que les équations de fermeture du système a entraînent comme
conséquence (quand E' n'est pas holonome), l'équation (j) ou l'équation ( n ) .
Donc a n'est pas en involution. Et, d'autre part, toute solution de a vérifie (7)
ou ( 11 ).

Nous sommes ainsi amenés à étudier suivant les cas, les systèmes [a, (7)] ou
le système [a, (11)]. En adjoignant à un tel système ses équations de fermeture,
c'est-à-dire les équations (II) et celles qui résultent de la dérivation extérieure
de l'équation supplémentaire (7) ou (11), on obtient un système fermé que
nous désignerons par

la lettre J représentant des quantités telles que Tls T2, R, II,, IL, ou leurs
dérivées covariantes. Nous allons montrer que £ est en involution. La méthode
employée ( ' ) est généralisable aux connexions à n dimensions (<?ƒ. Chap. I) et
c'est ce qui nous Ta fait choisir.

55. i° Considérons une famille(/')d'élémenls(e), parexemple leséléments
intégraux d'un système de Ffafï, définie par un système (5) d'égalités : les
égalités (s) sont nécessaires et suffisantes pour que (e) fasse partie de (ƒ).
Toute égalité, vérifiée éventuellement par un élément {e) de (ƒ), et qui ne fait
pas partie de {s) sera dite égalité superflue.

(*) C'est r application au système 2 de la méthode employée par M. të. Cartan dans la démonstra-
tion du théorème de Schlaéfli [11].
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L'élément générique de «(ƒ) n'introduit par définition ( 1 ) aucune égalité
superflue.

2° Soitun système de Pfaff Zn kn variables indépendantes imposées //,, . . . , un9

et désignons par S/t le même système dans lequel on ne distingue plus les u
comme variables indépendantes. Un élément intégral à p dimensions de Hn est par
définition un élément intégral à p dimensions de Sft (

1 ), qui introduit exactement
n —p relations entre les du,

3° Rappelons enfin que l'on a alors (*) la condition nécessaire et suffisante
dHnvolution suivante/ que nous énoncerons dans le cas du système S qui nous
intéresse (/i = 2), et que nous désignerons par condition A.

CONDITION À. —- a. Parle f oint intégral générique passe un élément intégral à
une dimension; b. par l'élément intégral générique à une dimension passe un
élément intégral à deux dimensions I2.

56. Le système E vérifie la condition (Aa). Considérons en effet les u et les z
comme les coordonnées cartésiennes d'un point d'un espace auxiliaire E8 à
huit dimensions; limitons E à un domaine où [üsi9 œ2] n'est jamais nul. On
peut prendre pour paramètres directeurs d'un élément linéaire de E8, GT4, GJ2 et
les co, puisque GÏ< , G?2 sont indépendants en du, et les to indépendants en dz et
indépendants des du.

Par tout point intégral, c'est-a-dire par tout point (M, Z) du domaine
[oî,n?2] ̂  o, passent des éléments intégraux à une dimension, pour lesquels on
peut prendre arbitrairement, d'après la forme du système Z, les paramètres tn<,
m\\ il suffit de ne pas prendre mK = œ2 = ° pour que l'élément choisi introduise
exactement une relation entre les du. c. Q. F. D.

Reste à vérifier la condition (Aè). Elle exprime qu'étant donné un élément
intégral I< :

bA. ou bien on peut affirmer qu'il passe par lui un I2 ;
6a- ou bien l, vérifie une égalité superflue, c'est-à-dire non nécessaire pour

qu'il soit élément intégral à une dimension de 2.

De façon plus précise, il existe un système (Y) d'égalités superflues, c'est-
à-dire qu'un élément peut être intégral à une dimension sans vérifier une seule
des égalités de (Y). Dans le cas (62), l* vérifie une ou plusieurs égalités de (V).

57. Nous allons simplifier les calculs relatifs à la condition (Ab) en faisant
intervenir les transformations ©. Cette simplification a été introduite par
M. É. Cartan, dans la démonstration du théorème de Schlaèfli [11].

(O Cf. É. CÀRTAN[17].

THÈSB O. OALVAHI. 7
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La transformation 0 ( s ) du n° 53 transforme 2 en

les ta* et J* étant les expressions des m et J dans le système des repères R*
déduits des R par la rotation 0(Ï/^ u2) autour de l'origine.

Étant donné un élément I15 c'est-à-dire un point (w, z) de E8 et des para-
mètres directeurs xn^ GJ2» <*>? l'équation

( 2 ) — S J I s i n0 H-GTgCOSÖ = o

définit un angle ô, donc une transformation 0. Elle transforme R en R*, et le
transformé I* de J< par 0 vérifie

= : O.

C'est un élément intégral aune dimension de 2*, car il vérifie bien le système,
et, d'autre part, 0 ne modifiant pas les u9 J* introduit exactement autant de
relations entre les du que l'élément I<, c'est-à-dire une relation.

Ce raisonnement est d'ailleurs général et tout élément intégral I de 2 est
transformé par 0 en un élément intégral I* de 2*; et inversement, tout élément
intégral F* de 2* est transformé par 0~' en un élément intégral I' de 2. Par
suite, un élément intégral I* à deux dimensions de 2* passant par I* est trans-
formé par 0~1 en un élément intégral à deux dimensions de 2 passant par li :

La recherche des I2 passant par l^ est ainsi ramenée à celle des I* de 2* gui
passent par I*. Or, un I* passant par I* est défini par un élément à une dimen-
sion e* intégral de 2* et en involution avec I* (c'est-à-dire de même centre
u*, s* et vérifiant avec lui les équations de fermeture). On peut prendre pour
s* n'importe quel élément de I* non colinéaire à I*, et, comme l* ne doit intro-
duire aucune relation entre les du, et que I* vérifie GJ* = o, l'élément £* ne doit
pas vérifier œ* = o. Il existe dans 1* un élément vérifiant n'importe quelle rela-
tion autre que cette dernière entre les du et, par exemple la relation

Nous désignerons par \\ tout élément intégral à une dimension vérifiant
G73 = o; par e°2 tout élément intégral à une dimension vérifiant ^ = 0. La
recherche des I2 passant par e{ est donc ramenée a celle des £° en involution avec
un IJ, dans un certain système 2*, c'est-à-dire dans le système 2 correspondant
à un certain choix des repères de E'.

58. Avec ces notations, on peut établir la condition suivante d'involution,
dont il nous importe surtout d'utiliser le caractère suffisant.

CONDITION B. — Pour le choix générique des repères de E', il existe pour HJ
générique, un z\ en involution avec lui.

En effet I* est un élément IJ relatif au système 2*, c'est-à-dire au repère R*.
Si la condition B est vérifiée, ou bien on peut affirmer qu'il passe par I* un I*?
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donc par I, un I2, et Ton est dans le cas (kbA ) du n° 56, ou bien Ton a Fune ou
l'autre des circonstances suivantes :

oc. R* n'est pas un repère générique, c'est-à-dire vérifie une condition
égalité.
(3. R* est un repère générique, mais!* est un 1° vérifiant une égalité superflue.

d'égalité.

La circonstance (a) entraîne que I< est un élément intégral de 2' pour lequel
GJ< et GJ2 sont liés par une certaine relation d'égalité [qui n'est d'ailleurs autre
que (57.2) avec pour 9 une valeur particulière 60 correspondant au repère parti-
culier R*]. C'est une égalité superflue, puisque pour l'élément générique tn1 et,trj2
sont arbitraires (et6=^80). lA n'est pas générique, on est dans le cas (Ai2) .

La circonstance (J3) est celle où 6 n'a pas une valeur particulière, mais où I*
vérifie une condition d'égalité superflue : l'existence d'une telle relation est
conservée par 0-1, et l'on a encore un élément I< non générique : on est encore
dans le cas (Aè2).

En définitive ïi vérifie soit (A6,), soit (A62) donc vérifie (A6) : par l'I,
générique passe un L. c. Q. F. D.

Il est de même facile d'établir que la condition B est nécessaire.

Application de la condition B. — Les paramètres directeurs étant définis à
un facteur constant près, on prendra, pour IJ,

et pour £°„

l'indice s pouvant prendre les valeurs 1, 2, 3, 3i, 32, 12. Ces principes posés,
passons à l'étude des deux systèmes Z obtenus suivant que R est partout nul ou
non. Nous examinerons aussi en passant les possibilités de réalisation par des
congruences de droites»

II. — Connexions à courbure non partout nulle.

a. Réalisation par des congruences a"éléments linéaires,

59. On a alors le système £ (c / . n° 54).

( l ) OH =73U

(I)
( 2 ) C02 = i

( 3 ) a > 1 2 = :

(5)
(6)
( 7 ) ["32(>>3l] = R

(8)



En fonction des dérivées absolues de II (<?ƒ. nü 25) définies par

on trouve, pour (8), l'équation

( g ) I l t , i [ny l oj . . . i ] -h ( i — n 2 , i ) [cJtW31] = - I1 2 J 2 [co31i02] -h ( i - r n i j 2 )

de ce système. — Les équations (5), (6) sont conséquences de (I) et
de (7). Le système S se réduit donc aux équations [(I), (7), (9)].

Par un point intégral passent toujours 00" éléments I, ; on peut choisir arbi-
trairement les paramètres directeurs xsi9 GT2, W;H, CO32. Les autres sont alors
bien définis.

Soient, pour les paramètres directeurs :

i° de IJ :

<£> d e el :
5 7 ! = O, © 0 = Ij CO,ÏJL=.3?lî û)32 = d?2.

La condition nécessaire et suffisante pour que e° soit en involution avec IJ est
qu'ils vérifient (7) et (9), soit, en fonction des a et des ce, les équations

(9') T

On a deux équations linéaires aux inconnues a?,, a?2. Le déterminant A n'est, en
général, pas nul, à moins que Ĥ  , = 1 — ïl2 A ̂  o. Si A ̂ é o, il existe pour IJ
un élément £° en involution avec lui. Si A = o, quatre cas se présentent :

a. II1 , = 1 —• Il2^ = o quel que soit le point intégral (c'est-à-dire uAy u*) et
quel que soit le choix des repères. Nous examinerons plus loin le cas d'un tel
espace E'.

p. n i ( 1 = i — n2j4 = o quel que soit le choix des repères, pour l'origine de
IJ, cette relation n'étant vraie qu'en certains points de E7 : l'origine de IJ est
particulière et IJ n'est pas générique.

y. n M = i — n2) i = o pour les repères R, mais pas pour un repère quel-
conque : le choix des repères n'est pas générique.

0. n i#1 et I — n2)1 ne sont pas nuls tous deux. A n'est nul que pour des
valeurs particulières de ai9 a2, donc l'IJ considéré n'est pas générique.

60. Conclusion dans le cas général. — Soit un espace E' ne vérifiant pas la
condition (a). Pour le choix générique du repère [(y) non vérifiée] et pour l'IJ
générique [((3) et (0) non vérifiées], le déterminant A n'est pas nul, et il existe
un Ê  en involution avec IJ. La condition B est vérifiée et 2 est en involution.
Il admet donc des solutions.
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Degré d" arbitraire de la solution générale. — Le nombre d'I2 passant par l'I,
générique est celui des s* en involution avec 1J; il y en a ici un et un seul. La
solution générale dépend par suite [17] de fonctions arbitraires d'un argument
au plus.

Diaprés la théorie des systèmes en involution [17], le nombre v de fonctions
arbitraires d'un argument dont dépend la solution générale est alors donné par

v — n — p — 50 ;

n étant le nombre total de variables (ici 8), p celui des variables indépendantes
(ici 2), et sQ 1G nombre des paramètres arbitraires de YV\ passant par un point
intégral donné (ici 4V On a donc v = 2, d'où la partie du théorème du n° 49
qui concerne le cas général ici envisagé.

Les solutions d'un système 2 donnent visiblementdes congvuences distinctes,
c'est-à-dire non toutes déductibles de l'une d'entre elles par des déplacements.
La relation géométrique entre ces congruences a été caractérisée au n° 25.

61. Problème de Cauchy dans ce cas général. — Le fait que la solution
générale dépend ici de deux fonctions arbitraires d'un argument peut se
traduire par la proposition suivante :

THÉORÈME. — Dans la réalisation de E'o dans E3, on peut faire correspondre
à une courbe y donnée de E'o une courbe arbitrairement choisie (C) dans E3

comme lieu des centres des éléments homologues des points de (y).

Démonstration. — La solution générale V est définie par une famille S* de
repères R dont les composantes relatives vérifient

cette famille 3* dépendant de deux fonctions arbitraires d'un argument,
soient ƒ, e t / 2 .

A la courbe y de E'o définie par w2 = /(w^) est associée la pseudo-ligne F
de V qui vérifie la même équation. Prenons dans E'a des repères R tels que les
repères attaches aux points de y vérifient w2 = o. Les autres composantes sont
des formes GJ(M) à une variable. Les repères R correspondant dans E3 vérifient
<O(| = GJ1(H), . . . , et leur origine engendre une courbe (C) qui dépend des
fonctions f] e t / 2 .

On peut choisir / , e t / 2 de façon que ( C) soit une courbe donnée (Co) de E3.
Soit en effet

w$ =3 (Ù^ ~ coJi — o, coJi ̂ =z ds

les composantes du repère de Frenet Met de (Co); une rotation d'angle V



autour de ei amène ce repère en Me*; une rotation d'angle G autour de e*2

amène Me* en Me* et Ton a

w* — dscosQ, w * 2 = (pcosV cosö-HT sinÖ) Ö?5—sinÖc/V;

co*=— öfo binOj w*2 — (— p cosVsinQ 4 - T C O S O ) ds — cosÔ dV.

Les équations différentielles

expriment que (Co) est une courbe (C) lieu des centres des éléments homo-
logues des points de y. Ce sont des équations à trois fonctions inconnues s, V,

ô de ia variable M. Elles sont d'ailleurs» visiblement compatibles» eu -5-? -7-? -j-i
r du du du

et finalement compatibles en .y, V, 6. D'où trois constantes arbitraires pour
la solution générale correspondant à (Co). La réalisation serait complètement
déterminée si Von se donnait Vêlement S homologue dhin point donné M de E'nJ

et la courbe (Co) lieu des cenfres des éléments homologues des points d\ine
courbe y passant par M.

Caractéristiques. — La correspondance entre y et C définit une courbe (K)
de l'espace des (u, s). Les résultats précédents ne sont valables que dans le
cas général où les éléments de contact de (K) ne sont pas des éléments
intégraux singuliers de 2.

Les courbes caractéristiques de 2 (dans l'espace des «, z) sont définies par

relation qui entraîne la nullité du déterminant des équations (59.7') et(59.g/).
Si (K) est une caractéristique, le problème de Cauchy est en général impos-

sible f 17]. On peut énoncer une condition nécessaire de possibilité qui est la
compatibilité des équations (59.7') et (59.9'), auquel cas Ton a

( 2 )

Alors ai et a2 sont donnés par (2), et, pour les courbes (C) correspondantes,
V et 6 sont données en fonction de Y arc u de y par les deux relations finies

( pcosV =( f} cosÔ — a2 sin6) cos9,
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où Y) désigne la courbure de -y {vsi^ = ridu); ces deux relations résultent de
l'élimination de dY, ds entre les équations a>*~du, to*2 = Y)öfo, co*2=a2<fi/
et oo* — (Ut a2 — n2a i ) du.

Ainsi, à toute courbe y de E'3 correspond une famille de courbes (G) de E3

définissant avec y une courbe (K) caractéristique. Cette famille dépend d'une
fonction arbitraire, par exemple la fonction &2(u); &\ est alors donné par (1),
et V et 6 vérifient (3). Les courbes (C) pour lesquels le problème est peut-être
possible vérifient de plus (2).

62. Points exceptionnels. — On a défini au n° 60 une réalisation de E', au
voisinage d'un point (u^ u2) générique de E'2. On a écarté a priori les points
de courbure nulle. On peut se dispenser de les écarter, en remplaçant
l'équation (54.7) par la suivante :

qui est valable dans tous les cas, et fournit encore [après une discussion un
peu plus longue (1)] un système 2 en involution. Le théorème d'existence des
solutions de S ne permet pas d'affirmer l'existence de réalisations au voisinage
de tout point de E'2. On montrerait que les points exceptionnels (2) sont dans
le cas général envisagé ici, des trois types suivants :

i° Points à courbure non nulle pour lesquels

(2) n l t l = ^ , 2 = 1 + ^ , 2 = 1 — n 2 j l = o.

20 Points où la courbure est à la fois nulle et stationnaire, et où, de plus,
la direction de la torsion est stationnaire.

3° Points où la courbure et la torsion sont nulles.

0 ) L'équation (1) peut s'écrire, si R ^ o , Rû = o en posant ö = w3—II1a>32-h n2w31. Alors
l'équation dérnée (i ') [r/R w] + R w ' = o devient [puisque c5 = o d'après (1)] w ' = o , et Ton est
ramené à la discussion précédente.

Points à courbure nulle. — L'équation (i ') s'écrit

(1') [rZRw3] - [DTi Ü)M] —

et l'équation (1) se réduit à

( i )

Si T = R = o le point intégral (u1} «2î z) est singulier, car (1) s'évanouit (d'où la 3e catégorie).

Si T ^ o (donc T i T 2 ^ o pour le repère générique), une discussion analogue à celle du n° 59
montre que ces points sont en général réguliers, et conduit à la 2e catégorie de points exceptionnels.

(2) Ce sont les points (ui, w2) tels que les points intégraux (ul7 u2, z) ne soient pas réguliers, ou
tels que par ces points il ne passe aucun élément intégral régulier (cf. [17]).
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CONCLUSION. — Étant donné un espace E'2 à courbure, on peut, dans le cas
génrral ou tous les points à courbure non nulle ne vérifient pas (2), affirmer
Vexistence d^une réalisation dans E3 au voisinage de tout point n entrant dans
aucune des catégories ci-dessus,

63. Cas particulier. — Nous allons maintenant examiner les connexions
vérifiant

(1) 11*̂  = 1 — 11*̂  = 0, R ^ o

en tout point (uA9 z/2), et quel que soit le choix des repères R*(MM uj), c'est-
à-dire quels que soient uA u2t 6. Nous les appellerons connexions E'o.

Le calcul montre qu'il faut et suffit pour cela que (1^ soit vérifiée pour deux
valeurs de 6 ne différant pas entre elles d'un multiple de it, par exemple

pour 6 = o et 6 = -• Ce qui donne, pour(i), la condition nécessaire et suffisante

( 2 ) n l j l = T — Ï T , i l = ÏT2 ^ = T -4-TT : .:= f>

L'équation (59.9') est identiquement vérifiée. Pour Pl° générique (ne
vérifiant pas a., — a2 = o), il existe 00' éléments t\ associés. Par I'I< générique,
il passe doncoo1!^ et la solution générale dépend à* une f onction arbitraire de
deux arguments.

->
Signification géométrique de {ri) pour V espace E'o. — Prenons e2 sur la torsion ;

on a alors
(3) Ili^o, dtt^o, DHi^^Il! — &)12II2 = —

(4) ir2^n, dtt^dn,

L'hypothèse (2) donne
(5) Dû, — — «2, DII2=&)1.

D'où, d'après (3) et (4),

(6) <ùt=<m,

(7) n
La relation (7) exprime que les trajectoires orthogonales (co2 = o), des lignes

de torsion sont des droites; (6) exprime que, le long d'une ligne de
torsion l0 (a^ = o), la torsion a une grandeur constante II0, et (7) exprime
que II(> est la courbure de (Zo); on peut dire que les espaces E'o ont pour lignes
de torsion des cercles (au sens courbure constante) et que la torsion le long de
ces cercles est constamment égale à leur rayon (de courbure)*

Réciproquement, dans un espace jouissant de ces propriétés, co1 est de la

forme AdTL, et w12 est de la forme Bto< + ^ ; si les trajectoires orthogonales
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des lignes de torsion sont des droites, B = o, et Ton a (7). Alors

I I to ' 1 2 ~ HRf GtHcos] — [waco12] -4- IIR [&)t w2] — [dB. co12],

d'où
(A —i)föOIw12] = o,

et finalement A = 1, d'où (6). Or (6) et (7) entraînent (2). Conclusion :

Les espaces vérifiant (2), espaces Ë'o, sont ceux dont les trajectoires ortho-
gonales des lignes de torsion sont des droites, et dont les lignes de torsion sont des
cercles y la torsion le long d'un tel cercle étant égale au rayon de courbure.

Signification de (2) dans les congruences réalisantes. — Les équations (25 .2)
et (25.3) montrent, comme conséquence de (2) que les composantes, o3i, co2 du
repère parallèle à R(^ , w2), et d'origine le pôle de l'élément S décrivant la
congruence réalisante, sont toutes deux nulles, ainsi bien entendu que oo3 qui
Test toujours : le pôle de S reste donc fixe quand S décrit la congruence;
d'où Ténoncé suivant, qui précise le cas particulier envisagé dans le théorème
général :

THÉORÈME. — Les espaces E'o sont réalisables par des congruences dépendant
d'une fonction arbitraire de deux arguments. Dans toute congruence réalisante,
la surface polaire est réduite à un point.

b. Réalisations par des congruences de droites.

64. Pour que le repère obtenu soit celui d'une congruence de droites, il faut
et il suffit que son origine soit le milieu des foyers, donc que la somme des
racines de l'équation (20.2)

(20.2) [wj-hpcüs! G)2H- pco:i2] = o

soit nulle. C'est-à-dire que Ton ait

( 1 )

Le système S' à résoudre est formé du système 2 et de l'équation quadra-
tique (1) [13, 17]. Les éléments z\ en involution avec 1% doivent vérifier
l'équation supplémentaire (avec les notations du n° 59)

(2) a±-hcci=ot

x< etx2 étant en général bien déterminés par (59.7') et (59.9'), (2) est alors
impossible et le système 2' n'est pas en involution.

THESB O. GÀLVANI.
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Pour qu'il le soit, il faudrait que ces équations soient compatibles avec (2)
en tirant x% de (2), elles deviennent

(3)

(4) ( i -n 2 , 1 )^ 1

Leur compatibilité entraînerait une relation entre aif a2 donc un 1° non
générique, sauf si (4) s'évanouit, c'est-à-dire dans l'hypothèse

(5) 1 - n2f l = iii,! — n2 2 = 1 -+- n l j 3 = o .

Ceci doit être réalisé en tout point (u^, ?/2) sinon IJ ne serait pas générique.
Le calcul montre que les équations (5) sont réalisées quel que soit 9 pourvu
qu'elles le soient pour une valeur particulière de 0. Le choix des axes est alors
générique, et par tout I, générique passe un I2 bien déterminé du système S'.
Comme on a encore ^==4» la solution générale dépend de deux fonctions
arbitraires d'un argument.

CONCLUSION. — Les espaces vérifiant la condition (5) sont réalisables par des
congruences de droites, qui dépendent de deux fonctions arbitraires d'un
argument.

Cela ne veut pas dire qu'une connexion, qui ne vérifie pas (5), n'est en
aucun cas réalisable par des congruences de droites. Il peut se faire que, pour
certaines connexions, le système If, bien que non en involution, soit tout
de même compatible. La Note [16è] constitue, en somme, une étude complète
de la compatibilité de 2' et indique, en dehors de la condition (5), certaines
conditions de possibilité.

III. — Cas du parallélisme absolu.

65. Nous n'aurons à considérer que des espaces effectivement non holonomes,
puisque les réalisations locales du plan euclidien ont été données (au n° 31).
Les espaces E' étudiés par la suite seront donc des espaces à parallélisme
absolu dont la torsion n'est pas partout nulle.

On pourrait leur appliquer la méthode précédente. On peut alors simplifier
les calculs en se limitant aux repères R pour lesquels wi2 = o, et par suite aux
transformations 0 d'angle ô indépendant de ui9 u2, ce qui ne modifie pas la
condition d'involution B. Pour le repère générique et l'élément IJ générique,

T4 et T2 ne sont pas nuls, sans quoi l'on aurait T = o ; cela permet de prendre
l'équation à associer à a pourformer 2 (n° 54) sous la forme

T
( 1 ) Wü = A W32 avec A = =^ •

1
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En opérant comme précédemment, on trouverait encore un £° et un seul en
involution avec 1% dans le cas général où l'équation ( i ' ) dérivée de( i ) n'est
pas identiquement vérifiée. On a encore alors deux fonctions arbitraires d'un
argument, c'est-à-dire le théorème du n° 49 (1).

Si ( i ' ) est identiquement vérifiée, 2 est encore en involution, et les variétés
réalisantes dépendent d'une fonction arbitraire de deux arguments. Ce cas
correspond kdA = o, c'est-à-dire aux E' dont la torsion a une direction fixe;
énonçons ce résultat, qui complète le théorème précédent :

THÉORÈME. — Les espaces E' à parallélisme absolu à torsion de direction fixe
sont réalisables par des congruences à plan directeur qui dépendent, pour un E'
donné, d'une f onction arbitraire de deux arguments.

>
Pour la réalisation par des congruences de droites, il faut, puisque T ^ o ,

qu'il y ait un foyer simple à l'infini, et l'origine du repère intrinsèque est
caractérisée par le fait qu'une distance focale est égale à — i; cela donne
d'après (20.2), la condition nécessaire et suffisante

( 2 ) [&>l— &)31 G)S— W3 2] = O.

Le système 2 ' = [2, (2)] admet comme condition d'involution A = const.

THÉORÈME. — Les espaces E' à parallélisme absolu à torsion de direction fixe
sont réalisables par des congruences de droites qui, pour un E' donné dépendent
de deux f onctions arbitraires d'un argument.

Quand 1/ n'est pas en involution, il peut cependant admettre des solutions,
du moins pour certains espaces E'. Elles ont été données dans la Note [16a].
Nous allons les retrouver (n° 76) en faisant une étude directe de la réalisation
de E7. Nous ferons ici cette étude dans le cas général dJune idéalisation par des
congruences d^ éléments linéaires, de façon à expliciter les résultats et surtout à
indiquer certaines formes géométriques auxquelles peuvent se réduire les
solutions (nos 66 à 75).

66. Pour l'étude directe que nous allons faire, nous prendrons comme
inconnues, non plus les paramètres z du repère R de la congruence cherchée,
mais les f ormes de Pfaff à deux variables que sont les composantes de R quand

l'élément \Me3) décrit la congruence.

a. Donnée de E7. — E' est donné par trois formes de Pfaff analytiques wi9

S2 , S,2 de deux variables u]9 w2. T< et T2 sont alors des fonctions analytiques

(*) Pour la solution générale, seule en vue ici, aucune courbe intégrale de S ne passe par les

points Mi, M2, où T = o : la réalisation locale est donc limitée aux domaines de torsion jamais nulle
(du moins pour la solution générale).
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de ui9 u2 - nous nous placerons exclusivement dans des domaines E' où la torsion
n'est jamais nulle. L'angle de la torsion avec les axes du repère donné est alors
une fonction analytique de uif &2, et une rotation analytique des axes permet

de prendre e2 sur le vecteur torsion.
On peut donc prendre en chaque point M(uiy u2) un repère R dont le

deuxième axe est porté par la torsion T, et dont les composantes t^iy xz2, TU12

restent analytiques. On posera alors

On peut, d'autre part, par un nouveau choix de coordonnées (u9 v), prendre

( i ) œ1=zX(u, v) du,

(2) GT 2 = Y(u, v) dv.

Enfin, la courbure étant nulle, xss\3 = o donne

( 3 ) TB<\2= do (<p = f o n c t i o n d e u, v).

En général c r l 2 ^ o et o ne se réduit pas à une constante. On peut alors
prendre, comme coordonnées dans E', o et une des variables zz, P. D'OÙ les
divers cas examinés plus loin.

b. Réalisation de Ef. — Le problème consiste à assujettir les compo-
santes tos d'un repère R(u, ç) de l'espace à trois dimensions, aux équations

( I ) (4) COi^GTtj ( 5 ) <Ù»=7B2, (6) 57i2— 5Tj2,

c'est-à-dire à trouver six formes de Pfaff cordes deux variables M, V, vérifiant (1)
et les six équations de structure [to,] de l'espace ordinaire. C'est la condition

nécessaire et suffisante pour que l'élément \Sle2) de la famille de repères R(w, 9)
engendre une congruence réalisant E'.

i° Les équations [^0 ,̂ [w^] , [co2] s'écrivent

[w3a)31] = o, | Û) 3 3 &) S 1 )==O, rw3Wi2| = ï [o ) 1 w 2 ] .

Si co3) n'était pas partout nul, les deux premières entraîneraient [co3co3o] = 0,
donc T = o, ce qui est contraire à l'hypothèse. Donc

( 7 ) <*>;>!= O .

2° Alors [to32j, qui s'écrit [co31 co12] = <o'32, montre que Ü>'32^O et que co3a

est une différentielle totale exacte

( 8 ) w, i2= daf

a étant une fonction inconnue de (M, V).
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II reste donc à déterminer a et la forme coy ; comme (7) entraîne [coj et [w13],
et que (8) entraîne alors [w32], a et co3 doivent vérifier [w34], [a>2], [co3j.

3° [co3i] s'écrit, en tenant compte de (7),

[W31J LW32Wls] ~[d<7 5J12] = O.

On a donc à envisager deux cas suivant que GJ13 est nul ou non.

67. Si T3i2 = d<$> jàOy [ci),H ] montre que a est fonction seulement de 9 :

(9) <ùn=p(<f)d<f.

Signification de p(<p). — Si (y) désigne l'indicatrice sphérique du cône
directeur, et s son arc, a l'angle du plan osculateur à (y) avec le plan tangent à

la sphère, les expressions de deA et de» montrent que

La fonction p(y) caractérise donc le cône directeur. En tenant compte de la signi-
fication de l'hypothèse tnl2pzlo, nous allons démontrer le théorème suivant :

THÉORÈME. — Les espaces à parallélisme absolu E' dont la torsion n'a pas une
direction fixe sont localement réalisables par des congruences à cône directeur
non plan : étant donné un espace E', on peut prendre, pour cône directeur, un
cône (nonplan) arbitraire, et les congruences réalisant E', et admettant ce cône
directeur, dépendent d^une fonction arbitraire dJune variable (de la variable <p).

Nous le démontrerons d'abord dans le cas général où op dépend de u et de v>
puis nous examinerons le cas particulier où 9 ne dépend que de u (qui ne
change rien à la démonstration), et nous étendrons enfin la démonstration au
cas où ? ne dépend que de 9.

68. Cas général où 9 dépend de u et de 9. — En prenant v et 9 comme coor-
données, le tableau (T) des composantes de E' et de la congruence réalisante
est le suivant :

(T)

Les fonctions données £, yj, £ vérifient par hypothèse (d'après le choix des
repères et les équations de structure de E') les relations



— 62 —

Les fonctions inconnues p, P, Q doivent vérifier les relations nécessaires
et suffisantes [o>2] et [co3], soit ici

(3) Q/>--Tfr ,

On peut prendre ƒ>(<?) ̂  o arbitraire. Alors Q est bien déterminé par (3)

soit

Et P est donné par (4), et dépend d'une fonction arbitraire H(<p),

(7) P =Po(*,?)-hH(9)

avec

(8) Po=

La solution dépend bien de deux fonctions arbitraires (conformément au
théorème général); ce sont deux fonctions arbitraires de <p (p et H),

La signification de ƒ>(<?) donnée au n° 67, montre qu'on peut prendre arbi-
trairement le cône directeur, pourvu qu'on ne prenne pas un plan ( p ^ o ) , et,
ce cône étant choisi, les congruences réalisantes dépendent encore de la
fonction arbitraire H(<p), ce qui démontre le théorème du n° 67. un peut
prendre par exemple un cône de révolution arbitraire.

69. Cas où op ne dépend que de u. — C'est le cas précédent avec

( O C = o.

Dans ce cas, P s'écrit sans signe d'intégration; car

Q = :r- = _ -̂ —f- [d'après ( 66. i ) I
p dcp P_ dcp dv

et
âQ — pf d2ï i d*ï ( . dp\
~T~ = —f" i A + " \ 9\ avec p'= -f .
öy p2 ào ôv p dcp2 ov \ acp /

D'où, finalement,
(2) p9=Pz-El<%-rLÈÎà.

Signification géométrique de Vhypothèse. — Les lignes de torsion de E' sont
les lignes ^ = 0; alors G J < 3 = O , ce sont donc des droites. Réciproquement
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d'ailleurs, si, la torsion n'ayant pas une direction fixe, les lignes de torsion
sont des droites [tü< GJ<3] = o et [du do] — o : <p ne dépend que de u.

On trouve comme réalisations des congruences à cône directeur double,
puisque

[cotco:>2] = [w2&)•_,!] = [wiaWjt] = o (pas de racine finie dans l'équation 2 0 . 2 ) .

70. Cas où ç ne dépend que dev. — Comme [m12c32] = o, on a Tn\ = o, et un
changement de variable u permet de prendre xsi =du.

D'autre part
ù)'u = [W ,! Wj ] H - [ O)J2 &)2 ] = Oj

ce qui donne
( i ) Ö J , = ds.

z étant une fonction inconnue de u et de <p. Le tableau (T) s'écrit alors

L'équation [GJ3] étant alors vérifiée, les deux fonctions inconnues p{f)
et S(M, Ç) sont assujetties à vérifier la condition nécessaire et suffisante [ça]
qui s'écrit

( 2 ) G*2

soit

du r ou

D'où, en prenant arbitrairement ^(9) 7^ o, c'est-à-dire pour cône directeur un
cône non plan arbitraire, il reste encore une fonction arbitraire H(<p) et

(4! . = 1 Ï

Le théorème du n° 67 est donc démontré.

Signification géométrique del'hypothèse. — (o 1 3 ^ o et[üJ2^2] = o équivalent
à dire que la torsion n'a pas une direction fixe et que les trajectoires ortho-
gonales des lignes de torsion sont des droites. On trouve pour les réalisations des
congruences de normales (co3=o) à une développable non plane {cf. n° 44)
et Ton peut choisir arbitrairement le cône asymptotique de la développable
(qui est supplémentaire du cône directeur).

71. <p = o. Espaces à torsion de direction fixe. — Le cas <p = o a été identifié
(n° 45) à celui des espaces dont la torsion a une direction fixe. On a alors



X3\ = of et l'on peut choisir u tel que xzA~du. On a vu d'autre part(n° 66)
que w32 = da.

a. Donnons-nous arbitrairement une fonction a(u, p), dépendant effec-
tivement de u. On pourra alors définir co3 par

&)3 = P öfc - h Q ofo,

P et Q étant des fonctions inconnues de a et de P. Le tableau des composantes
de E' et de la congruence cherchée est alors

(T.)

Les fonctions P et Q sont assujetties à vérifier les équations nécessaires et
suffisantes [ooo], [co,]; soit ici

O*] (O Q^^r

0)31 =

W 3 S =

GJr; = :

da,

Pda + Qdv.

d'où

( 2 )

Si l'on se donne pour a une fonction arbitraire de deux variables dépendant
effectivement de u, les solutions correspondantes dépendent encore de la
fonction arbitraire H(t>).

b. Si Ton se donne pour G une fonction arbitraire de la variable v seulement,
on a

En posant alors ?rr2 = Y[(«, a) rftr, la fonction inconnue S(H, a), qui n'est plus
assujettie qu'à [wa], doit vérifier

dz dr)
du du'

d'où

(3)

Pour ces solutions, soit W, on a deux fonctions arbitraires d'une variable,
a(i^) et H(a), c'est-à-dire deux fonctions arbitraires de c.

En définitive, on peut prendre pour a une fonction arbitraire de u et de 9 ne
se réduisant pourtant pas à une constante (car alors to32 = o et l'espace serait
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holonome). La solution générale dépend d'une fonction arbitraire de deux
arguments (conformément au théorème du n° 65).

Rappelons que les congruences réalisantes ont un plan directeur (n° 45).

72. Forme particulière des réalisations des espaces à torsion de direction fixe.

THÉORÈME. — Tout espace E' à parallélisme absolu, dont la torsion a une
direction fixe, est localement réalisable par des congruences de normales à une
droite (c'est-à-dire engendrée par des éléments dont le support coupe, à angle
droit, une droite fixe). Ces solutions dépendent d'une fonction arbitraire d'un

argument.

Les solutions envisagées dans ce théorème ne sont autres que celles que Ton
obtient en faisant H = o dans les solutions W du n° 71 b. Remarquons d'abord
en passant que les solutions W sont des congruences de normales (co'. = iO
\\ des cylindres (à cause du plan directeur); soient tos les composantes relatives

du repère parallèle à K et d'origine P = M — z eA. On a, d'après (TL>) et (71.3),

a?, ™ wju ~ ooTa - - o, oTTi ~ du.

Les courbes dn = o du lieu de P sont des droites (co, seul non nul), et ces

droites, parallèles à es ont une direction fixe (cotî, = tor> = o), et décrivent un
cylindre. Ce cylindre se réduit à une droite si H = o, et les supports de V
coupent cette droite à angle droit. c. Q. F. D.

De telles solutions dépendent de la fonction arbitraire G(V) {cf. n° 71 b).

73. Études de ces idéalisations. Congruences de normales à une droite. — On a,
pour le tableau des composantes de E' et de la congruence V envisagée^

(ù}=zm9=n{Uj 0") d(J, 03:;i = O W-t = {If],

avec (i) , Y)(«, a) = Y]0(w, P), G étant une fonction de v choisie arbitrairement,
rj0 une fonction donnée de u et de v.

En coordonnées semi-polaires d'axe Ou porté par la droite A sur laquelle
s'appuie V, u est la cote de M, et a son angle polaire. Son rayon vecteur p est
égal à YJ, et l'équation de la surface des centres 2 est

Les pseudo-lignes de torsion sont les plans perpendiculaires à A; leurs
trajectoires orthogonales sont les plans passant par A. Ces lignes sont aussi des
pseudo-droites. Les dernières sont en même temps des géodésiques.

THhSB 0. OALVANI. 9
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Vas particulier, — Si l'on peut choisir a de façon que /;(//, a) ne dépende que
de u, on aura, pour 2, une surface de révolution; cela donne lieu à la proposition
suivante :

THÉORÈME. — Les espaces à parallélisme absolu E'o à torsion de direction fixe et
de grandeur constante le long d'une ligne de torsion sont réalisables (loca--
le ment) par une congruence Vo de normales à une droite fixe A et dont les centres
décrivent une surface de révolution d^axe A.

En effet, l'hypothèse faite sur E' revient à dire que T ne dépend que de u. Or

f p i (hh
770 du

C'est donc que j-(logr1 0) ne dépend pas de v et que logrj0 est de la forme

Iogr|l(tt> + IogA(r), d'où

ei il suffît de prendre

pour avoir
r, ( u, a ) = n 1 ( // )

indépendant de a. a Q. F. I>.
La solution de cette forme est bien déterminée (H et a Tétant), du moins à

un déplacement près.
La réciproque est d'ailleurs vraie et toute congruence du type Vo réalise

un espace E'tr On a en effet alors TJ(*/, O) = Y](H) et T ne dépend que de //

On peut le voir aussi en remarquant que la normale à 2

rencontre A et que le produit vectoriel e»/\U (n° 27) est porté par e2 et égal

à T; or ce produit est constant le long d'un parallèle de Zo.

Autre réalisation des espaces E'o. — Si Ton prend

cos (a- — o-0)

on a
p OOS ( f f — CT0 ) = Y)

et la surface des centres S, est un cylindre de génératrices perpendiculaires à A,
admettant pour section droite une méridienne de Zo- Une telle réalisation V,
est encore unique (à un déplacement près).

Rappelons d'autre part que la réalisation n'est valable que dans un domaine
où (XD] GJ2) =̂= °< et que les congruences réalisantes sont ordinaires : donc aucun
centre ne peut être sur (A) et la méridienne de 20 est un arc de courbe (y) ne
rencontrant pas (A). Les espaces réalisés globalement par Vo et V, définies par
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cet arc (y) ne sont pas topologiquement les mêmes, et ne sont, par suite, pas
globalement applicables.

74. Étude d'un cas particulier d^espaces E[r — Nous allons considérer le
cas où
(i) n = i-\-— ( A — c o n s t . ) .

On a alors

La surface de révolution So est un cône (c). Considérons A comme verticale.
Le cône (c) passe par le cercle horizontal (c0) de centre o et de rayon i, et a un
sommet au point de A d'abscisse — A.

La congruence Yo limitée a u >—-A réalise globalement un espace E'(( dont
les composantes relatives sont les composantes latérales de V(, :

2 — o &\ ec / />» — A.

La congruence Y, a pour surface des centres un plan. Limitée aussi à
u >̂ — A, elle réalise un espace E\ de mêmes composantes relatives que Eo,
mais non globalement applicable sur E'o.

Quand A -> oo, on passe par continuité à des espaces holonomes : Vo tend
vers un cylindre de révolution, V1 vers un plan.

75. Cas d\ine torsion constante {et de direction fixe). — Soit T = Te* avec T
constant; on a alors

( i ) rt — e^.

On obtient encore un espace holonome par continuité quand T tend vers
zéro. La méridienne (y) de la surface des centres 20 (et en même temps la
section droite de Z<) est la courbe p = elu. La congruence Vo est ordinaire en

Fig. D.

(T)

tout élément S quand u et a varient de —oc à + oc. De même Vo avec u quel-

conque, mais a compris entre — - et + ~ (bornes exclues). Elles réalisent
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globalement des espaces E() et E', de mêmes composantes relatives, mais non
globalement applicables. Le second est simplement connexe.

Quand T -> o, E'o et E', tendent respectivement vers un cylindre de révolution
et vers un plan.

Pseudo-droites, — On sait qu'elles font un angle constant le long de chacune
d'elles avec le plan directeur; soit donc oo l'angle d'une pseudo-droite avec le
plan horizontal; on a, dans V<,,

( 3) e{" - , = taiiiix,

du
d a n s V , ,

(f\) e1" C-^—r- — taiiî» r .

Soient dans Vo deux é léments S ^ M ^ O}) et S2(w2 , a 2 ) . Les droites passant
par S , , SL> sont données par

~

L'angle polaire a n 'é tant défini qu 'à zkr*. p rès , il en est ainsi de a 2 — a i } et il
y a une infinité dénombrab le de droi tes passant par S, , S2 .

Au cont ra i re , dans V,, il faudrait remplacer ( o ) par (^6),

et, a variant seulement de — ~ à + - (bornes exclues), a1 et a2 et par suite le

premier membre sont bien déterminés par la donnée de deux éléments, et il y
a une pseudo-droite et une seule par deux éléments donnés.

76. Réalisation des espaces à parallélisme absolu par des congruences de
droites. — Nous allons reprendre les divers cas rencontrés à propos de la
réalisation par des congruences d'éléments linéaires et voir s'il existe des
solutions pour lesquelles le repère R(w, e) est celui d'une congruence de
droites. Comme on a toujours to3, = o, la condition qu'il doit vérifier (cf. n°65)
s'écrit

En conservant les notations précédentes (nos 66 à 71) on a les divers cas
suivants :

i° o dépend de u et de r (n° 68). — La relation (i) donne alors

(2) c?)=pZ.
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II faut donc que y soit fonction de cp seulement. Cela suffit, puisqu'on peut

prendre/? arbitraire pour une congruence d'éléments linéaires V réalisante, et
qu'il suffira par suite de prendre

pour que Y soit une congruence de droites. Le cône directeur des congruences
de droites T réalisantes est bien déterminé par (3). Reste pour T une fonction
arbitraire de cp.

Remarquons que, si Ton pose

(4 ) (/eu — c p ^ - h cpiW2,

on a

La condition nécessaire et suffisante de possibilité est que cp2 ne dépende que
de cp. Il reste alors une fonction arbitraire de l'argument 0.

20 o ne dépend que de u. — Les congruences d'éléments linéaires réalisantes
ont un cône directeur double. Une congruence de droites à cône directeur
double réalise un plan euclidien. Donc Je problème est impossible (si T ^ o)
pour les espaces E' dont les lignes de torsion sont des droites.

3° <p ne dépend que de e. — Les trajectoires orthogonales des lignes de torsion
sont des droites. La condition (1) donne, avec les notations du n° 70,

(6) m=p{y).

D'autre part, on a ici
Pi~ 7),

et la conclusion est la même que dans le cas général. On a une fonction arbi-
traire H(cp) et

(7) «, = - , / [ £ +H].

Cas particulier ; espaces dont les trajectoires orthogonales des lignes de torsion
sont des droites, et dont la torsion a une grandeur constante. Comme

cette hypothèse entraîne

n- T
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g étant une fonction donnée arbitraire de 9. D'après (a), il faut et il suffit, par
suite, queg = 0 et

n = - ^ - ( =

En prenant H = o, les composantes de la congruence de droites réalisantes

63 ! : = CJi — dtl 7 CO.-* j z^, () ;

co.~57.rn

Le foyer F ( = M — e3) reste fixe quand du = o. Quand do = o9 dF a une
direction fixe par rapport au repère, qui a lui-même une direction fixe dans
l'espace : F décrit une droite A, que les éléments D de la congruence coupent
sous un angle constant a défini par

cota = T.

un a la congruence des droites coupant sous un angle constant une droite
fixe. De telles congruences ont été étudiées au n° 47.

4° do = o : torsion de direction fixe. — Avec les notations du n° G9, (i) devient

d'où

et

(io) G = I n dr -\- K(u).

La réalisation du n° 7J a est donc une congruence de droites si l'on prend a
vérifiant ( io); elle dépend alors de deux fonctions arbitraires d'un argument :
la fonction K(M) et la fonction H(p).

Conclusion générale relative aux congruences de droites (1). — i° La réali-
sation est toujours possible quand la torsion a une direction fixe (deux fonctions
arbitraires d'un argument; YI en involution).

2° Si la torsion n'a pas une direction fixe, il faut et il suffit que ô  soit une
fonction de ç non identiquement nulle (Z' non en involution; une fonction
arbitraire d'un argument; cône directeur bien déterminé).

Rappelons enfin que le problème n'est jamais possible quand les lignes de
torsion sont des droites.

(t) Les principaux résultats clc ce n° 76 ont été publiés aux Comptes rendus [16 a\.
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CHAPITRE V.

LES CONNEXIONS PONCTUELLES EUCLIDIENNES À Ai DIMENSIONS ( ' ) .

77. On peut définir par projection orthogonale, comme pour n = 2, la
connexion intrinsèque d'une variété ponctuelle à n dimensions plongée dans
l'espace euclidien à N(^>n) dimensions. On obtient ainsi un espace de
Riemann (sans torsion) dont le ds1 est le même que celui de la variété. D'après
le théorème de Schlaefli, on peut réaliser ainsi tous les espaces de Riemann,

pourvu que N> (condition suffisante).

Mais les connexions ainsi définies [8] sont toutes dépourvues de torsion.
Dans le cas de n = 2, les congruences d'éléments linéaires nous ont donné une
connexion ponctuelle à torsion généralement non nulle. Pour n quelconque,
les variétés à n dimensions d'éléments q-plans plongées dans F espace En^fJ

à n-\~q dimensions sont susceptibles de jouer le même rôle. Nous allons
définir, sur une telle variété, une connexion ponctuelle intrinsèque, et montrer
que toutes les connexions euclidiennes sont susceptibles d'être ainsi réalisées.
Ce sera, k la valeur près de <y, une généralisation du théorème de Schlaefli.

1. — Les variétés à n dimensions d'éléments y-plans de E,,M/.

78. Bepères euclidiens, — Tous les repères que nous considérerons seront
des repères rectangulaires. Dans l'espace Ep (euclidien à p dimensions), un

repère euclidien R = Me, sera formé de jo vecteurs es unitaires et rectangulaires
entre eux, et d'origine commune M. Un tel repère est bien défini quand on

connaît les v = — paramètres ^,, . . ., zè du déplacement T(s) qui amène

en R un repère de base Ro arbitrairement choisi. Les quantités z sont les
paramètres ou coordonnées de R, qu'on désignera aussi par R(-s).

Soit un repère W=H{js-\~(h) = Mfe\ infiniment voisin de R. Et soient (1)

\ M'—
(a) j > > ^ ( ç . t = \, 2 , . . . ,

(*) Dans tout ce Chapitre, nous supprimerons le signe somme S de>ant une expression dans
laquelle figure deux fois le même indice, c'est-à-dire que par con\entionj et sauf indication
contiaire, ntbt repiésentora la somme de toutes les (quantités nlbl correspondant aux d h erses
valeurs ào 1.
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Les (o sont un système de composantes relatives de R(s). Ce sont des formes
de Pfaffde z et dz. On peut choisir la représentation paramétrique du groupe
des déplacements de façon qu'elles soient analytiques par rapport aux z. Un tel
choix sera adopté une fois pour toutes; et les w seront des formes bien déter-
minées w(s, dz) (1).

79. Éléments q-plans. — Un élément y-plan est l'ensemble d'un point
appelé son centre et d'un y-plan passant par ce point; ce y-plan est le support
de l'élément. La notation (M, Q) représentera l'élément de centre Al et de
support Q. Inversement, étant donné un élément S, nous représenterons son
centre par >I(S) et son support par Q(S).

Nous appellerons plan polaire de S le n-plan P(S) totalement perpendi-
culaire en M(S) à Q(S), le nombre de dimensions de l'espace étant n-\- q.

Nous dirons encore que la direction de Q est celle de Vêlement, et que des
éléments de supports parallèles sont des éléments parallèles.

Enfin, soit a un indice pouvant prendre q valeurs différentes. Si les

vecteurs c\ sont linéairement indépendants, ils définissent un y-plan Q
que nous représenterons par [ea], et la notation (M,[ea]) représentera
l'élément (M, Q).

Les éléments S dépendent de [/. = n -+- y -f- nq paramètres, soient y1, . . ., y^.

On peut associer à tout élément S une famille de repères de E/lwy,

soient R(S), d'origine M(S), et dont les y derniers vecteurs e^ sont dans Q.
Pour un élément S donné, les R(S) ont pour composantes relatives

ù)t^= Gjar^ 6 ) / a = o ((j)(J et 6)a3 arbitraires).

Ils dépendent de ^-^—- + <j f/ ~ ' paramètres xs, cc2j . . ., ce,.

81). Variétés' à n dimensions d'éléments S. —• Une telle variété V est décrite
par des éléments S dont les paramètres y dépendent de n variables indé-
pendantes M,, u2f , . . , um qu'on peut considérer comme les coordonnées
de S dans Y.

a. Si l'on attache à tout élément S de V un repère R(S) bien déterminé, les
paramètres z des R(S) ainsi obtenus sont, quand S décrit V, des fonctions
des u. Nous dirons que la variété est analytique, si, pour un choix convenable
des repères R(S), les z sont des fonctions analytiques des u. Les variétés
analytiques sont en somme engendrées par les éléments (M, [<?<*])? qu a n^ les

paramètres du repère M ^ ^ varient en fonction analytique de n variables
indépendantes.

( ' ) Cf. É. CAR FAN [ 4 4 J .
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Les repères Me.e^ constituent alors une famille analytique 5* de repères
d'ordre o de V.

6. Variétés ordinaires. — Une variété V sera dite ordinaire si M ( S ) décrit

effectivement une variété ponctuelle Lan dimensions, à laquelle aucune droite

de Q ( S ) n'est tangente en M ( S ) .

Pour qu'une variété analytique soit ordinaire, il faut et il suffit que sur V

(i) [c^cos . . ., ww] T ^ O .

Cette condition équivaut, en effet, au fait que co,̂  n'est jamais nul, quel que
soit le choix des du.

Nous ne considérerons désormais que des variétés V ordinaires et analytiques.

c. Variétés orthogonales. — Une variété V sera dite orthogonale si ses
éléments S sont totalement perpendiculaires en M(S) au lieu 2 des centres. La
condition nécessaire et suffisante pour qu'il en s>oit ainsi est visiblement

(2) coa=o ( a ~ / i - h i , . . . , n+q).

81. Repères d*ordre o. — Étant donnée une famille analytique S* d'ordre o,
les autres familles analytiques s'en déduisent par des rotations 0 de
paramètres analytiques en u. Ces 0 sont, pour un repère donné, soit les
rotations 0a autour de P (c'est-à-dire laissant fixes tous les points de P), soit
les rotations 0 t autour de Q.

Les rotations Qt ont pour équations

( i ) e{ =at/ ep e'a= ea (j ^ n),

et les 0 a

Soient <oA, OJU les composantes relatives de la famille S< ; 5>ó, 7ost celles d'une
famille SFt s'en déduisant par une rotation 0, (atJ = fonctions données des M).
Alors : i° wa^cüa , toa3= ^«3; 20 Ô5£ et coft/ s'expriment linéairement en
coM (x>ijy dal}. Ces expressions linéaires sont visiblement les mêmes que dans une
rotation 0, d'équations ( 1 ) effectuée dans Vespace à n dimensions sur une famille
de repères de cet espace ayant pour composantes relatives co„ (oI<r

De même pour les 0a . En particulier si 00*, co*f sont les composantes d'une
famille SFX se déduisant de S7 par une rotation 0 a (èa^ fonctions des M), on a

82. Connexion ponctuelle induite sur V. — Comme au n° 13, nous allons
définir une carte ponctuelle infinitésimale et une loi de raccordement.

THLSE O. GALVANI
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a. La carte infinitésimale y(S) représentera tout élément S' infiniment
voisin de S par la projection orthogonale m! de son centre M(S') dans le plan
polaire P(S) de S. Cette correspondance est biunivoque pour une variété
ordinaire.

b. Le raccordement se fera par la projection orthogonale de P(S') dans
P(S), projection qui, au second ordre près, est un déplacement.

Choisissons dans tout plan P(S)un repère euclidien p(S) d'origine M(S) :
le raccordement de P(S') dans P(S) amènera p(S') en ps(S') confondu, au
second ordre près, avec la projection de p(S') dans P(S).

Le plan polaire est intrinsèquement lié à S; les opérations géométriques
définies en a et b le sont aussi, et définissent la carte intrinsèque de V.

En assimilant les éléments S' infiniment voisins de S a la projection de leur
centre dans le plan polaire de S, on fait ainsi de V un espace ponctuel à
connexion euclidienne, soit E'fl. Cet espace admet pour carte la carte intrinsèque
de V.

83. Composantes de la connexion induite. — Considérons de nouveau la

famille S*. Soit Metea le repère de 3* attaché à l'élément S; prenons pour p(S)

le repère M<?z, et soit m'e,- le repère ps(S'). Les composantes relatives de la
connexion de V sont les quantités xni9 GT̂ - définies par

f e t = e t -

Les équations (76. î) définissent p(S') en fonction des composantes CO(M, du)
de $ :

• > - >

M ' = M - h Wf et-h wa ea

e'i= et -h w^-e/H- wZaea

La projection de p(S') dans P(S) s'en déduit aisément, et, comme elle doit

coïncider au 2e ordre près avec m!it :

!

^
w'=M + a>i eu

d'où, par comparaison de (i) et (3), les composantes de la connexion de V

(4)

INous désignerons encore les composantes toh tou de 3* du nom de compo-
santes latérales. D'après la remarque du n° 81 relative à l'effet des rotations 0
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sur les composantes latérales, on vérifie qu'on obtient bien la même connexion
quelle que soit la famille d'ordre o choisie. D'où l'énoncé :

THÉORÈME. — Les composantes de la connexion de Y sont les composantes
latérales d^ordre o de V.

Remarquons que la condition (79. i), qui exprime que la variété V est
ordinaire, entraîne celle que doivent vérifier les GJ pour définir une connexion
ponctuelle à n dimensions, à savoir

84. Courbure et torsion. — Rappelons que les équations de structure de
l'espace euclidien Ep kp dimensions sont

£ls 5EE O)'v [&>f tofc ] — O

Les tenseurs de torsion et de courbure de l'espace E' réalisé par V sont
définis par

(h, A", hj=l, 2, . . . , n)

et vérifient par suite, en tenant compte des équations En+?, et de (83.4),

85. La connexion intrinsèque d'une variété ponctuelle 2 est un cas parti-
culier de la précédente : c'est celui où V est la variété orthogonale (n° 80c)
admettant 2 comme lieu des centres (1 ). Les repères d'ordre o de V sont alors
les repères du ior ordre de S.

La condition t o a ^ o (80.2) entraîne l'absence de torsion (84.1) et aussi
le fait que E' et 2 ont même ûfr2. On vérifie bien que la connexion de V est celle
de l'espace de Riemann réalisé par 2. Le théorème de Schlaèfli (2) affirme que
tout espace de Riemann est susceptible d'être ainsi réalisé.

86. Il peut se faire que plusieurs variétés V aient la même connexion
ponctuelle intrinsèque. Soient V et V* deux telles variétés : à tout élément S
de V correspond un élément S* de V*, et les cartes y(S) et y*(S*) des
deux variétés sont superposables; soit A* un déplacement amenant y*(S*)
sur Y ( S ) : le point représentatif de S'* infiniment voisin de S* vient alors en

C1) Les opérations géométriques qui nous ont servi à définir la connexion V coïncident alors avec
celles qui définissent la connexion intrinsèque de S (Cf. É. CARTAN [8]).

(»)£ƒ. [2] et [H].
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m* — m', point représentatif de son homologue S'. Si Ton fait subir A* à V*,
elle vient dans une position V*, Q'* vient en Q\* qui passe au ne ordre près
par /»'* = m'9 indépendant de la variété choisie.

Conclusion, — II existe pour toute V* réalisant le même espace que V, et
pour tout S* homologue de l'élément S de V un déplacement A(S*, V*) tel
qu'après ce déplacement, le support de tout élément S'* voisin de S* vienne
passer par le même point au second ordre près.

II. — Réalisation des connexions ponctuelles euclidiennes à n dimensions.

87. Nous allons maintenant traiter la réciproque et démontrer la proposition
suivante :

THÉORÈME. — Tout espace ponctuel à connexion euclidienne à n dimensions est
localement réalisable, au voisinage de chacun de ses points, par une variété d*élé-
ments (rc2— n)-plans plongée dans Vespace euclidien à ri2 dimensions.

C'est une généralisation du théorème de Schlaëfli, au nombre près de dimen-
sions de l'espace où se fait la réalisation. Nous ne nous préoccuperons du
nombre minimum de dimensions de cet espace que dans le cas d'une connexion
générique, où le théorème de Schlaëfli se généralise exactement (n° 101).
D'autre part nous nous bornerons exclusivement au problème local.

La définition de la connexion induite nous donnera immédiatement un
système différentiel auquel doivent satisfaire les variétés V réalisantes dans
l'espace à n -+- q dimensions. Nous montrerons que pour q = n2— n ce système
est en involution, et pour cela, nous lui appliquerons la méthode employée par
M. É. Cartan dans sa démonstration au théorème de Schlaëfli. Nous montrerons

ensuite qu'il suffit en général de prendre q= —•

88. Se donner une connexion (E'ft) c'est se donner, en fonction de n variables
M4, i/a, -.-,Mn, les composantes relatives xnif tDy(i,y = i, 2, . , . , / i ) de la
connexion, c'est-à-dire des formes de Pfaff" GJ(M, du) que l'on peut d'ailleurs
choisir de façon tout à fait arbitraire pourvu que

Nous les supposerons analytiques, c'est-à-dire que leurs coefficients seront
des fonctions analytiques des M.

Elles peuvent être considérées comme les composantes relatives d'une famille
de repères cartésiens R attachés à (E'/t). On peut sans changer En les remplacer
par les composantes xs*, ts*. des repères R* qui se déduisent des R par des rota-
tions &(u) arbitraires autour de l'origine [14],
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89. Réaliser localement (E'ft) par une variété V, c'est associer à tout
point (u) d'un certain voisinage E'n de l'espace (E'ft) donné, un élément ^-plan
S(«) tel qu'une famille de repères d'ordre zéro, soit R(w), de la variété
engendrée par les S(w), ait pour composantes latérales

(I) u , = 5jtJ coî7— mti (cf. 83.4).

La condition (88. i ) entraîne alors

[<ôx<ù2 . . . wB] ẑ£ o (cf. 8 0 . i ) ,

et la variété V est ordinaire.
Réaliser E'n par V, c'est en somme associer à tout point (M) de E^ un repère R

de Ert4-7; or, R est défini dans En+q par les paramètres z du déplacement qui
amène en R un repère de base Ro arbitrairement choisi {cf. n° 76). Le
problème se ramène donc à déterminer les z en fonction des u. Or les compo-
santes (o de R ont des expressions bien déterminées en z (c/*. n° 76) et en les
portant dans(I) on obtient un système différentiel

G(Z} U) = <J[O\(JZ, dz)\ TSS{U, du)]

aux fonctions inconnues z des n variables indépendantes u. Toute solution de
ce système fournit une réalisation locale de (E)J.

90. Les G? qui figurent dans a correspondent à un choix R des repères de E^.
A tout autre choix R* de ces repères correspondent des composantes m* et un
système
(1) £7*= O"[û), 73*]

géométriquement équivalent à CT(W, XS) en ce sens que toute variété V vérifiant
Tun vérifie l'autre.

De façon plus précise, soit ©, la rotation (fonction des u) qui fait passer de

RàR*; soit Mel£a = R(s) un repère quelconque de E„+7. Nous réserverons
désormais les lettres grecques aux indices supérieurs à n et les minuscules

latines i7 /, . . ., aux autres indices. Faisons subir aux vecteurs eL dans leur
«-plan la rotation ®t. On obtient un repère R(s*) et soit

(2) ^ = 6 , ( 5 )

la transformation qui fait passer des z aux s*.
Les relations entre les (0,(5*), co^(^*) et les (ùt(s), wv(-s) sont, d'après le

n° 81, les mêmes qu'entre xsM xstJ et trs*? t3*y.. Le système transformé de a par &g

est par suite

(3) **(**) = *[*>(«*), BJ*].

Si les z vérifient ^(^), les z* vérifient a*(^*), donc sont solutions de c7*(̂ ) et
les familles R(«) et R*(M) sont attachées à la même variété V. Nous retrouvons
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ainsi l'équivalence géométrique de a et a*, mais ce qui importe pour la suite
c'est la forme du transformé de a par 0,.

91. Soit 2(oo, m), le système obtenu en adjoignant aux équations de a celles
qui s'en déduisent par dérivation extérieure. 2 est un S) stème fermé à N fonc-
tions inconnues z des n variables indépendantes u (*).

Les notions d'égalités superflues, d'élément générique et d'élément intégral à
p dimensions de 2 ont été rappelées au n° 55. On a pour 2 la condition suivante
d'involution.

Condition A, nécessaire et suffisante pour que 2 soit en involuiion. — Pour
p<n — i, il passe, par télément intégral générique \p à p dimensions de 2? un
élément intégral à p -\- i dimensions.

Comme dans le cas de n = 2, nous allons en déduire une condition plus
maniable : cela reviendra en somme à donner une forme réduite simple à l'élé-
ment lp générique (2) .

92. Considérons les u et les z comme les coordonnées d'un point d'un espace
auxiliaire à T H - N dimensions. Un élément intégral à/> dimensions sera défini
par p éléments linéaires indépendants (de même centre et en involution deux
à deux). Un élément linéaire sera défini par les coordonnées (u, z) de son
centre et les paramètres directeurs du, dz de sa direction. On prendra comme
paramètres directeurs, au lieu de du, dz, les quantités xst(i<n) et to qui sont les
premières indépendantes en du, les dernières indépendantes en dz et indépen-
dantes des du.

93. Effet des rotations ©, sur les éléments intégraux de 2. — D'après le n° 90,
le transformé par @, de a(co, tsar) est a(o>, tn*), c'est-à-dire le système a corvée
pondant au choix des repères R* déduits de Rpar la rotation &t. Cette propriété
reste vraie pour les systèmes fermés correspondants S, 2*.

a. Tout élément intégral lp de 2 est transformé par ©t en un élément intégral!*
de 2. En effet soit 2 le système 2 dans lequel on ne distinguerait plus les u
comme variables indépendantes. I* est visiblement intégral pour 2*. D'autre
part, ©, ne modifie pas les u : lp introduisant exactement n—p relations entre
les du, il en est de même de I*. c. Q. F. D.

b. Il en est de même du passage par ©71 de 2* a 2. Par suite, étant donné un
élément ip, si pour 2* il passe par I* un Vp+i, il en résulte que, pour It9 il passe par!p

un IP_M , et réciproquement.

1 ) x = ( " ^ H r c ^ f f

(2) Cf. É. CARTAN[11].
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c. Étant donné un élément lp, on peut donc, pour voir s'il passe par lui un
Ip+A9 opérer sur l'élément I* qui correspond à lp dans un 2* quelconque, c'est-
à-dire dans un autre choix des repères de E'a.

Considérons les n premières coordonnées u((i<n) du centre de \n et les
n premiers paramètres directeurs cjj d'un quelconque de ses éléments

linéaires e. Soit M le point de E'n de coordonnées ut et Me,- le repère R corres-
pondant. Quand e varie dans Ip, les mt sont liés exactement par n —p relations,

et les points Mi+tn^ décrivent un jo-plan (ep) de l'espace du repère R. SoitR*
un repère dont les p premiers vecteurs soient dans (ep). Il se déduit de R par
une certaine rotation ®, et Ton a

Au lieu d'opérer sur lp nous opérerons sur I* correspondant à I;J dans le. choix
des repères R*.

d. Nous désignerons par t-t un élément linéaire intégral dont les n premiers
paramètres directeurs vérifient

et nous dirons qu'un élément intégral à p dimensions est un élément ï°p s'il est
formé dep éléments et avec i<p (deux à deux en involution). Un tel élément 1°
est intégral pour 2, et, comme il introduit exactement n—p relations entre
les du (à savoir G7P+1 = xzp+2 = . . . = xsn = o), il est intégral pour 2.

D'après (c), étant donné un élément 1̂ , il existe un système 2* dans lequel
Vêlement I* transformé de \p est de la f orme Vp (

1).

94. Nous pouvons maintenant établir les conditions suivantes d'involution,
dont il nous suffira d'utiliser le caractère suffisant :

Conditions B (suffisantes pour que 2 soit en involution), — a. Par le point
intégral générique passe un élément linéaire intégral, è. Pour le repère géné-
rique de E'fl et Vêlement l°p générique, oà p^n — î , il existe un élément zp+^ en
involution avec 1 .̂

i° La condition (B, a) n'est autre que la condition A relative au point intégral.
2° Si les conditions (B? b) sont vérifiées, les conditions A relatives aux

éléments lp àp^ i dimensions sont vérifiées.

Soit en effet un élément lp intégral de 2. Il lui correspond, dans un certain
système 2* relatif à des repères R*, un élément I* de la forme Ip (93 d).

(!) II existe même une infinité de S*, du moins pour p^n — i. En effet la rotation Bt de (c) n'est
pas complètement déterminée : %p étant une rotation conservant (ep)} on peut remplacer Ö; par
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Si B est vérifiée, ou bien il passe par I* un élément I*+i, donc par lp un I/J+i,
ou bien on a l'une ou l'autre des circonstances suivantes :

a. 11* n'est pas générique, c'est-à-dire vérifie une condition d'égalité.
p. R* ne vérifie aucune égalité, mais I* est un I£ vérifiant une condition

particulière d'égalité.

La circonstance (a) entraîne que Ip est un élément intégral de 2 pour lequel
les m, sont liés par une certaine relation d'égalité qui n'est pas nécessaire pour
que Ip soit intégral : lp n'est pas générique.

La circonstance (jî) entraîne que I* vérifie une égalité superflue, et l'existence
d'une telle égalité est conservée par ©71 : lp n'est pas générique.

En définitive, si Best vérifiée, ou bien il passe par I,; un lfJ^iy ou bien lfJ n'est
pas générique, et ceci pourp^n— 1 : A est vérifiée. c. u. F. D.

95. Définition analytique des et. — Les paramètres directeurs d'un élément
linéaire étant définis à un facteur près, nous prendrons comme paramètres
directeurs d'un élément zt les quantités suivantes :

(ÙS= asi (s = txt ai, a,3).

Nous considérerons {cf. É. Cartan [H]) les aah, a*ih comme les composantes

de vecteurs ah9 aih par rapport à q vecteurs unitaires rectangulaires ua d'un
espace euclidien auxiliaire à q dimensions :

(l) aA=öaA«aï &ih= a*ihU&.

96. Expression analytique de la condition B. — i° Remarquons d'abord que
la condition (B, a) est vérifiée. En effet, tout point (u, z) est intégral; le point
de coordonnées u reste par hypothèse dans un domaine E^ où [ex,, . . ., GÏB] =^ o.
D'après la forme de a, on peut donc prendre arbitrairement les ta, c'est-à-dire
les du, pour un élément linéaire intégral passant par (M, Z) : d'où l'existence
d'éléments introduisant n—-i relations entre les du. c. Q. F. D.

20 Condition (B, 6). — Les équations de fermeture de 2 sont (c/ . n° 84)

( l ) [ & ) a W a i ] =

( I ) I (.)

On cherche un zp+i en involution avec p éléments tit e2, . . . , e() donnés.

C'est-à-dire qu'on se donne les ahj aih9 a^h pour h<p et qu'on cherche les

vecteurs ap+i9 at—, et les a^-j^- qui définissent £/J+1.
Les équations du premier degré a laissent ces quantités arbitraires pour ep^.

Seules, les équations (1) et (2) leur imposent des conditions. Elles équivalent
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aux relations suivantes, où interviennent des produits scalaires de vecteurs :

( 3 ) au at7-çï— ccj^i ciüi^^ ^ihôTÏ [h h] , ^ . . ̂  v
(h<p:i./<n).

—>- y y—>- ~-*
/ / \ H ___ T> i r * * / i
14-/ &/h ^îp-\-\ ^/'/?-+-l ^lh "^M/AjDH-l ^ /^ I

Remarquons que les a^j^ restent arbitraires. On a un système (Up) aux

vecteurs inconnus a/J+I, ^i^{i^n)y les autres vecteurs étant donnés.

97. Étude du système V>p. — PROPRIÉTÉ I. — Le système \]p est compatible si les

np vecteursaih sont linéairement indépendants (condition suffisante). En effet :

i° Choisissons arbitrairement aip--^. Les équations [12, h] de (Uyj, 4) défi-
nissent alors les projections de aiy— sur les p vecteurs aAh. Ces vecteurs sont
indépendants par hypothèse. Donc les [12, h] sont compatibles : prenons

pour ûjjjû̂ rr u n vecteur quelconque vérifiant les [12, A].

20 Les vecteurs ai-p-^T, a»-[^ étant ainsi choisis, les équations [ i3, h] et [23, h]

définissent les projections de ad— sur les axJn a2hf et sont compatibles puisque

ces 2J0 derniers vecteurs sont indépendants. D'où az— avec un certain degré
d'arbitraire.

3° On continuera ainsi de proche en proche. Les a{— étant supposés choisis
pour i^m, les équations [Y, m -+ 1, p -h 1] pour i^m définissent les projections

de a-^-f— sur les alh et sont compatibles par suite de l'indépendance des aih.

D'où a——.

4° En opérant ainsi pour toutes les valeurs de m<n—1, on épuise les
équations [ij, h]. En effet, toutes les [ij\ h] pour lesquelles i<y sont alors
vérifiées, et d'autre part les équations \ji9 h] et [ij, h] sont identiques et les
[ii, h] s'évanouissent.

5° Restent les équations (U/;, 3). Elles donnent alors les projections du

vecteur ap+i sur les np vecteurs aih et sont compatibles (indépendance des aih).

D'où ap^i (avec un certain degré d'arbitraire si g^>np). Toutes les équations
de Up sont alors vérifiées. c. Q. F. D.

PROPRIÉTÉ IL — Si les aih sont indépendants et si le nombre q des dimensions de
Vespace des &a vérifie

on peut prendre les vecteurs alp-^- indépendants entre eux et indépendants des alh.
THESE O. GALVANI.



— 82 -

Le vecteur ai^TT est arbitraire : on peut le prendre extérieur au np-plan des

alh puisque np<^q. Supposons la propriété vraie pour *<m, et les vecteurs

•••» anipïî indépendants; ils forment un hyperplan (e) à np-\-m
>

dimensions. Le vecteur Û ^ ^ — est assujetti seulement à avoir une projection
donnée sur certains vecteurs de (e), et peut donc être pris extérieur à (e) tant
que (<?) ne remplit pas tout l'espace des */a; ce qui a lieu pour m<n — i, car
alors np-\~m<^q, et la propriété s'étend jusqu'à m + i = n.

C. Q. F . D .

98. Application à la condition B. — Elle est vérifiée si tous les systèmes Û
sont compatibles pourp^n — i. Pour pouvoir appliquer la condition suffisante
(97. I), il faut que les n(n — i) vecteurs de I°_, puissent être indépendants,
c'est-à-dire que

q ^n(n — i ) .

i° LEMME. — Si q — n{n — i) l'élément {v
p générique a, pour p<n— i, ses

vecteurs aih linéairement indépendants.

a. La propriété est vraie pour l'élément I" générique, puisqu'en un point (u, ^)

les aLX (h = i) sont arbitraires.

6. Supposons-la vraie pour l'élément 1° générique, et considérons l'élément
lp+i générique. L'élément 1° qu'il contient est lui-même générique (sinon il
entraînerait une égalité superflue pour l°+t), et, d'après notre hypothèse de

récurrence, il a ses vecteurs alh (h<p) indépendants. Par suite, d'après (97.11),

qui est vraie tant que p vérifie (97.2), les vecteurs aih, at— des I°+i passant
par lui peuvent être pris indépendants; toute relation entre ces vecteurs
constituerait pour l°p+i une égalité superflue; donc, pour l'Ij^ générique, la
propriété est encore vraie.

c. La récurrence précédente démontre le lemme pour l'élément I°p+i tant
que p vérifie (97. 2), c'est-à-dire pourp<n — 2, soitjo + \<n — 1.

c. Q. F. D.

20 Conclusion. — II résulte du lemme et de (97.1) que la condition B est
vérifiée. Le système E est en involution, à la condition suffisante que q = n(n — i),
d'où le théorème de réalisation que nous avions en vue (n° 87).

Remarquons qu'aucune restriction à l'existence d ' I ^ passant par un 1̂  donné
n'est introduite par le choix des u du centre de lp (1). On peut donc affirmer
l'existence d'une réalisation au voisinage de tout point du domaine E^ considéré.

(*) Il n'en était pas ainsi pour n = 2, q = 1 (Ghap. IV).
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Remarquons aussi qu'aucune restriction n'est introduite par le choix des
repères de E'n.

99. Degré d'arbitraire de la solution générale. — D'après la théorie des
systèmes en involution [17], l'intégrale générale de £ dépend d'autant de
fonctions arbitraires des u, qu'il y a de paramètres arbitraires pour les éléments
intégraux à n dimensions passant par l'élément intégral générique à n — i
dimensions.

Ce nombre est celui des \n passant par l'élément \ù
n_i générique. Or tout In

passant par Î _1 est de la forme 1° ( i ) . Le nombre des Vn passant par IJ^ se
déduit aisément des opérations du n° 97 :

a. Le vecteur ain est arbitraire : cela donne q paramètres arbitraires.

Le vecteur apn (2<JD< n) est donné par ses projections sur les vecteurs alh où

i<p — i, h<n — i, qui sont au nombre de (n — i)(/> — i), d'où, pour apnj

q — (p — i) (n — i) = (n — i)(n — p + i ) paramètres arbitraires.

Les vecteurs am dépendent donc de v paramètres arbitraires, avec

p'-\

è. Le vecteur an est donné par ses projections sur les n(n — i) vecteurs ath9

où i<n, h<n — i. Il est bien déterminé.

c. Les aa$n sont tous arbitraires, et sont au nombre de v̂  = q q ~~l'.
2

Conclusions. — i° Les fonctions z constituant l'intégrale générale dépendent
de v~h v< fonctions arbitraires des u.

2° Mais les variétés V correspondant à des solutions distinctes en z ne sont
pas toutes distinctes : à une même variété V correspondent une infinité de
solutions en z provenant des rotations @a du repère R(s) (cf. n° 81). Ces
rotations dépendent de

qiq — i)
Vi— 2—2 paramètres,

et les solutions en z attachées à une même variété V dépendent de v< fonctions
arbitraires des u. Il en résulte la proposition suivante :

II n'en est pas de même, pour/?^n — 2, des I^+i passant par IjJ.



Les variétés réalisantes dépendent de

fonctions arbitraires des u.

100. Classe des espaces à connexion euclidienne. — On peut étendre aux
espaces à torsion la définition de la classe des espaces de Riemann (cf. [3] et [9]) ;
ce sera le plus petit entier r tel que l'espace donné E'n soit réalisable par une
variété d'éléments r-plans plongée dans l'espace euclidien à n + rdimensions (1).

D'après ce qui précède, la classe ne saurait dépasser n(n — i). D'autre part,
si Ton désigne par X et Yg le nombre de fonctions arbitraires des u dont
dépendent respectivement un espace E'n et une variété à n dimensions
d'éléments (/-plans (2), on trouve que

^ ^ -*r , ^ n(n — i )
if;>X entraîne a > •

~ 2

Ainsi, dans le cas général, la classe est au moins égale à n ~~ > mais pourrait

(!) Indiquons rapidement ici une généralisation aux espaces à torsion des conditions de Ricci [3]
pour qu'un espace de Riemann soit de classe i. Des conditions nécessaires s'obtiennent en étudiant
les variétés V^-i à n — i dimensions d'éléments linéaires de l'espace à n dimensions. Ainsi, pour
une V'n-i à courbure et torsion non nulles, dans le cas général où il n'existe pas de X(- tels que

( 0 Xil\ljhk=o}

on peut mettre les composantes relatives sous la forme

et on trouve les conditions suivantes qui généralisent celles de Ricci (cf. [9]) .

i° La courbure et la torsion sont de la forme

(3)

•2° Les dérivées absolues des y et des a vérifient

(4 ) 7i%fc — TîAs/t

Ces conditions sont suffisantes parce que les composantes relatives (de Ja VA_i) obtenues à partir
de Y et de a vérifient alors les équations de structure de l'espace euclidien. La réalisation est unique
si les y et les a sont définis de façon unique par (2) et (3).

Les espaces à parallélisme absolu donnent lieu à une étude analogue [où n'interviennent d'ailleurs
plus que des équations linéaires, et non quadratiques comme (2)]. D'autre part au point de vue
géométrique, la connexion induite sur une V^_j donne lieu à certaines remarques simples. En
particulier, les VA_t à parallélisme absolu ont un cône directeur et, pour tout cycle élémentaire
d'origine S, le vecteur de torsion est parallèle au plan tangent au cône directeur le long de la
génératrice parallèle à S : sa direction ne dépend pas du cycle choisi.

( 2 ) On peut remarquer au passage que Yn(n—1)— X = v.
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peut-être ne pas dépasser cette valeur; le théorème suivant va montrer qu'elle
ne la dépasse effectivement pas. Il s'applique aux esvaces génériques, c'est-
à-dire aux espaces où fa courbure et la torsion ne vérifient aucune condition
particulière d'égalité (rappelons qu'il en est ainsi en général pour les
connexions euclidiennes à courbure et torsion, les identités de Bianchi faisant
intervenir les dérivées covariantes).

101. THÉORÈME. — Tout espace ponctuel générique à connexion euclidienne

à n dimensions est localement réalisable par une variété d''éléments n n ~~ * plans

plongée dans Vespace euclidien à dimensions.

Il s'agit en somme de montrer que si q = — ^ I _ le système Up générique

du na 96 est compatible pour p<n — i. Nous écrirons ici ce système en faisant

intervenir les composantes des vecteurs a. Nous allons d'abord établir un
lemme relatif à des formes linéaires étroitement liées aux premiers membres

102. LEMME J. — Le déterminant des formes linéaires I aucc — n ~~
'2 J [_ 2

variables xa, xai

ou h^n — i; hj^n; n<a<

ny est pas identiquement nul par rapport aux a.

Considérons • *~~ vecteurs rectangulaires wa de l'espace euclidien à

—5——— dimensions, et posons

Les formes X font intervenir des produits scalaires des x et des a ; le lemme

revient à affirmer qu'il existe des vecteurs a tels que le système

(A)
\J~±n/i/ U/ %Xrn— ^frn.KÂjr

(hj>
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ait pour unique solution œ = xl^=^ ccn—o. Nous allons d'abord définir

certaines conditions destinées à être imposées aux a, conditions dont l'utilité se

révélera par la suite. Puis, nous montrerons qu'il existe des vecteurs a vérifiant
ces conditions, et qu'enfin ces conditions, jointes au système (A),

entraînent ce = œt^= con = o. Le lemme sera bien alors démontré.
Pour cette démonstration, nous abandonnerons la convention relative à la

suppression du signe ^ de sommation ( la somme des termes atbi ne sera plus

représentée par afit mais par ̂ a^feA. D'autre part, nous ne ferons varier les

indices i, j \ h que jusqu'à n — i (inclus), l'indice n jouant dans la suite un
rôle particulier. Ces dispositions ne sont adoptées que pour le présent
n° 102.

a. uonauions {a) a imposer aux a, — i°Les vecteurs a[ ou n^i^n — i

sont indépendants. On les désignera aussi par Aa.

2° Les a[ vérifieront

(i) a[=l(i,j)a)}

avec

les X vérifiant d'autre part les inégalités

(i') MhJ)Mj> h)l(h, O^i pour

3° Les ah et ah
n seront liés par

(3) aï=l{h)a*

avec

(3') l{k)p£l(k)^éo .pour h?£k.

4° Enfin, on aura

(4) 5=rVpf^
i

et, si l'on désigne par | $ \ le déterminant des $', et que l'on pose

(5) Y?=|3?[).(A)-*(»)].
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les j3f devront vérifier les inégalités

(4') !IP?ll^o,
(5') i l ï f l l^o.

b. Possibilité d'un tel choix des a. — On peut d'abord choisir pour les af

où h<z<n — i, ~ vecteurs indépendants arbitraires, soient Aa. Les autres

vecteurs a sont alors définis par le choix des \ et des (3.
On prendra successivement, pour i=i9 2, . . . , n—2 et j^>i, des

nombres X(z", y) ^ o arbitraires, d'où, par (2), les A(y, z), tout X(i, j) devant
toutefois différer des produits ~k(i, h)~k(h, j) résultant des A précédemment
définis (A< i). De la sorte, les ~k{i9j) vérifient (V); et les relations (1) donnent

alors les vecteurs a)t, où A <^ i.
On peut ensuite choisir arbitrairement les X(A)^ o vérifiant (3'); le déter-

minant j ^ | n'est pas identiquement nul, par rapport aux (3f, non plus que |yf J
ST DU MOINS rc>3. Car [yf jasa diagonale principale formée de zéros, mais tous ses
autres éléments peuvent prendre des valeurs arbitraires (1).Donc || (3f |f yf| p^ o,
et Ton peut choisir les (îf de façon que ce produit ne soit pas nul, donc que (40
et (5') soient vérifiés.

Un tel choix des (3 donne les vecteurs ah, et les X(A) donnent alors les 0*.

Toutes les conditions (a) sont bien vérifiées par les vecteurs a ainsi définis.

c. Le système (A) et les conditions (a) entraînent x = Xi = xn= o. — En
effet :

i° Les ——^—— équations (A,-^), où l'yéj y^h^éi^ entraînent la

relation

(6) ufxi=o.

Car, d'après ces équations et les relations (i), on a

et finalement

ce qui, en tenant compte de (Y), donne bien (6).

(i) -Y?= (Y?)O donne, d'après (5), (3? = . / ' .. ? les X étant les valeurs qui viennent d'être

choisies. Pour ^ ^ 3 , il existe des termes yfS où h ^ i. pour /z = 2, le déterminant se réduit à yî = o.
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2° En opérant d'une manière analogue sur les équations (A,7i) et (A„/A), on
trouve (*), d'après ( i) , (3) et (3')

(8) %%=o,

(9) akxi =<>•

3° Les équations (Artft), (Am7) et (A/,-) entraînent, d'après (3) , (4) et (5 ' ) ,

(10) alXi = o,

( 1 1 ) di&n = = (>»

(12) a[x = o.

En effet

et les (Am) deviennent alors

D'où? d'après [j y*. || ̂  o, les relations (io), qui, par une seconde application des
(A?ùi) et (Ai7), donnent ( n ) et (12).

4° Les relations (9) et (10) entraînent, d'après (4),

c'est-à-dire, pour chaque vecteur ooif (n — 1) équations homogènes aux (n — 1)

a\lxn= a^xt— \{h)ahxt = \(h)a\L x = X(h)\(i9 h)al
hx

d'où finalement

et, d'après (3'),
a(lxn= o.

D'où

tif Ĉ* — CL X i — O .
l l
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produits scalaires af
f xx\ comme d'après (4')» II Py || 7^ °> o n e n déduit

( i3) aja?£ = o.

5° Les équations (A,Jt) donnent alors

d'où, d'après (2),

a)œt=Q,

t= o.

Conclusion. — Les vecteurs xt ont d'après (6) , ( i 3 ) , (i4)> ( i 5 ) leurs projec-

tions nulles sur tous les Aa ( c / . a, i ° ) ; de même pour xn, d'après (7) , (11) et

pour a? d'après (8) , (12). Donc

G. Q. F . Ü.

Remarque. — La méthode tombe en défaut pour n = 2, parce que || yf || = o
dans ce cas. On devait d'ailleurs s'y attendre (n° 54). Pour n = 3, la démonstra-
tion est valable, mais les permutations d'indices de (c, i°) n'ont plus lieu.

103. Il résulte du lemme I que les P =pn * formes X (soit X{pï)

correspondant à h<p sont indépendantes pour des a génériques, d'où :

LEMME II. — II existe (au moins) un déterminant dordre P de ces P formes X{p)

qui n*est pas identiquement nul par rapport aux a.

104. Application aux systèmes Up. — Si q = n ——* le système Up peut

s'écrire
rp

en posant, dans les X,,,, du n° 103,

Nous désignerons désormais par le symbole général a(p) les ûaA, aa,ft pour
lesquels A<p, et par Tt{p) les composantes de la courbure et de la torsion qui
figurent dans les U/t, où k<p.

Parmi les déterminants de U ,̂ choisissons-en un qui ne soit pas identique-
ment nul par rapport aux a{p) et désignons-le par Ap. (L'existence en est assurée
par le lemme II.) Si Vp est attaché à un élément intégral l°p9 les a(p) vérifient les
systèmes \]i9 U2, . . ., Up_, (nécessaires et suffisants). Nous désignerons par
Ap(IJ) la valeur que prend alors Àp.

THKSB O GALVANI
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Nous allons démontrer que, si l'espace En est générique, le déterminant àp(ï^)
n'est pas nul pour Vêlement 1° générique et le repère générique de E'/l5 et ceci quel
que soit p<n — i.

a. La proposition est vraie pour p = i. En effet, pour Vl°{ générique, les a{i)

sont arbitraires et A1 ̂  o entraîne A1 (IJ) 7^0.

b. Nous allons montrer que, si la propriété est vraie jusqu'à Vindice p — 1
inclus, elle Vest encore pour Vindice p. Tout d'abord U -̂* est alors compatible et
il existe des éléments intégraux 1°.

i° L'élément l°p générique contient des éléments 1% 1°, . . ., I£_,, qui sont
eux-mêmes génériques. D'après l'hypothèse de récurrence, les déterminants
A, j A2, . . ., Ap_, correspondants ne sont pas nuls : on les prendra pour déter-
minants principaux des systèmes U,, Ua, . . ., U/;_,. De la sorte on peut définir
l'élément I" générique par les paramètres a(]) de son I", qui sont tous arbi-
traires, et par un certain nombre de paramètres aa2, aai2, à indices bien déter-
minés, qui sont les inconnues non principales de Uif et comme telles laissées
arbitraires par UH ; de même pour 1°, etc.

Finalement, l'élément 1° générique sera défini par un certain nombre de
ses aip), à indices bien déterminés, que nous représenterons par apj et qui
peuvent prendre des valeurs absolument arbitraires. Les autres a{p] sont des
fonctions rationnelles bien déterminées de ces ap et des Ht/>_,>-

2° U en résulte que le déterminant A/I(I®) est, pour l'élément l°p générique,
une fonction rationnelle bien déterminée des variables indépendantes ap et

S'il est nul pour Vl°p générique, c'est que g = o par rapport aux ap pour les
valeurs que prennent les II dans l'espace donné (quel que soit d'ailleurs le
point de cet espace ou le repère choisi). Si cela ne se produit pas quels que
soient les II voisins de ces valeurs, c'est-à-dire si g^o {par rapport aux à et
auxli), les II vérifient une égalité superflue, et l'espace E^ n'est pas géné-
rique (1).

3° Or g nest pas identiquement nulle. En effet, on peut choisir les a et les II
de façon que les a{p) prennent des valeurs arbitraires données à l'avance. Il suffit
pour cela de se donner des a{p] arbitraires et d'en déduire les a (qui sont
certains a{p) bien déterminés) et les II qui s'en déduisent par L\, U2, . . . , \JP^ ).

(A) Le fait que g ^ o suffit à montrer qu'il existe certains domaines pour les variables II où la
proposition est vraie ; la démonstration se réduit alors au 3°. Mais cela ne suffit pas pour affirmer que
les espaces pour lesquels la proposition n'est pas démontrée véi'ifient des conditions d'égalité, car la
fonction g n'est déterminée que dans l'hypothèse de récurrence.
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On peut donc choisir les â et les n de façon que A<A2. . .A^^o , puisque ces
déterminants ne sont pas identiquements nuls par rapport aux a. On a alors

o. Donc gfâo. c. Q. F . D.

c. La récurrence s'étend jusqu'à JD = n— 1 (c'est-à-dire tant que A / ; ^o) ? et
la proposition est démontrée.

105. Conclusion. — L'inégalité àp^o entraîne la compatibilité de U^; la
proposition précédente a donc pour conséquence immédiate le fait que la
condition B est vérifiée pour un espace E'n générique, d'où Tinvolution de 2 et
le théorème d'existence du n° 100.

Degré d'arbitraire de la solution générale. — D'après la théorie des systèmes
en involution et l'étude que nous venons de faire des systèmes Up (systèmes

polaires), la solution générale géométrique dépend de — -fonctions arbi-
traires de n — 1 arguments (1). C'est le degré d'arbitraire d'une correspondance
ponctuelle entre une variété ponctuelle à n — 1 dimensions donnée, et une

variété ponctuelle à n — T dimensions arbitraire plongée dans l'espace à —^——
dimensions.
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