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la propagation d'ondes électromagnétiques quelconques,
dans deux ou plusieurs milieux successifs, et la diffraction de
ces ondes, ramenées & 1l'étuue de problémes de Cauchy et de pro-
blémes mixtes et & la résolution 4d'éguations intégre-différen-
tielles °

Introduction et vue d'ensemble,

M., DELSARTE; dens un important Mémoire des Annsles Sc¢ien-
tifiques de 1'Ecole Normale Supérieure (I), a trsité le probléme
de la propagation et de la diffraction d'ondes électromesgnétigues
& la surface plsne de séparstion de deux-milieux homogeénes et iso=-
tropes, mon conducteurs. Il a considéré successivement 1le cas de
1t'éguation scelaire de propegstion des ondes sphérigues et celui du
systéme des éguations de Maxwell. Il s?agit , dans les deux cas, de
la recherche de la solution génereale, dérendant du tempsid'une feo-
gon guelcongue, et non de la recherche de solutions stationnzires,
fonctions sinusofdales du temps. En. effet, comme 1'a rappelé M.
DELSARTE dans son Mémoire précité, si 1l'on se restreint & la recher-
che de solutions stationnaires, duEypeuiﬁr,?;5)61wa,1'équetion de

bropagation des ondes se réduit &

A&L + ngu, =0 A = -———az '+;)—z 32
- = ’ - +
A2 3\5" '3?)
gz: ngz € const.diélectrique du milieus }“’ i perméa-—

cz ! bilité magnéticue:c,vitesse de la lumiére

dans le videe.

Bt pour cette égquation, il est bien comnu que les problémes
extérieurs suxquels on est conduit, qu'ils soient de Dirichlet ou
de P, Reumsnn, sont indéterminés, la régularité de la solution &
l'infini étent une condition insuffisante pour choisir cette solutimm«
Pour lever cette indétermination, on est elors obligé, soit 4'impo
ser une condition supriémenteire & la solution du probléme, condi=-

tion bien connue sous le nom d*Ausstrahlungsbedingung de Sommer—
feld® (2):

g:; Tome LIII, 1936, p. 223 & 273.

2) Prank & von Mises: Die Differentisl und Integrslgleichungen der
Mechanik und der Physik,-2¢é édit., New-York, 1943,t.II,chap.
XIX’ p.803 et suiv.



(2)

Gim. z(2+ —thu) =0
oo o

Soit,de supposer d'abord gue le rilieu possdde une conduc—
tibilité 6~ et de faire tendre,ensuite, o vers zdéro.En effet
dans le cas d'un milieu conducteur,la difficulté prdcdédente me
se preésente pas,l'dquation:

A + ?«.‘l‘u., =0

avea o Epotrsmipow
ce

& laquelle se;rédui% 1vé u%pion de propagation des ondes,en
cherchant e solution e’ u.(ac,\é,g) n'ayant pas de solution

comtinue en tout.point et nulle & 1'infini.BEn faisant tendre
g~ vers zéro,dans la solution unigue du probleme extirieur gu'
ot s'est posé,on obtient alors une linite bien déterninde,qui
se confond,d'ailleurs,avec la solution de Sommerfeld,obtenue
au moyen de 1l'"Ausstrahlungs bedingung". .

Pour 2viter cette condivion ou ce passage & la linite,qui,
de toute fugon,paraissent un peu artiflciels,on recherche la
solution gdéndrule,fonction quelcongue du temps,ce qui a,du res-—
te,llavantuge de s'appliquer & 1l'étude des régimes trunsbtoires.

Les deux cas,de 1'djuation scataire de rropagation et des
équations de Maxwell,diffdrent essentiellement par le choix
des conditions de passage d'un nilieu & 1l'autre.Dans le cas de
1'équation scalaire,on impose & la solution du probléme d'8tre
continue,ainsi gque ses guatre dérivées prewitres,i la traversée
de la surface de séparation des deux wilieux.Dans le cas du
systéme de Makwell,chague cowmposunte des deux vecteurs chaup
électrique et champ magndtique vérifie la were équation scalaire
que dansg le. preuwismr cas,nais tYanais yue les composantes tangen- -
tielles des chawups doivent rester continues,d lu traversée de
la surfuce de séparation,ce sont,lors ue l'on néglige les conduc-
tivilitds,les ocowposantes normules des imductions électrique etb
magnétique qui sont soumises & cette conditlon de comtinuitée.

‘Rappelons bridvement, ci-dessous les résultats essentiels
de l'étude de M.DELSARTE:

dans le cas de l'éguation scalaire des ondes sphériques,
la fonction inconnue est déterminée d*une fagon unigue,quelles
que solent les valeurs de la vitesse de propagation dans les

deux milieux,sdparés par le pl.n diffractant. Cette fonction

T ® e o0
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inconnue est détprminde au moyen d'une fonction inconnue auxi-
ligire qui vérifie ume dquation intégro-differentielle.lelle ci,
malzré son apparence cowmpligude ,peut &tre risolue en ternes
Linis,par wme formule trés simplee..

Dans le cas du systéne de Maxwell,l.DELSARTE raméne
le rrobleéne de la détermination des six ccun,osantes des chuwps
clectrigue et nuagnétique & celui de la diterwination de deux
inconnues auxiliaires qui sont les comi 0santes,suivant O et05,
du chary élsétrique dans le plan =0 de séjaration des deux
milieux.

Ces deux inconnues auxiliaires vérifient deux dqua—
tiong intdyro-différentielles,dont la risolution se rdéduit a
celle de trois problémes de Cauchy,relctifs. & trois équations
aux dérivdes partielles du second ordre,:i tvrois wvariables et &
coefficients constants.En ddsignant par &, ,,;&,, B, >t W,
respectivemnent,les constantes diélectrigues et les perndabilitdis
des deux wmilieux,et en posant:

h= (e,-&)(p-p)

pour .. &é o) yles trois Sguutions sont du
tyre hygerbolique et par suite,les probléres de Oauﬁgy sont tous
bien pgsés et ont chacun une solution unique:pour >0 , au
contraire, une ou deux des trois équations est elliptigue et le
probleme de Cauchy correspondant n'a pus de solution,en géndral.

M. DELSARTE s'est prdocecupé de savoir si lua qu_ntité4&
ci-dessus pouvait effectivement avoir les deux signes,d.ns le
cas des milieux physiques réels.De son Jtude,il rssulte gue 1la
valeur de & ytrés petite pour deux rilieux non ferro-masndtiques,
est bien de signe variable,suivant le cho:x des deux milieux.Par
suite,la théorie de Mazxwell,lorsqu'on l'up;lique & des problewes
de diffraction & la surface de séparation de deux milieux non
conducteurs ,conduit dans certains cas & des problénes mal posés,
au sens de Poingaré et de [.HADAMARD.

La question se posait alors de savoir si la n8upe diffi-
culté allait ou non se pwésenter,en considdrant le cas plus
général ou la conductibilité dlectrique des deux milieux n'est
pas nulle.D'oh le présent travail,qui est la suite logique de
celui de M.DELSARTE.Ces recherches nous ont,d'uilleurs,dété sug=—
gérées par M.DELSARTE et ont &té emtreprises sous sa direction.

Ce travail est done consscré essentiellement & l1l'étude
mathematique de le propagation d*ondes électromegnétiques gquel-
conques, dans deux milieux sucessifs et de la diffraction de ces
ondes & la surface plane de séparation de ces deux milieux sup-
posés homogeénes

® e e 800
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homogénes, isotropes, possédant constmntes diélectrigues,permé-
abilités ma;nétigues et-conductibilités électriques. Nous né-
gligeons 1la dispersion, c'est & dire que les caractéristiques
précédentes des deux milieux sont considérées comme des cons-
tentes. Toutefois, nous étudiens sussi l'extension de le métho-
de de résolution du probléme pour trois, puis n milieux suc-
cessifs,

Nous considérons encore successivement le cas de 1'é-
¢uation scalaire de propagetion des ondes et celui du sSyste-
me des équations de Maxwell,

Dans le premier cas, l'équation de propagation contient

cette fois un terme complémentsire, proportionnel & 2% .

4. désignant la fonction inconnue et t le temps, et deéux
parsmétres,V et a , 2u lieu d'un, paramétres prenant des ve=-
leurs distinctes dens les milieux I et 2,8éparés par le plan
x=0.Nous cherchons une solutionwcontinue, ainsi que ses gua~
tre dérivées premieéres,dans tout 1l'edhace,connaissant les don-
nées de Cauchy, c'est & dire les valeurs de la fonction incon-
nue et de sa dérivée premiére,par rapport au temps,d 1l'instant
initial.Nous prenons encore comme. inconnue suxilisire,la valewz
prise, & tout instent,par la fonction inconnue dsns le plan
diffractant.la résolution de deux problémes mixtes,hyperboli-
ques,de type Dirichlet,nous domne la fonction incomnnue dans cha.
cun des milieux I et 2.Cette r ésolution est naturellement plus
compliquée gue dens le cas ol il n'existe pas de terme en 2u
dans 1l'équation de propagation.Nous avons utilisé,d cet ef- 9t
fet,les méthodes de l'ouvrage fondamental de M. HADAMARD (I)
et iés résultats contenus dsns celui-ci, su sujet de 1l'équa-
tion dite des ondes sphérigues amarties.Comme on le sait, les
formules de résolution font intervenir ,sous une intégraie tri-
ple, les dérivées de la fonction bien connue de Basset, lo:

En écrivant la continuité de la dérivée normale de
la fonction inconnue, & la traverséé du plan x=0, nous obte-
nons encore l'éguetion intésro-différentielle dont l'inconnue
suxiliaire est solution.le chepitre I est consaaré & 1l'exposé
de l'ensemble de ces calculs.

La résolution de cette égquation intégro-différentiell
constitue la matiére du chapitre II.Celle-ci est naturellement
prlus_compliguée que celle de M, DELSARTE.Mais la nature du.
provléme posé permet encore de ramener cette résolution & celle
d*une autre éguation besucoup plus simple. Notre équation inté-
gro-différentielle, d'apparence compliguée, se réduit en effet,
par des trensformstions asppropriées, simplement & une éguation
différentielle,...

(I) Le problime de Csuchy et les équations sux dérivées per<
tielles, linéaires,hypertoliques, Paris, 1932 .«
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dfune déquation diffé-
rentielle,lindaire,du prewier ordre,a coefficients constants.
A cet effet,la fonction inconnue étant d'abord supposée analy-—
tigque par rapport a y-et & z,nous introduisons un enseuble
d'opéruteurs llnéalreo,permuxables & plusieurs indices,ginéra-—
lisant ceux utilisds pur H. DELSARTE et dont fuit partie 1l'opd-
ruteur amguel est soumise la fo.ction iponnue dens 1'éjuation
intégro~différentielle.L'extension de la wdthode de risolution,
l'inconnue fais.nt seulement purtie de clusses lindaires de
fonctions beaucoup moins restreintes,se lait ensulte,sur la
suggestion de M.DELSARTE,par application du thiordme fondamental
de Weierstruass sur 1l'upproximation des fonctions continues &-
une ou plusieurs variables,au moyen de polyndues.En effet,la
démonstration directe,par le calcul,de la foruule d'inversion
a laquelle pyrocetde W.DELSARTE dans le cus g .'il a traité,serait
ici trop compliquée.

Le chapltre III est consacré & la mise en Sguation
du wéme probléme,dans le cus de la théorie de Maxwell.Lu preumidre
équation de Maxwell et son eorollaire contignnent cette fois
un terne conplémentaire,proportionnel & o sy O dédsignant
la conductibilité électrique et le chawp €lectrique.les
conditions de passage,& la traversée du plan diffruwctant,==0,
sont iciicontinuité des composalibes tangentielles des chuwnps
électrique et nagnétique,continuité des composantes noruales
de l'induction magmétique et de la densité de courant totul.
Pour simplifier,nous sup,oson d‘abord lue 1es donndes initia-
les vérifient la relation div %- , auquel cas ,
le cuoawp électrigue est SOléﬂOlddl que que 501t t .Chaque
composante du champ éleetrique et du chanp wagnétique verifie
alors l'équation aux ddriv.es partlelles considdrée au chapitre 1.
Plus loiny,nous wontrons g..'on peut s'affranchir -de cette nondi-
tion et qa la mdthode de risolution du probleme reste wulable

pour div (x,!g'\é,é,O)#O

Nous, nous donnons des conditions initiales £quivalentes
a celles de Gauchy,dans tout l'espace,compte tenu des dquations
de Muxwell et Jes conditions de pussage.les V¢leurs,pour x=0,
des coumposuntes des champs ou de leurs dbrlvaes norr.ales auw plan
diffraé¢tent,suivunt les cas,s'exprimwent encore®en fonctlon des
deux méues inconnues dux:x_llalres g(g;é,b) et g \3,
qui sont les cowmposantes,suivant 0 y du Chdmb ALectrl—
que dans le plan =0 .La rcsolutlon de probleénes hyperboliques
mixtes,de type Dirichlet pour les uns,F.Neuw.uann pour les sutres,
donne encore les composantes des champs dans tout l'espace-tenps-

Les conditions de pussage fournissent,de néuwe,ieux

& 9090
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deux égquations intdégro-différentielles pour la ddétermination des
deux inconnués auxiliaires.Ces équations contiennent,outre l'opé-
r.teur gpi intervenailit dans l'équation intégro-diffdérentielle,
reluwtive au cas de l'dyuation scalaire de precpagation,un second
opdrateur renfernant sous une intégrale quadruple,la ddérivée de
la wéne fonction de Baussét.De ces deux dgquations gqui contiennent
toutes les deux les fonctions inconnues ¢ ¢ non sépardes,on

d-duit encore une <égquation intégro-diffdrentielle auxiliaire,ne
renfermant plus gue 1'inconnue

F(;}it)"—ﬁ :;

Le chapitre IV est consacrd 4 la résolution de cette
dquation uuxiliaire et du systéme qui détermine f-J'a. oL trans—
forration de 1l'éguation en F  gl'effectue d'une fagon analogue
& celle de l'oquwtlon intégro-diffirentielle du chapltre 1I, d'a-
bord sous les wénes hypotheses &analy01te,par raprort ay et 4 zZ,
relatives & F -Cette Jyuation est ainsi rdéduite & un probléne
de Cuuchy,relatif & une équation aux ddérivées partielies,liniaire,

4 coefficients constunts,du quatriéme ordre.Cette dgquation est
de la forue:

(o( _-_D.: +(5_)_+H>[1:E'+th>+/$l:+& Dl.;. .2...;- )_)?__,—_—H(J'Jf)

Ve o ot

Le second neubre est connu,les coefficients ok oAb §
des termes de l'ordre le plus élevé ne dépendent pas des conduc—
tibilités et ont les méuwes valeurs que les deux seuls coefficients
de 1l'équation correspondante de M.DELSARTE.

Les conditions de Cauchy sont: .

F(ﬁ,'},o)g (%.f.)t::: (..@I. = —b:f)t = O

It/ k=0 dt3/ k=0

Pour étudier ce probléme de Cuuchy,suf une suggestion
de M.DELSARTE,nous transformons l'équation(I) en_lu considérant
coLue une éguation diffsrentielle en D*F D‘f'

° L 3
et en la risolvant par la méthode de la %arlatgbn des const.mtes

® % ¢ ¢ s o



(7).

Aprés intdgrotion pur parties de la forwmule de rlsdlution trou—
véey,nous oObtenons une JSquation intlyro-difflirentielle de la for~
me suivantes

4 _t) t-Z)
#(g,;,k).‘u j [F\ e,«.(r )+l5e.p( ]F(g,),t),al‘c ),
avec les conditions initialds:

Fly5.0)= (3£) =0

ot

¢(‘ac 3 t’) étant connue et _les coeflficients 8 |:¢'_, AJB: ok ef
3 des constantes(o(o{'ﬂ n'ont naturellerent pas les
némes valeurs gue dans 1'dquation(I)

Deux cas gdndéraux sont d.lOI'S a disting . er, sulvant le
signe de @.Pour & >¢ , c'est & dire (%, ..E,_)( ez o~ E. [n,)
E, 42, ctant les comstantes.diélectriques,

' les perméabilités des deux milieux,le prewier
newbre de equatlon (2) est celui d'une éguation zux dérivées
partielles du second ordre,du ty}ée hyperbolique.le probleme de
Cauchy correspondant peut alors €tre résolu par la miéthode des
approximations successives.Il posséde une solution et une seule.

Pour O <o , 2w (E;-C\.\)(f.k;-—zn '-':)<O 4,
au contraire,
le premier wenbre de 1l'éyuation (2) est eelui d'une équation du
segond ordre,du type elllptique-NOUS démontrons’ que le roblezbe
de Qauchy en question n'e alors bas de solutlon si cb r '5,

~

n'est pas' analytique,par rapport i 4 et a 3

Nous traltons ensulte deux cas pdtlcullers limites,corres-

pondant l'un o o o £ ~ t[-l,-o , L'autre & Z'.—f,,-—o
Pour 38 =o ,le premier wenbre de l'equatlon(2) devient celui d'une
équation du second ordre,du_type parabolique.Si b Lo ,ctest -

a-dire Si( ‘—z\.)(ZLO'.. iio—)>° )

la mdéthode des

approxinations successiwges est applicadle e{ nous avons encoré une
solutien et une seule.Dans le cas £, - L =0 le coef-—

fiCient °< S'annule dans ® e 00 ees
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duns 1'dguation (I) et la tr.nsforpmuation indiguée de cette équa-
tion en 1l'équation (2) conduit cette fois & une équat}o intégro-
diffdérentielle dAont le prewier newbre rénferme - 2? t!

Lo tr nsforwation de Luplace,arpligude & 1l'équation (1),

montre alors gjue le probléne de Cauchy correspondant & une so-
lution pour (\“t -i"t)(r:‘ T, > < o

Sisgnalons aussi gue dans le cas partieulier 5;57-5.¢'=
=0 , l'équution{l) se réduit & une équation du second.ordre,coune
duns le cas de W.DELSARTE qui correspond & G, =0, = o

L'$tude de 1l'éguation auxiliaire en F- Caite,celle des
deux équations intigro-diffdrentielles qui ddterminent 'Y ¥
ne grdsente pas de difficulté.Ces deux équations se ranenent,en
effet,corme dwns le cas ou L'on niglige .les conuuctibilités,a
deux problénes de Cuuchy,relatifs a deux équations aux dérivies
partielles,linlaires,a coefficients constunts,du second ordre.Ces
dquations aux dériviées partielles ne diffé®ant de celles qui
correspondent au cas T, =0, =0 | que par la présende d'un
terve supplémentaire en 3£A3t s (0w agkn),les résul®ats JSéndraux
relatifs & ces deux égquations, '
sont les ménes que-dans le caus de M.DELSARTE.

En risuné,notre probléme de diffraction & la surfaCe
plune de s’ipacration de deux milieux,r.gi par les Sguations de
Maxwell ,adnet une solution et une seule,si

(218 -h) <o 8 % piope =

‘ Il ntadwet pas de solution,sauf si les donndes sont
analytigues par raupport a4 y et a4 z,pour

(t-€2 W pi-p) >0

Les conductibilités niinterviemnent que pour la dis—
cussior des cas limites

8"-‘1—- ElP‘=o 9 é—az_ = 0O

Ensuite ,nous justifions la ndthode de rssolution,pour
des inconnues é.} 4 , non mal¥tiques,par raprort & y et a zypar
le méwe procéde qu'au chapitre Il,en appliquant le théoréme fonda-
wental de Weierstrass sur l'aprroximation des fonetions continues,
aw moyen de polyndnes.

Un court sppendice traite enfin des cas de trois, puis
de n milieux sugcessifs, @épaisseurs quelconques. séparés per des.
plans paralleles.

Nous montrons que les nésultats, étsblis dans le cas de
deux milieux, sont valables dans ce cas général, qu'il s'agisse
de 1'équetion scalaire de propsgation & une dnconnue ou du champ

® 600 2 o a
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électromagnétiqueiﬁ,ig, satisfaisant aux équations de Maxwell.

Dans l'ensemble , les résultats de nos recherches confirment
en les généralisant ceux de M. DELSALTE.Lorsqu'on considére la théo-
rie de Maxwell,K 1lg discrimination entre les cas généraux ol le pro-
bleme & une solution et une seule et ceux ot il n'a pas de solution,
en général, est -imposée par les seules valeurs des constantes dié-
lectriques et des perméasbilités des deux milieux, sans que les con-
ductivilités interviennent. Ce résultat paraft du & ce que les coef=-
ficients des termes_du second ordre de l'équation de propagation des
ondes Aw — 2 *u _ 2a du_g ne dépendent pas de lz conduc=—
tibilité. . VZ dt* v 3t Il est permisde penser qu'il en
serait de méme pour des corps diffractants de forme guelcongue. La
théorie de yaneell somduis donc, lorsgu'on 1l'aprlique & des questions
de diffractiun, & ia surface de séparstion de deux ouplusieurs. mi-
lieux, & des problémes parfois mal posés, au sens de Poincaré et
de M. Hadamard,

Quelle est la cause de cette grave difficultéet comment
pourrait-on 1l'éviter, la possibilité de ss disparition, lorsqu'on
introduit les conductibilités des milieux, étent meintenent exclue?

On peut d'abord remefguér gue cet obstacle est.
dfi sux conditions maxwelliennes de continuité, & la traversée de
chaqué plan diffractant, puisque , dans le cas de l'éguation sca-
lzire de propagstion, on obtient un probléme bien posé en écrivant
la continuité de la fonction inconnue et de ses dérivées premiéres.
Il y a lieu, toutefois, d'sjouter gque ces conditions maxwelliennes
de continuité sont une comseéguence nécesssire des équations de

'S

Maxwell et en sont inséparsbles,

En considérant, pour simplifier , le cas de deux milieux,
nous voyons slors, puur rnotre part, trois procédés & tenter pour
obtenir un probléme bien rosé dans tous les cas, Le premier con-
giste & introduire une couche de pessage entre les deux milieux,
dans laquelle les paramétres &, }A,G‘ varieraient d'une fagon con-
tinge, linéaire, par exemple, du milieu I au milieu 2 et ou s'appli-
quersient les éguations de Maxwell, C'est , du reste, ce pcint de
vue de la couche de passage qui est admis par les physiciens.

En supposant une épaisseur finie pour celle-ci, on aursit,
semble t-il, un probléme bien posé, chacun des trois problémes hy-
perboliques,mixtea, auxquels sersit ramenée le détermination de cha=
que composante des vecteurs F et H ayant encore une solution et
une- seule et les discontinuités des paramétres 6,}4 et ¢ étant
élimindes,Les inconnues auxilisires,valeurs des composantes de

suivant ©Oy el 07 ydans chscun des deux plans limitant la couche,
seraient déterminées cette fois, en écrivant la continuité de
AZ _ DX et de 3X _ 2y , & la traversée de ces deux

¥ 2 P P)
plens ("Qy,Z:composané%s de 535 .Ensuite ,on fersit tendre vers
zéro i'épafsseur de la couche et on examinerait si les valeurs
trouvées. pour les inconnues auxilisires tendent bien vers des limi-
tes déterminées,les mémes pour les deux valeurs de chaque compossente,
dans les deux pleans qui limitent la couche.
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les deux difficultés principales de ce procédé psraissent
consister d:ns la recherche de la solution élémentaire de 1l'é-~
quation de rropsgation, & l'intérieur de la couche , équation &
quatre varisbles, dsns laquelle V devient une fonction linéaire
de x, (sinsi que a), et dans le passage & la limite finsl.

Le seecond procédé consistersit & introcduire ls dispersiorn,
les parametres € ,p et o de chascun des deux milieux n'étant plus
des constantes.

Le trcisieme, dans le remplacement des égquations de Maxwell
par d'auties, dont les précédentes constitueraient une aprroxima-
tion.

Quelle gue soit la véritasile raison de cette daifficulté, nous
pensons qgue notre traveil sura été utile. En plus de son intérét
théorigue, nous souhsitons cu'il ait des aprlicstions techniques.
I1 est évidemrient utile d'avoir Z sa disposition les formules géné-
rales exactes de proregation des cndes électromsgnéticues dsns deux
ou plusieurs milieux successifs., En particulier,des prrlications
peuvent se révéler dans les domsines en cours d'étude des communi-
cations rasdioéleetrijues souterrzine et dec la prospection radioé-
lectriyue. la méthode s'applique & un ébranlement initial gquelcon-
que, qui peut &tre particularisé & volonté : treins &'ondes planes,
cylindricues, etc...

Il nous reste 1l'agréable devoir de témoigner notre reconnsiis-
ssnce & toutes les personnes cui ont bien voulu s'intéresser & cet-
te étude et faciliter notre tfche.Ne pouvant les citer toutes,
qu'il pous soit permis de remercier spécialement M,DELSLETE ,
d'abord ,qui nous a suggéré le sujet de nos rechercles et sous la
direction duguel, celles ci ont été pouwrsuivies.Qu'il veuille bien
trouver ici l'exrression de notre gretitude pour les nombreux con-
seils et directives gu'il nous a donnés M.VILLLT,qui a bien voulu
présenter nos Notes et dont les conseils et les encocursgements nous
ont été précieux. MM.ROCARD,PEKES et COULOMB qui nous ont fourni
des renseignements utiles et nous ont témoigné une active sympathie.

Les principeux résultats de nos recherches ont été insérés

dans deux Notes,publiées a2ux Comptes-rendus de l'Accdémie des Scien=
ces,séances des 24 Janvier et 26 Juin 1944.(3.)

(3) Tome 218, p. 135 et 989.
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CHAPITRE I

Mise en $juation pour deux milieuk, dans le cas de
l'équation scaleirévpropagation des ondes §é ectromagnétiques,
Pl !

I.- Comme on le sait et conme nous le verrons,du reste,au
chapitre III du présent ménoire,il résuite des équations de
Maxgell,que chaque composante du champ magnstique et que,si la
divergence du chawmp électrique est partout nulle & 1l'instant
initial,chaque composante du chanyp électrique yhpifient,en milieu
conducteur,une déquation de la forme:

A“ /1 ‘D‘L\J éa.- )“_

= O
~ Ve TV ot ’
- . 1 )t. )‘z.
ow A . est le La)-l'ac.len 5 ._;‘+3_5L+_3§’-

o et V sont des constantes positives
caractéristiques du milieu o a lieu la propagation et dont
nous verrons l'expression au ghapitre III,en fonction du pou-
voir inducteur,de la pernéabilité magnétique et de la conducti-
bilité électrique du wmilieu considdéré.

Q- est homogtne avec l'inverse d'une longueur et V avec
une vitesse.

Nous Studions donc le probléme suivant:

- déterminer une fonetion i~ (x, 4.5, (:)par' les conditions
ci-dessous:

Q. Conditions inddifinies:

"L .
(4) Au.‘_.%-i ?.3_;:_%5_* 5 pewr x >0,
4 4

('L) Au 1 ._l&..é_.“"'?._

'Yy

~It ¢
N
Q 0

loour' x £ o0 9

les variables x,y,z,prennent toutes les valeurs rdelles ,
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E Lrend toutes les valeurs positives ou nullesyla fonction w

est continue ,ainsi gque sej quatre dériwdes prenidres pour l'en-
sernble le ces vuleurs.

- Conditions définies:
(3) u (x"d ,‘5,.0).-: o((x,y,‘;) ; [% u (":‘113:0}:‘0 3 (""1'5) )

o~ et ﬁ s'annulent a 1'infini et sonti continues

. PRI : )
ainsi que leurs Ao dérivées premilres pour 22 =0 « -

Nous prenons une inconnue auxiliaire

(4) T g3.E)= ulog.3 . E)
représentant les valeurs de la fonetion inconnue U x,9.3 t)
duns le plan x=0 de séparation des deux milieux,pour t > o

Les concordances:

ot (24.3)=x (43205 Bl [2 ¥ly34)]

sont supposdes rewmplies.BEnfin nous désignons par I ¢t 2 les

regions ou la coordonnée - est respectivewent,positive ou
nésative.

La didterwmination de W duns chacune de ces rdgions,
lorsqufon regarde ¥ comne connue,s'obtient par la résolution
d'un probléewne nixte,de type Dirichlet. -

Pour rlsoudre ce dernier probléwe dans la region L,v.r
exenple,nous troensformons,par wn changement des variables et de
1 fonetion inconnue,l'égquation (I) en l'éguation  des ondes
sphirigues auworties.

Nous posons,a cet effet:
=, 6\,.‘ »

(5) 7: ::; u_('x,cj,‘;,t); '?;-:C’V’(fly)';)t)

4
LY s luatiorg )dsvient:

: vV I W
Y —_— —+ — 4 A =0

* 4 8 0 4 0



’ —_
r
N

et les conditions difinies (3) et (4) :
V(?/‘?) ;/ 0)=°<["'y«5)="<1 (;/ 7 3)
(7) { (2 5(5, 9.5, (5ol o, Blergo)
Z =0
(1) ~(00.7,8)=V(9.7.2)= €V (y,3:4)

svec les conccord..ee ,:

4 (0,9.3)=% (9.3.0)5 B (00.3)- [ﬁbﬁ(v,K,Z)J

En C‘Sc,u'lt

W snc Co-'-{ PA 4 T=0

(9) I«=J€:9“.J (8 (92 7 & o (Fi7 ol 75 g

(4 0

(?f: ;*Z&”B’ 0./: 7*5};9 Caacf' -{_-,: '{4. UM.Q/L;a?))

Vel Al
(40) IL=5.‘%.£’ L { [)?1’(?'7,? z- ﬂ)l{-;%?ﬂ(v 7it-n) +

+§; V(v 7. tnn)} A

(s pom®, J2Twpong, naVFrr ),

[4 ﬂ-w&d}_

A w
('H) I}_____%(azj"‘zt_u)auj 2 GaLeJ ﬁ1 (7/7: ?')olcf-i—

4

[

H-mw_z r}; §
% JJM- 6o qu (?-‘-'C Css O, 7+Z4&. 9054),{-3-‘[4;,94.;,(’1)4(?_'_

0 0

Z ﬂ-m&>17 i
og e e (T 7049,

0
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!
[‘g ;-z-n- Vs O, h'z h+noin8.co0 ¢ ,‘g’:q-r'co'meotn?;
e cooé=o pour 'zé}',

400 = 1,00m) = E OO

| o (T
j.' (A) = % ,
') = da’ ] ,
fT LN g}

T-%
fde i?J

;j'"[“"’f‘ "1] AGKS e)} do,

J 23‘:(’)’&16-@) de _gf

0 o

(12) I4=§_Jw
ZO’C

{4'[“49———-—""‘1[%,«413 57,0 - 1

4
0

N
" ~

le livre de Wonsieur Hudamard"le problere de Cauchy et les égquations
aux ddrivées partielles,lindaires,hyperboliques(Paris 1932),(voir no-
tamment les Nos I5I-154-1I56 et I5'%),nous domie la solution de 1l'équa-

tion (6):
(43) 4“'\!(?{,0,'{,1): L+I,+1,+ I, |
valable pour 0 é‘g £T .’

I+ T, , T,+ I,. satisfont sépardment 1l'équation(6).
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Oette solution contient,outre les valeurs liiites que
nous nous donnons, o, (3, R ¥, , la quantitd Qv{?b’ T C—t)
TR AL Lo

Nous 1'déliminons puar la wgthode classique des images.Nous conside-
rons le point (-'g’t) ) 3 ) , Symtrigue du point (‘g ;’);—() ,

par rapport au plan ?: 0.

. 1
La sonmes I‘.' + ]_)2 + I; + I.;, >

analogue au second nerbre de (I3) ,

mais relative au goint (-F 9,7T) est nulle,cur le douaine
d'intégration corresponduan
de l'espuce (‘2)) '9'; -qi ) ne coumprrend pas ce point(-—'i, n, ?) .

Y A .
En retronchant cette sowme,nous pouvons donc JScrires
) ' ' : )
(4)  4nar(39,3,7) = LT, + L-L+ I T+ L, -1,
5 es 'y T - isy arad ¢
les terwes en [aa_?v(‘i ,D’,K , C ) ]f'eo . odi imfz';ﬁen;’a%a?s
. . ) . - =
les diffdrences I,_-I',_ ) I, -T, ) puisque {(L:'t.’ :ﬁl_—._'?z)
Les autres teruwes de I.-I: et de I,-TI)
se doublent l'un 1l'autre.
Posons: J,= I,- I >
J3=13"I'3 , J, =.L.‘I'4*
“ T T
Nous avons:
(15) 41‘"\!’(?,'3,3,2,): J+2J, + JS"' LI, .
Hous posens Sgalenent:

(6) MEDTR « 2 (4T, 00wy, 3T sng)dp = Mo ey 3, 3)

1) My( R)= i (B.(3, b+ Reosp, TeiRainp) dy =3 ey B
( ? 2 i)b/z) - 2-" 64 i)b* WJ ) ? ? 2]‘[ "J o, f’; &:‘?

n
+ 2”4@1“‘ .‘3(3"; y*gﬁ:m?;gﬂéom‘f’)d‘? = Mo&v’j;ﬁ ,%1) +

A

o M‘\(“L,‘S,},‘gﬁ) = M,_(x,y,§,'§a) .

-+

2
(48) N, (b,r,l,'R) = %?J;‘(lj-bﬁ Wy, O+ IR aing )t)dtf =

A Q
= ?% job'('\a-rg‘m?,é-kgamq)t)d? = e* N(‘é/ﬁ)r’);%,;) R
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et Jdvons les concordances:
(49) M,(0,5,%,R) = Na(p,7,0,R)
My (0,7, R) = [2 N1(-9,§,C,R)]z=°

Rappelons,résultat importantjque Mo M M, NN

sunt des fenctions de R scontinues et ddérivubles,ndue pour R=0

Pour Jq., nous pouvons écrlre(q? Hadan‘ard,“be r¥oblene
de Cauchy.... Jbp- <843, 344):

(20) 21 & = §.(n,3,2-3) -iM(b,?,O,t‘-iz)*‘

* 2?]»&% 1 :_§ T- ~)1L“ X‘)]
~§_M(ob'< -3

di = bl«(b,( ’C\—-{) -
2§J3R NA(9,3, 2%, ) de

Pour J

,nous avons,en posant <088z A dons I, et
cos 0 = --A d.a,né

(C.f} G)e&wre boc. cik ., p. .229) :

1
(1) %‘ J. =J M,[?—xz, b,{,:‘(«-x‘)] dA - J M.[Ac—‘g,bﬁ,z‘a-t)]d.k
3 ) %

- i B

r T M %02, 3,20 |dA- zJ M, [32-3,.. ] 4a +
4_4 z
ri

+2at:(«-»3)53§ Mo[ﬁ-u ..... ]ou 2:‘]1(4 x‘)a M [Az %, ]d.).-

(4
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3 A remarquer que dans les deux ternes ol se trouve
un yla derivation y est suprosée faite pur raprort au precier
'52 arguwent lui wéne,et non,par ra, Lort wu 'g gui

figure dans ce pre.ier arguwent(hypothise
contruire & celle faite pur M.DELSARTE).

Drautre part,
Lol om T-%

L5 1
= E_J jb’ (V)-rfws?, ‘{i-fam?,t-'c)d.?-ezjrd{‘fd? 3 I(z G)'»'t.'])

o o

T
x K,(')+fmlf, Ki—fé‘m?,@) dé = ; d.’bj dlf[bf(')* E‘:{'M?ﬂ*fi’:i‘a&ny,z'z}"

3T 0 (0 R Tang, 3o mng 0) 8]

dtolis

(e2) L J, =\% jd-'c{N«(’)J,t“’% %) +
{

(932
R e AR PR }

Enfin,en posant,corie pour J:. cos. 8=~ A d.ns les

intdgrales provenanb a' I, ‘et co0s.0 =
dans celles provenunt d']_'3 y pous avons:

1 A4
(23) zjﬁ J, = zS‘U‘ M,ﬁ:xz 5, z“(a-/\‘)] d) - J M. {Az-mﬂ ,z‘(«-ﬁ)]dll
~1
¢

+4

+ %j}%’j'(‘%") de S My $a,9,3, (-4 [ L +%Fej'<l_:z-‘) dr X
4 i
* z] D 2 z] E‘L (Y
?Azb'{m(ﬂ) dh - 2,93, 0] dA 4 Tobzx

0

X Mo [3-A%,0,5,26-8)]d) + Ej'ég"(t’ vm[ .....
§

)
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b 4

% 4
JM. [?-M,b,r,'n‘ﬁ-ﬁ)]dx -LM.[)n-i, h,%,% (4-,\‘)] d.A] .

~4

%

Nous obtenons donc fina lement comme soluti
probldme mixte,relatif & 1'équation(6) et pour 0L _gu<1£n fiu

. T
(24) (% ,»,3,2)= Zﬁ(bj,c—ﬁ)»u 2?]&1%_&(95,&% %) 4
§

= [roree o g o

-1

§
- _% M, (0,9,%, -3* ) + %{Jz Mo[}-)\z, b,{,v@-,\*)] d) -

! 3
- J MO[XZ‘ﬁ) b;(,tz("')\‘l)] dA + ZJ'MQ[f-Az} ‘3,{,2,‘(1-)3)] dA -
g

—

T
-

EH
- z:L Mz[AL~§, con] dA 2:*J z(4-)\‘)3% Mo["g-Az) ,,,,, ]ol.)\ -

(4

4

- 2Z‘L(4-,\1)b% Mo[xz-ﬁ,.....]ou - Zjiz\%Moﬁ-Az“m.] dX -

-1

-~

[4
4

- ZL xaa_} M [Az-3,.... ] +§‘HEM‘,[¥-AC, n,3,20-M]dA -

-4

Y

K

Q

4 '{ +A
- J; Mo[ A-%,h ] ,12(1-)3)] d.k]+%[’z‘j'(t_:~__\'” d}cJ'M, [g’-m,b,ﬁ,z“@-x)]ﬂ
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T, 3
+ %.J;ifj’(giFQ) d”’[:‘[f'hqz[g‘)“b'9;<,"%*<X9jl<iA

1 1 +1

_J M,[Me-3, 0 3 pa-x ]d.)\l f’c}z"t t) de [ M B IRAY z'(4—A‘)]cL/\+
-i 0 -4
<

SN

T 3 K
2 ('c_;T'c_}d.m[ f * Mo[’{-/\z,b,(,zza- %)]cLA .j M, [A'r.-'i,b,(,t‘(/l-)\‘)]ou}
{ : :

Pour ’Cé? ,c'est a dire de l'auutre cdd de la coruc—
téristique 'i- T jwende par l1taré&te cowiune §=T=0..ux deux
jarties de la uzul‘tlpllclte qul porte les donnces,nous avous une
solution d'éx_ ression plus sinple,qui ne dépend },lu jue des
donndes de Cauchy et pour 1aquelle on n'a pas besoin d'util Lsex
1. méthode des inages:

(25) v(?,bs,t)=x1+l,=‘§’ j*;ao[g-n,n,q,z‘(«x)]u+

-4

ZLMZB AT, n, %, (-2 [d zz*‘(:iw-x‘)ﬁmo[i—n, e ] dA -

+ +4 T
- - 2 - 4 (' (T-%Y),
ZL)\%M"B AT, .. dA + gLMoﬁ AT,...|dA+ ZLJL“Q (!-_Z_)d'c.

Fan T ) el
x J M,[3-Me,n, 3 ea- ] dh + T I »z}j"(z_*z_@‘)d{m‘,[i-m,ﬂ.z‘@-x‘-)]ou

La vérification de la continuivé de ¥ et de ses dérivies
preuidres sur l'hyper plan =T s'effectue conue pour 1' équa~-
tion des ondes spliériques,( of . Hadwuard,loc.cit.,N°I57 bls)s
La présence des terues complémentalreo J,et Jo , qui ne figurent

pas duns la solution de l'égquation des ondes sphe¢rigues n'intro-

® 90 00
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duit,en effet,uzucune difficulté pour cetie vérification.P r

exeryle,pour le @alcul de (). . .,o0n voit.de suite gue la
discontinuité de A 3J, T /Tt ""est exactement cowmpensde
par celle de 4 B%’l oT

- -‘

41 T

Pcur lu région 2, (-iéo) » nous aurons deux for-
nules (24') et (25'),analogues & (24) et (25):

A~ Ddns lo formule (24') qui correspond % — (€T,

I® D.ns les ternes de (24) provenant de Jq

et de Jo , remplacer ¥ par -3 ;le facteur 3
provient,en effet,de la @éxrivde nornale de Z,
sur le plan %’z0 yderivee yui chunge de signe avec lg

rigion considérdee.

2° duns les terwnes provenant de Jy et de J3 s
le signe du preunier argunent doit 8tre changé duns les
fonctions M, et Mg .En né e teups,le signe de chague
terne doit 8tre changé,suuf pour les terres contenant %_
la dorivée étunt prise par rupport-au preunier arguwent 9%
lui uér.e.

B d.ns la formule (25') correspondsnt % T <€-3%,
fien)n'est 4 changer dans la fcrnule (25) qui coincide avec
25').

Ayant-indigué le moyen d'cbtenir (24') et (25'),a
partir de (24% et de (25),nous n'derivons pus ces fornules.
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Nous rewenons wnaintenant & 1'équation (I),

(A_’l * _2_94_3.)41-:0
VIdEr T v, ot

Tenant coupte des relations (7), (8), (I6), (I7),
(I8) entre les conditions aux limites relatives & 1*éqguation (I)
et celles relatives & 1'équation (6), ainsi jque aes relations
(5),nous obtenons pour le milieu 4,(x0) et pour x < V4t :

R6)  w(mygbt) = €S ¥(ypb-7) +

Vit vt
-aL x 1) & 24 _ ) -
+ ij,e M%N(wj,b,t-%;,'c-x) %J&[N(\é,—é’t a)tzx)e««'i

x x

t-k
2 v'..a,V;(t-'C) 'wl 2 Y% 2 gt
o BT | e HER [ V,(t-‘c)-'c] N(y,5,2,0)dT | +
2 4
[«

x
V,

+ g4 I -2 M, (0,3, Wit-xt) + J My [ty g, veeom)] -

2 I Vit

-1

b -1

4 6:_‘:
hf MO[AKt-:x,,xj,é)\Ltti(,‘_)\i)]d) . qy,tf M, [:x.-A\/,t,\J,b,Vft‘('i-)?) )
W\

4 E.:
- a,d\l,t‘( M, [/\V,t-x,.,,,,]ou, + 2 v}t*JV‘b(4-x*)b%M°[x-Av,t,....] dA -
x

— -1
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-1

x
_f Mo[ AVt -, ... ] otx} + d‘frc:—;]’(cé V) e &
p

x 2 4
Y,t (o)
4
Yt
"f Mz [”""At oY% x ("’)‘t)] dA + ?-}" [ "*‘j)(“: V___}tt"cz dr x
» 2 4

x

. :
X {f Mz[x'-)\’c,.....] dA -JM,[At-x,...]cLA} + d—";\/atj'c‘j"x
-4 x 4
7

o

+1

(A7
po \/:.t‘l_ L _ )2 ‘5 <
x (o 2 ‘r-)olx,J M[x-de,y, 5, 23(1-X)] ah + AUt | oy (o Wy
» -
’ )

S g

~q

x
X [Miwk’c, .....]dA -J Mo[)\m “X, .. ] cU}—
%

J
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Pour Vo L, nous obtenons de
suite,d partir de 1la formule (25):

(27) u.(amj 5,b)_ g™t fMo[x-wqt,g,b,\Vft‘(«-m)] dA+

+1

aVt J Mg [;-AVJZ ,’3, b ,V:'t"('i-x.)] dA+ ?V:t‘lj('l-/\')a‘_)RMo[x_,\vl t, . ..]CLI\‘

1

+4 +4
~ v,t} A& M[xoagt,.. ] +'e§¥=‘.§] Mo [x-AVit, ... dA +

+ “«fréj (a2 V’t oy d..'c[ Mz[x-A’L,‘j',b )’C’(4‘)\‘)] dA +
-1

V,t +

- ocﬁéVJ »(}j "(a,’,' \A’LZ'_";_'L‘) cL'cJ Mo[’x"’\’b; Y% (1 'XL)] dA

o »



( 24)

Duns la region 2 et pour - £ V.lt . sla solu-

tion se ddduit de la formule (24'),coume(20) se diduit de (24).
Nous .vons naturellement & utiliser les relations anulogues 4
(5),(1),(8),(16),(I7), et (I8),entre les variubles et la fonction
inconnue de 1'déguation (2),d4d'une féa.rt et les variubles et la
fonction inconnue de l'équation (6),dtautre part.

Il y a lieu de rewurguer gue dans la rigion 2,nous

avons: 4
0 My(x,y,3,R) = Mo(a,y,3,R) tov M (%,9,3,R)
Ncus obtenons:
vyt
’ - o%"*x +2) o ""-z"a - 2 .1 -
(26') w(xyz,t)= ™™ ¥(ya,t v,) 2xLe a‘r’aN(ﬂ"”’t %,tx)dt

Vit t-%
—a v ‘
~ a‘!‘ x| dr {e “EN (13,5 ,t- 'i. ‘t’~x‘) + “’-i;/z (2 I eg'“‘v‘(t'z)j ”[g,: V:(t-;f)‘l- | x
“x o

2
mm——

xN Z,%%xt de '“v2t[2 \2
(315; x) } + ez ‘l\ﬁm°(°'3'5"l‘ztz‘ﬁ) +

X

Vit
" L-M,[ x-AV,b,y,3, V2K (1-2) JdA —J M,[A\gt-x,g,g,,\/,’t‘(w\‘)] dA +

Vit -1
4

X
. Q,,_Vztj M [x-AVit,y,3, V-2 dA - q!\_lltjvz;'\,z[AV,t-x, RO D
x

Vi -1
A v'?e’

-2V J (- M, [xoie, - Jan - el “em Mg x,...] di-
\%:'_: -1

X

4
%t
_Vtt'{/\%_iM‘,[x-XV,t,....] dir - Vzt'J Ag_x Mo[)\Vzt—x,.....] dA+
X “

Vot
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4 X
+<_-;t£t‘ I M[x-AVt,...] dA - Jv‘tM,[Av,t-x,....’] drl 4
Vit -

. %J»aj (ot Vit 'z.)och x-Mey,3, 2t (1-0) | dA +°"z &.‘3( 'c)d.,

x

4
T
X j Mg[*""":‘)r‘é;'é("')\z)] d.A —J Mz[ )\'c-x)...] d A + ayV,t x
x 2

'~

(7x . + %t
x| e ) e f M, [, y,5 et (0-) [k + j (e W
-

J, »
4

y fM.[x-m,....]ou —[%Mo[h’t-x,...]d,l} :

x
3

(&

Pour V t <& ylo fornule (27') domn._nt la

solution &'obtient en rewplagant dans (27), a,et V, pare o, eb V.,
resiyective..ente.

Les deux provlédues mixtes,de tyze Dirichlet,rela-
tifs aux dquations (I) et (2% sont ainsi résolus pur les fornules
(26) et (27), (26') et (27').Muis il nous reste & d.terwiner 1l'in-
connue auxiliaire «3,5 2

Corr.e dans le cas de L'égquation des ondes sphéri-
jues, traité par M.DELSARTE,nous allons forumer,a cet effet,ume dqua-
tiorr mtegro-dlfferentielle que doit satlgfa.lre \3 5, )
en derivant la continuité e la dérivée nornale %_
versée du plan x=0.

' D]
2. - Nous aalculons d‘'abord [Sx‘l&(%g,g,t)}

x=+0
Les termes de (26),dépendant *
de ¥(y,3,t) , donnent sans difficultds

Vit V,t
.g.. U(\J,'é,t) -Q X(\J,5,t)+2j q" a N(\J,b’ Z ’L")CUL + ;«j dx x

(4 o

(28) -1
YA



(26 )

%
{ N(‘J/ﬁ; ,cz) + oo,;l,mj e-aV.(t 'C)ju[ : VM_’_;] N(J 3,8 .‘_1.) dz

Q

De néme,les termes qui dépendent d'o¢ et ae
donnent:

-“4V t :
(29) e a, Mi(o,wé,-é V. t") + 2V gR Mo(o, Y3, ' t’-) +

ﬂ

+ (2 Mo[mt, , v.‘é“(4-A‘]¢x + VL G- M Ve y 2 V-0
L 19 ) ,( Lase ey 0 )

x
(4]

]

PR . + ] V. V} 1-AY) |+
+V4bJ )\a_xi Mo[AV,t,.. ..]d,)\ aaY‘tL}xMi[A,t,g,g, o )-}

4

2t M (0,y,3,Vit?) + AVEEY[ D ML avt, y 2, Vi (-a)] das
X (09,5, 1¢%) + Y obxo[ by ]

v,t

+ ;}j "'j (a." V t‘l d.'b {M (O'H/é :t,) +zf§ M [A'c 35)7}(4 )F)] }

o o

V,t 1
v/ b
+ AVt I r;g (a t ’zt) olx M,(O,\J,é,’c" + ’L[gxx
o

x Mg [Ax, Y5, 2E-A)] d
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Ces terrnes qui dépendent d,’°< et de ﬁ s Se rddulsent
A y des quuantitis

en comsidérant lu ddrivdée totule,par raprort &
sous les intégrales.Nous obtenons aingi:

.2 2 1,¢ 21\t 2 a
J- Mo AVt g5, WE G dA 2 V] tJ«- 32 MMV, VB Rl

(¥X § ¢ 3
yz)+ zu[%ﬁ,xmo[x Vit,y,

-

evefad =2
Ve j AT MM, Jdd = 2 lue,

3 ,v}t‘(4-x*)] dA |

M.l(o, 13,5 VEEY) +. V,t[ g_xM’[)\V,bj 3,5,\/,%"(1-/\’)] dA = (vt Y% ) +

4

2,00 y5) + 2 v:c‘*jxagﬁ MM, L ]

4

d M 142 3 1,2,

(]

‘

= [3_‘.‘ M.(V&,g,%,R)] + 2 we[;g_""i M°[W1b°"316 ,Kttz(,‘_m] d) —
o

R:0
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4‘

232
;%A‘K(V,b,%,é) + 2\t jA %&. M,[).YAbd.....] d.A

2

4 4

2 L TP\ - + 2/, ¢
Mo(°:‘3,7,),'° )+ *z,[%_xl\‘l. [)\‘t,'\,,3)'c G A)] d.A -‘(('C,‘a,g) zeJA%RM‘[»b’B'% G-N)d

[
.__.) = A_. s¢ culcule suns @ifficulité,uu woyen de la
OR 4 forrule de Tuylor, (A =t a2 )
R=0 33‘ 38

en déduisons l'cexpression suivante de l'enseunble

Nous
des t2rues gul dipendent d’x et de (3 ,abstraction fuite du
f.cteur e Wt -

(30) A.ly,zt)= OL,vf(VA\v,«é,s\+4\74(5(V,t,«3,5‘)+§_§(v,t,‘316) L1

A

x o (W8,y,3) + Gt Ao (Wb, y 5) + 2 %Vf-t*jk 2 M, AV g NN e

o

1 1

AV IAY M AVt V2EA-AY) [ dd + 4 V23 At A
[2 3 g econanove [ m e, J o

o

V.t

"ﬁ[‘ﬂ L) de {““""("‘m* Bleyy) +

A

Vb
+ uﬂ«b’["%\ M, My, )] o }+ m;}_«tf»z;‘;(a: aty I
0
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1

X ["((’Lz‘éfb) + Lnt X%[.* Mo{)\m,g,ﬁ ,*(}(1-}\")] d A .

D'autre part, deux des intégrales de (28),contenunt §
reuwvent &tre,dés uouintenant,utilewent transforude._:

I° d'une fazon analogue au cas de l'éguation des ondes
syhiriques,( <. J. DELSARTE 100.0it. yD e 235) en désignant par C 45 cR)
le cercle d'equatlons.

=t >0 B (\)—3)1-* (1-5)2 = R , hous avons

N(ﬁfbl »R) = mj ir ) ou %r., d.ési gne

CyxtR
1lua ddraivée suivant la normale extdrieure au ceccle.
A}
D'ou, par ap;licution de la fornule de Green & llaire O
du plan T=t ,lin:tde par le cercle C“,:R ybuis en posant

‘('=Va(t—t) :
Mt Vt
-, - * - A '“‘"’ 2'1.1‘ t-x \do=

Q] e 'cg_RN(xJ,é,t 3_4,%:)0&._2“ dx (3‘9 a'g*) (|)< ) o

(] o

-QV (t Z)
ol AT
27(V (t NCES A% (0,5,2) dhag )
Ty

2 4
‘t.nt le laplacien O 42 et L
A4 ctun e laplaclen )Dz-o-av 3t

le vblune du cdne de
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rdvolution difini par les indgalités: oL TLtL
(h-y)*+ (3-3)*- Vi (t-T)*<o0 .

2° nous avons:

vt t-
fmdm[ e (e t)j"[ 2 Vi(t- Z) ‘c‘]N(\J 3,2%)dT = : f"dtjeﬂ&’?
(o]

o

v t 1 t
X é [ V. (t- l)z ’L] d'tjx(‘d’“"‘“?)é*"““‘f’)z)d‘f — %{ e-aV(t Z)d .

Vi (t-2) )
xJ ’Cj"[ a gt e "}] d-‘cJX(")'-S,C)d,Vzg_iIjjefg,v,(t.;) .
¥t ;

x§|= MEDT ¥ (h 3 2) anagde

La ror. ule(28) s'scrit donc:

~a V(t-T)
(31) V4 £ x(g‘é t) - -a, X(g 5't) =V, ”[_"e—(t_z'ir A,‘X('),{,Z_)J_n)d;w

vt ubt
4= g:: e"a%'fr N (‘\i,b ’t".‘. , ’Z,) de + q_:ﬁl; e:'a'-.vi (t.Z)j'” [mg‘ Vl t-2 1.. ’C’]
) v, I w(eT)- ]
g3t

x ¥(9.3,2) dhd3dT .

% _ VUn calcul tout & fuit senblable conduit & la valeur de
[3 w(x, Y% ,t)]
X=%0n obtieat celle ¢i en
chungeant W en V, y @qena, dans (30) et (3I),et en tenant
conypte des changer;;entSASJ.grxe entre (26) et (26') .

Nous avons ainsis

(32) [gz%(%’jfb,t)] = ’\—',; 2 Yypt) + allyszt) -

x=-0



(31)

vt
-4 gD Z) dndTat - ot | e =® *) dy-
1Y, J'SKT—?'_—BT a’(’)-‘ ) d{ zz N(Hb' ‘t') dy
Tyst °

-a Y (t-T),,, 2 5%t
“%—%H f P4 Gt R p)anaan- ¥ A g Y.

Tyt

Iq_)ans cette formule,le> volume du cdne de

révolution T“%t est défini par les inégalités:

0<Tgl | (-y)+(T-3)"- v (t-T)* o

Dtautre part,nous avons:

(33) - Az("gfé;t) = X (-V!‘:,\é;é)-v %tﬁ('v*tf‘é"a) -
_'%; X (—V,‘t,\é,%) _ Vo. o(( Vo £ Y —5) ,3.2_ 10((-\4b,1d,-5 )+

+9_%V‘t‘j)« & [ ~AVE .2, V(1 )\)]oMHL"V t‘SAaR x

o

-'

x M, [- Motz v:t‘(a-)\*)] dd+4V> t“JA 3_3’_:_‘ M,[-Ax;r,..,]olx+



( 32)

Vat
+ & | oeq(oar Vetioat <
zv:[ flot B an favufn,yg )+ 66vys) +

o]

4

+ 2 a,V, )o‘J )‘%R M, [~)\-¢, .3 '»c}(‘i-A')] dA l+ alVit

Vot 1

. J w1 ) {"‘ Fryp)+2e [ A2 M, [hey 5 260 u} .

o o

Bn égalant gx [u.(xg,%t)] el 'b'a_x[u(x'%'é't)]

x=40 %=-0

nous obtenons

une équation intdégro-différentielle,a la rdésolytion
de laguelle se trouve ramende la détermination de X("é'é't) .

(34) (i—"‘-t I!\./,)'g-t Y(“é,b,t) + ((lna.z) Y(‘\J,g,t) —;_NV X

Ve (t-») A ' 4 ~a,V, (t-T)
X jfjw - b/(!),i,z-) d.b d'-s dT 2:‘_1(—\’2 ;g—(-t:_—'a-i—- X
Tg st T:ébt

vt
x AX(n7,2) dvd3diz - %‘1 fe‘“"’N(y,b ,t-’\%‘,’c")\d.'c -

o
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- N ~% - aiV, _%v,(t-z).,,{‘ Vi(e-z)t
, %’z e N(‘\é,},b ’(}) o “-87( e 3 oL, (4) T

o <
T*‘ut

¥(n,3,2) abdide — «W & tT) "’[  Vot-T)? *é]
Y - 2{t-T) -t x
g8 9 % 4
y3t

% X(D,’{,c) dhdldZ = A (3,§,t)

ou A(‘g '5't) est une fonction counnue:

-Q“Vt -a,V,t
(35). Alyyt)= €%7A (yat)+ €™ Afyst)
Core dzms le cas de l'équation des ondes sphiriques,
il e_t connode d'insdzrer l'équation (3%),p.r rapport «u teups,de

Oa&at . Avant d’écrlre “la nouvelle. équatlon intdgro~dilfdérentielle
obtvuue, nous tronsforuons les deux intdgrales de (3%), conten.nt
ex, licitewent N .En iatdgrant-rar ragport au tzups, de 0&t,

nous avons:

t (Ve
(36). [d\.‘c[ € *Cdrn ]X(\dotus?,énwumf,z t)d)? J e ay | dT x

o o

2 t-X \J
S X(\éﬁlmé‘( aa+04m:f,z.- ) de = J Jol.o'J ‘(‘gf&wéq)é*rtdih(f,e) d¢=

[

=“S e':‘" ¥(5,3,2) dPaTdT .

-

] ‘v

<&

t
¥ De 1.8ce,nous osvonsg:

Igi"‘ ¥(h3,T) avd3dT .

I

1 Yo T
dtie’“‘ N(y.3,z -3, ”)d’b‘ﬁf
2y e

[
Il vient donc,en intdgrant les deux nenbres de (3%),
par rapyort au temps,entre Oet U



( 34)
3P - . %4 [X] + Eb,_ [X] = @ (‘J"b’t)) oW hous avons pose :

, c £
(38).  D[¥] - '\1,1 §(yzt) + 44[ ¥(y,5,2) AT -2"?\,401,2, x

Y gte dg — % ||| €¥¥(OI T)dbdTdT -
JH o A?S(p‘{e) dhdilde “m : (0,3,2)dbd
Tyt Fse
;%j [fj —‘-.V('C-O)J»[ :, Vz(_:)t_ .cz] “('),'{,O)d'ld'i 46

t
(38’). %B,_[X] 1 x(u,b t)"' %‘IX(E,@z) 4T - Z_’TVeJ dT x

(+] o

sV, (T-6) @ s )
f[jrwi(z'e)‘ B,3(9,3,8) dd aTdb &= HJL (3,7 dT

)

Y32 wt
- Gk J 4T m L (-0 2] ¥(n,3,8) dvagge.
T3z

t

0B9) . & &(‘d"b't) = (%44- ‘:-1‘-4-) "((0,%,5) *(A,("J'éiz) a<T

0.

Pour f O  ,les deux menbres de (37) se réduisent %
(3+% )= (oyp)
et nous avonss

AGypo) = (anad=loy) «(3:3 ) Plo,y.s)
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CHAPITRE I

Résolution de 'l'équation intégro-différentielle du

chapltre 1.

I.- Pour résoudre l'équation(3¥) du chapltre pricédent,
nous utiliserons,en la généralisant,la méfhode de M.DELSARTE
our lt*équation 1ntegz‘o-da.fferentlelle correspondante du cas

P
de l1l'équation des ondes sphériques.

A cet ei‘fet,nous supposerons d'aboxrd gque lu foné&tion
fait partie de la classe lindaire L. des

inconnue ("d 3,t)
fonctions («3,5 t) - ,analytiques par rapport aux variables yet
, intégrablesg par ru) ort

holomorphes au voisinage de y=% =0
jpour les valeurs positives,suffisanient peti es de cette

a t
variable,ainsi que toutes leurs darlvees yRar rupport a Y. et “”5

Nous introduisons les opdrateuxs linéaires,pernutables,

dsfinis dans la classe L ,‘suivantés:
2i -4

kD) _ A flyn)dz

). o Po[.?] ='f(‘3'5't)' P[” = [ (2a-11

les Ay.g stant la sulte des laplaciens successifs

de ¥ s Pris par rapport- éwj et a x .
érateurs sont ceux gue M.DELSARTE ddsigne- sous

le nou deaes ?] , V‘-, W] .

Ils sont tels que: . [
.51, RIA- lvmf

@). R Bl =R RIfI=7
®. o Q] =flyzt) , @[] j(;_;_ Py 2) dz

Ces opdrateurs sont encore tels gue:

0, Qjm= Q;0.001= .41, & [ﬂ—{?.[ﬂ}u

(4).
o e _
e o[ e
_ -0)" 2 (t- z)’é4 — | (e-6)**3 .
- jy(“e) a0 @@.-m(;-m 4z LL_L_(W_W f(y58) a0

- _ 2»431 .
(s)- 3 R [f1=fGat) ., R,lfl= ‘&f’a o M) ee
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Ces o, Srateurs re¢sultent du produit des orlrateurs
rriécedents,nous avons:

Rolfl = RO, [¢] = QP[f] = f(y.5.b)
(6  R,If] = mo(f]= grRIf] --(!37"{9,[;?]}“’ L) ( P[f]}“"

En effet,en posants

€
g(y.3.8) = @[f] H;_z%’- P (y5,2) dZ

nous avons :

A, 9(y.3,2) = Ji_-_Q__ A, f(«m,e) a8

G-
. t
A (e-z)*! : = . x
e;1¢] J e ‘“If;-;’})—; A.f(y3.8) a0 ..foA,,# (y.3.0) ol®

t
-2 (-0
J 25_1)1 31! az = (?.%%L"T‘ f(g 3, o) de ,

et de uéme, pcur j L[F]

1l en résulte que:

@ R R = RR O A[F] - RRAQGIN=R 2 H1=Bu j[f].

’

ce que l'on peut,du reste,virifier dirce~
tenent sans difriculté.

Coure on le voit,toutes ces propridétés de nos opd-
rateurs résultent immddiatement de la fornule déldmentaires

E : t ‘
©a (- 4, Ju -2) " (z- 004, (-0) "3
o & G- @ G-I T aeg

Nous eonsiddrons maintenant une suite dénombrable
de coefficients numériques c{ R, dépendant de plusieurs
indices, “d

........
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chayue indice pouvant prendre toutes les valeurs entitres,posi-
tives ou nulle,définissant un élément de fonction analytique 2

aeux v.riables:
OG

(8). $(X)y) = z z % i Kb ydenresm

"'"o L,4.R,

L'operuteur lindaire,défini par la sirie nultiples

(9)- @)[f] Rl §O%o o 'Zo “*':3."‘;--”“" -Pi"j*‘“'""m' [g-l -

™3 2

-4

Qs

-i.,j,k,...,m. F: Qa‘,h‘.‘“_&m [f]
= i=0 azso %-o' m:z0 .;3: .,m E Q‘Qk--.Q [f]

a un emes dans la classe L ycon.e celd ridsulte des indgalités
de Cauchy,auxguelles satisfont les & in,. 3 la série (9)
I

Vit 5TME
M

o
A
=0 Rk:0 m:=0
o=
2.

converge uniforr Suent duns toute rigion d'holomo}phie ge £
par rapport A Y et & 3 ,pourva que € soit assez petit.

Q(X,Y) sexra encore l'indicatrice de l'opérateur g')
Nous désignerons par(6f )l'enserble de tous ces O}pérateurs?ﬂertuins
d'entre ewx pourront,éventuellerent,88tre étendus & des espaces
fonctionnels plug, vasteg jue la classe L .Ils sont deux & deux
r.ermutexbles., si et ont-pour indjecatrices respectives
(X,Y) et ¥(X,Y), 11 opdrateur produit @ = gf a pour
indicatrice la fonetion ¥, comme le proive la relation (7).

2.. — Nous allons maintenant montrer jue l'opdrate <))
de la fin du chpltre précédent fait partie de l'ensenble(H) et
nous déterwinerons ensuite son indicatrice.

Nous /ovons:

R e

x8.,8(n,7,6)dydzde — & H[ =*f(9,7,2) dndgdT -

Type
t
_akV -aV(z-8) ;) LY L)
‘;_7.‘ Jd.'cJJIe 4 [o:- v (1.49) 'r.] ](?(b"g'e) dah d’.'( a8,

o

Tyzz



(38)
r b étant le volume Qu clne de révolution,défini par
o< zs t o, (9 (3-3)- Vi(E-R)P <0

Supposant que .f(«al? t) appartienne & la eclasse L
et que U s0it assesz petlt nous allong évaluer successn.veue les

différents termes de {r_\ , en fonetion d'opérateurs P, A 1 5
en utilisant la formule de Taylor pour les fonctions de plusieurs
variablese.

| mout' d'abofd-
(1) ¥(14 %3,t) + aj'f(y 3, z) T = -—_, o,m * o Jf]

JFour l%(g)geu.iére intégrale, _ .‘
-a
i [ HL L0093,8) 4y a5,

‘nous avons en pren t des; coprdonndes semi-—polaims,autou& de la

droite =Y, ‘{ 3

9-y = ’t,coéﬁa‘ 5 'R-S:»’L’om?f ) d.'(of\-9= 'Cd)cd.? )

Af(9,3,0) = q(p,3,6) = 3(%;59)*%“ g(gée)m(ffv

™)
REACT Y °>6~n<f] ,

n
{AJ(D,(,G) de = 2¥ g.o i (%) Aag(j,a,e)

(x-8)

v(z-e) - v
mjuu{a PO.3,0dp= T _4 o Ls(‘nle)J oy =

0 (o]
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-3 [vz-9) 1"
=& [2“‘} ue()al)! 9y3.9) = 2, Lyl

l—zo 2€31 '("*1)‘

iM g(ﬂ’a ’e) =

o0 * 3% - ;
=2. Lv(z-al ~ . . -“V(:-o_) b2 [" V(’C-e)]a ‘ou
t=1 21:‘.3(&_1)!."! Abf(alb’e) € - %}) —S;‘j—' > d .
A ([ eavieo R
ey ”J @-0)r A‘g(o’-(’eldb W =73 = ;Z; e d(t.:)!%‘J\
T'.
45T

X J (z-0)%" 4, £(y,3,0) a0

2y A oV @) e g
) wj m M(5,7,0) epagass ¢ 2TV

’J%"-

—aV)?

(
A 40 22;-1(&1)!“5! X

13 3 6) dd S(t"e c*j :i‘c - ‘i'z (2&4-3'-2) !Vrz..a_v)é

<P'

[X 2| a-o 21

0

“a-ytat g

(2!.-0—3 4)'

te)"’“* 4 =< - [ v v)d
f A 9(y,3,0)do = 1zz (20+4-2) | V¥V P,a[ﬂ

= 330 2zs"( )1 !

Pour la deuxidwme intégrale de 9;

3\

£[[£903.0 o agaz,

nous avons de uéme %;

oooooo
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( 40 )

=° 3!

Zx - .
jg(‘?,‘,t) de = ‘Z'ﬂg: ;,L)" be(‘é 2 t) e:"‘"; b (_q)r_)ﬂ ,
’-

(-]

v(t-z) n v(t<)
e-aa[]e(oz;z) dp=in 35 ““.,z,kﬁ(ab‘)J ol ax =

bOisO

-]

(-]

"

497 ‘i‘i (-a)d [V(D-Z.)]!ua” A -
=g TR (2o ) Fly3,2) =

L

it 35 VECaVPEDT oz g0y, 2
oy ¢=03:2 ‘*‘(41)2[3-2)!(2L+5-4) J(\j 2 )

)=

43

0 O t . s
3T g VECaV)d [yt
e R 23"(:.‘)" (-1 | @iag-a) biflyp)dz =

?(O,K,z) dhdidT =

crﬂ

"
'2'*

U

4 53 (@i VEaV)! p
fo &g g el R 1)

Pcur lu troisidae ,enfin,

t
aV -aV(z-9) . .
ﬁf‘“JHem 73" e ”’L":fi"]?('),ﬂ,e)dwue :

Tyt

i izor-w] . 3 [&ﬂg"iz]z-j
4 G C
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s =

OZO_ [Q.V (T- 9)] e [4 iz e)‘l]
g2 (2)! 4!

x{ 1+ 422. (_4)8 (4-2) (4-3)--..- (4-2-1) [ ]ae
e et V(T-9)

P
[ooV (z- e)]” )

(3 2)'3

\Qo i -e.
=2 2 (3)¥ > (ea) [vie.))®"*
6‘ 3- g el(é e 2)'

V(r-e)
J’n’j [O@ MK‘Q] d f.(b‘q e)d_o =

° o

oo oo é-z - v( - )
AN 2 gl Aif6y3.9) Tt veel? ro:-:fzt*‘ e

ll

o

-~ 8% :.‘i T ot [v-e)] T, 120y, 5,9) 1)
v=0 §=t 22"*?‘3"‘ l)’-él {‘0 EI(Q ~L-2)(L+8+4)
Nous avons:
-2

(1)t _ 4
e=0 01 (§-L-2)1(asleq) — WD) G d1)

(+»)

oooooo
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Il suffit pour le voir de ‘décomposer en fractions
singles la fraction A

(xx+4) (x+2)..... (’Xv*'é -1)

4 ' 1)t
(x+4)... . (x+ E+4) ..... (x*é-’i) =0 A (3.- f.—?.)'\. (x+0 +4)

&
, ~aNE®) _F [-aV(z-0)]
Dtautre part, e = R0 oy

Par suite:

t
AV, ..q,v (-9 . 2 V(z-0 2 e —.
Bx J.,d'z H,, 8" [+ Ve V(eo-v] {(,7.,0) apagas

i
<>

TTT VoV ot [fee” "“*&"5.11(3,5,9) T
A=0 é:?. f=0 2‘2.‘.-»9.}-4 b! 3! (&*‘6'4)‘ &! . i

0o

il

Lo gt o PRGN RT | Qs 24+&-1))

o

4 F T T (Qurrgeh ) V)i [ grtaht
LZ 27 JIV*Cav) {(te) MGy 00

' - TF (eir2jrR-eV Vi (-aVv 2k .
(1) =5 & zZz -nd il L 2ol 4]

En rgunissant tous ces résultats et en posant:

A, . = _.-(2’.,4.3'\—?_)! = (2\.+2"2)|
(4 5) “-,3 2?.3.-4(&__‘)!:”?3-! ) ﬂca - zq_‘t(&!)z(a-?)!

_ -('2L+2/&+% )t
L/&,?l - 29.-..+Q3t4 \é‘ (&-\-é-“‘)l &’ ’

oooooo
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nous avonss

(16) vl = E,° gl raV Ef (2] +§§w °<i.,' V“f(_av)% P» [3] +

+'§i 2;3% (ba\li" (‘o.V)a P [.?] + é%q%o K‘_
2i+k
x (ﬁa'v)& t,;?.;+& [ﬂ )

dont 1'indicatrice est:

an  BKY) = A+ aVY + ZF o (V) (~aVY)F +

=4 4=0
e nd 3 - 3’4'&‘
P 1ET,0, (A EET v ' =YY

Los séries multiples composant & (X Y) sont ab-
solument et \mifomément convergentes a l'intérieur des cercles

lX‘44 Y] < "V A 1'intérieur de ces oeécles, d (
est une fonction olomorphe X et Ad'Y et O fait b:Len partie
de l'ensemble (

3 _ Nous allons maintenant calculer les sommes des
séries multiples compesant P(X)Y).

V! Pour siz)z?nllfler l'écriture dans ce calcul,nous
rewplacons VX par -aVYpar Y P (x ’y) devient alors:

(48) w(XY)=1-Y +£§ %«. x4 Xty?t 4+ ZZ"_ (b Xyt

i i=0 5.?.

C o Pour caleuler la somme de la premidre série Z_Z
% X yé nous 1'éerivonss ) Fo ﬁ

B SIS ST G A ¢ 2 L LI L
bt RTEIAY F (-t 4!

Nous avons:

(+4-2) yi _ (el (2d-2) Yi
(2i-2)! 4} - 3
et par suites: oo (2¢+1'}-9.)! 1 ) 4
= (2e-2) 1 4! T a-y)ET
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Nous avons done:

°i°i °( X yj = —(1—Y)°i. .(ZL—Z)! ‘ L le

=1 §=o LS ety (1Y)

=—-(-y) | X +'§3_‘4.*5 ...... (2.-7—3) ‘ X T
o4 (4-Y)*

9y = (4- 7){\{ (4 __41 =Vavy-x -3y

QQ

Nous Serivons de wéi.e la deuxiéue sérle (‘{3 X Yj :
‘o 341

—_2 (2i)! X Z (‘Lu-t-’} - Y4
i=0 29.3. (b\)?. p 4=2 (2")' (é 2)‘

Novs . vons:

5 (2i+4-2)1 yi _ y‘l{4+z @ue@i2) @D Y] Y
ﬁ=2 (2(.)! (3‘2)! 33 (3 ‘l)' (4 \i)‘ZL*“

Pur suite:

ZT A XYz Y5« [X Q]L_;

L0 4= ‘43 4-Y t=0 2""(&‘)‘! (1-Y)
1-Y v:‘ i Y),' V(“ y)‘!
Pour lu troisiéne sdrie, 5%% b/,“! X" Y“*&

nous L1l'déerivons:

~Z 7 et XS el yh
e A T LGl ()] k2 Tgi(eireyo)]
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Nous avons:

T (2250 YR (2+23-1)(21+93). . (QuiL?g-‘Z)Y“ 4
z:° B! (ue24-2) Z'4 k1 TED

Por suite

- oo oo i 4
Y W XY o) T ue4-9)! A
‘=°zr2§’~—'ﬂ i i Y)*éa‘l QT (- (- - G-
(Lu+24-2)) ‘ 4__ -
=_{1- Y)Z S AP U'W?!= (1-v) 3(U,W)
en posant: X =U , j,_ =W
(4-YF (4-y)*
Noug avons:
(24-2)1 _ A3 ___(2§-3)
L4 T L4h- -2
(24)1 Ao @4-1) .
T (1) RS Y TR P!
(2i+24-2)! A3 Q)RR (20424-3)
L R P T o e N R T X ——
3 oA3.....(24-3) wi _ W
-h e A-w -4+,
_Z a3 @) w4, W A
2.4 ......24 2 Ya-w
_-c (‘Lc—“)(‘lu‘t)_"_(&\szj Qwﬂ 4 Qi-4 a A
R 23 TV e

D'ous 3(U W) = Vi- 4+W

43 ... (2i-3) | j* -
+£ 24 -9 U { + % "W (*t?.] =N1-wW - 1"'\%,+_.L2:'(4*\%V__{_)+,
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- U _YN3- 4 - V M4+ U =
+A T Shi \%{(\HTG ‘4"%)*4\"[4 4-W +21-w)]
=Y1-Uu-Ww -Y4-U =+

W . _1_[‘(4-X~YY - YA-y) X .__Zf___]
Ni-u =Y Yi-y)t-X
Enfin:

o0 oo

oo « v ydeR ~ _ VX & y
() Lzo :i{:t%o b;.j,& XYTT =VA-X-2Y - V{A-v)-X VOYI-X

v,
En russewblant les,résultats(X9),(20),(21),
nous obtenons finaleuwent:
(22) WR(X,Y) =V 4-x-2VY

b

et pour 1'indicatrice propremend dite de V«Q)[ﬂ :

@) &(XY)=VA-VX+2aVY

b4
résultat remarquablement siuple,eu dgard a la oomple;gité' de gb[ﬂ )
dormé pur la formule (I0).

4.~ Bous reprenons maintenant 1'équation (34)du chapitre I:
@) D]+DN] = Ayqt) ,

le gecond ne

re ast cosza.,le premier umembre est un opdrateur de
1%ensenbiel( ~ Jeayant pour imdicatrice

%V4-V:X+2%v‘y + AVA-VIX+2a,.V,Y

Vy
8i,la fonction inconnue X(\g.’b,t) appartient a la clas-
se L ,les opérateurs &, et &

+ 8ont permutables:
@)  DD,[¥) = D D.[y]

~ Fn outre,les opérateurs 1tirds %.,%, et % @,
ont,respective.ent,pour indieatrices v

LOA-VKs2any) L 4 (aevixetany)

11



( 47 )

de sorte que:
t t
=4 ~{-T) A ¥ (y=x )dT + 2a+ | ¥ (y3,T) dT
(26) @4@, [¥] = Ve ¥ (ya.b) ; J( T) B, ¥ (yz 2)dT + \‘;; J (})5 )
o o

t t
en D] - 3 8 (yat) _j(\;-t) 8% (v, T)dT + 2%: J ¥(y5.2)dz

© -]

En appliquant aux deux membres de (24) 1l'opérateur
2}4—@ nous obtenons,compte tenu de (25),(26) et (27§

@ (-1)¥650 s _QL)JK(% 5 Wac = Da]-,]q],

Vz
ou bien
(29) (4\7}'7) Ly, t)+?.(°; em) ¥y3.t) = {éb[a] @[(‘1]}

équation différentielle,lindaire du prenier ordre,a la rdésolution
de laquelle se trouve ra.menée celle de notre équation intégro-dif-
férentielle (24).

Bous avons les conditions initiales:

) ¥50 = X(oys), |3 ¥Ga] = ploys)

Bous devons wrifier que ces conditions inifiales,
(surabondantes) ,sont bien compatibles,c'est & dire que:

(1) (‘g -3 )(5( 375) *‘3(“*-“*) 33)= ?-t{&[a]”%z{@]}

t=0

rororo
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Or,nous avons:

%b{éb* [(Q]-gb,_[@[]} = (e-/\“,;) A (\3,5,0) + (o) @.(«é;é,d) ,
=0

4

Alyz.t) = 2 Olyzt)
A("éiéro) = (q,_‘+ q’i) ot (o/%té) + (%;"‘ %z)f)(ol'gl’b> )

Xlyn9) = (33,) < O

arou (3I).
Ensuite, K(«a,-é,t) est déterninde d'une fagon unique.

I1 nous restera & étendre ce procédé de risolution
aux fonctions ¥(y,s,t) n'appartenant plus 2 la classe linlaire L
Coume dans le cas d€ 1l'déguation des ondes sphdérigues,il nous
suffira de ddémontrer la ligitinité des relutions (25),(26) et (27),
lorsque ¥ est seulewent telle gu'elles aient un sens.

Auparavant,nous gllons donyer quelques counylénents re-
latifs & 1l'étude directe d'un cas particulier sinple et & 1'étude
du méme probléme pour l'équation des ondes amorties.

5.~ Lorsque les donndes o((tn,wa,'g) el (5('11,13,‘5)

se réduisent a2 des fonctions de X seul,la fonction Inconnue
u(::c,ué,%,t)se réduit & une fonction de deux vuriubles u(x,t) et 1'incon-
nué auxiliaire ¥(vy,3,t) 2 une fonction de t , ¥Y(t)

Les équations (I) et (2) du chaplitre I se riduisent a—

lors a
e 2 P e
(32) Qu _ 4 2w tx, du _ g
dxt Vi ookt V, 3t ’
(33) wm _ 4 du _ 22 du _ o
oxr | VI V, ot ’

c'est & dire que l'on retombe sur l'éguation bien connue,dite
" des télégraphistes".
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Ls solution du probléwe posé au . iébut du chapitre I,
qui résulte naturellemnent des formules de rcsolution du chupltre I,
peut alors 8tre obtenue directement,par une wm_thode plus singple,
en fonction des données et de l'inconnue auxiliaire ¥(t).

Il stagit touwjours d'un probléme mixte,hygcrbolijue,
de type Dirichlet.Par le changeurent de variables et de fonection
inconnue:

?: Xy X
(34)  T= aVt
v(30)= e® u(x,t)
nous ramenons 4'abord -1'équation(32)
a l'équation:

32 2
(35) 95_%;_.%___;*.1::0

Nous avons,entre les données relatives & 1l'équution
(32) et celles relatives & l'équation (35),Lles relations suivuntes:

¥(3,0) =, (3)= w(x,0) = %X (x)

(36) [p& v(i,-c)L: B.(1) = <)+ 2, P
v(9T) =¥,(x) = e=¥(t)

Nous obtenons alors la soluvtion du probleme w.xte,
relatif & 1l'équation (35),par application de la wdéthode clussique
de Riemann,la fonction auxiliaire &étunt

W (n,0) = § [EL= (1]

j()\) étant toufjours la néne Lfouction

de Busset,et de la méthode des irages.
Les résultats sont les suivants:

I° dans le milieu A, (} >0). ,nous avons pou.r?ét:
(3%) 'v(i,t) = ¥ (%) + %r;"f —92‘*?\ ‘i(4(3,) 40 +
+ ’21 {0(‘('(.‘*-2) ;xq(t—'g)-s-‘rq({‘% 3‘![-5‘1‘9‘)_3 )’] . (r))*

F [0, ) - [T g 4 [0 )+

+ §[Ee o ('9)} db

® e s 0 o0 o
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2° dans le wilieu 2 ,e( §<0) y vour =T <L .
'c+'§. I
(38)  w(3,7) = ¥, (e+F) - gz_I A } %,(0) o0 +
: %{m-z)- -0+

o

-4 =] p o)) 4 f*{
4= ]@(b)}@}

Nous en déduisons pour les solutions des dquations

/( 32) et -(33):

'[‘c} (9+3)* ]o( (-p) + -

'C ('9-5 0<(':'))+

MN Q.

I° dans le mllleu I, (équation 32) y€t pour gVt :

tx
(39) u‘(x t)... eamx(t 'x)+ L\{ﬁ_ J c-.V(tT) x

x4’ [a. A (t - x‘] ¥(T)dT + %_“‘V" 0((\L,t+m)—°((v,t-x,)+

- f‘“ "{a Lo [ Gonfacq) [ Wt (0] o
[ 2 PO Jet - o[ e e crfuay
- g o ¥ “*"‘)][«6% - ?ﬂ}d?}

2° dans le nilieu 2, [ équatlon(33)] y et pour

—x£V,t:
(40) w(x,t) = e=™ ¥(t +'\Z) cu.Vz f et l)a [ A (ZZ)2 t] Y(T)ars

+ % Ve b
Pl

{°<( -V,t) ~ ¢ (~x-V,& +ajtmtvzté [ R (Lx) ]o(( %)+
- [ WG| ().« (5(-?)” L - ﬁi’St x

%4V,

A o)+ [y W (e[ M]}}
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Rous . avons ensuite:

A=+0 - (o]

t
(44) [g" u'(xlt)] = —’/—:':‘ X'(t) - Q, X(t) -+ Q%Votj eﬂl\vﬁ(t-t) x
oF

[ajﬁ Vi ('t—\C)i] ¥(T) at + gt {‘X'(V,,t) +a, [(4+ ?;«Y;_b),((%
; .
Vit .

+ ﬁ_ ﬁ(Vt)] - a-‘«f & {«-Nt 3”(¢ V‘t‘ vitr-§°) «(3) +
e (o VEE-XT) [o((g) 2 (a(i)]]eq)

(42). [5 a (o, l:)] b”(t)+ o, Wt) - ﬁV‘SZ“’*"‘(bU x
y v-av-a—wy P DA R
x X (-Vyt) « A PA(-V t)] - MJVL {@;?\i_:b_t g"[«;- %3‘]«@).
Al v%;s -[ o) A 009)]) &;}

K(b) sera donc obtenue en résolvant 1l'équation intégrale:

(43) .0+ D, 1¥] = Q(r), avec :

t t
@) R[] =¥ ajm) de ~ oV Jb’(t) d.-cje*v“"%'[Nﬁe-z)‘}d.e-v

(45) Q) = JA(C) ¢C*(—4+\7)°<(°)

(46) Alt) = eVt {o(:(v t) + a {_(14- a,V,t )o((v t)+ A (‘3(v4|;)] +

l
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v,k o . /gt
+ _%,?,J % {quzb 3'”(“2 V:t':g )D((’i)-i- é,(aa V*,tl: Z) X

[}

Jx D+ 2, 60] Y ar] et {-x,(-v,t)+%{<4+ e
Vv, t
*éqz(*("’ﬁt)]* %%I i { bt (e V___:t;-?‘)«(~z)+3"(«:v_%g_“-}.‘)[o<(~;)+éﬁ)}}

Pour résoudre l'éQuation intégrale (43),nous la
découwposons encore au moyen d'opérateurs linéaires,permutables.
Muis nous n'avons plus besoin de faire d'hypothéses restrictives,
coune sur ‘Xév,g,b) . Pour cette ddcomposition,il nous suffit
de supposer ¥(t) intigrable.

Ltopératenr &lénentaire gue nous introduisons
est le suivant:

Ol =%(k) , O.T¥ - L

(3]

t

i-1
£-T)
! () dz,

opérateur tel gue

Q. 958l = Q50.[¥] = 9., [¥]

En prqogcédant comme pour l'opérateurgb de 1l'égua-
tion intégro—différentielle,ddéfini plus haut pur(IO0) et au moyen
de calculs plus simples,(on n'a plus & utiliser la formule de TPay-
lor pour les fonctions de plusieurs variables),nous obtenons:

(48)  VR[¥] = O[] + « VO -2 2 (v 22 (V)0 )

=1 é:o ZQL"“:"_.‘)\‘,\‘! é!
dont l'indicatrice est:

$ (\/) 4+ aVy -oi,oi (2i+ é—‘Z)‘, (-a.VY)q'."’é
=1 égo 22.'»-1(:“-1)!&’! 3".

Rous avens:
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-5 2! 2i+4-! I 3_ s aVy ~(Qi-2)\
Z—‘ ‘l":v*)‘*v‘n‘z'_ “a'_(“g?‘l—)" (WY )" (-e¥Y) (e )“ Ay

L
x(___O-Wy)z VA+ 2aVY —4— aVY , dtou: (49) &)= YA+2avy

1+ aV

La résolution de l'équation intégrale(43) s'achgve
naintenant comme calle de 1l'équation intégro-différentielle(24).

25 [5]*' @ Lyl est un opérateur de l'ensenble
( CQ )aya.nt pour :mdlcatrlce

AN4+2a VY + 4 Vas 2a VoY
Va Ve -

084 et 3,_ sont permutables et nous avons:

DIL¥] = 2, ¥~ 2= j ¥(2) &

o

En appliquant «aux deux menbres de (43) l'oparateur% %
nous obtenons donc:

4,.) Yty + e(w_%z)JtK(cg av = P[A]=D,[0 ou:

vt Vg /),
(50) (%t Vt) ¥'(t) + 2 (31 %:) ¥t) = 'DDE {9)4[6.%9,[@(]}

avec les donnédes initiales:

¥ (o) = <(o) , 3’(0) = (%)
ces données sont encore compatibles:

(e a)eo-ely-go- fyfpiendral)

6. - Nous supposons maintenant que 1l'on étudie le uéie
probléme,posé au début du premier paragraphe du chapitre I,pour 1'd-
gquation des ondes amorties:

A ¢ L a)u=0 r L
(51) (A S 5. )u , avec A= 2, ’a» aé

e o o 0 o
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Lz solution du problime mixte,de type Dirichlet,les

donndesg $tant toujours (zna/ %) B(x y 3) »s'obtient au moyen
de l'inconnue auxiliaire ¥(x ), My, M{,N ayant toujours les

m8mes significations,par les formules suivantes:

I® pour: x> O & Vbt o

Vit
(52) w(x,y,3,t) = K(«é,b,t-$)+ ‘ZxS dr x
! x
Vot )
xg_RN (%,b,_b-:_’a , lz,‘:oc?-) + Ol_;%_asj d.’t/[N(\é,z)t-%-‘ ,-xt) +

x

k-
(Y t. v—h- A QL e Y
+ Q,¥, tcj 3"[ o Vv, (t—;c) - ] N (-\3 %, C, »,}_x,) d,‘cl

2.2 e \’7‘:!: 2
=, M, (03,3 , Vg wngf Mo[x-xv4c,,,b,\/fe(4-%

’-‘J Mo [)\V..t-‘x, 13173\: V:,tt("-)‘l)] CR tj‘zt
it -

M4[x-xv,t,5,é,

LY

-4
, Vft‘({-x‘)]dx - tJ Mﬂ[)\v,t-x,.....‘_\ A + Vit
Vit
4

Vit
x (-2 M| 2-AVt, .. ... dh - VI (4-xp)2
[ eop s 3o o mpes J

x \?‘-b
Vit !
-Vt 9 - - .
A [4. )\'5;: Mo[’x. /\V,t,....]ol)\—V,tjj,%xMo[AV,t-x,....]oU\+
vt

x
+ o{ﬁv‘tt}fjv,c M.[q.-)‘v‘t,y,z,V,‘t'-(1-}\*-)]ol,)\ -
2

4
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A ., x

-1 MIawt-x, o laa leas )| i v:t‘-»c)

J& [ ) ] } 2. {J 9 (G-.. S de x
V.t °

XJ M [x Ar, 2, (- )\)]d)\ +j'r}3 (o., V:t___"})dkxx

X [J EN“‘-[- :x-)\*c,,x(),’b ,'L‘}’(’i—)\l)] d-)‘ "J -M,.[)""-:E';“dl‘é:,t}(—l-xt)]d};]}
o z

+4

4

+ ahVut { { Xt 3”( V‘t et oULJ M, [«.-Am,\y,},‘rc‘(al-)\‘)] LA +

-4

YA . =
e s F L Jan-

-I;M.,[u-x, ] ¢X]}\}

2® pour WEL0 |, —x L V,tb:

Vzt
(53) a(zy,3,0) = K(‘a"a’t‘”ﬁ) - Zaij d"’a%z N('g',g,’.--

2

c

X
t-%

V.t
b o) - %—f [ RERS LA J 7oy ez

o

N(’y,é,Z,‘c}—x")dﬁt]< \-I"E'- M (O'\a) )+

i.

* 42— {J; Mo[*—“)\Vzt Y% V,ft*(/t—)\’“)] Al —
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) Sﬁc M [ Wby, Ve (4= T dd = tde[x-,w,b,%,...
-1 ‘E: 4
i A+2Vie] @)
...,5,V:t,‘l(1—)\‘)]d,/\ - tJ M,,[)\Vlt—x, ..... adA +2V, . 2
- x ‘.’37
a2 Wt 2y
x MO[x—AVIt, . 1 AN -2Vt (4-)\)BQR Mo[)svtt-x,.....] AN -

-1

A ) '\'T_tt
_V,_tj&)\%; Mo[x-)\v.lt‘,....] A —J A%Mo[)cvgbﬂ’c ,] dA +

|

Yot 4 ;_:_t
4 Ola"Vtt"IJ Mo[x—xvltl"aléj V:b“-('l')\’)] d.A -J Mo{)\vg_t-x)

RN N »

Vot = - 44
- A T G AL A,y n R(4-K) Jd b+

,,,,_]d.\)\} ;_;,z IJO L 3(«1 V. t4 m)dxj_fv\d[x A,y (4 )]d

“ (e 2r) | [ 119 ad
+ J 4 <(ll1l Lz’_.'—- ) dle J M“[')"-)""I\é'éi 2 (4- A -
- [ t M e, ];A]l » N {L&@" (o2 VIR e

Pe

+4 v Vet
xf Mo['x-)\’c,.....]d.)\'fj ’b‘é"(af;_ V;E:-’Cq)olm-x

Rous avons ensuite:
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J x =- 4 A
& [a" wt ‘9’9*’)11..,0 v 3 Shaat) zwvz.j“ O‘L‘b(_égi%z
V,b Y3t
x(@ ‘%_) o2 | N(y o, ) e
v Vs
o)
+ a«\/i JJ( '431’ "1} 3’(")13,'6) dhadTdr +

‘35t
03 Y \ 2
&&h X (Wt ,y,) +‘2V4t."J Ao MV TAR 5 FVIE) b

e}

ﬁf\%: J)\ M, (Ve VIR 1Y NVatt) dh + oC:Z« t* YA M.,(vqt\ﬁ-?,
Q

Q

.

Yot Y
> % AV t")d)\}* % J/}’(aq v_ﬂ_____u <) gb{ “[m(mfn -

o

4,5, W )cL)\ bo v A jm (Ve VIR, 7, KVEE) 4 +

Vit °
: SRV ?:_ T L] K L g
+ 0:')'/4t§ 3”(“’4 V-——-—-"t4 ’(’) %b {’bf)\ M, (tml’%lb ;)\ "') d'}‘] de

a o
e L;x w(x)‘é/'b’ t,)Lc\-ro“ K(% %'b) B 21er
d»n OL_(‘ 4T Q'r 'D‘Lb/ o X
JJJT‘I:_ (t-t)t PD D'ﬁ z?‘f N(%/‘b b-% ,'t de —

¥3t °
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Y, “& gé” ‘.a.?;_ Vi(tff’"‘l)‘(bﬁ ,Z) dbalaT —

o)
u3yt

-9 2 2 _ = %y2,2
ﬁ{%:( ("Vtt ;"31'5)"' 2V, I)‘S‘RMO( Vttm;"afb A V‘Lt) LA+

Q

-« 1
-+ % j AM, (-—V;_t q'l*)\", Y é , )?'V:tl) + o}z\,q,t"“)‘ Mo (—-V'_t'*b)\i)
e L. —=—

o (]

Ve

(-4

) v,%; )\tv-:tt) d‘)‘] - /-{—- [;\Mﬂ (—V‘Lt ml"aibg}‘zvtti) oA -
Vot

S| d(a) s '°>-a-<,£"‘pM CRATIVIME LS )ou\lom -

V.t A
- i7" (2 Vot ) 2 I RIS Xet)dA| de
E_Al&;[«& (’“'1. J)?—E.K'wxo)\Mo<k’ml1al}' ) \

4
(o

P-sb étant toujours le cdne de révolution défini par les
inggalités:

ogzgt ) (\7_3)1.1— (;_j)t \/L(t.. C)L\( .
¥ (J)Sxk) sera donc donnée par:

{5'6) D, iyl + $.,.[f]_= a(g,-g,t) , avec

<|

(7) Dlyl= £¥(y38- 4 S.i“’ HJ%’L-LJ{?“(”'?'Q)
T'I



- Tyt ,7”5 4
(58) a(\33 ) ( ,t“, +V os(_\/t 315 <Vt ‘J,\% M, (\MK‘,

°
1

1
‘é,a,A‘V.‘t‘)MHVJ Sar\ D)—R My (-WE R,y 3, A L") d A +é_§m‘
0
(Ve X §A‘Vt)alX+V AM (Ve VAT, 3 ) A +
- Y S,\M (PURTR, .5 ) g+

¢!
a.\ét ﬂm(VtV“i‘t,”/\ A L Salrfmq(v,zm.;‘s;

o 0

¢ 1
AV, c’)aLA +_JaLz[AM ( \/t\f—_‘ Y3, AV:)&M—W f f

0o (o} 0

4

Ty a : . L{Z
'}'(a: -Y‘n—q—"—@-)%[k‘f/\m (am,” ,)\")a.‘) J./\}al'l« + _:_%{ xeal.aj

4 4

Yrn)d [JAM /L\/TX*”AWMJJ“M

Vi

Jsu(al\/l’ )MJ)\M (n"A‘g;A/L)aL)\-a-
V.t 4

4 y 2 1t . - ‘
%L»J (4 =) [ A (0T .5, 00 A

Pour /t.-.-. 0 ,les deux meibres de (56) se réduisent a

(345 ) (2.4:3)

......
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Pour resoudre(569,nous supposons encore que J(j,};t)
appartierne & la classe fonctionelle lindaire L.  ,d¢finie
au paragruaphe I de ce chapitre.

Rous décomposons alors l'opérateur 33 [5] , donné par
(57),au noyen de l'opérateur Sldmentaire: 4

> _ t(t-Z)rL+J-
P L=t (ygt), F’w[ﬂ_i

(ei-t-j-d,)!

b; K(J'S'Z) it ,

déja considéré au p.ragraphe 1.

Les culculs sont un peu plus simples que dans le para-
graphe 2,en raison de l'absence des exponentielles.

tNous obtenons ainsi: oo .
2L
A [ fff sadt vy 5.0) 24 VIR, 0]
avec ] G}z - Lz
ol = — (eL:z)!

v, 28-Tr 4\
dont l'indicatrice est: 0 4)

St VX = VA_ViX —1

=1 3
o ’ 1l o= 2L
_.Z_T_TZJUELQ%{:’LE )'('9,‘{,1)-_- (_"E;—/-)- E (f;V ff,,_[o’*J ,
AVeCe T"jst
PL"“ ‘zc?! ,

dont l'indicatrice est:

w5 p, il o _ (aVX) .

. V- ViX g
_avi(y SU o vt (z-0) 2t 2 7.8)dndTdo =
T f ¢ rﬂéb[ p JJ(‘? 7.6)dydydo

= :Z“.’ JZL YL,JV“(“V)Q ﬁ,ag [Zf] )
avee

(_~ _ (2{ +lja-2 )J
Ly = T Uorrye1 . ) [foai4Y) )
dont l'indicatrgce est% y !}' (;+J )' )
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” J X 1|/2 " m"VLV’z
z Jil yLd(v»() (avY)"= VA_vixo o2 Yo Vv =

Lrindicatrice de \/ﬁ [X] est donc:
(59) & (X,Y) = VI_Vix -arviy

La résolution de 1'équation (56) s'scheéve alors comme
selle de 1l'équation (24) et se raudne & celle de l'équation inté-
grale’

t

(L)1 3.9 (et jt-z)x(a.g,t)atz-_-?DJaJ-szM],

LASE Ay

ou & celle de l'équation diffdérentielle lindaire,i coefficients
constants,du second ordre:

@ (B-8)Ers0- G- Drly0)= 2 [0, 3, [a]},

A

avec lés conditions initiales.

4500 (m)"[ J(;H} (0.4.3)

g'}t)est donc encore dotermlnee d'une fagon unique.La mé—
thode de a variation des constuntes permet d'obtenlr son expressione.

i - Nous revenons raintenant a 1l'équation intégro-diffé-—
rentielle (24):

334[ﬂ“'ba.[d= a(«a,;t)
(&) Dyl 7! (3} )*'“J r(g-y‘)‘iz-_é.vjtan U] )

ZOE
L T5e ‘,
8,1 (n,7,6)dy dds- 2 m [0y L7t — oY

j " [U ) 3 ["u%;l] ¥ (7:3,8)dyd340

0

r;}t/
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et nous allons justifier la méthode de résolution adoptée,pour
des fonctions X qui n'appartiendraient pas & la tlasse lindaire L.

Il nous suffira pour celd d'établir la légitimité des
relations (25),(26) et(27):

(5) 29, [y]- 2.9 ¢l

b t
(26) 2,9, [y]- 4 ¥ly3.0- S (£.2)4,f (43.2)dz+ 5;,{ y(43.2)ds

%

3 ¢
(2%) 3):3)2 [5]: 3’35{3'5't>"£(k'z’)A1 2{(}.3,‘5)47_,-&— % i( (l,;,t.)al.z,

lorsque X(‘j.'j ) t) vérifie des
conditions beaucoup moins restrictives gue celles d'appartenir & la
classe L. .Nous préciserons ces conditionse.

Rappelons d'abord que la classe linéaire L. est celle
des fonctions ];( 3,6) ,analytiques par rapport aux variables :1(, et T,
holomorphes au Vlzs age d'z- §= © ,intégrables en k£ ,pour les
valeurs positives,suffisamnment petites de cette variable et telles
que toutes leurs-dérivées,par rapport & \j et a }. sposseédent ces
némes propridtés.

Le principe de la mdé¢thode que nous allons utiliser est le
sulvant:iparni les fonctions i(? ,t) de la classe L. ,fi%lrent évi-
demment toug les polyndmes e ,},t squels que soient leurs degrés.
Si done, Y .'5],11 se réduit & Polyn8nme P(;,;lt),les relations
(25),(26) et927) sont vraids.

Cons.dérons alors,par exemple,la relation(25); par suite
de la lindarité des opérateurs P, o PD,,nous avons:

%:$x [K‘PJ =$197_ [b’] - %1$,_{PJ . eF de méme :
DD [1-P] = D,B, [1]-D.9 [P]

) Done,pour établir cette relation(25),il nous suffit de
démontrer que:

D, [1-P] = DD, [r-r]
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et effet, nous montyerons_que ¥ ($ ;t) ne variant pass
les deux m%m res qde cet e demlgre relg.tlon L;?e?went 8tre rendus

simultandment aussi voisins de zéro que 1l'on veut.Pour cela,nous
utiliserons le théoréme fondanmental de Weierstrass sur l'approxi-
mation des fonctions continues d'une ou plusieurs variables par
un polyg®me.ll résulte de ce thdordme,( ef. Legons sur les forc-
tions de wvariables réelles et les développex ents en série de poly-
ndmes par Emile BOBEL 2¢€ edltlon,p 6l et suiv.et £.67),gu'étant
dcmnéeune fonction a’ 2 ,pos éda.nt ses deux preniers 1a.placiens

Y4 A, Y, par rdpl rt a yet étant contlnue ainsi que
ce ci,par rapport a i1 ensemble es varlcxbles\?g ,dans un
domaine borne 5 de l'espa.ce son peut tro r un polyndme

P(”J 3 >tel que les :Lnegall es suivantes aient lieus

(62)  |yGab)-Plyz )] <2
(s3)  lax(p3o)-ar(yse)| <e
(€4)  [ayy(35.t)-aP(y351)]|<C

€ étant donné, aussi petlt qu'on le veut,et ceci,uniformdénent,
quel gue soit le point(-a) )dansib .

Les indgalités(62),(63),(64) ¢t mt réalisdes,il
suffira ¢ montrer que les fonctionnelles lindaires- ‘2D, D, [ f

t D, [{] smt continues pour la valeur zéro de la fonction
argumen , puisque

D2, [0] = D, [o] =

Consid&rons dénc la fonctionnelle lindaire: /
; V(T

D, [{]: %;(«j.).tﬁa,y} (7,§,L)At_§’;r_r/ jtoLn Sﬂri CPUE

73°

476 "V")( "L:;W Z JJL” Sed S,,’L
([ o gl £ G,9) dparde

nous dkeninerons chacun de ses bernes 5(‘} 3.t) e a,] (,.5,%}

vérifiant les inégalités:
(@) |38]<e o (o |atysdl<c e,

Jan® un domaine D borné de l'espuce ;,5 t -
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Nous avons d'abord

y(?ﬂ)*“ 5}(”;)%((_“&)&_ t)e ,

( \( o sont essentlellement positifs),
2.4 k) = "‘*‘a t
Ensuite:

b-a“/z(t 9) g “
ﬂ ke § (‘7'3’19)474349l< %\é 5’1’5[
T‘-LS'C - 0 0,
L-azvz (t-o)ol.e _ £ [ -0.17 (T- B a,l{t)] = K;_,-,_ ()O £,
A

Kyo(t)= 2 [t_ V (4_ c'“‘v‘t)l ,

A Va

Vi (#-0)
& m aTde <a~£j;zj (-t“f,m
e , o
-.-..g;__?_[t-fm éi:.e’a”)]-:. k”(b)t: > Kis®)= at ;(“(e))
s
it T A
0 o_y
{ [o,'e\/(c 9)] Sae- o SaLLS ef’“[a( ) }oiu,——
. ’ Vb .
v %V(i;t/t Je UU,(;)J]J“Z— f (@b -ue

A T
[z 1’ (u,) 1]&&.: -%,— S (a. l/t u)e [—- jdd,.(.r/l&(u&cf)v‘?-o?jdw

Tu
fahet = V¢
-lw % ¥y 2w
<b [y g e forn [yt oo
b@
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Nous uavons donc dangs 1le domaine borné D consid ird:

(Gg) )% [H) < K, g){’ <Kl en posant: KU’) 24 l‘)-t-'( (l'): K:.’:gf;))

la constante positive ,qul dépend du domeine D considérd,St.nt une
borne supérieure de K (t) dans D

DD, [F] contient,en plus de9 e], 41{$;H]} >

nous devons, donc calculer aussi une borne su-~

périeure de N {CbL : f] g l

Les ddrivées,par rapport & gd"" de@ [f] se calculent
sans difficulté.En effet,pour la preuitre :mtegrule rultiple:

Statl ﬁjr 6'%: (; L 545(7,7,9)37;{;49 ’
' 13v

guand on fait varier_‘i ou 3, ,le cﬁneg'gubit
]
une simple translation,il sufflt donc de faire varier v ou ;
de la péme quantité dans A g z é\y , 9
P.r su:x.te,pour avoir les dsrivéey d l’intégrdle précéderrte, par
rapport i;y,ou a ¥y 51l suffit de prendre les dérivées corres;onduntes
deA‘{p rapport av ou & 5
De udme,pour la deu.xiéme et la troisiéme irntograles ..ul-
tiple uand on fait Vdrierj ,seule varie la valeur deé(y,}' ‘5)
[ou de? :2 .Pour avoir le dérivées de ces intégrales,par Taprort
ou d s 1 suffi¥ donc enoore de prendre les dérivées correspond.n-—
tes de} ypar rapport A v ou a S

Et il en est de uéme,pour les ddérivées,successives de ces
1ntegrdles,pa.r rapport at}et a }

Nous obtenons ainsi:

t
falfl st agp st fle [
%__f__u i3 o)dp d3,d0- 28 jf{ ST o)
ok

[ e o
dvec A,J(v,,g,e).—. s, [AJ(»,,;,a)l
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A, {31 { )f]} a donc,en fonction de &, ;( (11,3, [')j

exactement la m8me expregsion queP, H‘]
en fonction de §(«3,'5,E) sc'est & dire que neus avons:

(¢¢) A,{&[ﬂ} - 3 (& f]

(65) que 3‘:{_&? ]snf.ite , &, {:S‘ [{) } ,vérifiera la méme inégalité .

1‘3‘* {93;[513 , < K.t
pourvu que 4, .; ('J ,3 ,€> et &, ; (:,3&) satisfassent les inagalités:

(630064 |atsn| < \)Akf(ﬂ,f)kr, .

La démonstration s'acheve.De méme que $,_ [;] vérifie
1'indgalité (65) , P, sutisfera.dans le domaine D,

(65)' 13’«[” >

pour toute fonction}.gé,),f vérifiant les inégalités (62') et (63')
, {1 s'obtenant en rempligant dans "(y les parametres a, et \/.L
par a, et V, ,respectisement.

< K, C

Bous avoms flonc finalement:

(1) DR ke =Ke | KeKk,

. De la m8me fagon,sous les mémes hypothdses,on montre-
rait que 1l'om a :
< KeE

(€3) | 2.3, [ {]

Les deux fonctionnelles lindaires %1%,, [ f] et
/%334 [I sont done bien continues pour la
valeur zéro de la fonction argument et il en résulte,comme nous
ltavons montré dans le principe de la méthode,la- justification
de la relatiom:

D3, [¥) = 2.3, [v] ,

pour les fonctions X(‘j's .{:)qui possedent leurs deux premiers lapla-
ciens,par rapport a Z'bet 3 et qui sont continues,ainsi que ceux ci
par rapport & l'ensefble’des variables 1,;,(: .
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Cohsidérons maintenant l'une des deux autres rela-
tions fondamentales (26) et (27).Par exemple,(26):

t ot
3)4$1 [ﬂ i'\'}} K(‘Jl}ﬂ" So(t'1>A1¥(‘ja\$ :?) dT CV-%! So b (-Js 'C) aT

Pour la justifier,il nous suffit encore d'éteblir
la continuité,pour la valeur zéro de la fonction argument,des
fonctionnelles lindaires qui constituent les deux membres de cette
relation.

Pour le premiker nmembre,c'est déja- chose faite,nous
avons: ,T
| D] < K7€

pour les fonctions J (1.5,£) telles gque:

{380 adlgs], adirpn] < ©

Pour le second membre,c'est immdédiat:

t . t v,
-31%.;(1'5*)-J}*-‘)“«J'(j‘;.t)ﬂ—%—"“W(ﬂ‘)i‘ < (%+i+‘%)ﬂ )
pourvu que H‘(”,l’)l) ) 4, ;(1'3}) < &

Pour la relation (27),-la démonstration serait iden-—

tique .

La méthode de rdsolution de notre -équation intégro-—
différentielle(24) et sa réduction & une Squation diffdérentielle
lindaire,du premier ordre,d coefficients constants,sont donc complé-—
tewnent justifides,sous la condition que Y(jﬁ't) posséde ses deux
premiers laplaciens,par rapport a et 3 ,et soit continue ainsi
gue ceux ci,par rapport & l'ensernble des variables ’l}.et f :

Pour 1'éguation intégro-différentielie(56),é lagvelle
nous avons ¢té conduits,en 4tudiant le néne probldme pour 1l'égquation
des ondes amorties,la Justification de la wmdithode de résolution et
de la réduction de cette équation (56) & une équation diffdérentielle
linduire,du deuxieme ordre,& coefficients constants,se fezait d'une
fagon toute senblable.Cette justification serait encore subordonnie
& la méue condition.

5 (1,3 £) = :D?k- {?ﬂ, [JZL]_ D, [(1]}

44T a(z:_e}.)._.a
Vl L ) v‘. V,_

1 t

(69)

” o o s 0
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, Ltéquation différentielle -(29) & luquelle a été ramende
notee <dquation intdgro-~dif férentielle(24) s'éerit:

12 (13t <ty B350

Nous uvons donc:

(79)’ x(vw,k): e,"'%k[if Stt%&@(y.},r)dtﬁ-K(o,g,;)} )

puisque 0

B (3500)= Wlgg)+ e o),
La(xy3) o (*lg's)

sont les donndes de Oaie your
les probleérfes wixtes,re g

atifs uux -quations (I) et (2) du chapitre I{.

Les formules (61),(69),(70),du chapitre II, (30
(35) et (39) du chapftre I,pen;xetteﬁt «lors gedgatel:'min 1('333':3((;31'3 ’

quel ordre b’( £) posstde des dérivies en Y et continues par rap-
yort a }'ensgﬁ}ole des variubles ,3,’5' ,lorsquec,? :at 5] ,possédeﬁt Y
elles mémes des ddérivées continuves’ jusqu'a un ordre donnéd.

Enfin,au noyefl des formules (70),(69) et (6I),mn pour

s - . . . N o 4 PO -
ruit déterminer les conditions ninimums que doit rewplir la fonection
a (3‘3‘t) pour que la fornule de r.solution (70) ait un sens.

Be= Il y & lieu de remarguer gue la justification des for-
mules (26) et (2’%), pour les fonctionsy( .?,t) +3% n' prertiennent
pss & la classe L , est superflue. En effef, la vaieur de 1'opérsteur
itéré DuPy [x (‘],%,D)] , per exemple, peut s'obtenir direc-

tement , ssns suproser gue ¥ aprartienne & la classel..
Posons, & cet effet.,
t
v(m,’ %.C :J,u x,u,%,2)d T
1] t ? ’
1987 [2 (=439

u,(x..‘j.'b.t) définie pour x 20 -gsatisfaisant & l'équation sux dérig
vées partielles,

L A% P 4 224 I\u-= -
(#) ()xzﬂ'a‘?z"’zy'{\?’? T Vg 3;)“-“E[M(-x“3‘5't)]'°
et aux conditions definies.,
(72) u(u’—,‘j‘a,o)é_%u(m,q,?,t)}:o
C=0
u(-a—o,ua,é‘l?):X(‘a.'s,b)

Il n'est , d'ailleurs, pas nécessaire de supposer véfifiées les con-

Y (43:°)=[37¥ Gy:3.0)]=0
Nous avons ¢
u,(x,-a.?).ﬂ):C[x (.3,5,5)]
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C{X] étent une fonctionnelle linéaire (et homogéne ) de X(\a 'ﬁ't)
\r(a: t‘) satisfait aux \conditions définies.

1‘3'%‘ v,(:c'\é‘flbto)= L V"(x, 'b ,C)]:O
(73) | x A Tl

o) =yl de

ainsi qu'a 1l'équation (71).

En effet , en raison des conditions (72),

e[(=3. 24 2] =[E[ul=y59]¢ &

Or, d'aprés sa défintion et les conditions (72),

D[y (45t = J[ﬁq w(xy32)] 98 [ vimypE)] =
Et par suite, ""g(%’j’t)'

o3ty 58] <oofTy )< [ 32, vi=qaeie

D'ol, en raison des relstions (71) et (73), vérifiées par v

.‘51{ [y(\ﬁ']a t)]} Jtdcjahﬂ,x(‘a.ﬁ’ )de+___ (“)b ) ?_a% 3
S tsﬁb)clt-—‘i'(t C)A1X(*3(bb)dc-|:\./_%x .3(3‘(;)+

o t
+g_\;_,_4 X J X(j%'t)d‘t’

(o]

’x‘ro
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CHAPITRE III

Etude du néme provléne de propagation, 1ans deux milieux
su moyen du systéme des égustions de Maxwell. 'Mise em éguation.

I.- Nous rerrenons le méme probldme de propagetion 4'ondes
et de leur diffraction par un plan indéfini, en substituant -1
1téquation.

le systéme des équations de Maxwell pour un milieu possédant constan-—
te didlectrique,perméabilité nagnétique et conductibilité électrique-

Le plan diffractant est toujours pris pour plan Y 0% ,il
sépare ll!'espace en det? régionssla rcgion pour x>0 ,la région
2 pour X Lo . 51,}1.0" 4 désignent,respectivement,la constante
didlectrique,la permdabilité uagnétique et la conductibilité élec-
trique du milieu '].)‘ €., Ut 0, sont les mémes caractéristiques pour
le milieu 2.Nous négligeons la dispersion,les six quantités précé-
dentes sont donc regarddées couwme des constantes.

- Nous désignons par X,Y,Z-,les composantesg, .champ électri-
que E et par L,M N ,celles du. champ nagnétique H; est la densité
de courant total.

— ——lp
Les vecteurs E et 1 _sont exprimés dans le systéme é&lzc-
trostatique &.6.5.,le vecteur W duns le systeme électrouagnétique
€.C.5 ¢Cdésigne la vitesse de la luniére dans le vide.

Les équations de Muxwell s'écrivent ‘slors:
-l

(4) Mﬂ’_;\_(‘(ﬁd‘E-&-C}_f_ = 0
= iy
(2) net €+ 22 -0
C-

Les conditions de passage du milieu I au milieu 2,2 la
traversée du plan x=zpo , sont: ,

(%) continuité de ¥, Z ,M;N ,
: e X
(6) continuité de kbl ekde I, =X+ =3T
en tout point du plan %x=0 ,et quel que soit k

. s @ & @
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Les trois équations scalaires,relatives aux axes ox. 0;,
B,,representees gar l'équation vectorielle (I1),seront dés1gnées)
res

ectiverent,par 1) .De wnéme, (2),, (), (2)3
d-lsigneront les tr01s équa% ons scalaires,dont l'eggéhblebéﬁulvaut
4 l'dquation. vectorielle(2).

Nous conmengons par intégrer 1l'équation(3).Celle ci
nous donne:

Qw¢g

(7) d.wE(-n»;;t) (-P'x.’rs)e, T awee
(Y} Q(x,7‘3)3 JJ"E(T'H}J,,O)

Nous dtudions plus 101n, v01r paragraphe 3 de ce cha-

pitre),le cas géndral ou 3 in .Pour siwplifier,nous
imposerons dtabord aux donnce 1t1aleb de vdérifier la relation:

(3) div E (=, 4.3,0) =0

Il en resultera.

(10) div ( _“}\}'k) =0 >

relation qui remplacera dans ce qui suit la relation (3) ci-dessus.

Nous nous donnerons alors & l'instant initial,dans tout

Y (2gug.0) = < (2003)
M) Z (x43.0)= f (*i9.3)
M (tl'},s,,p) = X(x"i&)> )
VN (2gg0)= 3 (=43)

puis,au méme instant et dans le planXz0 ,les limites,d droite et
L gauché de X et de L. :

X (+o,\;.3,o) = hy (7.3> ;
(40)
X (-09.30) = 1+ (43)
L{+o . g3.0)= 9. (33).
L (-0, 9.3.0)= 9 (3.3)

ltespace:

(43)

oooooo
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Ces huit fonctions donné@s,o(,ﬁ,‘o’ , ) (m,\j,}>, )"1«}r‘t ' 8f4:

3[1» (‘éla) doivent &tre telles que les conditions maxwelliennes de
continuité dans le plan =0 (5) et (6),ainsi que les conditions de
continuité qui en risultent,obtenues en considérant les dérivdes,
par rapport au tewps,des composontes tungentielles -des champs et des
composantes normales de l'induction mugnétigque et de la densité de
courant total,soient vérifides pour £=o

Ces conditions wises & part,les valeurs limites,pour
zzt0 Fx=-0des donnéesoc(f!,)’,S(xlg,}) et de leurs dérivées ne sont
sounises & aucune autre conditlon de continuité,les probldmes hy-
yerboliques,mixtes,dont nous parlerons plus loin, étunt distincts
a droite et & gauche du plan X =0 .Cette remarque sera utilisde,
dans le par.graphe 3 de ce ch_yitre,pour la mise en équation du

probléme,dans le cas ou diw E (1‘7,3,9)# o .

La continuité,pour £E=zo0 des composantes tangentielles
des champs nous donne 4'abord:

A (*':1«3) = K& (__o,‘;,-s>
B (+2.9.3) B (=e9.3)

F(+ogy)= v (=09
5(4—0,1,3): S(""/‘}'S)

Ensuite,la continuité de la conposante noruale de
1'induction nagnétique nous fournit la relation:

(45) e (33) = e (43)
L'équation(I), jointe aux deux prenilres relations(14) ,
suffit pour assurer la continuité de la com} osante normale de la

aensité de courant total.

1

(4.4) ,

Puis,les gquations (I)g,(I)3,(Z)¢t(2)3,nous donnent, uis—~
que les dsrivées,par rapport & £ ,des ¢ santés tungentielle. des
champs doivent &tre .continues,pour 1’-.: o , {les n8mes conditlions, re—
latives aux ddérivées,par rapport au temps,des composantes norcales
de l'induction magndtigue et de la densité de courant total,sont
satisfuites d'elles-néumes,en raison de (2)1,(I)1 et (I4)] :



4 3}
(“) (2% Lk IR /ycn
.:LQ(L*) c?ﬂ:_.éﬂ'cr;ﬂ(o,g‘;) =
z L 3‘3
/X +o (
.__'1__[- W c,371_4n'6'2 0
- CL_C<3—:)X -0 3.1 ﬁ ?5)

KzeD

Nous pouvons éliriner 41 et do entre les deux équa-

(@25 @), -2 (£

5 LE

A Q) el sl ) oo

De uéne,nous pouvons éliminer )11 et )1'_ sentre les deux
dyuations (I7):

0 & [k (87 b ot

B‘} Xzt "“'
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En outre,les donnéegg doiveni,étre telles gque les va-
leurs des cOmfosantes de £ et de H pour t=o ,et de leurs di-

rivées premiéres,par rapport au tewps,prises pour t=o ,Stan—
nulent a 1l'infini.

En écrivant les formules qui donnent celics de ces quun-—

tités qui ne résultent paus 1mmed1dtement des données,nous verrons
gu'il est possible de satisfaire i cette condition.

Les relations (I4) a (I7),entre les valeurs des données,
dtant supposdes satisfaites,ies équatlons (9) et (4) permettent
de calculer,& l'instant initial et dans tout l'espace dX o p 2

Dx | D

Nous en diduigons,en intdégrant pgr raprort & x ,2 parc.r de =0
et en tenant compte de (I2) et de (I3) les valeurs de X et de Lf
dans tout l'espace,pour C=zo .Enfin,les gquations (I) et (2) aé~~
termineront,su néne instant, »E et 2H , ,duns tout l'espace

2F 2t
Nous sommes donc bien encore en possession des donneea de Ceuchy

conplétes,relatives aux composantes des vecteurs E et H

Nous prendrons encore cowme inconnues auxiliairess:

(22) Y (ongi3it)= $lg3:0 5 Z(o 0,4,35%) 2 3.(75't>

et aurons les concordances:

21y $(330)=x(og3) 5 3930 =F (43

L'équatlon (2)I nous donne wlors,pour =c= © ,par passage
a la limite,& droite et 2 gauche:

p)
“L(ﬂmf) 2; Ti,’f

L.é;o ‘j‘}"t>’= <:_£

Et en 1ntégrant par raprort é t :

(23) Llretpt)=alya)rs (%;F(J«;ﬂ)-%i(n'};‘)}“

(22)
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¢
(24) Loy 1t(;'3)+§:£[3%3((;f}:z)-3‘ ? (?'5':)} v

Les équations (L)35(I)2 et (I0) donnent ensuite,par
bassage a la linite,d droite et & gauche,pour =0 ,en ten.;t
compte de (20) et de (2I):

£ Tt s L
(25’) [%M {I,j,5/‘b)])(=: ?D——;j +T‘q‘1— So[-gsg}/\?,);‘t,)_%?

§439) | drr L (arg+6.2) 9 (.3:8)

E
69 [Zmeast)], = e | 5751 (4379 -

X==0 }} )
_{2:11 (7 3 ;Z)]O('L+% (4 ™, + t"%{') }_(\},-}-‘t)
t L
1 R <.T) -
(27) [ %N ("‘7'35t)]x=: };5 + ;1 50 TS } <? 3.9
“2% gleaelde-t (e 6 3) 1000
t
L e > _
(0 [ENGast)] = 22e s ) (55039

-2 (s D]de -t (emn+ L) 3

f
@) [3x (b)) =-35 -3
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D'autre part,il résulte des équatigns (I),(2),(I0) et

4) gue chacune des conposuntes des vecteurs E (x,y4,3;t)et
x4, ;f)vérifie l'égquation aux ddérivées partielles d%. type hyperbo-
11»41,12, ornal

1 S
* Y D Ve Ef duw _ 4TTH dw _op
(54’) Sty t 13- cy  ott ct ot >
éguation qui péut semnettre sous la forme:s
T
2u ryn Yoo A dw _ 2= ___-}“' = O
(34) :“’;{ -+ 3‘2; + 5;1_ - v;_ s vV 3t /
en ‘posant: ~ o
32 V= —\,-—-———=C ‘ a = 20% \) E

Nous connaissons les valeurs de X , Y, Z ,L,M, N,
et de leurs dérivdes,par rapport & A£ ,dans tout l'espuce,d 1'ins-—
tant initialj;les vuleurs d¢ ¥, Z, L ,2 tout instant,dans le plan X=o

4 droite et & gauche de ce plan et de néme,ley limites par
continuité,a droite et & gauche,de 2X M BN , & tout instant
- 2%’ D’ D
duns ce méme plan.la rdésolution de.problémes hyperboliques mixtes
de type Dirichlet,nous donnera donc: Y, Z ebv L. dans tout l'es—
race et a tout instant,tandis gue la rdsolution de probldmes hyper—
boligues mixtes,de type Neunann,donnera,dans les némes conditions

X,M et N -

I1 reste & voir si les conditions indéfinies (I),(2),
(I0) et (4) et les conditions de p.ssage (5),(6),sont vérifides et,
en wéme teuwrs,comment seront ditermindes les inconnues auxiliaires

et 3 (y.3.t)-

Les conditions indéfinies(I),(2),(I0) et (4) sont rem—
plies.Bn effet,d'abord,ces relations sont lindaires et ‘leurs pre-
niers mewbres satisfont & l'équation indéfinie (30).Ensuite,ces
preniers wewbres sont tous nuls,pour t=o0 yainsi que leurs dérivdées
poenidres par rapport au,pemps,goune celd résulte des conditions
initidles et de ce que E et H ,vérifient (30).I1 suffit donec
de montrer que (I),?2),(IO) et (4),sont satisfaites pour = O
Or,il en est bien ainsi pour (I)2,(I)3,(I0) et (2)1,par suite des
conditions (25),(26),(275),(28),(29) eg (#2) .En outre,(I)2,(I)x,et
(I(()) étant vérifides il en résulte en appliguant les opérateurs

3,_et ~ aux déquations (I)2 et (I)3,respectivement,et en ajou~

A 1
N YM 4 Tr+C2 )X = -
) Oy 33 —1_(4 T “_)X_ CP<3'5't))
wvege a‘p
. = 7 ) = 0O
U{(j.} ,0) = <2t)t=o >
d'ou (IBIf?étant solution continue,en tout point,de

(A AR z2za 3\, _o
TTVERE TV )
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—l
BRestent(2%p (2)5 et (4).0r, H satisfaisant & 1'équa-
tion (30),il en résulte,en%renant le rotationnel de (I):

(4Wf*§%)(na+E+%%—g)= c ?M.A dir H
(Z)i impogse div W(x,y,a;f):* (j,s;t) >
e ¥ ()= (3), 70

—t
d'ou,pour les mémes raisons gue,ci-dessus,pour o > dw H=o
Les relations (2)o et (2)3 sont alors assurées,en raison des condi-
tions initiales.

Au sujet des conditions de pussage dans le planx=0, Yt Z
sont automatiquement continues par le choix (20) des inconnues g
auxiliairese.bla continuité de L. est assurde par les relations
(23) et (24).L'équation (I)y:

4werX+E2X _ o (Pﬁ _ QM
2t d

23 ?
entraine lu continuité de Ixsc‘x-r- % 2%%(. pour toutes les

valeurs du tewps,pourva que M et N soient continues,puisque cette
continuité de M et de N ,implique celle de ses mdérivées en 4 et 3 ,
& cause de l'existence de tputes les dérivées secondes de M Uade N.
Il suffit donc,en définitive,que M et N ,soient continues,quel que
soit t ,a la traversde du plan x=o0 .Les relations (IH) nontrent
qu'il en .est bien ainsi,a l'instant initials;d'apres (2)3 et (2)p,il
en sera de wéme,a tout instant,si

1 (Y DX) oF L(ax_m

B N ox )v; B \D3 Ve
sont continues & la traversée du plan x=©0 .En Scrivant cettg conti-
nuité,par passage & la limite,a droite et & gauuche,nous obtiendrons

alors deux dquations intégro-différentielles,qui nous serviront &
déterminerj et q -

.- Nous entrons dans le détail des calculs.Nous ne rdésoudrons
expliciteuwent les problémes mixtes,relatifs & 1l'dquation (3I) que
pour Y, Z X ,seules composantes qui interviennent dans la formation
des deux é’quatiqns intégro-différentielles que nous écrivons.Pour

L_, M et N _,nous aurions des formules analogues.

Nous nous ocwppons d'abord 4' Y et de L .
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Ko (:c g '5,) et (*— Qo 3 ) désigneront les valeurs de
;)y ot de 2Z pour T=o . (L2 et (I)3 nous donnent aloérs [u 1ea,
X3

k3
nous retrduvons les conditions (16)]

(55) <, (1,3,3),_ _%. X‘c’ (%’_;._

&Q%—-cg*ﬁ [% (By3)+ 5(?:!3 }

SN , .
: /\_ 4Tro:Y]t =

=0

(34) [6\(1/‘113)= _'__’_f_‘. ic}_ﬂi_c%,cj [—)%7' )/(?.;13) +

Hous avons les conoordances:

(3¢) [;%-ﬂm*)} w: 1 (%7'3)‘)
[ nRACR ] , =" (o4:3)

N(‘a '%t R) et p f R) seront les valeurs moyennes de
d

3.b) ey de 3 -“-; F) sur la c:.rconf rence au
plan S ' =e de centre (.3 3 et de rayon

Mo (%43.R),Mq (e.y3.,8),8 (x.4.3.8).5 (39,38
Jeazgneront de méme,les moyennes 0 U3 x” ~Hd ¢ 33
sur la circontlrence: e *(x33) 1% (x93), Bley3) & falx 43 )0

3¢) F=x, (\7-;) +(7-37 =K.
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Nous poserons:

Ml(x‘j,},R):. M’(x'?'ij)""?':V M, (‘x.,,,-;,l?)

(57) P (1,7,3,R)= e (x,g,},&)q- a_j—% A (x,;.;,(\’)

Toutes ces valeurs moyennes, N, 9, M,/ M“..\..
sont des fonections régulidres de R ,néLe pour R=o -

Y et Z seront al\?rs données dans les régions
I et 2,pour x4 Vit o -—x . b respectivewent,
par quatre formules,qui ne sont yue la répétition,dans le cus présent
des deux Formules (2%) et (26') dwu chapitre I.

Nous surons besoin des dérivées de Y et de Z ,.
Par raprort & % ,pour X 0,4 droite et & gauche de ce plan.b}ou;
avons,d"a;r¥s les résultats du paragraphe 2 du chapitre I, r'",t
et J(x (ayant les wnéunes significations que dans ce
paragradphe

o [ LY (x‘v(i-t)] =T FHgiat) -

—“-1\/4(t-l>
~a (i) dy ||| e A ()
Tt
S \/‘t a,n
oy dTdt + 2 J e "N (y,},t_."_\;_jm)cbl- +
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en posant:

330 A (43.8) = anx (vt g.5) 0 2, (Mt 45)
+-5—’;e< (%t‘%;)-{-ﬂ%\{‘fo{('%f,%;)*\ii_td,,o((%f',_},})-f-
+2a JOA w e[ AUE g U ()] A+

+@}\/4‘/c’j,\ M. (:)‘\/4&,1,},\/4%(1_»)}A>\ +

Ay

+4\4’b’j1A [}\\/t ]d)\-f- i‘_ j/»d

YL
éz %tht_wb)abb {a1\/1°<(¢‘7'})+°(1 (h.‘?,'}) +
.4_20.1\/4 j)\ ) M, [)\n 1.3 n"(1 f\"}a“\}-{- a”“M['
Vit ,
j»d(u\/fé_n) { (4?}4-&:»}0‘,\%
o [rn gy, 0 )] ou}
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(az

I
(38) et (39), N par Q) Ly X parﬁ) Mg et M, par F

et. f;' et af parg,

Bous dés:.gnerons par B, (‘3 3 L') lt'expression ~aVE
qui ’ dans la formule donnant /31 s a pour facteurpg™ V1.

)x +o s'obtient en renmplagant dans les formules

: ) =+ 0
Nous avons de méme: ° dx /%=

(4o)- <§_}/ e 3—% ;(?5 +a ¥\3‘3 t)—ZTTV

M .- L\/(r.‘c) A, }‘(vlz,z)ctéd{alv_ a:

(1) :
t
2 g [ o)
I e N UISJ‘% ')b) P
0 * T3t

jr[ar Wlela] £ ge) dy drde <0G,

z

(4o) A (y3t)= s (%t g3) o (higsl-50
ot (W g5)+ BhE o (Vg 5) 4 BE A (Wb 3) +

! .
rla bt L)\'S}_R— M‘“[—)‘v‘t‘?'s'v’f (,1_&)14

+ a, \/} ’ Sq)\ 3& M, [.X\/ll’,g,},vl"l’t(tk")] d X+

o



4 .
v vlg ) A
{&(.w.?,gm j/\;.ﬁ,mo RIS

(%Z) s'obtient,d partir de (32'3/" xz=0

X /r==0

comme 2 Z & partir de (}_Y— o
S/ x40 2 /X

Rous passons maintenant & la composante X «Dans la
région 1, % Z© , elle satisfait & l'équation eux dérivées pard
tielles (B‘I),ou 1'on remplace & et \/ par a, et V] ; les condi-
tions initiales sont celles de Qauchy,les conditions aux limites
sur le plan =0 sont du typd Neumann.Ces condipions définies
s'écrivent,d'ailleurs:

(44) X (x,‘,,-s,o).-; w (’Jﬂ]j.})-‘-‘ Fa (ja})—- L [%"( (g’jl) *
2 0 (593)]4y

(4+) {;i X ("Hvzsrt)]: B, (%43)= &

®0o 1

[2 5y 3)-

%
A6 5 (=
-%Y("'“}«'3)‘4C_ (~33)]

(4 [ 22X (rig38) = Flrab=-of (334) -

x=

P
" 3% % (;;,3-,(7) :
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Nous faisons le changerent de varibbles et
d'inconnue,déjéa fait au paragraphe I du chapitre I:

(44)&”;1%' t(4%) X (e q.3.8)= L (f0.32)

T= “«V‘\t
Ltéquation (31) devient:

..
1
(AC) (A-L+1>E=o (A"-—'—-.‘_ 2
YA W Y&
Les conditions defmles,Verlflées par J 5

sont les suivantes:

(41) = (39.3.0)= w’(j,\ﬂ% W(x,g@)
(43) Bi E(’{m,?.t)] ==°?’1' (595)= 2 lgs)+dy @ (xg3)
(49) [” =3, *7341)]5 (v 3, v)=% F(H t) -

. F—— . .
Pour expriner ‘=, , nous introduisoms
les notations suivantes:

R: G,\?,le') " R, (i v,%, Q) sont les moyemnes des fonctions

w'(j‘,v;,;) = ('? v, {) sur la circonfdrence :
1=, (709) (5:7)'= <

S’@,'S‘,zlﬂ)sera la wmoyenne de F"( v,3. 'L) sur la circonférence

$=° ) (9-9) (33 =R
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Nous avons,d'ailleurs,entre ces donndes,relatives

a3 o et celles corresponduntes , , Cx,g,'s,n), R, (oc,j,?,r?)
R;(xvnfs’)v" sCy3.80)
relatives a syles relutions suivantes,que l'on obtient

Trmédintenent, s partir ae (. 47), (48), (493
(50) R (T m3R)= & (x09.3.5)
51) Ri (1.m.3.R)= Ralrig3.8 )+a v AT 7;,—)
®o(xy3.%)

(52) 5'(93.2R)- ;"-‘,f S(y34. &)

r——w
=t sera alors donnde d'abord,par une formule analo-
gue & (I3) du chapitre I:

(s3) 4r=(n32)= L+l DT, ,

oh I4 ,I;,I et I soht dornles par les formules (9),(I0),
(I1) et (I2) du chapltre I,4 condition d'y remplacer o< ” par

7o 2d 3 par o4 , Y’ par = et EV' par £°7

Ces fornules contlennent,outre les données, les
valeurs de =, sur le play - % = © .On Slimine ces valeurs
par la méthode des inages,déja utilisée pour la resolutlon des

problenes mixtes,de type Dirichlet.En ddésignant par T, ,T" [
T, les valeurs de I Iy ekt T, , relatives au po:.nt

G_._f'v),'() nous avonss
(s6) o= Ij+T1, +1,+L, ,

ce point étant hors du domaine d'intdgration,situé
dans la région I.Muis,cette fois,on ajoute (53) a (53),au lieu
de la retrancher.
En posant:
7 S A (S S NS A S AR IS ¢

T

nous avyons donc:

(56 ) 4m =L (fyft) j_,,?_j_,. .,.z.)‘g'



( 84)

Ensuite:
T
(s¢) L1 = —j (0., emn, A28 )dn
? LA
(59) L1 = -2 -

. /%
(56) E:’T—Tj:: J?R’o ?’,AZJV/?/C?-@'AL)JO(‘XS R; [Az"‘fr'?/

—

7. ¢ (1->\‘>] oA+ S @1/ B-/\z,y,q,c‘z(/f-#)]atk +

1 - ¥
zj o et 7,§,z‘(4-AL)J,L>\+aCLf‘ o) 2
3

4

T 4
R! H_)\Z,\?,g,c‘@-x—)l AN + az‘j By ;@ <. [ rz-
; 1 |
Tdr T TA2R [Toaz, ] dN ti
7, ] 4N 'LL/\X(\’,[ﬁ T,oe] AN # ;
x%@’ [re-F, ] d




L. solution du probldne mixte,relutif & 1'équation(48),
seru donc,pour o & 'i< I

T
~[6t) = <T,7,'§,L>= - f {5’(7,;1._4,, a"_?“)abt
?

4 t o) _n ( 7 6 )L__.?)aLB
z£ :’LJ } 7,
+ 4 {F (? AT, 5,7, T4 A)JAA +



( 86 )
1

—f- 3z
+L F [""—?; 7r7/t"(4-’\‘)J A+ '.CJ‘ R, [?-/\t,r;,z’ , té.x):]

-1

1 . .f. N
T;U‘ + tj’f\’; ['\"—{,7,7,1:‘(1_)@)].4% +2C Jt (4-» 2
7

2R
-1
T A

—

T
R, [";’-Xt 0, T (1-an)] N+ ac‘f

LDQ/
(1-27) 5 R
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t .// L <
+.’-‘€ L /L"a \t‘;"’) ol J

[ {4-).\‘)] dA + J; R [/\’L- £,0.3, 2" (4->s")]al. /\}

g
"Ry [F- A0,
1

? 1
o2 [y () ) @ [T ppahnd] ns

-1

+ ‘E.‘J;’&J‘ ! (t_‘-zz‘)a» { J% R, [?_M)--g dﬂfﬁ;w-‘;&d&

n

En revenant & l'équation (3I) et aux équations
définies (4I1),(42),(43),nous obtenons enfin,compte tenu des re-
lations de correspondaunce (44),(‘45)(50),(515 et (52) pour O\<x§\ft:

1
Vit

(f) X(=y34)== je'mj(g,g'f—%,w‘—xa“’“—
e ten -
_ sl [ e J e (el [y WG]
[
X /s

4
X
a Vb Vit

>

/ e
<3S &9,5,1:,4,1’_%") AT +
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£ Vit

V£ @-A‘)} AN+ a, Vit f?r?}. [x—Wf,gt; Vit EEI
-1

1 E
1L 1 1 >
+ouv4tj g, [w_a«,----]ix v eV 4 J_@-%);@@
vt y |
. pl ZVL/('L <,1_>\7.)_;:>_ Qo[
[x-AviE N+ 2V -
V. E

X

AVE_z, -] oA _\/tj"*,\*)_ R, [N, ... ] dA

D

+ Vit J AN LR [WEox, o JdA alith
" 4
x
Sz—o['x.)\ty}v'f('lk”]ik-f-f ?’
- VE
[A\é_ : ] alk} + %4: J h‘}’(a,"%’i"")*
+1 4 3 ¥f7
oln

~, [x...)\z, 4 ,},v(mx*)}atf\ 4= i{



"’zj/ (ML \/1%:.. /Lq_)abv J @_ ["")""1?1}’

[,\/L ‘x_)___,] al.)\}-@- ";1:{.&

R
Jad a, Vﬂtfb f M,g,;,lﬁ (4_»):1 dXN +

0 e VS h{j x M. ]Aujﬁ P\zx ]Ax}

4 1eu
+aﬁqV4FJAJ(1
% -1

Pour le milieu 2,nous 0pérons d'une fagon analo=
gue,en déterminant d'abord lar‘golﬁtlon grobléme mixte, relatif
a l'équa'blon (45) en = Ry 1S’

S

o R4
gardant la wdme signification que dans 1e miln.eu I,en remplagcant
naturellement a 4 et

Vi par a, et V, nous
cbtenons ainsi,pour g < _$

T
(52 = (?"7"7':):’ S 51(‘7/3'/"-"; “'L—%'l)obt— + %"
T T-N _{
2 k8 / N N , .
g wbvj j [(t_ez_a} S <\7,§,0,n_§)cle + 1
-z ,

U4 R, H ../\t,q,g,t‘(tf\‘)]dkﬂ*ﬁ R, [f\h?'?'?/

-1

i

z 1

c‘@-A“}] dA +LX R, [f_Ac,m;' ,z‘@-)\‘)] AN +
i1

——

oooooo
T
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4 » -
1 H
(Z2A) dn {5 ﬁ;’[{-u,,_.} P +I" & [t ]AxJ
3 -1

Et en revenant au probléme mixte,relatif & 1l'équation
(3I),nous obtenons pour o< _ = £ V,b

vt
(64) X (1.3,3,5): Je‘ath(?,},f-_},n"’_x‘)d'L-i-

%

G-;"Vz

<

A t.a
xS l’\_.i"b J vz‘e—a‘VL(I‘t)J’[a-: Vtt(t.qt): ’b".] 5(‘},5,1,%27"")4'5

VA

-% 0 4 x
: g- it { je, [x_xv,ri,,),\/,‘e‘(q-xt)} dX + [ R,

VL(:' A -

[tht_fx. )43 VIE (4-%“)}&)\-\-0-,_\/1{'} Qh[x- }\\/,_f',?/}T
L \Tt;t
Wt

VrH- A‘)J AN + eVt I R, [xv,_k_x.,3,},\/:?(1-»)}»\ +
-1
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1

1 1 . ')
+ 2 V4 (4'>\>§§ <, [x.. >\VLL',.--] AN +

S

X
t

I

S

1

&V'th [ (,' )\)_%Q, ° {)\\/.Lt-xvjol.)\_\/ltf )\-.-3—72
4

xX

VE

X
V £
Ro[%_)\gt,)_,,,}ix+\4t f—x% R, [A\{t_x,....]ax

L1

Lt
a. V, £

1
+ — {J .Qo [x_)\\/,t', 4.3, V;’fl('f-k"):] d A

1!.'
-

. {WR {A\/t x,..,.]oL)\}+%3J )

[~
+1

'\/:tt— ""L> :{’LJ R

-1

—1
)
-..J' (a: VJL:_.'LL)JL,L {J"R’.’[x-)\m,‘}r}/n’; (4-%1')]5{)\

A

3

2 (x-/\m/‘j/5/ )7,"’(4_%") AN+ 22

2

(a3
Ay
S s
-

) f&[“-*’v%f’“@‘”)l o], otue ’i/( e,
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+1 V, b
AAJ K, [1 M, Y,3,n *[1. r]ax a‘Vt S"J”( ‘\‘/L%"‘)
-1 -
4 X )
dn (Ro [x-X’L)...]’J)\-L-J [/\'L X ]al)s}}
X -1
1.
Nous devons maintenant calculer S et 2X
pour =L O _.Nous trouvons sans difficultds ’3
vt
2 - - o 4
(65) {a-x +o,},§,t'>—— [ L S‘D_ S\g ‘5 t—i\"/'— 5
} 1
vt oA
L) odr AN S V4 - (69, /(t £-1) ’b.-}
- = / -
2 Vt
7‘} S (y3e,n)dt + ™" C, (7,-5,t) ’
en Po.sant:
1 1
( =
(66 ) C, (?,}t)_ ID; @ [AVL’ ‘337 4 A}J)\-&- 4,4\/t'£ b-}
v
Rz[W,m,\/«‘*”(w‘) dHV«fL A‘}ZB» R, [MVE 4,3, )4

4
1,1 2} At . b
VA J@"‘”\lfk 5 R [A\/,t,.-..]oU\ - 25 j 2 R, [,

0



A
A + v )
i -.]ot)\ L S r\,"d',/ (o.‘ Vi ﬁ"") A , -:b-;
0 \/4t 1LV L
Rz[X"—,“} :5/)\'%(4'>\>] d'>‘+ 0’4\/1t L n' J” ( ! v‘t&"t) g

_.B_.. X \/4— 0,31'5 ,t)

'0} 5 ,
s'obtient en rewplagant partout , %;’ par _?—_S‘, dans la foruule
(65) ci-dessus:
Dy ( ) désignera dans la formuleg qui donne

X s 1'ensembl des terwes connus qui ont @=%4%
comme fucteur.

De rméme -

(67) X(o“t) J ."‘D s(;;f

v, £ t- X
V‘l.. aV; t" .7 v
J'L)a{)u*(*a"z" S/‘z,aboj L"(t>3[atx

0 0

o.,\/,f

Wlein| 2 5(pgem)dest

4 )}

C( 358
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(63) Cl(“,t): S 2R, [_A\/zt,3,5,\/;6‘(1-x)]4>\ +

ke
i o
"EY(1-N V
at S - A PRI (RN PR A
1
R, [_ AVE, j(;,\/:t‘(ux)] A + a\/ﬁ"i (45" };;?
4

Ro [ x4t ] A NN J % R,,[_. AVE ] dX

5,&(1->&)} A\

:l.xf(.o ,}ﬁ) . . D) )
2% 'd'd’/ s'obtient encore en remplagant partout-sg “par
s la formule (67).Et,de néme; >, (;,3,t‘> , a%artir
la formule (68).

Nous voyons,d'ailleurs,que le deuxiéme terwe du second
newbre de chacune des formuwles (65) et (67),par analogie avec des
intégrules de ce type,déja rencontrées au charitre I et duns les

fornules (38) et (40) du présent chapitre,peut &tre utilement
transforuné:



vt f-2 )
o) wf oty [ e T
QT : 6 9 “

LTt
J _D_r(«}+ncw«f,}+n4;.c?,t>dc( =
ot

. Y [g {-—a\/(t-z) i [af (ko) n"} 2
QT Y ’Dy
Tyst

F(v,'{,‘c) J.\')al.gal.b ,

T-‘a}t' désignant toujours le volune du cdne de révolution:

(88)  ogtst (9y)e(3-3)=Vi(t-r) €0

Nous avons naintenant tous les éldéuents ndécessaires
pour dcrire les linites,d droite et & gauche,de 4. (3_’(, - 'D_Y)
et de 4. /3T _ X dans le %lan M Y
‘“, V% DS

000000



( 97 )

En égalant ces limites,nous obtenons les équations intégro-
différentielles que doivent sutisfaire les fonctions inconnues
f ot ? .Ces équations gécrivent:

Wt
1 - &% 3 £ dn + A
(63) T;,SC s(y3. “"1>) T

7

v, t
Sle'a"n%fo(?,slt_ IL)DL'L (‘ +T‘4‘V‘) )bt-

fla30-(2+ o) [ (330)« 2 m%)

Nt
a.\/(t‘ )
A4;(V)/-<,'C)alw74'{alt+z;k 7 ﬂf f’ F-<)" A4f

Tﬂ-ﬂt
vt
(V?t)ot drdz + & &y g -a H(?'Sf—— ’LL)"L"'
V, L
L _a.nr o.,V,
-

L_m\/«(t-"),}-u[ A 1.)_ "H(.?, 47.15.:\'5— +

S e.,"ﬂ"\/L (/m)j ’ [a: V"ta;‘t):ﬂ )t ¢ ’7") x

-

T'ﬂ?
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d ol{o(t + '9-4\/1 e_a1\4 (’LI) ./ a:- \/ﬁ(,{;di,ﬁ\—
‘17”11 4 g 2
Tyst

o \/-,_ ..a.,_\/,, (4’-1-)
y ;’ i (\7‘7'1)' dydgde + 4 He S“ N )
‘3 T‘i}f

j [ (SIS } Flog2)dydsde = A (3.5.4),

4

En gposant:

_a V.t

7 Al o (e Ga-adya)] -

M[ CPTRLNEED)
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’3(1,).1') + A C"GM () A dndrd
LTTH, Y, " (£-<)° 19 (7 ,'i.t) 747atT +
11t "

1 —aLVL Gt_t) a1L -Qy™
2 Vi Jﬂ e 2Tl dsde e 2 Je -
-rtl ¢ ~ .
41 Ve

QQJ "t‘%‘ﬂx)‘("'* %}; g 6—aLNQ(T}'}'t-’VL;,n">obL+

a—4v1/— L VY LY : .
Eﬂ'i_ SSS e'_ Lt 5)9//{&' Vq‘f—;")—&] ‘}(,7’711)0(7J.'5a‘.1+ :’ﬂ:“/t

3T

4

43¢
. —a W (f-1 al b L"i -1.2:'4." 4 N "‘/1 _ay, t.z)
;ﬁ ¢ " >; [a‘v tq ]?(”7/71‘)‘L7°‘NL+ T:r'fT« gﬁe (x
it T3t
v, < 41. f 7_— N |
7 [«0-4 V. (q T) 2 ] » F(7,7,1) dn LT AT+

2%

+ a, SH c—szz(t-‘) j/ [a.: \/‘:G-t): ,L._] )

47Tth. 4

% F(939) dodjdz= B (y.3.t)
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—91\/1’t
(?2) B (\(}’S't)= 9_}4_1—— _._D., (v},t)_ B,(;,}.t)]

_a V.t

_ £ o [-D; (J '3,4:)-# B; (;,; ,t)]

La dissymétrie,dans les formules (70) et (72) provient
de ce que les fonctions A et B sont le résultat de la dériva=
tion de Y et de Z ,par rapport & x ,et des transformations qui
ont ét¢ faites sur ces dérjivées,tandis que les fonctions C et D
résultent directement de la dérivation de X ,par rappoxt & +

et éﬁ,.

Pour £=o sy les deux menbres de 1l'équation (69),conpte
tenu des concordances (I7),(2I),(3%) et (41),5e réduisent a:

a4 a"")o((o )-(4 - )"4 (0. , )
De uéne,compte tenu des ménes concordances,les deux wen~-
bres de (7I) se réduisent,pour L= o &:

- @e2)elar)- Gy ® (053

Nous allons intégrer les deux équations (69) et (7I),par
rapport au temps,entre 0 et t .Avant d'écrire les équations ob-
tenues,renarquons qu'apres cette intégration,les intégrales de
t8te des premiers membres de (69) et de (TI) peuvent s'éorire,
par analo%ie avec des intégrales de ce type,déja rencontrées au
chapitre L,formule (3p'):

A —
—an o« _ —-anr
jmie %s(j,,;_;vg.,m)ak_ﬁfc dr

(]

0 0
E_n L
a\tlz. %F(;+hwq,§+¢%?,t> d¢ =
g
° 0
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PN
Tyt

ol T‘ k est toujours le volure du némne clne de rivolution,
deflm. rer les indgalités(68'),
avec une forrnule analogue,ou entrent BE ot 2F

3 %

De L8ne,nous avons:

SLSVEM“QW“— nt)dn = “Jﬂ et ;r(”i t)dvdzdr,

o o Mgt

et une fornule analogue,ou entrent [P et q -

En introduisant les ok,erateurs$4 et %; des deux
vremiers chapitres,formules (38) et (38') du chapitre I,nous
obtenons alors:

(v A m T2 Pl pe)dydsde

2T |y o

33¢ ¢
- O 0—:
y ; 2 a) F’(v?,-s,-‘_)alv;aljol-c-f- _57__\*1; gaLt
12 4 28 " } o
T—'-J}l'

_a,V (t-8) a-\/:z- A N d
SSS oo 3 [‘4 (qa) a]‘»; F(9.3.0)dndyde +

e
k _p,,_\/,, (1,_6> - + V:('C‘e)‘z&'t] 2 F 8) x
S m . g =i [ 2P ()59)

4ym Mo

r‘\JSL

OLV)A‘gute— —:7;$4[£]""’L'

------
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27 ps \-b 2%
T"|1
33 ’
Qg V4 oL"C_.
-2t P F , ,Z, ol\?dgalt-f- pETTy I
xSSS e—/L D} <‘7-5 ) ]

T-o [ v yr(ee)iat]
+ atk% tot'c ”S efa”v”'“t' )9 [a; v, 2 8) ]7}
0 r'glst 9 [ ] 1.9 H]-"EB(B‘Z’O’
F(’?'g'e) °\‘?°L7°le‘—r.’; 1L -

t

(26) %(},‘é,f}: j 8 (3:5,?,) dT - (ﬁv:+€_:\7x) (5’ (0,3,3)

0
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A e*t:q'5 sde néne que A et B ssont des guuntités connues,
Qquli ne dépendent que des conditions initiales.

Introduisons les opérateurs:

t Ad
(77) J‘”]= J(‘“J i (”t-_ n.) dn + M “Vio,
¢ 'Ad T-% ) -
Jolt [ )LJ.'\-J Va‘e_a4\f(r__a)j,[a:_ V, (t;g)-’l ] N/(jlxl
.%
9,&")016 = #\SSS ‘ ;(»7 7, t al.v)cl{ol'(,-&- e
T"J}t

e[| e [ LG i
° T‘\;}L

¢t , t
78] JZH]=SOLDS - N\?}t__ )M-i- [.,Lt

o
0

2 A
S)Lab\/ SC v:,e o Ve (‘C 9>9 {a:' \/,}(‘L!.qe)t")?} ™ (1'},8/){“)(}[3 =

0 ° N\

wn

=2 }j) 5(75 c) dgdpdr+ &2 ?;y_ go&ott
Tt

m oo o Wee0)=27] f(5.5.6) dpd5:4 @
Tjse

000000



( 104 )

Ces opérateurs permettent d'dcrire comme suit les
deux équations (73) et (75):

Posons encore:

A
(31)  C(g3.t)= ?;;4- ”_?3;

Il résulte,d'autre part,des formules (77) et (78), que
nous wvons:

29 [{]-3[4], 23001914

2%

......
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Nous avons vu au chapitre II,formnule (66),que nous aviens
L _9rd > _ [_’f_
2D[{1-9[2], 230f1- 2[3]

Nous en déduisons,en dérivant,l'équation (79) par rapgport
é*i y1l'équation (809 par rapport & % ,en ajoutunt les résul-
tats et en nous rappelant la définition (43) de F'(j,ggt) :

de méme:

(1) £ 4[]+ D[P+ £ LarsalFi=C (a0t

t

cu encore,en posants

193 7, [F]= 3 [aF] 1.[F]- 1. [aF]
(34) L gq[r]af%&[r] EREAGES NI f<3'$'t') :

M4 M

~4

équation intégro-différentielle ne renfermant plus que FT coumne
inconnue,et de_unéme forre,suuf les expressions plus conyliqudes
des ydes et de if sque celle obtenue par M.DELSARTE,duns
le cds ou l'on néglige les conductibilités des deux wilieux.

Une fois F déterwminde,les équations ¢79) et (80) ne ren-
fermneront plus,chacune,qu'une. inconnue, ( ou g ., respectivewent)
et serviront & déterminer ces deux inconnuese.

Nous avons,en soume,a résoudre le systdume intdégro-diffé-

rentiel(79) et (80) en } et g +A cet effet,nous étudierons d'a=
bord 1l'équation auxilialre (84) quil ne contient gque l'inconnue .

LK 2N BN B )
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L'étude de cette dquation (84) et du systome (79),(80)
fait 1'objet du chapitre IV qui suit.

— Au aravant,nous allons montrer que le cas gdnéral,
div E (x,4.3.9)= ¢ (x3.7)
formule e du present chapitre,se raméne au cas traité dens ce
qui préceéde, .

(ﬂ.;,3,0)= 0.
3, - La formule (7) nous a donné:
- 4na_¢ =t

div Elnig 5.6 aq (rg3) e 7T = P (g3l

en posant:

4w
g5 A=
(#5) L
Supposons d'abord qu'il y ait un seul wmilieu zu lieun
de ueux.

Nous posons:

— --v’ — _,\t
(86)  E(zyzt)s E'(xyg.t)+r E, (2y3)e
(87) F(x,,,;,t) Y (n,;,},b) + 3

Nous nous iuposons:

(”) JWE:, = Cf-(z,?‘}) d'ou il rdsulte:
(39) iwg.’(x,j,-j,t)::

= -, = =t oy
en outre,les systimes de vecteurs L7, H' et E,e , 0

doivent vérifier séparément les équations de Maxwell.

Rous verrons immédiatement que ces conditions sont
possibles.

Récrivons les dquations de Maxwell:

(9o) ot Ho 2 (4mewe2)E=0 ,

uOH _
(94) het E -+ £ =0,

(92) diw H=o 'k
(93) diw E (x,q3,t)=¢ (x1y.3)e”

LG AR 2 A 4
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D'apres les conditions que nous nous somwes imposces,
les équations (80),(82) e (8%) sont automatiquement vérifides.L'é-
quation (94) wnontre qu' E, ddrive d'un potentiel ¢(x‘~; ‘3). (88)
montre que:

(3 ab= ¢ (=y3)

Nous utilisons lu solution bien connue de 1'é  uation

(94):
(3 oy y)emi [l 2ErTaganag
D

P [ YA AR Lo
D désigne l'en-

senble des points de l'espuce ou C( n'est pas nulle.

‘ Cette derniére fonction est supposée telle que la
foruule (95) ait un sens et que posséde des ddrivées prewnibres
et vecendeseDes conditions suffisantes,pour qu'il en soit ainsi,sont
connues par 1l théorie du potentiel newtonien,dans le cas d'une dis-
tribution de nasses étendue a tout l'espace & trois dimensions (I).

Nous avons ensuite:

p—y

(56) Eo (‘t,v,}) = 3!‘60‘ 4) Cx,‘},s) 5

nous pouvons d iriver (95),sous le signe [H st obtenons ainsi:

X (xg3)= % 25 6 (F1y,%) d7dnds
D
et deux formnules analogues pour 7’, et zo

I =Xt
. Le vewteur E,, (xly,s) 2 est ainsi entidrenent
d\:tvrlulnjo

(L) Veir,,ar exe.lbichtenstein,Grundluzen der Hydrowechunik,Berlin,
1929,..80 et suiv.

e e 0 e,
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Suprosons maintenant qu'il y ait deux wmilieux,de > _constan-—
tes Aq et N, ,séparés par le plan 2=© .Dans ce cus, E. (.,‘,.3'})

reste continu dans tout l'espace et est toujours donné par (96).
Mais E7 (£:4.3 ,t) ove devenir discontinu pour x=o

Nous avons,pour 2¢ 2>©
R NG
e

[37) E’ (x,v,;,t‘): _E*(x,?,';,/c)_ E° (1(1,}')

— — pvad --/\41t
(9 € (043.b)=E (043.4)-F, (043) ¢

et pour —x.éo ’

(99) E’(l,j,‘;,t): ?(x,?,)"c)_-f: (94,?,5 ) e,_.

— — -_ _\;t
(400) ,E’(0,3,§,f)= E (O,?.},E)_Ee (O,«J,} )‘e_

——
.., _, Parmi les données,relatives a E’ (x,z,s,t> sles valeurs
o 7,2 et de 22X’ ,seront discontinues dans le“plan =< = o .
DX

Maisé ces discontinuités n'enpéchent en rien de rdésoudre les proble-—
nes mixtes correspondants,puisque ces problémes sont distincts,de
part et d'autre du plan 22 =© .Les geules conditions & respecter
et,elles le sont,étant les conditions waxwelliennes de conginuité,
34 la traversée du plan x =0 pour les vecteurs E et H -

A b

Rous nous donnerons toujours les valaurs initiales

.‘(*,1,3) ‘ {3("1313)/3’(”"7’3)"‘- ?(“/;)3)

des composantes w z Mo N de E (x.4,3,t)

it c;/e; dFT ("‘:'3.}'.5) -Les valaurs initialesﬂ’[%j:})d' B’("-,‘jg)
/N Jde Z7

s'en dééuiront. Q(I,j,‘;) »y Pa, by, q0 g, (j;;) >

étant données,
nous en dédui_.ions de mé:e‘) X(x’,’.;’g), L_(,‘_’?’.Slo) ok X’(x,g,; O)
ainsi que 2k’ et ?_L'l pour k=0

3t t];

Nous prendrons encore coume inconnues auxiliaires:

Y(og38) = [lyst),
Z(og.3.8)= 9 (334,

LK 2 N )
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et en ddduirons les valeurs al’ Y, (O: ‘a,},t) et deZ'(O,a,s,vl

3 droite et & gauche,dans le plan X == O ,ainsi que celles de

Y (k) e 2 Z (09,58 )-

Celles oi serviront a detemlner les valeurs dez. ( /3,3'&)
cowpte tenu de ce que i E/= o -

Les conditions définies ainsi établies,(conditions,initia~
les de Cauchy,plus conditions aux limites,dans le plgm X =0
pernettront de résoudre,d'une fagon analogue zu cus ou diw E=o0,
les probleéenes hyperbollqueb mixtes de type Dirichlet,pour détermi-
ner VY',Z’ et \___ et les probldues mixtes de type F.Neumann,
pour détermlner X’y Meb N, (dans tout l_l_gspace et a tout ins-
tant) .En effet, les couposmtes A'E” et de H ,virifient toujours
1'équation hyperbollque(BI) On en déduira VY Z et X .

Enfin,les conditions de passage, (pour E'_ et H ),a la
travergée du plan x=z0 ,seront les n.gmeb que duns le cas ou

div E= o et et seront ‘encore ddtermindes,en écri-
vant la continuité,pour oc= O de

.ﬁ. 2.2._?23) f de A (3; 2__1/
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CHAPITRE IV

Résolution de 1'équation intdgro-différentielle auxiliairéd
et du systéne intigro-diffdérentiel,guxquels aboutit le probléme posé
au chapitre III.

I.- Nous nous occupons d'asbord de 1'équation auxiliaire(84) du
chay itre pricédent.

Pour la résoudre,nous utilisons la méthode du chapitre 1I,
gqui est la gdéndralisation naturelle de celle de l.DELSARTE.Nous sup-
yrosons d'wbord ue 1l'inconnue F.(?’ ’,t savpartient a la classe
lindaire L. sdc¢finie au pd.ragrayze du chap.tre Il.Dans ce para-
graphe,nous .vons ddéfini aussi les oriér.teurs lindaires,cernutables

F’La [F] , y,formule (5),les opéruteurs linéaires,permutables(y[f]
7

fornule (9),leurs indicatriceslP (X,Y)) fornule(8)et l'ensecble(P)
des ondrateurs (F'J .

Nous avons vu égalenent,au rauragraphe 2 du w8ie chapirtre,

gue l'opdruteur P faisait purtie de l'enserble (CP) et qu'il
avait pour indicatrice:
AVA_VX+2aVY

4

Nous allons naintenant nous occuger de l'ogpérateur '3 [FI
qui entre,lui aussi,dans notre JSguation (64):

(4) g[F]" 4 L‘a"- ()‘-F_*_Zi)ol?J.{it_‘_

2T 1‘5;' 37" 23
t
1.\/ -aV (t—-e) -, 2 V‘(‘C—Q): ,L"
5
+ o AT ' 3 a ar X
0 qusl
LUMR L

Nous n.ontrerons,de L8uie,qu'il fait partie de l'ensemble(@)
et nous 4 .terminercns san indicatrice.

* 9% e 0
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A cet effet,nous allons developper les deux intégrales.

constituant y F yen ronction des opérateurs
t 2i+ -1
P, [F]- F(M,t) P [Fls | &-¥) 8 F(y5.2)
Y (2w j-1)]
ou les A.‘. sont les lapluaciens successifs de spal Lu.0rt
a «} et-a b3
D'ubora lua preniére.Nous avons successivewment:

%{AF 7‘;5)31-({ Li[( 4)]
. Z Lk

\/(t-b) LT o ?
A S e,—‘”'ows 0 F (93, v)dg =

(/L)“ z F’(g; T)

M%

iz

Q_.
0

T
D 0

vz“ EROUTES N Fly3.2)
PO PG

1'-?1" n
¢ -
Tyt 2 ) por)eT
oo o 2oy ZB‘V (..0.\/ .*'__ \
=%§§‘-'ﬁ"7ﬁw)]a . *‘?

i > (2.4.1-3- )lV ;( ¢a.\/>1€~ [_r]
iz é:o uz[(& ] . ‘d |

Pour la seconde intdégrale de 3; ynnous avons les dlivelo.-
ver.ents:

ooooo



IRy

)



A (1) /
) ('4>£ = 1 5 ou
R e e L A
v([t-9) . 27T
ﬁ} S ()L(}./[Q:\. \/ft(t 9>-— ]OLQ,JAF 35 6)03_(_(,_,
¢T 4 :
’ . Ces2 oL
.55 atar(pelis]
= 1z 4 331 L;L«nj—z("_,l)! J , <£+J~—1)!
o b
e_o,\/(c_e)_ > [_o.\/('c_e)] )
B '&.:0 »A_’
t
L -n.V(Z-°>. n \L 2 <
b ] T [ neen]or (50
T Ty
lrdd s 4 555 Vi Lav) '
OL‘? ? = Va4 J=1 R=zo aﬁ-n-zé‘-z(i_«)l.a-’ (‘*)—1)!%-’

Oa z‘( )2'+A’ :
= LE g V" (caV g .F 2,8/d6 x
V o=t % Ao 5t ""J"‘( 4)IJ'(4,+J 1)' 'y (y5 )

(4) Formule ('1'5’) du chapitre I[ .



(t-v) Ai F(y } ,'C) dl=

IJ-‘-!’\« yt 164-'&5-;?"'1
0

22 “'JJ(L—‘)l J'-(/H-d 1)’&' (14‘.4-1.“4-"&-4)1 )
T
_ A4 070 ; 050‘ (Z«-#ZJ-{-&. Z.) -aV) / vz‘-
Cs Vst R pneeg )T (e - TR :.,aj,»ﬁb[rl

|'"indicatrice de \/3 [F] est done °

(@) J (x,y)- 22 . (V‘LX)L(_aV)’)é +

(=1 J 0
EEZ 13*&'
v & et oo E’-i,,d‘,& (V X) ~°*V7)
avec

(5) S£'= (-Zo-l-J ?_N 6%.;. (gg.pzj-bym-z)!
:J ‘Lt-"-[( )I-] ' zu."tj-t((.-")-"}‘l(l:-#j-i)lﬁ!
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Les Jeux siries multiples qui compoOsent J (X Y)
sont enccere wosolucent et uanormeLent convergentes,a 1l'intirieur

Ges cerc.zs | X| A eF Y| < A A L'intdrieur

de ce. cerclsas .T(X ) est encore une fonction holomorghe
de XX et de’ (F] fuit bien purtie de 1'enoemble( a).
e Le culcul de 1. sonre de chocune des éemx sdries multlpleb

gqui congosent J <>< 7) ,d8¢ fuit d'une fagon analogue a celus
de lu somwe des sdries gui,fornent op (X,Y) , (chapitre II,para—
sr_ophe 3).

Pour siwn,liiier l'ecrlture nous eenpluons encore,provisoi-
reuent, \V/*X par X et —a \/ par )’ , J (x 7)daV1ent

(€) K(xy)= Z?’_S XVJ*'ZZ{—O%J,LX‘ LJHL

-4(}0 , (1Jso

Pour 1. scrie double,nous avons:

— (zi-z)’ x‘; (zi+]- 7.)1 \/) _ ; l(g;'_a)!
= Z““[ L A =1 2]

= (0 “'(“zf--ﬁ.] {(iw"y"'

)X 2\ L (2i3) [ ]i
( X){( _7,) -+ =1 (z.c-l) (4 \/)
(1) = T

Pour 1lu barle trigle:s

h 4
(4‘.\/):1443‘-1 )

(z_¢,+2_t}+gt 2)\
Q\.%-; (xit2)- ST Y 7/

d' ou
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O Qe oo p z.'q.’» = o= . " i
s> 5 &..kXYJ > §' (?¢+zg—t)j
=1 a':‘l ht:o "'Jl iz1 J"’i 22;*234((‘.-1)!3!(&*3-1)"

-l oo

X£7,2-3 _ (4__7)“7 > (znz;-z)!
J:

(4_Y)L1&1’)-1 iz 1 zz&ni-\- i-‘l)!é'-(‘:*).“l)-,
T Ty ) S U S
[(4-\/?“(4—”‘] -~ LviZ o ,;21

(z;.,.zj-:’.).l \/\/J
2/1.&4-1.3-1 (,4'.-4)! }I (4‘,-:-2-'1)!

en rosant:
L8

X U Y

-

(4-v)* ’ g(zv-y)‘:w

Nous avons ensuite:

(20424-2)! A3 (22 Ae ) insj-Y)
2t (el (e i)l T 2t (i) 2k 2

f (CTI) 190) B (Zis2j-3) W} A4 A

j=1 IR (-w)- 2



it
T~
;‘_\
3
|
KN
~N—
.‘._
i [
\
Y
,”?“\\
N

P ks

0 oo oo . *gb
(i;) ZE.QE: > f;t " it X" ;7' /

=1 1&0

Q—

Et pur suite

_ X
(j) K(X'Y) T Vi-x=zy
(4)) J (5([7) = VEX

VAvixX +2aVY
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Bem L'indicatrice du prewier nenbre de notre dquution (84)
du chupitre précident est donc:

4 (_4.. VA_VIX +2aMY 4 Vv, X )

A \/4 \/’1—\/"')( +2aM Y

+4 (3.. \/4'\4.1X+7-°-;\/;)/ v Ve X )
) v \/4t VL‘LX -+ Za.,_\/Q_Y

(44) = d . < 1+ za.‘V,‘Y
Vi-viX ez a ¥ Y-V K 410, Y) Y

VAV X + 24, Y & 4+zva~:/\&y,\ﬁ_v;x +z.1v1y>
Ve

Pour obtenir une expressien algsbrique simple,nous allons-

faire dispuraitre les radicaux et le dénominateur commun,
en rultipliont cette gquantité pur:

L3 he 1 ’Zaav; y
(12) \/(4-‘/, X+ Lo.,\/‘)')(h\/» X + 2,y )’) < * "V

VAV + 20 VY 4+;“\7sz VAZ UK + 20V, Y
vV

)
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Cette expression (I2) est 1'1nd1catrlce de:

(13) ffF] 22, {\/;ﬁz[ﬁa., JFQ}T' Jz]-_:_x

L
0

2 [Fraa f7 “zucﬁ)

en effet,l'opcruteur produit 4 cowwme indicatrice le produit ues
indicatrices des opér.teurs composunts et 4 4+ za VY
est l'indicatrice de

t
F(M,t) + a.o\/J F(M,z) 4z

Nous obtenons ainsi en effectuant ce produit,en tenunt
cowpte des valeurs de V et de o ydonnédes par les rformules
(32) du chapitre III,et en pos.nt:

(14) Loz Y
(’14-3&‘\/47/)1'(4-\/:)( + Ca;VLY> _ (4+7'*zV»Y)L('1—‘/1LX+a“\‘/*\/2 =
Mt v, My \/3'
{5 g ) gt
(45) <4‘f‘1x+'§*\/)] = Czafaw«}‘» {C'zt G‘ o )=
....C,'-(i: :) + [26,6,’(%’9;_ P" Vl)‘*‘&f[»“\/;- Zzt}g\f,} >/ —

it (L,V,‘, - E»‘Q) XY + [Et b V}L.. €, 1 Vo4 (iq Mo, ~ &, M)Vq ‘/1:] )



(IG) —1- - —v‘}_ - >\ 9
€, €.
cette indicatrice se déconjpose en le
produits
(47) _(.11‘_2‘_7_).1- [616'_ (£1’4\_-£‘H'>("+>\7)_C‘(£1— Cm)x]
NN T
1{ I1 resulte de ce gui precede,yu'en wppliguunt 1'opéra-—
teur ydefini par (13),aux deux mewnbres de 1l'équation (84) du

chupitre 111, ynous la trunsforwons Bn l'dyuation intugro-différentielle:

(1%) c[f i)s [t-t) 4, T ( J}t)cl'c,-ea(fu-f\ﬁ)x
fL{;__)A Fi” )alu-(xf_\fM (f-dA Flys )a!t]_{i& ‘

(&ya-Eelty) Fla3t) [_'E;w. E - TE (- w”"(u 2)de
t

+[£-Lp; EP,V+1(C,}4L-CLLJ.> _U(t-t) ”z)att-i-(}.«u PM
(1691} = 2. (15 4
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avecs: (19) ﬁ(},},t): -0111[7— Pth_g ({] b/

T Aar T 33

Nous - virifions suns difficulté gque la concord.nce

(20) _EE, (£1FL—ELP1)F(J,S,O)= ‘g,, (J,S,O)
est bien reéalisde.

(&) F(33°)=—--—2~°<( g3)-2 glogs),
‘f1 (3'3'0)= YA AS HiHe {3313> { Ve @ [f] a‘[{J}J
( b

) ’“°££”“<"‘" Au)[) 13) 5> (ws)]: "

LA
£1Ez. (iaﬁ“n - Ez'h) [%"4 (O,? '3) + %_ (3 (O' j '}>1

L'équation (I8) se ramdne de suite & une dquation wux
dérivées partielles du gquatrieme ordre,avec des conditions initiules
de Cauchy,en posunt:

t
) Blpa= | B r(ge)de

(4
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Nous .wvons:

g(t t)-F- 7-5 z)it -_-_%T;(;,'S,t) )

0

So(/f_t) F («J,},‘C) dl = S

(24)

b 3
J F(;,},t) 4T = 1“

= 2 F
F(g,;,/c)_ —

Nous obtenons «insi:
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avee les conditions initisles:

(v6) T (y30)= %W;J"‘)t =

(&R Gan)] =[G, =0

En réalité,nous connaissons éguleuwent:

4
th‘? beo F(”'a) ’

wals cette connaissance n'introdult aucune condition supplémentaire,
lu concordance (20) étant automatiquenent vérifide,coume nous 1l'a-
vons vue

_ Nous remarquons immdédiatement que les coefficients des
dérivies de l'ordre le plus élevdé,qui figurent dans cette équation,
ne dépendent gque des constuntes didélectriques E, e+ €, ,et
des perwéabilités nagnétiques M. ed Hr des deux
wilieux et ras de leurs conductibilités.

Ces coefficients sont nuturellement les wénes que dans
le cas “traité par M.DELSARTE, ou l'on néglige les conductibilitése
Ces termes s'obtiennent,en prenant la ddérivdée seconde,par rapport
an temirs,du prenier membre de 1l'équation correspondante du méwnoire
de M.DELSARTE.

Les surfaces caractéristiques de 1'éqguation (25),ne
dépendent donc pas des conductibilités des deux wmilieux.

Au contraire,tous les terues,autres que ceux qui contien—
nent les ddérivdées de l'ordre 1le plus élevé,dépendent des conductibili-
tés et s'annulent lorsqu'on néglige celles cie.

4.~ Traitons d'abord,pour ne plus avoir & y revenir,le
cas particulier signalé plus haut, (16):

0.‘\/1 =‘Q’1\/ 3 a-v ) rw -V‘—“- — —V—;; = A

S

® e ¢ 0 s
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dans ce cus,comme nous l'avons vu,l'indicutrice de (I8)se dlcompose
en un produit de fucteurs lindaires.lals on peut alors obtenir une
indicutrice ;lus simple yue (I5),en nultipliant (II)pur:

(1’}) 5( @-VQ‘X+ZG-VY)(4-\Z1.tx+la—VY D3 \/4 V )(4,7_“\/)/ -
4+ ta VY V“
_—- ke ﬂ-\/
- T VAa_Vrxe Y )

Pour voir de gueél op:iruteur,cetie expression est 1'in-
dicatrice,remarquons d'abord que,noy ennant 2 o~V

aveonss oo ~
2 = Z (-2.vy)
414+ 2 .\.Vy me=0

\<'02
—_—
4%~
A
B

o

o]

)

A eot donc l1l'irdicatrice de:
4+z~0

Flygore 5, (o) [ (pp0) e

opérateur de l'ensemble(p ) yqui peut s'éerire synboliguernent:

4 avec ,toutefois,la conventlon, Jue pouxr
F+2aV 5‘—"'(9-}‘)‘”‘ oV © ,11 se rédult a (73,)
o
et non & .-%_—-

Cette convention adiise,nous voyons que 427) est 1'indi-
catrice de:

[

B S (PR Viei R TRAR ! i
(27) M*t% (1 k.Y, D) F+2a\/j v d [F]

En effectuant le produit de (II) par (27),nous obte-
nons:

AV X-f-Za.VY A VX p2aVY y
Fq Vl H?VJ’ - C"'Qtzl-‘a Pt.

[0 X 0)- 8 (B8 )]
@9) 4 [f:,ib(fi.pnap.)-c‘(t,‘-tt)x +

CL£'£L P,H;
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<+ E'IE‘L A (CIP’-- ELP‘) y]

/

Por suite,en appliquant l'opdrateur ~£ auxX JdeuX eii=—
bres ae 1l'déguation (84),du chapitre III,l. relation (I6) ot.nt veri-
fice,il vient:

£
4

(30)  B&(Ep-Ep) Fyg.6)- (€ c:)f (4-1)

< 4,F (43.) a-c+E‘ELA(C,HL_CL}«,)YF(;'g,-c)dz=
-C(3t) |
€ (4.3.4)= ELE WH:E’[{} .

La concordarnce

€&, (E'P" 6,1’4,)}-(7,;,0):{7_ (}5 '0)

se viérifie gomwe la concordance (20).

avec

En pos.nt: :
(34) F: (-J,},(’): J (/f-t) f__(}q,;,t)alt 5

1'équation (30)est trunsforde en l'enserble de 1l'éguation aux d.ri-
vees pertielles:

SRR CHTNE ‘tF:>3;;ft- e (er-e) a,F, +

+ Eltiz.>‘<€l Pt— £, H4>}ﬁ' = f <_~3 ,;,f)

13
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2t des conditions initiales de Cauchys

(33)  F (43,0)= (?.E':)t =0

L'équation(32) ne différe de 1'?_9,uduon (57) de M.DEL~

SARTE gue pur l'existence du terme en ,uul rour A=o
‘bt

les conditions définies (33) sont les nénes.les n8mes conclusions

s'aprliquent que gowr le probléwme de M.DELSARTE:
Si (su-ct)(ct}"m - C;‘J.) >0 ,

1'éqeation (32) est hy,erboliqueyle probléme de Cuuchy,relatif a
cette équation,est un probléewe blen posg,qui o ure solution et une

seule.
Si <C1~£v)(£1‘4t - C\-l’“) £ 0 3.

1'équation (32) est elliptique.le provléure de (L)buchy n'a pas de so.Lu-
tion,en géndéral.S'il en a,il ne peut en avoir qu'une(I).Il en a

et une seule,certuiner.ent valible pour X assez petit,si L( 3 &)
est analytique. 1

Si £4 — £, =0 yl'équation (32)se rdduit & une

dquation différentielle,pour l.euelle le probléuwe de Cauchy a une
solution et une seulee.

Enfin,si EsHe - ELHy =0 y1'équation(32) se
géduit & uwne dguation paruboligque:

CL(£1‘-_ C.:-)A1r _—__f-b («j,},t) )
avec f(j }‘q,)._ _Bafl-)t-____.’o )

Les pluns /t C fe sont des surf.ces caractéristiques et le probleuwe
de Cauchy a une infinité de solutions.

( I) Théorene zinérul de Holugren.-
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A
F(y},(;)g 75 2t.nt diteruinde, l@b v itdble.) fonc-
)

tions inconnues a 3, sexront
déterninges corwe duans le cas géncral,velr ulus ioln,yurwgrwpne 9.

50 Nous revenons au cus general de 1'dyuation(25) et des
cond ttions initiales (26).

L. yue-tion essentielle gui se pLose est de dzliundtexr les
cus benar ux pour lesquels le problene ae Cuuchy corresvondant .ur.
ou n'aure sas de solution.On geut rer .rguer tout de suite jue les
donndes initiales sont analytiques,ainsi que la surface iUl les | Oc=—
te,rlan k=o yiuais le second uerbre de 1'équation (25), 1(7/3 g)

y,ne l'est pes,en ginér.l.

Les théordues généraux,ap) liquds au probléue (25),(26),
nous adonnent lgs seuls rdsultats suivunts:

I° Lorsque 7?4 ("} / '5 ,t'> est analytiqgue,et guelles

que soient les valelurs numdrigues de. coefficients du prer icr 1 ebre
de (25),1e probleme (25),(26) a une solution qui est analytique et
certulnement ¥alable pour K& assez petit,(thdéorene de Cuuchy-
Kowalewski)«Duns quelles conditions,cette solutlon est—-elle prolon—
geabld,ce théorecuwe ne le dit pas.En outre il ne peut exister su'une
solution analytique,sauf si ,H,__. ,,}41 - o ,au.quel CuS,

le plan k= o est car.ctéristique.

2°.- Le théoréme de Holmgren (I) nous apprend jug,le cus
ou le plan = O est une surface carwctiéristique excepté,l. solu-
tion,s'il en existe,est unique,quelle soit analytique,ou non.

Pour obtenir des rdésultats plus substantiels,au suj=t du
probleue (25), (26) nous allons &'abord transforuer 1'éguation (25),en
prenant couwe inco nue auxiliaire Ay F, (7 5.%) .Sup: osant,
provisoirenent, F4 et ses dsirivies,
rar rapport au teups cannue.,nous allons con51dbrer(25) comme une
dquation daffé-entielle en L4 F4 et l'intégrer puar la withode
de la variation des constantes,en tenant coupte des conditions ini-
ti.lese.

Nous posons donec:

vF;
(4 2 (330)= T T e (3.56)

(%6’) s'ecribt

(I) .- Voir,par ex.Hadumard,"Legons sur la propagation des ondes..."
Note I.-

el 4 o @
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5) c(Ene pRESE L A AL (AL B (£1Pz-

AR }; [Ct(ze,h,&tpi)\g_z{(at,,y,_t pva”“.[E }4,, -

" F
=G 2 (s Ep ) ] LI (- ) 2+

+ L. (434) = & (43.8)

et,relutiverent & cette équation diffdérentielle en 4’ yYIOUS avons
les conditions initiales:

(3¢) ck (‘3‘3,0);—. <‘%’t’)t:o

L'équation caractéristique,correspondant au premier erLbre
de (35),s'écrit:

(33) (ee&)rve(Eyv e+ viviian

ses racines sont rdielles et entitreu:

3% N, = V;'qu- n,—= _ 11::13
( ) 15 E1+£; ) v C‘—CL

Dans le cas ou celles c¢i sont aistinctes:

§ ) 13_ !3_ nous rouvons ecrire:
(39 = # =

$(43.4)= A(y3.5) e B Hf)e

ﬂ g B sont dé’carn:mees paxr (35),(36) et por:

n n, b
(40) e l‘iL.;. e _%§=o
w’ous obtenons ainsi,suns difficultd:

"
{ [ X, (t-r.) U‘-")} 6 (430 Jo
cHe- ")

G 9 (yg8)=L2

0
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Dans le cas ou l'équation carcctéristique a une racine
double, gui coreespond 2

g—_:—v-—"-‘: A)
€ =€,

nous retowbons sur le cas particulier déja traité,duns le puragra-
rhe 4.L'ap, lication de la méthode de la variation des constantes,
naows conduirait aussi,d'ailleurs,a l'équation (32) de ce puragrmhe.

Nous transformons Laintenant 1l'équation intégro-diffé-
rentielle(41) en intégramnt par_ parties le second mewbre,de fagon
a faire disparaliltre du signe f , Successivenent, les ddrivees,
var rapport a ¢ ,def,.

Le culcul assez long,ne presente pas de difficultés
sérieuses.Touteg réductions faites et en rewplaugant é pdr sa

valeur, ‘E ynous obtenons finaleuwent l'éyuation int . gro-diffé-
rentielle suivante:

e ‘] & < k3

og

l
+

«Eeep-rea ] e @ e p-regpl) 2

cTr

‘@ Ez)g[(a»da‘)a}a HE3E) | (B Y-EX)

= (ex-ex)| & ’50*( 243);_) (Y‘+T) e «(b ) E (4,3,2)dT +

t

+ (EAENRPe) (v-Y) gD Ly 0)ae +8 (4,2t ,
ey VIE ) 3 9'D )

o
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avec

a_ (t-°) i ;.
(43) @3(3,5,&,) < 7.(:,:{ f—é [ SHET)_ o z]ﬁ (‘3'5’-&) AT ,
o

et leb conditions initiales:

; = zr) =
(44) i (y,3.0) = (% ©
En $liminant le ca.s particulier E=-€,=8E ,

que nous' truiterons par la suite,et gqui,du reste,dtuit déja ta-
citewent éliminé,l'équation curactéristique devenunt alors du
premler degré ef{ la transforwation précédente supposant essentiel-
leuwent,a partlr du calcul des racines de l'éguation caractiéris—
tique , — &, % 0 ,nous voyons que 1'éuation(42) peut s'é-
crire, en désignant maintenant,pour siwplifier,
la fonection inconnue par u..(-\é,b,b) :

3‘2. U X3 (D .
(45) .()—:;;_*5*;:““’,5%%*%‘?*‘0“— c?('\a,’é,t) +

:
. {Ae “2 .+ B e‘”“"’] w(y,3,2)dT

o

o, & , ¢, A B < e o) ¢t .nt des constuntes,de signes
quelc;onques (Em fa,lt xX=", est certainenent n>gut1f luc,.lS
nous n'utilisons puas ce risultat pur 1. bulte)
est une fonction connue contlnue done vornde duns tou:? (?Omdlne
vorneé de l'espace’ et po0ssedant des derivées prewieres,
continues dans un te do J.um En outre,il résulte des curactéres
du problene de diffraction posé,que Cp(\g 3, t) ?peut 8tr
supposée tengre vers zéro,qu.nd le lJon.n*lz ‘\3; 3
du plan =90 ytend vers 1l'infini,uvais non, yjuand
restant finis, U .ugrente indifiniment.Au contr.ire ,!@(‘a,-a,t),
tend,en gdénirul,vers l'infini,avect .

Les condlitions initiales restent:

(46) w (13,5,0) = ('%%)t : 0
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S5i le texmme constitusd par l'intdgrale du second iewbre
dtexistait pas,l'équation (45) serait une équation aux d.rivies
partielles du second ordre,hyperbolique pour a>O0 et elliptique.
rour a0 .Le problédne de Czuchy se présenteruit alors d uns»
des conditions essentiellement différentes,suivant le signe de o,

Pur analogie,nous sonmes amends & étudier succesks¥verent
le probléue de C.uchy (45),(46),dans chacun de. deux cuSs
géneriux , @«>0 et LR e yCaS,que pour des raisons éviden-
tes,ncus dosignerons aussi sous les nowms de cas hyperboligue et
de cauas alliptique.

I1 s'agit de savoir si 1l'analogie est profonde ou
sugerficielle.

6o Su,posons dtabord & 2 O yCas hyrerboligue.
Por le cn‘mgemerdé: de fonction inconnue:

(4%) W(y,p,t) = €% w(y,z,t)

qui congerwve les conditions initiales:

0330 -(37) 50

1'iyuation (45) est transforwée en 1l'dgquations:

3

—

\ gt
Pk Pk Px b - i
(48) 5§=* 5_;‘--@3_:; + 4em+c‘)«r = € ?(g,a,t) *

t y
+J (A @D s BRI (L o) e

q’ -
&;c a un signe guelcongue.
Il en rosulte 4u'il nous suffit de considdérer les
éyuations:

T L a2
o) e P Lfw = K= plypt)e
t

. [A e‘"(t.-t) +B e(b(t-c)] w (,‘3 'é-'t) AT

o
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Supposons d'abord le coefficient d’'a positif et étu-
dions le probldwe de Caucly correspondant aux relations suivantes:

t
o, 2 2L «(t-T) o)l
(50) aa:;,_ 2;; “‘;3.0_‘-5_ + Kw = ply3,0)+ )\jj:l\e +Be ]u(g,g,"')dj

(51) a(y,5,0) = (3—“—“) =0
ot /0.
A est une constante gue nous prendrons ensuite égale & un.

Nous allons utiliser la méthode classique des approxiua-—
tions successives de Picard.

Considérons un domaine 1D borné,de l'espace ( b)
¢(y3.t) est bornée duns D : ’ ’ 3%

t)l <L H étant une constante qui dépend
(52) '(P(\é"é' )\ H ? du donaine D . ©

Cherchons & déterminer une sdérie entidre en A :

(53) u"("é;'éxt) = M, (%lﬁltk) + )\—ulﬂ('\a,fé,t)'*' ... F Xn‘\b,n ('\é ,'é’t)-&-,.

iati?gi;lsant formellement & l'éguation (50) et aux conditions initia-
es .

) En égalant,dans les deux wmenbres,les coefficients des mé~-
wes puissances de A ynious obtenons successiverent, (équation des
ondes cylindriques amorties & second newbre) (I):

(54) Aoly,3.t) = - J” ‘P_(‘__’_"__LL) h (XVA) ab aTdT ,
L0l

rl

(I) Cf.1l'ouvrage déja cité de M,Hadamard,
"Le probléme de Cauchyece-csee.s",p.281.
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avec (s5) L= wq'(b"tY‘ (")".‘é)q" ( K“‘Qt p)

et ou I" est le cbne de révolution:

(58) t-z >0 , Q>0
d —_ - <Jk \(vzi)‘ AN dT a4
(5?) %*(j,ﬁ,t)_ ,_Zi;r fJJ-; —(—‘rﬁ__——— D .( T X
X j 1[ Ae"(w)n«Be‘?““ﬂ’uo(b,‘ﬁ,e) ad

- e = e e e e e e e e e s e e - - -

(58) u,‘(«j,—é,t) = - %’TJ J 09_4_&_\/;@ ah dT dT X

T ’ T
X j [ e«('c—a)_._ B e(‘»(r.-e)j m:—“ (‘9’ -( ,Q) a0
o

-- - e w—— - e— e ee emde = -
. e amem = m e e ame e om - e -
v - mm m e e m e

Nous allons maintenant majorer les .diffdrents termes
ci-desgus M, , M, , .. ......, 4, , en terant compte de 1l'indgalité

(52)

Pour .effectuer ces majorations,nous pouvons supposer A,B,
X et (5 y tous positifs,sinon,ceum de ces coefficients,qui

seralent négatifs,seront remplucdés,duns les indgulitdés ci-dessous,

par leurs valeurs ubsolues,ce qui, aura pour effet de majorer encore

les “‘*'4,(‘3;6;”‘ y L2

Nous avons ainsis

v w(t-T) Gt e (K 4y
9 bty < o b oo e - Mg
t «
(60) 1w, (y,3,8)< c-f;__tl o (kuwt) [ é (et4) + %(e’*_4)] Lc dT x

t-t)
ot Gt f(kat) | At v B ()]
[(W%?Em‘ e ()| (5023 )]
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De Léure,l'inégalitis B
n-1

(61) ‘u, (sd 5,t)l < __(__)‘t:):: ch (Kwt){A(e '\) -+ B(e ) s

vérifide pour m=A et m=2 ,entruine:

(6‘2,) ‘ AL (,\3 5)t>l 'i'\* JLnH(Kwt) A(ef } p@(e@t_‘))“’

( .\)l x
£ R =3 ~
x| ac |ap = A o™ Kwt) A fext 4} . B/pt
) P @re)! ( |2 (1) 6(&‘_4)

L'indzalité(62) -suffit & prouver qyue lu sdérie (53)
est absolument et uniformdnent convergente,quel que soit ydans
le donaine D  cons.déré de 1'esiace (y,3,t .Sa soune
u.(».é§ l: est aussi une fornc¢tion continue d' v, %,b 5 dans ce
doma NG«

En outre,les dlirivées,rar rupzort & y et & ,de
cha jue terme de la série uniforu.ément convergentd” (53) se calculent
baLILS difficulté et ont la nd.e [om.e gue les oxpressions (58);

lﬁfl ot ‘@_‘pl étant,pur hypothise,continués,donc vornies dans D ,

ér e ru.lsormenent que yréecédecnent .ontre aue les siries obtenues

én d Srivant "(53),terie & terne,rar rapgort & et ?.1 % ,sont
Josoluwent et wnifor. duent convergentes dans 2t ont our sorwe
3\» et 'Du.

yui sont,par suite,des fonctions ccntinues
dﬁs . De 1éne,le second unenbre de (50) a une duriv;e ?ar
royLoct & .t yqui est continue duns D .

11l en résulte alors que la fornule qui donne la solu-
tion du probléme de Cauchy powur l'équation des ondes cylindriques,
aworties,d second Leubre,est aprlicable & 1'égquation (50),lorsque
1'on considéere conme connu le second neubre de cet.e équatlon.Pa.r
suite,le raisonnewent classique s'applique pour montrer qu'«.(\é 'b’t)
est bien solution du probleme de Cauchy (50),(51).

De nue,le raisonnerent classique suffit 2 ddéuontrer
l'unicité de la solution de ce problene.

Dans le cus de 1l'déquation:

t
(63) 2;’ % 4‘%; -K'uw = (f('\é 3 ,t) + [A eq(t-z)-i-Be@(t.Z)] u.(\a,;_;(%‘
() )

L R BN BN N 1
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le méme procédé s'aprlique,en’ remplagant dans toutes les formules,
ch (KYRY) par cos( KH et toutes les conclusions,relatives au
cas ou le coefficient d'a est positif,subsistent sans changewent.

Tem Supposons maintenant o« £ 0 ,cas elliptique.

Par le méme changement de fonction 1nconnue(47)que dans
le cas hyperbolique,nous rawenons l'équation (45) & la formne:

(64) Vu |, w24 Pu N = @(y.3.t) v

[ %
" J [Ae® e Be™®] u(yp,0)dT

avec ies w@mes conditions initiales(46).

En posant ensuite wt=t , wT =T ,puis supprinant
les indices,nous obtenons engore une équation de mére foruwe que (64),
sauf que le coefuricient de 4 devient égal a un.En supposant
d'abord AD>O y,ious avons donc & étudier le probléwe de Cauchy:

2 v +

(65) D 'B-U. «. Ka — ?(,\a 6)t) j[A x(t-T) Bem't)}u(%%,‘(.)d.t

(66) u.('\é,é,O) = (’g) -0

'at =0

Supposons gqu'il existe une solution de ce probleéwne,

u..( *9,3, t) régulidre,c'est & dire finie et continue ainsi gue ses doeri-
veées 5rem1éres,ce11es de ses dn,rivees secondes qui,interviennent dans

1'équation (65), Ftu Fu et '%__Q— étant intégrubles duns un
¥yt / CESs 2

volune V syborné et fermé, de l'espace ('ta,%,b) ylinité par

une portion §
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du plan t=0 et pdr une surfage r gulicre,quelcongue 2.

Ie\})omt( étante voisin de S et situé & 1l'inté-
rieur de ?oéo éloigné de X ),appliquons la formule de Green
a.u volume llml‘cé par S , et une petite.sphére o~ ,de centre

"\a z , ),dont on fera t®ndre le rayon vers zéro:

. (u,A'\r-vAu.) avV + (M.D_’P’ —‘U'fb,&) do =0

on dn
A T S+Z+o

avec la nornale intérieure 2 V u.(«.a,—b)t) yétant la solution
précddente et : L

(6F) v = C'o_ééﬁ!) » wt = (D""é)g + (-‘"5)"-+ (—Cr t)'l.

Nous avons:

v - vrbu = - °°°(K"") (F(«a ) £) - M)J[Ae (e z)Be,(“)]u.( ,-é'c)crc-

0

ftendant vérs zéro,l'intégrale,relative & la sphére O ytend vers
- 4“/4&(1&,’6)t) Sur S

«u,('g 5,0) ('bb) =0

11 vient donc:

(68)  4Tu(ysa,t) = —-H[“—‘;-E(-‘-‘-'-‘) {‘P(DS,‘C) *

'
T
«(t-0) B(z-0) R )
+J[A +Be ].u.(o;q e)¢e}¢bag¢t +J I (w0 1“"3:) dZ

Q z

-Or,le point (y k) &tunt &loigné de 2. -
face, v et %_‘9‘ sont des fonctions analytiques et’sur cet’ciézx‘;r
lieres. bt tendant vers zéro,tous les termes de ?68) vdrient d'une

fagon continue et nous aurdns 4 la limlte,en posant

o= (D) + (-3 +
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(69) 0= —JJ 0b ()(\f’c,‘) {‘ff(')fﬂ,'c) + J [ Ae«(z-e)_._Bee;(t-e)] w (05,0 x
\' 4 °

xd8i dha{dT + fonct.analyt.d' Y et de 3 .
*Or,de méme gque le potentiel newtonien,ﬁjv?,(_rz__b'f <) ad dTdT ,
la fonc.l’ion [JJ M) ¥(b,’§"c)'d.0 d‘“ n'est une Fonc,t\'on
n’d
\'}
anatytique d"\d et de 'é sque si g(\afé,t)

est une fonction analytique 47 'ﬁ et de 'é .

La relation (6?)' a donc pour conséquence:
(%) ¢(y,3,t) + I [AeED L B ™ ] w(y,3,0) aT =
(+4
= fonct.analyt.d' Yy et de % (et quelconque de t )e

En nous reportent & 1l'déquation' (65),nous avons alors:

N s
(1) dw + T o o Kra = fonct.analyt.d'
’b‘é" ‘B'bq' Lt E
?

et de'é

d'ou il résulte,par application de la formule de Green,comme ci-des-~
sus,au volume linité par S, Z_ et o et en faisant tendre
encore vers zéro le rayon de O ,qu'u'('g,ﬁ't)est fonction analyti-

que 4" et de .Il en est donc de méme de (u,3,t
en vert%. de (70). ¢ % )

Pur suite,si (p(wé,('?,\:) n'est pas fonction analytique d!
et de 3 ,le probléme de Cauchy (65),(66) n'a pas de solution & 1
quelle s'applique la forwule de Green.

On peut remarquer que cette démonstration n'impome pas que
(?(“a;'b)t) soit fonction analytique de € .Du reste,lorsque <P ne
dépend gue de U y,le premier membre de l'équation (65),se rdéduit
& celui d'une équation différentielle ordinaire et le probleme de,
Cauchy (65),(66) a alors une solution et une seule,comme on le yoit
facilement par la méthode des approximations successives,que (f;zrt?)

soit ou non fonction analytique.

On aurait une démonmtration analogue,le coefficient d' AL
étant supposé négatif et égal*%o - K? ’On prendrait alors

ve S .
L &
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8w Il nous reste maintenant & traiter rapidement les deux

cas particuliers limites,qui ne rentrent pas dans les deux cas gé-
néraux précédents.

Ces deux cas particuliers correspondent,l'un a E4|A,'E:P4 =0,
ou a =0 ,dans 1'équation (45):1'autre & ,E-€,=0 .

Occupons nous d‘'abord du }ren.ier', 64\»,_—-&.,_ Pa =0.
Lr'équation (25) s'éerit wlors:

4

@) CE[E-e)D, 2 (e-an)] J,"-rﬂ ME —

\ X
(e axo[e,e,g-m ém»«f-x)%t*“}%f =-£84s0

et nous avons:
(?3) %‘ (13 '6'0) =0

Le, pluns t= Cl;c sont des surfaces curact.ristiques et
les donnces de Cauchy se riduisent a:

" Fao (3] S35

Les relations(72),(73) nous donnent,d'ailleurs:

(85) -0
'ats t=0

Lz uéie transforuation yue duns le cas géndral s'appli-
que =u probléne (72),(74),en considérant (72) comme une équation

différentielle en A41 et nous obtenons:
e (e )(¥E L VE)- L) L (B E) g T
(¥5) ¢ E"(Ea E't)(ﬁl'.' 3—,'61_) E"Etp'« (&1Y4' &1\(9.)%"5 * HE__(S—E:_‘ <&1Y1‘ 2‘4{) F‘;“
t
= Bfe -y [(Eﬂ‘é)m*\@ e UVE (L 2 T) dr + (EE)(-Yy)
2 2 ? (&1'0-&1)?' 1(‘3,‘5) ) (&:,.81)1 X

¢
XJ enlt-o) | (‘J'Q'.C) oL'c,] + &, 525 (‘élé't) ,
o
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(36) | (\3,‘5,0) =0 avec

t
%( 3.t) = __54_ gx J et.(t-z)_ e-cg(t-z)
393 2(g,Y,-£.Y) { ] €. (ﬂa,%;c) azT

©.(y30)=0 |, @;%ﬁg , X, -_ Ya-¥a
r e -&

Ltgyuation (7§),en désignant 1l'inconnue par & ,au lieu
de E .,es5t de la forue:
(1%) Ju -
T —:j S_q-&%\.»...cw = qr(wé,-é,t) +

(t-T) 8(t-T)

J D, Be ] au.(ié,'é,'t) T

(98) avee B Epa(Ee -E)®
% & ’

c,A,B,Xet P stant des constuantes et une fonc-—
ti'on) co'nnue. ¢ <“5'5't ) ne

Les conditions de Cuuchy se rd¢duisent &
(39) %(%,‘5,0):0

n4lis nous savons,en outre, que

(89) @(16,5 ,0) = (’Bt)t_- _'3’) :—_-

>

At k.0

Nous faisons disparaitre le terme en 44 dans 1l'équation
(77),en posant:

(81) %(“a,b,t) = e%t '\r(wj;b ,t)

et il nous suffit d'étudier le wdme probléme de Cauchy pour 1'équa-
tion intégro-différentielle:

v
(8?) ’%:;'1-*3 " - ga“’ - Y’(‘g Y t) J[Ae“(t:t)-\-B e&(t-z)]%(‘g,'b,‘c) aT ,
b\a

0
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Pyitant toujours donné par (783, A, B, X et (5 ét.nt encore des
constantes et ¢ vérifiant toujours les relations (80).

Enr supposant & >0 yc'est-a-dire (&«“61) (ELY-"" &;Y:-) > or

(33)”
la solution du probléme de Cauchy

Ayt Rt t
(85) w(y,3,0) =0

(84) EEVINED VN U R (y,%,t)

existe,est unique et donnée par la gfcz_rmule connue :
4 e_"T"f:"'l
(86) u(«é,5,t> =~ HJR — ¢(m3,T) dDdTdT ,

e (p-y) e (en)

l'intdgration détant étendue & la rsghop R de 1l'espace (D,(,’L) ’

comprise entre les plans CT=0 et T=t

De néue que dans le cas hyperbolique,nous pouvons alors uti-
liser la méthode des approximations successives:

l‘{’(g,’b,t)l étant supposée bornée:
(81) ‘?(‘3,5,1:)‘(\"\: c® ,pour b borng &£ T

hypothése parfaitement compatible avec le probléme de diffraction que
nous nous séommes posés,nous considérons le probléme de Cauchy:

t
@) Ju T -UR= vyl )‘J [AC2BE T ulyg0) ae

o

(89) “<*a';5'°) =0

et nous nous proposons de ditermiper une solution,sous forme de série
convergente en \

(00 wiyzt) = 2 Nu, (rg.3.%)

s o 0 0 0 0
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Nous avons successivement:

4% -

mo(yz,t)= - A HS:-%%) ¢(,],T) ahdlaz

t-t

aa,(y,3,t) = - “L_e_«%ée_ dHay oL'C! [A&¢Y B ¥ u (03 ,8)d8

o

- - e o e e e mm = m % e e wm e em m e om s e o e e — . e e e e e wmem o e A mme . m— e . . —

z
_e
o(T-6) B(c-6)
(“3 “é,t) o¥ SH e;_ dndT aL‘CJ[Ae +DPe _] X
R o
w_, (p,T,0) 48
Nous pouwons supposer A, B, % et positifs ou nuls,

sinon nous remplacerions celles de ces constmtes qui seraient
négatives,par leur valeur absolue,ce qui aurait pour effet de rajo-
rer les T“‘ (4, 5,b)

(87) entraine alors les inégalités:

o (g3, 8)] < B

(5, 0)) < %(Ae“t+13e‘“) ;2

D'une fagon gdénérule,l'indgalité

,u"h-4( a':t) < H A 2ty B elt w4 b‘l.'n.-‘l
3% ) E""( > ) oy

entrwine

|, (4 3,t)] < (Aet o B )™ L
Y3 F ¢ o e .
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Par suite,la série (90) est uniforwmément convergente,

juel que soit A st les m@mes raisonnenents s'appliquent que
dans le cas général.hyperbolique, a >0 , pour montrer que cette

série (90) est bien ,solution du problime (88),(89) et que cetie
solution est unique.

Nous étudions maintenant le cas ou

E.=E, =€ .

L'équation(2%) s'écrit alors:

Lt ~p !l 3 ~3
-(21) <(i-Y) (?' Egr e~ ) (%%-.* ?3_5‘) + { Elpp %ts M

+ & [( M- 2p) Yo = (e =2p,) Y"J%%"- -& h‘f—}“ﬁ“

I A A LR AH(RATRA L NN

Les données de Cauchy restent celles indiquées par (26).

Nous puauvonsg egﬁgye considérer(91) comme une équation
différentielle en o-h 5_; — AJ; ,uais cette équation

est alors du premier ordre.Nous pouvons déterminer sa solution,en
tenant compte de la condition initiale

A-‘E (ﬂa;b)o)=0 b

et intégrer par parties l'expression de cette solution,comme dans
le cas général,pour faire disparaitre dans l'intégrale les dérivées

de Fa par rapport au temps.dais il se présente une singulurité,
dfe - & ce.que l'équation (9I)est une .dquation différentielle du
premier ordre enmn , ‘E' : le premietr membre de 1l'équation in-

3‘
tégro—-différentielle,ainsi obtenue,contient ?%g? :

46 €*(p.- 'blﬁ + ey~ 3k -}:_E\ + 3" - -
(92) (prp) B 4 32 SE(Y; Y")('E"Da‘) 8€\ (n-3p,)Y,

] 28 - 4 e h D - 0125

® e 0 ¢ o0
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t
+ L& (P“*}L‘l) (Y““'Y“L >3E\ = (P«*P’t) (Y;*Y;) (Y:\"V:z.)s S e"'(t")x

)

xE(y,5, 0 dt +16£ @ (y3.,t) ,

t
avec = — —\G-zl*—g-& , %(‘a%'h) =Jeut-t)(?*(3'§’t> aT

o

et les conditions initiales:

F (9:5.0) = (3F) = (3F) =0

t-0 t=0

Pour ¢viter 1l'étude prcéalable du rroblere de Czuchy,rela-
t.venent & une ¢quation du troisiéme ordre,nous proceéderons d'une
autre fagon,en wppliquant d.ns ce cus la trunsfor.ation de Lu-
rlace,

¥(s) = Jwé"t Fie) dt

au probléme de Cuuchy (91),(26).(Duns le cas gindéral,au lieu
d'utiliser le procddé de la trunsformgtion de baplace,nous a-~
vons priéféré la narehe suivie gui donne plus directewent des
résultats complets.)

Dans le cas actuel, &,= &€, = &€ 1les relations(9I),(26)
sont tr.nsformées en 1l'équation unique, [ on suppose Jue E

est remplacé par U et u.('%%,a)désigne la nouvelle inconnue}:

Y - +YirYe '3_\5_& _:b"\h + £* - >
(93) (Y-v.)(eEL+Y, \(")(W;)1 ‘Tb") /a{ () 4
“'Ez[(l‘-\"z}*z)‘c\ - (}*1‘2}"«>Y7. ot — i‘l[}xz‘(j‘z- \,\ Y -

4 '

"2(H4‘P1)Y;Ytz.]b - Y;Y‘,_.(P‘Y.;-}l,Y,_)}M. = + C, (3,70,6)



¢, désignant la transformée de %,.

Il s'agit de dé¢terminer la ou las s8olutions u.('\j;é ,A)

de 1'équation (93) qui soient des fonctions £ (4) (I).La transfor-
mée U (y,3,t de toute telle solution vérifie automatiguement les
conditions initiales (26).Cette ou ces solutions de 1'équation(8%)
doivent &tre,en particulier,des fonctions analytiques &t rggulidres
de 4 spour les valeurs de & dont la partie réelle est positi-
ve et suffisamment grande.

Nous écrivons 1l'équation (93):

(94) Aiw -Aw = ¢ (3,5,6)

en posant:

b

b [ E(nrp) 8 + E(km2p) ¥ - (Re2p) %] 21~

{95) A(s) = - Y-V ) (2E 6 + Yo+ Ya)

“‘&[P',_Y:l‘ P..\(:: "tz-(""-c' \*9.) YiYalh = \C"Y;L(Pq. 47 P.,Wg)}
E(Y-Y,) (LE6 + Yo+ VL)

i} ‘ cq(-\é;xa,é)
(96) P(y3.0)= + A(VaY ) (2E6 TV o)

. _Nous nous restreindrons & 1'étude ducas [R(N) >0 ,
pour lequel 1l'équation homogéne

(9% Aa*‘\' ~ha =20
ne possede pas de valeurs propres,coume il est bien conmu,c'est-a-dire

qu'il n'existe pas de valeurs,i pdrtie rdelle positive,de A ’
telles que cette équation ait une solution non identiquement nulle,

( I ) Notation de 1l'ouvrage de Doetsch"Theorie und Anwendung der La-
place - Transformation". B-rlin 1937.
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continue en tout point et nulle & l'infini.Alors,l'égquation non

homogéne (94) posséde une solution et une seule,continue en tout
point et nulle & 1ltinfini.

Nous serons assurés d'8tre dans ce cas,pour les vuzleurs posi-
tives,suffisamment grandes de O\,(é) ybourvu que

(98) (Rapa) (Va-Vy) <0

condition qui a,en outre,pour consdquence gue A\ tend vers + o
avec b.

2

Ltéquation howogene (97) possdde comme solution La fonction
de Bessel podifide,de seconde espdce,d'ordre zéro K, (VA x) » R

étant la distance du point fixe (”La,%) au point variable (b)‘ﬂ) .
Au voisinage de =0, K,_, a comme partie principale - &3 .
En appliquant la foruule de Green & l'aire du plan( h, I )
couprise entre un cercle C ,de centre (v ,?) et de rayon
trés grand R sque nous ferons tendre vers 1l'infini et un cer-
cle T yde méme centre,dont le rayon tendra vers zéro, «u,(\é;é,.é)

d ‘siznant la solution de 1l'déquation (94) gque nous voulops déterminer
et v la fonection K (YA ) ,nous obtenons,i la limite:

(29) LMan(y,3,9) = ~” K (W) @(n,3,8) dpal
S désignant le plan (9 ,"ﬂs) en entier.

On peut,d‘'ailleurs,vérifier que la fonction A donnée par
(99) est bien solution de 1l'équation (94).

Il reste 2 montrer que cette fonction au(y,3,¢) est bien
une fonction

A cet effet,on calecule d'abord une nmajorante simple de‘%«‘%fﬁ't)"
Dans ce calcul de majorante et dans celui de la majorante de
\‘P(g, ,6)|J.es petites lettres du début_de l'alphabet fr.ngais désigne-
ront des constantes positives,dont la valeur ne sera pas precilsee
et pourra varier d'une inégalité & 1'autre.

E%sup sant les donnédes telles que les composuntes des vec-—
teurs ebpﬁ et de leurs dérivées premiéres,pour t=0

soient bornées dans tout l'espace,ainsi que les quantitds



9 p
m('%_aow_%) { Ro[)\\r_,wa;é, 4 A)] , R,[)\'z,, } } ’

quel gue soit k>0 et A dtunt coumpris entre zdéro et un,

les formules (39),(66),(70),et (72) du charitre III wmontrent que

|Atyz.8)] . |B(~3,5,t)| <L a

d'ou l'on d<éduit:
\ ?(«M,t)\ < a+fr
Les formules (I3) et (I9) du chapitre IV donnent alors:

|8, (y,3.)] < |D*[arbrset?] \

Les calculs du paragraphe T du chapitre IIl,un peu prolongés,
fournissent la majorante

| D[«]| < asllact*

d'ol 1l'on déduit,sans difficultés

(400). !%‘ (g;é,t)‘ L a+Btectt+ d,t3+eb"+¥t5+\%‘t6+ ft¥s R

Cette wajorante de ,%., (g,},t)l fournit enfin la wajorante

suivante de ICP (%,%,6)]

(104) i(y(-a 2 ,o).’ < <1813 R1ol%s clalbs dinls elolt Plal glat ?\.\b\*rg-: (o)
(216l +m)i0p

Nous avons, d'autre part

(102) Jf K.("x %) abp Ay = oW
5 A

000000
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On voit alors gue toutes les conditions d'application du
théordue 2,p.I26,de 1'ouvrage de Doetsch,sont remplies par R(f4)

A(9)
et par suite,par lua fonction (“é/b ,A) donn-e var (99).
Cette fonction est donc bien une fonction £ct 1a formule complexe
dtinversion lul est applicable pour obtenir la fonction L corres-—

ponuante, U ('\él'z(), b)

On , eut enfin recarguer gue toutes les fois gue le produit
&es coefficients des ddérivies de F, et de AF, ,par rapiort

A

a t yde l'ordre le plus élevé,est nigatif,le problime de Cazuchy
admet une solution pour notre dgquation aux dérivées partielles (25).
Ce rcesultat géndrul correspond au fait gue dans l'équation obtenue,
aprigg trensforwation de Lauplace:

A -Aaw = Cf(wa;é,b> ,
0\()\) est alors positif,pour a(é) positif, suffisaunent grand.
4
9.~ E( ¢ ,t) et par suite F( ,t)’-' 'a_E
étunt ainsi‘ad?terminées, ’ ER ot

-?-(147& t) et o (u,z,t)le seront d'une fugcon analogue z2u cus ou_ 1l'on né-—
glié‘e "1és cognd‘élc ibilitds,au uoyen aes équations (79) et(80) du
chapitre III1:

o3) L AN + 4 D= @ (ys,t)
(d04) 4}:121)4[3] N %;531[3] = D, (ymL)

avec

9 003 4 IR - Al

(106)  Di(yxt)- 47‘434[_?0_;}13._‘3_;] - P(ya,t)
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En appliquant l'opérateur ':.1 534 -’;_i 9)‘
“ *
aux Squutions (I03) et (I04),nous obtenons:.

: v
(1o0F) %v‘ {? (\aﬁb,h) - V:E(b-t) bﬂg. («3,5,1) dtT =+

o

t
+ zaqV,L?(«é;é,"c) d.tl - _}E‘f\—lf [g(‘éfb»t)—

| t
-\, I (t-2) Af(yzm OaT+ 2 %V«;J $(y,%.T) dC]‘Q(b'?gj
(o] o

et la wéme dquation pour % (%’b't) yla seule diffdrence
étent qu'au second uembre , az(%,'b,t) yest & remplacer par

gﬁq_(\a,%,t).l\lous avons,d'ailleurs:

(108) @, (y5.t) = 4 D[a]- 4 Dja,]
(109) Be («é;b,_i) = %.43)4[9‘5,] -4 D 1%,

On vérifie sans difficulté,conme duns le cas de -F(’ta,'é,b),
condition (20),que les concordances

A '__:.E_vs)o((o,g;%> = @-1('3;}:0) )

A x (0 | ) + zcx.V,‘O( (01‘3’}) "’"4T“L [0(4(0”‘9"5)+
| 9 . WV

+ Lo, V, “(0/%'?)] - (ra%%t)\;go ’

et les égalités analogues pour 3 et Qﬁ, ssont bien réalisées.

Nous posons encore:

t
(440) «?.. (‘8"5 ,t) = J(t-t) )P (ﬂé,b,t) adt

(1-14) 3_' (‘3 ,%J‘.) .:__Jt(t-t) 3 (\3/6,'5) dT

oooooo
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et obtenons,en réemplagcant les V et a par leurs valeurs,en
fonction des constantes des deux milieux,données par les formules
(32) du chapitre IIl:

(119) 1(\* P’t)(‘% Dmg) o 2 (&z\"‘\ *\“z) 1{“ "'Ph(“t o\ ‘)
= c}p’; }.L';l Q(‘%pb,b) = @3(‘3,'5}:)
(A13) g (y,5,0) = ('33 )—— 0 R

et une équaution aux dérivées partielles identigue,pour 34 =1

celd pres que le second mewbre n'a pas la méue valeur,et les réues
conditionms initiales.

(143) Il nous suffit donc'd'étudier le probléme de Cauchy(I12),
3)

L'équation du sécond ordre (II2) est hyperbolique pour

(14)  (wep) (g p-gp,) >0 o,

le probléwne de Cauchy (II2), (II3) est alors bien posé et possede
une solution et une seule.

Cette équation est elliptique ypour

(4’|5) (Pi-}lt)(iq_vq—&‘lh) £0 b}

le méume probléeme de Cducliy n'a pas de solution,en général.Si les
données sont telles que "-('\3 z, t) soit fonction analy tique

e 00 ¢ e ¢
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d"xa,de’bet detce problére 4 une solution,certainenent valable pour
L assez petit.

Si B.-R, =0 si'équation (II2) devient une équation

diffdrentielle ordinaire et s'intéigre imnédiatement.Le probléme (II2)
(I13),est encore bien posd.

Si E pu,~&p,=0 ,1l'équation (II2) est du type para-
boligue.Les donnies de Cauchy se réduisent alors a

tlym0) =0,

Lalils les vonnoes surubondantes‘ sont encore computibles.Lle problere de
Caucny est bien posé pour

(e.~-e,)(e,v,-E,V;) 20 ,
ou,ce qui revient alors au néue,

(P'-Q_P.l) ( \“’,_V-t - P‘-‘V;.) £0

Au contraire,notre probldme de C.uchy n'a pas de solution
si les données nre sont pas analytiques,pour

(e,—a‘l).(atﬁ-s_dﬁ) >o

Er risud,notre probldwe de diffraction i la surface pla-
ne de séparution de deux wilieux,rigi par les équations de Maxwell,ad-
net une solution et une seule,si:

(&4—' &2) (\*4-— H?_) £0 ou bt PP =0
I1 n'a gas de solution,en géndral,si:

(E-\“&z) (}*.“ )*,_) >0

Les conductibilités n'interviennent que pour l'étude des
cas particuliers liunites:

Ep- &, Mo = o , pour lequel notre probldme n'a pas de solutic
en gindircl.
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£,-£,=0 , pour lequel notre probléume a une solution,
si

(\*4‘ }‘Lz)( Y«" Y.,_) é 0

J0.~ Il nous reste enfin & 4tendre la méthode de risolution
adoptée pour les équations intégro-différentielles (79),(80) et (384)
du chapitre II1,4 des fonctions et faisant partie de
classes lindaires noins restreintes que” la classe lindaire L.

ces fonctions possédant,par exewple,des dérivdes Jusqu'a un certain
ordre,pur rayport a . et & 3 et ces dérivées étunt continues,
par rapport & l'ensenble des variables~y 3 L

’

Renarquons d'abord que l'exfension de la néthode de resolu—
tion des déquations (79) et (60),en i et en y 'F(xa, ,t) dtant
connue,est toute faite d'aprés les résultats du chapitre II,parag.T.

En effet,ces dquations,qui” se rdduisent alors aux dguations (I03) et

(I04) du chapitre IV,ne renferment plus que 1'op Srateur & .

Nous n'uvons done & justifier gue la résolution de 1'déqua-
tion (84)du chugitre III en et su fransforcation en 1l'déguation
(I8) du chapitre IV.Pour celu,comnpte tenu des résult.ts du rurugra-—
phe 7 du chupitre II,il nous suffira 4':i4ablir les relutions:

(446) 3_' g: - gt &_‘ , ( ou,en pernutunt
les indices, 3,31 = 24 92 )

(417) 933[\7] =’}E)[F‘] = Jt(t-z) A4F(1j,§,z) dT

A cet effet,nous utiliserons les néumes nithodes et suivrons
la niéuwe. murche gue duns le purage.irécité du chapitre II.Pour cette
r.ison,nous limiterons les rulsonneuments et les culculs & 1l'essentiel.

Les relations (II6) et (II7) sont vraies lorsque F se
réduit & up polyndue Ply,z ,t) yde degré guelconque.Par suite
de la linéarité des opéruteurs et ypour démontrer,par -exenple,

la relation (I16),il nous suffit donc de ddmontrer que:
5, 1 [F-P] = }ﬁx[r—ﬂ

Pour cela,nous wmontrerons- que F(ia,b,b) ne variant pas,

les’deu.x rerbres de cette dernicre relation peuvent &tre rendus simul-
tanduvent aussi voisins de zdro que 1!

- " on veut.Nous 113 ;
effet,le théordne fondave..tul ge Weie utiliserons & cet

rs i
trass sur l'approxination des
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des fonctions continues par des polyndmes,duguel il risulte qu'étant
donnde une fonction F("é"b:t) ,p08s8dan% ses deux preniers la-

placiens A F & N\ F ,par rapport & Y et 3 ,et étant continue,
ainsi que ceux ci,par rapport & l'ensemble des variables %"b , t ’
dans un domaine borné D de l'espace (g,},t‘) yon peut trouver

un polynlue P(‘g)'b)t) ytel que les inégalitds suivantes aient lieu:

F(“;}:”’al.t) - P(*g,"é,t) L £
AqF('\a,‘é,t) - A,P(a,‘b,t) £ E

A.LF(%,%,b) - APyz,t)| < &

J

€ étunt donné,aussi petit gu'on le veut et ceci,uniforLdéuent,
quel que soit le point (13,'5,t') dans D .

Jonsidérons la fonctionnelle linéaire:

(e Y] = & U €2 49(9.3,2) dp dFdT +

1?(«3,5;) ) A;{! et A,{ vérifiant les inégalités
(119) . H(«a,},t)l., |A4‘E(«3,§,t)+ , 61{3(3},3,0 < £ ,

ds < a e 2 *
ans wn domaine D borné de l'espace («3)-5,\:) yles clnes ];}b

et "‘3"bt étant tout entiers intdrieurs 4 ce dowaine.
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Nous avons successivement:

t Vo (k-T)
-~ e
JH e‘““" A} (bﬁ;c)d-b'dl.u— Z ajo\tf e ak

[+ o

i

4
TR - .
yat

= £ \.t- 4. (4- é““v’-t)} = K:n(t)&

o CLtV.l -

oV,

47

t \ 1 L q
J d,cH J g [os,; V__sz_gg_—:_o] AJ( &) dhd5as £
P e

t T Vo (T-9)
<L oc“szzEIoLt I e’“‘v‘(t_o)d.e J L2 j’ {a’; V..: ("';e)l""f_"] dtv =

o o 0

-tA N i . *
= a.,)_E:J d.'C,J e [3(‘%) —'\] A < a_-t_zz___ejd,'cJ (4+e‘u) odw =
o “o 0 °

= £ (2t LoVt s €5 y) 0 K () e
sz . 21

Par suite