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INTRODUCTION

II y a donc bien une intuition
des continus a plus de trois dimen
sions et si elle exige une attention
plus soutenue que rintuition géo-
métrique ordinaire, c'est sans doute
une a-ffair-e d'habitude, et aussi
l'effet de la complication rapide
ment croissante des" propriétés des
continus quand augmente le nom-
bre des dimensions
HENRI POINC^RC, Dernières Pensees

(Flammarion, 1913, p. 96 )

Dans le développement de la géométrie projective
hyperspatiale, on rencontre deux types de propriétés :
les unes sont une extension naturelle et immédiate
des propriétés correspondantes de l'espace ordinaire,
les autres, au contraire, divergent par rapport à l'es-
pace ordinaire dans lequel il n'y a parfois aucune
propriété correspondante. Ce double caractère se pré-
sente de façon très nette en géométrie réglée pour les
raisons suivantes :

a) La variété grassmannienne, qui représente l'en-
semble des droites, demeure rationnelle, mais cesse
d'être une hypersurface pour devenir une intersection
incomplète;

b) On dispose encore des transformations projec-
tiveS, mais la dualité disparaît.

Aussi, avant cl'attaquer le problème précis qui fait
l'objet cte cette tnëse, à savoir l'étude des congruenties
linéaires ou figures réglées telles qu'il passe une seule
droite par un point générique de l'espace, a-t-il été
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nécessaire de consacrer un premier chapitre à l'étude
des variétés réglées et des congruences en général.
Voici les principales divergences constatées par rap-
port à l'espace ordinaire :

Le long des génératrices d'une variété réglée, il y
a encore une homographie, analogue à la corrélation
de Chasles, entre deux entités rationnelles : la ponc-
tuelle et l'enveloppe des espaces tangents, mais cette
dernière n'a plus le caractère linéaire, ce qui modifie
profondément les conditions de raccordement de
deux variétés.

La notion de développable est remplacée par celle
que j 'ai appelée développoïde : elle est susceptible
d'être réalisée à un plus ou moins haut degré et dans
les congruences il passe par chaque rayon des déve-
loppoïdes de l'espèce la plus commune, dépendant de
fonctions arbitraires de plusieurs arguments, mais
pas de développoïdes d'espèce plus élevée.

L'annulation identique de l'équation qui fixe les
r—l foyers d'un rayon de la congrueuce n'impose
qu'une seule condition à ce rayon, de sorte qu'il
existe, à côté de la variété focale proprement dite, des
variétés focales singulières de deux types, qui jouent
un rôle très important dans les congruences linéaires.

Les chapitres suivants sont consacrés à l'étude par-
ticulière des congruences linéaires et de leurs variétés
focales. Pour éviter de fastidieuses discussions, je me
suis limité au cas où ces variétés sont irréductibles :
il rn'a paru, en effet, moins intéressans d'échafauder
des assemblages de variétés que d'apporter une con-
tribution, d'ailleurs bien modeste, à la question de la
classification des variétés algébriques gauches.

La solution dans l'espace ordinaire est unique et
constitue une propriété classique de la cubique
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gauche. Au contraire, dans l'espace à quatre dimen-
sions, la détermination exacte, due à Severi, montre
qu'il y a quatre solutions. Severi les obtient comme
surfaces ayant un seul point triple apparent, au
moyen de formules liant les singularités des surfaces.
Mais la théorie des singularités propres et apparentes
des variétés algébriques est trop peu avancée pour
qu'on puisse espérer généraliser sa méthode à un
espace quelconque.

Au contraire, l'étude de la variété par l'intermé-
diaire de la congruence qu'elle engendre m'a permis
d'obtenir des résultats absolument généraux.

Dans le chapitre II, après avoir établi deux relations
fondamentales entre les caractères projectifs de la
congruence, qui aboutissent à une limitation supé-
rieure très simple de Tordre de la variété focale pro-
prement dite, j'examine avec précision le rôle des
variétés focales singulières au moyen d'une transfor-
mation birationnelle à laquelle j'ai donné le nom
d'Ascione, qui, le premier, Ta étudiée pour l'espace à
quatre dimensions dans un travail antérieur à celui
de Severi, mais malheureusement entaché d'erreur.
Le chapitre se termine par quelques formules énumé-
ratives, utiles pour étudier à fond les exemples choi-
sis dans l'espace à cinq dimensions.

Le chapitre III est consacré aux variétés focales
lieux d'un espace linéaire qui varie à un paramètre :
l'importance de cette hypothèse réside dans un théo-
rème de Picard, en vertu duquel elle est vérifiée par
toutee les variétés à sections curvilignes rationnelles
(sections par des espaces à trois dimensions). Il m'a
suffi là d'une méthode de dégénérescence calquée sur
celle qu'emploie Severi dans l'étude des courbes gau-
ches algébriques. On peut ainsi constater que, quelle
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(jue soit la dimension de l'espace ^mbian^t, il existe
une famille de variétés rationnelles solutions : j'ai
développé les calculs sur des exemples assez géné-
raux, notamment sur les variétés correspondantes du
septième ordre de l'espace à cinq dimensions.

Dans le chapitre IV, après avoir rappelé très briè-
vement les propriétés de la surface de Caporali, qui
constitue une solution connue dans l'etspace à quatre
dimensions, je passe méthodiquement en revue les
variétés à sections curvilignes elliptiques. Dans l'es-
pace à cinq dimensions on rencontre ain^i certaines
variétés du sixième ordre et les variétés du septième
ordre. Ces solutions, auxquelles il ne correspond rien
dans l'espace ordinaire, ont un caractère accidentel,
en ce sens que dans les espaces à plus de cinq dimen-
sions il n'existe aucune variété focale à sections ellip-
tiques.

Dans un dernier chapitre, j'indique diverses
méthodes permettant d'obtenir des sortions valables
dans un espace quelconque. L'intei section des com-
plexes linéaires, qui dans l'espace ordinaire donne
une focale décomposée, fournit dans les espaces plus*
amples des variétés irréductibles : on retrouve une
des solutions de Severi dans l'espace à quatre dimen-
sions et dans celui à cinq des variétés du septième
ordre à sections de genre quatre^ que j'étudie complè-
tement en montrant notamment qu'elles sont ration-
nelles. A partir des systèmes de réciprocités, oq trouve
une «autre série de variétés qui fournissent la dernière
solution de l'espace à quatre dimensions et qui ont
pour type,, dans l'espace k cinq dimensions, dçs
variétés rationnelles du dixième ordre à section^ de
genre opze. Enfin, la çonsidératipn dç certains fais-
ceaux de variétés de Segre conduit à définir dans



l'espace à cinq dimensions des variétés du neuvième
ordre et des variétés du treizième ordre, que j 'ai indi-
quées surtout pour montrer que la limitation de
l'ordre, obtenue au chapitre II (quinze dans l'espace
à cinq dimensions), n'est pas trop écartée des résultats
effectifs.

Pour terminer, je donne quelques indications sur
les congruences linéaires dans lesquelles, sur tout
rayon, les foyers sont multiples : on retrouve ainsi
certaines variétés des espaces à un nombre impair de
dimensions que j'avais déjà signalées dans un travail
antérieur sur les variétés cubiques rationnelles sans
point double.

Qu'il me soit permis d'exprimer ici ma reconnais-
sance à M. Georges Darmois, pour m'avoir dirigé dans
la voie captivante de la Géométrie algébrique; à
M. Elie Cartan, pour avoir bien voulu accepter d'exa-
miner ce travail; et à M. Lucien Godeaux, pour l'affec-
tueuse sollicitude avec laquelle il n'a cessé, durant
toutes mes recherches, de me prodiguer des encoura-
gements et des conseils d'une rare compétence.





SUR CERTAINS

SYSTÈMES LINÉAIRES DE DROITES
HYPERSPATIAOX

CHAPITRE I

THÉORIE GENERALE
DES CONGRIJENCES DE DROITES DE L'ESPACE

PROJECTIF A n DIMENSIONS

Dans l'étude de la géométrie réglée de l'espace ordi-
naire S3 on a coutume de distinguer trois grandes caté-
gories de figures :

a) Les surfaces réglées, engendrées par une droite qui
dépend d'un paramètre (en considérant encore comme une
surface développable le lieu des tangentes à une courbe
plane).

b) Les congruences, engendrées par une droite qui
dépend de deux paramètres : par un point générique de S3

passent un nombre fini de droites.
c) Les complexes, engendrés par une droite qui dépend

de trois paramètres : par un point générique de S3 il en
passe une infinité.

Par analogie, dans l'étude de la géométrie réglée de
l'espace à n dimensions Sn, nous distinguerons également
trois grandes catégories de figures (*) :

a) Les variétés réglées, engendrées par une droite qui

(2) Certains auteurs désignent sous le nom de congruence le
cas p=2. Cf., par exemple : BENIAMINO SEGRE, Sulle congruence di
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dépend de p < n — 2 paramètres : la variété est alors
généralement à p -f- 1 dimensions.

b) Les congruences, engendrées par une droite qui
dépend de n — 1 paramètres : par un point générique de
Sn il en passe un nombre fini.

c) Les complexes, engendrés par une droite qui dépend
de p > n paramètres : par un point générique de Sn il en
passe une infinité formant un cône dont la dimension est
en général p — n + 2. Le nombre p ne peut d'ailleurs
dépasser %i — 3, car les droites de Sn dépendent de
2ra — 2 paramètres.

Nous nous proposons d'étudier ici quelques propriétés
générales des congruences de droites de SB, valables
notamment pour toutes les congruences algébriques. A
cet effet, quelques notions préliminaires sur les variétés
réglées nous sont indispensables.

I. — Variation de.l'espace linéaire tangent à une Vp+1

réglée le long d'une génératrice.

Considérons dans Sn une variété VJ) + 1 à p - j - 1 dimen-
sions engendrée par une droite qui dépend de p paramè-
tres ct±9 a2 . . . Op. Nous supposerons qu'en chaque point
d'une génératrice G, la variété VJt) + 1 admet un espace
linéaire Sp+1 tangent. Lorsque, ag . . . ap restant fixes, on
donne à a± une variation, G vient occuper une position G4.
En faisant varier de même a2 ... o ,̂ G vient ken Gt . . . Ĝ
respectivement (1). En particulier, un point M de G vient

rette che ammettono reti coniugate ad invarianti uguali (Memorie
délia Reale Accademia d'Italia, 1930̂  mémoire 5). Nous pensons
qu'il n'y a aucun risque de confusion entre les considérations
de géométrie infinitésimale qui préoccupent ces auteurs et celles
de géométrie algébrico-projective que nous développons dans ce
travail.

(!) Une vérification élémentaire permettra de s'assurer que nos
résultats sont indépendants du choix des paramètres a^ oo2, •••» ap
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prendre sur G^... Gples positions respectives M1M2,f.. M ,̂
et le S^j tangent à Vp+1 en M est le S^+1 limite 4e celui,quj
contient G M±M2 ... Mp, lorsque les droites G2 tendent
vprs G.t Les propriétés de l'espace tangent peuvent donc
être obtenues comme limites de celles de l'espace
G M . M , . . ^ .

Comme, le S^+1 unissant G a M± M2 . . . M^ est toujours
contenu dans l'espace linéaire défini par G G± . . . G^, le
Sp+1 tangent en M qui décrit G reqte toujours contenu dans
un espace linéaire Sk passant par G, et, dans le cas le plus
général, k esjL le plus petit des deux nombres %p + \ et n.

Lorsque M e t̂ donnée il en est de même de Ml et réci-
proquement : il en résulte que, si cçtte correspondance
est algébrique, ce qui aura lieu pour les variétés différen-
tiables et, en particulier, pour les variétés algébriques, les
points M tylj ... Mj, décrivent sur G G4 ... Ĝ  des divisions
homographiques. L'espace S^_x qui joint bliHlt...Mp décrit
alors une variété Wj à p dimensions et d'ordre p qui çst
soit une variété de Segre (J) si elle est normale (2p — 1),
soit la projeclion d'une variété de Segre sur S*. Ceci
montre q,ue le Sp + i tangent au point M enveloppe dans Sk,
lorsque M décrit G, un cène rationnel ayant G pour arête
et pour classe,p.

La variété Wg n'est pas un cône; en effet, on peut au
moyen d'up changeinentf de variables sur les parametr.es
fa...oLp substituer a GA G2 ...,GP des génératrices trecti-
lignes quelconques de Wj. En particulier, si l'espace

qui fixent la génératrice G, et de la représentation projectile du
point M sur G (on peu+, par exemple, associer a M le rapport
a,nharmqnique qu'il forme avec les traces de G sur trois hyper-
plans fixes)

(*) CORRÂDO SEGRE, Sulle varieta che rappresentano le coppie di
punti ùi due piani o spa^i {Rendiconti del Circolo Matematico dt
Palermo, t V (1891), p 192)



M4 M2 . . . M^ comportait un point Mo fixe, il serait possi-
ble, au moyen d'un changement de variables convenable,
de substituer Mo à Mp. Ceci signifie que pour une variation
de ap seul, tout point M de G viendrait en Mo : Mo devrait
donc être infiniment voisin de tous les points de G, ce qui
est absurde.

La variété W£ n'est généralement pas une hypersurface
de S^, car on n*a pas p — k—1. Si k = n, on sait que
p = n — 1 conduit à une congruence et non à une variété.
Si k = 2p - j - 1, on a p = 2p, ce qui est absurde. Il en
résulte que G ne rencontre en général pas Wj. Toutefois:
La condition nécessaire et suffisante pour que, lorsque M
décrit G, le Sp+1 tangent en M passe par un plan fixe, est
que G rencontre Wj ,

En effet, si le S ^ unissant G à M± M2 ... M^ passe par
un plan fixe «, dans cet espace, TZ et le S^^ défini par
M±JVI2 . . . Mp ont un point commun Mo. Lorsque M varie,
le point Mo ne peut pas rester fixe, comme nous l'avons
vu plus haut; il décrit donc dans TC une courbe qui ren-
contre G en au moins un point S qui est un point commun
à G et à Wj.

Réciproquement, si G coupe Wg en S, menons la géné-
ratrice Go de W£ qui passe en S. Le S^+1 relatif à M joint G
à l'espace S ^ de W^ qui joint Mi M2 ... M̂  et s'appuie
sur Go en un point Mo. Ce point Mo est généralement dis-
tinct de S, car nous avons vu que le Sp - 1 ne passe pas par
un point fixe. Il en résulte que Sp+1 passe par le plan
fixe GG0.

Nous appellerons une telle génératrice de V^+1 généra-
trice singulière. Remarquons que si S est le point de G
pour lequel Mo est en S, le Sp+1 unissant G à M^Mg ... M^
est indéterminé dans un faisceau puisque G rencontre le
Sp_! en S : sur une génératrice singulière, il y a un point
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ow le Sp+1 tangent est indéterminé dans un faisceau. Il n'y
a d'ailleurs qu'un seul S^+1 du faisceau qui contient le plan
par lequel passent les autres S^+1 tangents.

Nous pouvons, au mo3ren d'un changement de variables
sur « 1 . . . a p , supposer que G^ est confondue avec Go.
L'espace S^+1 réunit alors le plan fixe GG0 au Sp_2 défini
par MjMg ... Mjp_1 qui décrit une variété W^zJ rationnelle
d'ordre p — 1. Il en résulte que : lorsque M décrit la
génératrice singulière G, le Sp+1 tangent enveloppe dans Sk

un cône rationnel ayant pour sommet le plan fixe relatif
à G et pour classe p — 1.

Plus généralement, nous dirons que G est une généra-
trice h — singulière de V^+1 si le S^+1 tangent en un point
qui décrit G passe par un Sh+1 fixe.

La cojidition nécessaire et suffisante pour que G soit
h — singulière est qu'elle rencontre Wg en h points.

En effet, si le Sp+1 tangent à Vp+1 passe par un SA+1 fixe,
SA+1et le S ^ ! qui joint MjMg ... Mp% situés dans un même
Sp+i, ont un Sh_1 commun. Lorsque M décrit G, ce SA_1?

qui ne peut être fixe, décrit une Wjj de SA+1, qui ren-
contre G en h points : G a donc h points communs
avec W*J. Réciproquement, si G coupe W£ en h points
Oi O2 ... OA, en effectuant sur a1 a2 ... ap un changement
de variables tel que G1 G2 ... GA soient les génératrices
de W£ qui passent par O4 O 2 . . . Oh respectivement, on voit
que Sp+1 passe par le SA+1 fixe joignant G à Mi M2 ... MA,
c'est-à-dire G GjGg ... GA.

En chacun des h points SîjSg... SA tels, respectivement,
que M± soit en O4, ou M2 en O2, ... ou MA en OA, le Sp+1

tangent est indéterminé dans un faisceau.

Le SJJ+J qui joint G à M1 M2 ... M^ joint le SA+1 fixe
G Gj . . . GA au Sp_A-.j défini par MA+1 MA+2 . . . Mp qui décrit
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une variété WjjzJ rationnelle à p—h dimensions, d'ordre
p— h. Il en résulte que .

Lorsque M décrit la génératrice h — singulière G,
le Sp+1 tangent enveloppe dans Sk un cône rationnel ayant
pour somniht le S^+î'/îaté relatif è (x*et pour classe p — h.
Il y CL en oiàre h points de (ï ow /e Sp+1 tangent est indé-
ièrhiiné dans un faisceau.

En particulier une génératrice G e s t p — singulière
lorsque'îe Sp+1 tangent est le même pour tous les'points
de' la droite G,

II. — Démonstration analytique des propriétés
1 *eficotit*éfes au § 1. ' ]

Si nous caractérisons une droite G de Sn par un de ses
points M et un vecteur u ayant G pour support, le point
courant P de 'G est donné par la relation

"P = M + pu.

Quand M et u dépendent des paramètres a1 . . .c^ , G
décrit une variété V^+1 et une tangente PT en P à celte
variété est représentée par

ce qui définit, les X étant arbitraires, le S ^ tangent en P
à Yp+i- ^ e S^+1 est évidemment toujours contenu dans
l'espace Ŝ  défini par une combinaison linéaire arbitraire
des vecteurs

*- dM du
u —• -—, i ~=i,2—p.

-*- ->-
Si les composantes de u sont w2 ... un, celles de M :
mx... mn, et celles de PT • Xx — xx... Xn — xn, les équa-
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tions du Sp+1 tangent en P, obtenues par l'élimination
des X, sont données par (*)

-Xi — OG± _X2 — ^ 2 " * * -"•«- — *^n

dm^ dUi dmz dit2 c>mn dun

doLt . ° 9a4 9a4 " 9 ^ 3 ^ ° 9a4 0.

dm± du± dm2 du2 dmn dun
[_ p . L p . . . _L p

doip ^ r 3ap dap ^ ? dap dap ^ r dap

Les équations du Sp+1 tangent sont donc des polynômes
en p du degré p. Le S^+1

 èadmet'donc une ^enveloppe
rationnelle db classe'p.

Si le Sp+1 tangent passe par un plan fixe quand P
(Jécrït G, il existe parmi les vecteurs PT un vecteur v
indépendant de p :

et l'un au moins des X,- n'est pas nul pour p = 0, et par
conséquent pas identiquement nuj, puisque u et v défi-
nissent un plan. En supposant, quitte à permuter les a,,
que c'est lp qui n'est pas nul, on peut en tirer, quel que
soit p ;

dp i r - - & api
3a X L Y 3«J

En remplaçant dans la matrice qui définit le Sp+1 tangent

f1) Nous désignons par ||alfc||=0 la condition nécessaire et suf-
fisante pour <Juè le tableau des al1e n'ait pas le rang maximum
possible.
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ap
à Vp+1, le vecteur — par cette expression, elle devient :

3Wj 3 Mi 3w 2 a 1̂ 2 3 % 3^n

= 0.

Les équations du Sp+1 tangent sont donc des polynô-
mes en p d'ordre p— i. Lorsque G est singulière, l'enve-
loppe du Sj,+1 tangent est de classe p— 1. Supposons
plus généralement que G soit h— singulière, c'est-à-dire
que le Sp+1 tangent contienne un SA+1 fixe défini par les
vecteurs fixes :

Les vecteurs v1, v2 ... vh figurent donc, quel que soit p,
parmi les vecteurs PT tangents, de sorte qu'on a les rela-
tions linéaires :

£ Xi — + ¥•{&, j - i, 2,..., h.

Ces relations sont résolubles par rapport à h des
3P .vecteurs—, sinon il y aurait au moins un des vecteurs

l4 u -|- \K{ v3 qui serait combinaison linéaire des autres,
c'est-à-dire que les vecteurs M, V1 ... vh définiraient un
espace à moins de h -J- 1 dimensions. On peut toujours
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supposer, quitte à permuter a4 ... ap, que Ton a résolu
par rapport à

= 2f %^i

Ces résultats de résolution portés dans la matrice qui
définit le Sp+1 tangent lui donnent la forme :

= 0.

32^ dm2
_!_ p — [_ p

Les équations de Sp+i sont donc des polynômes en p
d'ordre p — h. Lorsque G est h — singulière, l'enveloppe
du S^+1 tangent est de classe p — h.

III. — Développoides.

Nous appellerons développoides (A) une variété réglée
pour laquelle toutes les génératrices sont singulières.
Une génératrice G est singulière lorsqu'elle rencontre

f1) Ces variétés ont été également rencontrées par CORRADO
SEGRE, Preliminari di una teoria délie vanetà luoghi di spazi

2
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et nous av-ans vu que cela revient à dire, avec un choix
convenable des paramètres, qu'elle rencontre G r Si ceoi
a lieu pour toutes les génératrices de Vp+1, les surfaces
réglées ax = Cte ... a ^ = Cte sur la variété sont des
surfaces dans lesquelles deux génératrices infiniment voi-
sines se rencontrent, c'est-à-dire des développables. Ainsi,
quand ap varie seul, G reste tangente à une courbe C,
ou passe par un point fixe P. Lorsque les paramètres
ai ••• ap-i varie»!, la eaurbe C décrit une variété Yp à
laquelle G reste tangente, «HÈ bien le point P, daas la
seconde hypothèse, décrit une variété Vp_j que toutes les
droites G rencontrent.

Réciproquement, si Vp+1 est le lieu d'une droite dépen-
dant de p paramètres qui, soit touche constamment une
variété V ,̂ soit rencontre constamment une variété V ^ ,
c'est une développoïde. En effet, dans la première hypo-
thèse les droites G définissent syr Vp un champ d'éléments
de contact qui, sous des conditions convenables de régu-
larité, admettra des courbes intégrales; chacune de ces
courbes est l'arête de rebroussement d'une surface déve-
loppable tracée sur Vi/+1 et toute génératrice de V ^
appartenant à une telle développable, Vp+1, est une déve-
loppoïde. Dans la seconde hypothèse, Yp+1 est évidem-
ment un ïieu de surfaces coniques et toute génératrice
appartient à un tel cône, de sorte que la même conclusion
est valable.

{Rendiconti del Circolo Matemattiao. $>i Palermo, 30, 1910, p. 87r

avec rectification p. 346). L'auteur les appelle développables. Nous
croyons devoir réserver ce qualificatif pour les variétés qui peu-
vent être développées, c'est-à-d-ire appliquées sur §y+i avec con-
servation des éléments métriques. Ces dernières variétés ont été
déterminées par M. ELIE CARTAN, Sur les variétés de courbure
constante d'un espace euclidien ou non euclidien (Bulletin de la
Société Mathématique de France, 19Ï9, p. 125 et 1980, p. 13&).
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Les développoïdes Vp+1 sont engendrées par des droites
(dépendant de p paramètres) qui restent tangentes à une
variété Vp ou rencontrent une variété V^.

Nous désignerons la variété V^ (ou V^ _a) sous le nom
d'arête de la développoïde.

Plus généralement nous appellerons h-développoide
une variété pour laquelle toutes les génératrices sont
^-singulières. Le long de chacune des génératrices, le
S^+1 tangent passe par un SA+1 fixe et enveloppe un cône
rationnel de classe p — h. En particulier les variétés
VA+1 à h -f- 1 dimensions, qui sont ft-développoïdes, ont
un Sft+1 tangent fixe le long de toute génératrice. Pour
se convaincre de l'existence de telles variétés, il suffit de
remarquer qu'un cône à h -\- i dimensions est A-dévclop-
poïde.

Comme la condition nécessaire et suffisante pour que G
soit A-singulière est qu'elle rencontre W^ en h points,
s'il est possible, par un choix convenable des paramètres,
d'exprimer ces conditions sur toute la variété (ce qui
nécessite certaines conditions d'intégrabilité) par l'inci-
dence de G avec G4, G2, . . . Gh, nous pourrons considérer
V^+i comme engendrée par ses sous-variétés aA+T = Cte>
... 06^= Cte qui sont des V^+1 elles-mêmes A-développoï-
des. Dans ce cas, une Vp+1 qui est A-développoide est le
lieu d'une VA+l A-développoide qui Tarie en dépendant èe
p — k paramètres.

Sur une telle variété A-développoïde, les surfaces
at = Cte {i + k < h) sont des déveioppables, puisque G^
rencontre G. Leurs arêtes de rebroussement engendrent
une V^ (ou YJ>__1) qui est une arête de la développoïde*
Une /i-développoïde admet ainsi h arêtes sur lesquelles
les courbes at — Ct6 (i + k < h) forment des réseaux.

Réciproquement, si sur l'arête d'une développoïde les
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courbes enveloppes des génératrices admettent des courbes
associées formant réseau, la variété est une 2-dévelop-
poïde en vertu de la définition des réseaux (les courbes
associées sont telles que lorsqu'un point parcourt Tune
d'elles, la tangente en ce point à la courbe de la première
famille qui y passe admet une enveloppe). Si les courbes
associées forment avec Ja première famille un système
/i-uple, la variété est une /i-développoïde.

La recherche de variétés /i-développoïdes se ramène
ainsi à la détermination de systèmes /fc-uples de courbes
tels que deux quelconques des familles forment un
réseau (1).

Ceci permet de donner, pour montrer que les cônes ne
répondent pas seuls à la définition, un exemple simple
de V3 de S5 lieu de oo2 droites et 2-développoïde : Consi-
dérons dans S5 la quadrique de Klein représentant les
droites de S3. Sur cette quadrique, le complexe des
tangentes à une surface F de S3 est représenté par une
variété V3 qui constitue l'exemple proposé de 2-dévelop-
poïde. En effet, les tangentes en un point P à F forment
un faisceau représenté par une génératrice rectiligne G
de V3. Quand P décrit F, on engendre ainsi V3 comme
lieu de droites dépendant de 2 paramètres. En particulier
quand P décrit un asymptotique de F deux faisceaux
voisins ont un rayon commun et la génératrice G corres-
pondante décrit une développable. Les deux familles
d'asymptotiques détinissent les deux familles requises de
développables de V3, qui est bien une 2-développoïde (2).

f1) Pour la considération de tels systèmes ft-uples, cf. EUE
CARTAN, Leçons sur l'intégration des systèmes d'équations aux
différentielles totales. Cours professé en 1936-1937.

(2) LUCIEN GODEAUX, Sur les lignes asymptotiques d'une surface
et l'espace réglé (BulL Acad. roy. Belgique, 1927, p. 812 et 1928,
p. 31).
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Comme exemple du cas où les arêtes, sans être réduites
à un point, n'ont pas la dimension maxima, il nous suffira
de citer la variété Vp+1 lieu des cordes des courbes d'une
famille dépendant de p — 2 paramètres sur une Yp-x, car
la V3 lieu des cordes d'une courbe est évidemment 2-déve-
loppoïde, chaque génératrice appartenant à deux cônes.
Une telle V^+1 est donc une 2-développoïde ayant V ^
pour arête.

IV. — Raccordement des hypersurfaces.

Considérons dans Sn une hypersurface lieu de droites
dépendant de n — 2 paramètres et soit G une des généra-
trices. Cherchons en combien de points une autre hyper-
surface passant aussi par G doit lui être tangente pour
que l'on soit assuré qu'elles ont même hyperplan tangent
en tout point de G, c'est-à-dire qu'elles se raccordent le
long de G. Notre problème peut encore être énoncé plus
simplement ainsi : Etant donnée une droite G considérée
comme appartenant à une hypersurface réglée, en combien
de points de G pouvons-nous choisir arbitrairement
l'hyperplan tangent (passant par G) pour que la loi de
répartition des hyperplans tangents aux différents points
de G soit complètement déterminée ?

Nous savons que si G est génératrice ordinaire de
Thypersurface, les hyperplans tangents enveloppent un
cône rationnel de classe n — 2 ayant G pour sommet. Ce
cône est entièrement défini par son sommet G et sa base
dans un Sn_2 non sécant à G. De même si G est généra-
trice p-singulière de l'hypersurface, c'est-à-dire si l'hyper-
surface admet un Sp+l tangent fixe tout le long de G, les
hyperplans tangents enveloppent un cône rationnel ayant
Sp+1 pour sommet et dont la classe est k==n — 2 — p. Ce
cône est entièrement défini par son sommet Sp+1 et sa
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base dans un Sfe non sécant à G (car p—j—1 -f- k~\~l = n).
Cette base dans Sk est une enveloppe rationnelle d'hy-

perplans Sk_1 dépendant d'un paramètre, dont la classe
est k. D'autre part, cette enveloppe n'est pas un cône, car
si Sk_1 passait par un point fixe or de SA, ceci signifierait
que dans Sn l'hyperplan tangent en un point variable
sur G passe constamment par S^+1 et or qui n'est pas dans
S^+1 (car Sp+1 et S^ sont dépourvus de point commun) :
il y aurait un Sp+o tangent fixe et G serait (p-f-1)—singu-
lière, ce que nous ne supposons pas.

Effectuons dans Sk une transformation par polaires
réciproques : L'enveloppe de S ^ à un paramètre se
transforme en une courbe G. Cette courbe est rationnelle,
d'ordre h. L'enveloppe n'étant pas un cône, son SA_4

courant n'a aucun point fixe, de sorte que le point courant
de C ne reste pas contenu dans un hyperplan fixe de S^.
Ceci signifie que C est normale. La courbe C rationnelle
normale de Sk est celle dont on peut ramener la représen-
tation à la forme

x0 = 1, œt — /, œz = tl, —, xK = tk.

Elle est entièrement définie par la donnée de k -\- 3
points et est la courbe commune à toutes les hyperqua-
driques ayant k — 2 de ces points comme points doubles
et passant simplement par les 5 autres.

La donnée de l'hyperplan tangent en un point M de G
équivaut à celle d'un point de C, mais, dans le problème
qui nous occupe, nous ne pouvons pas choisir arbitrai-
rement les hyperplans tangents en k -\- 3 points de G.
Nous avons vu en effet que lorsque M décrit G, Thyperplan
tangent enveloppe un cône rationnel dont les espace3
générateurs sont en correspondance homographique (le
paramètre de M sur G est en même temps le paramètre
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de i'hypefplan tangent dafis son enveloppe); ïl y a donc
correspondance hoôiogmphique entre le pxnnt M de G et
le point Mf de € qui représente l'hyperpl&n tangent'en M,
Le choix des hyperplans tangents en k -f- 8 points û<e G
conduira à une courbe G unique passant par /c+3 points
M' donnés ; mais sur la courbe C solution les points M'
n'auront en général pas les mêmes invariants projectifs
que les points M sur G.

Montrons que Ton peut au contraire choisir arbitraire-
ment les hyperplans tangents en A-(-2 points de G> c'est-
à-dire choisir arbitrairement A^j-2 couples MM'. C est
alors l'intersection de toutes les hyperquadriques ayant
k — 2 des points M' comme points doubles et passant
simplement par les quatres autres points M' en les admet-
tant avec un rapport anharmoniqtie égal à celui des quatre
points M correspondants.

En effet, nous pouvons choisir la représentation paramé-
trique de C de façon que la correspondance homographi-
que entre M et M' s'exprime par l'égalité des paramètres.
Notre problème est alors ramené au suivant : Construire
une courbe rationnelle normale de Ŝ  définie par un
certain nombre de points munis de leurs paramètres.

Si la représentation de G est choisie de façon que
MiM2M3M4 ... Mt- aient pour paramètres 0, 1, oo, p4 ... p„
la courbe C devra être située sur toutes les hyperquadri-
ques ayant les points M̂  doubles (j > 3 et j^k) et passant
par MiMgMgMi simplement, ces points ayants sur ce cône
du second ordre le rapport anharmonique pA, ce qui déter-
mine complètement ces quadriques. Ces quadrîques, en
nombre i — 3, ont eti commun, en dehors dé l*espaée
linéaire défini par les M̂  (j> 3), uhe variété à A;— (i— â)
dimensions, qui sera une courbe rationnelle nofmale âe
Sk lorsque k — (i—3) = i, ce qui exige i



La représentation de G étant alors fixée, le point M'
correspondant au point courant M de G est bien déterminé
par son paramètre, et l'hyperplan tangent en M est bien
déterminé. Donc :

La condition nécessaire et suffisante pour que deux
hyper sur f aces se raccordent le long dune génératrice G
^-singulière est la coïncidence des hyperplans tangents
en k-J-2 = n — p points de G.

En particulier, si G est une génératrice ordinaire, il
faut et il suffit que les hypersurtaces aient même hyperplan
tangent en n points de G pour qu'elles se raccordent.

Les propriétés de la courbe rationnelle normale de Ŝ
nous permettent encore de donner un critère pour la
détermination du degré de singularité d'une génératrice
d'une hypersurface réglée : h-\-l points quelconques de
la courbe (h<k) définissent un espace linéaire Sh coupant
au moins h-\-l fois la courbe et dépendant de A-J-l para-
mètres. Cependant il n'y a aucun de ces Sh qui coupe la
courbe en plus de h-\~i points. En effet, un hyperplan
joignant un Sh qui contiendrait h -f- 2 points de la
courbe, à k— i —h points de celle-ci, la couperait en
h -\-2-\- k — i — h = k -\- l points, et comme elle est
d'ordre k il la contiendrait tout entière.

Par conséquent, si G est une génératrice p-singulière
de Vn_lf les hyperplans tangents aux points de G ont un
Si;+1 fixe commun, et h -f- 2 quelconques d'entre eux
n'ont jamais un Sn_h_x commun tant que h < k.

En particulier, si G est une génératrice ordinaire, A-f-2
quelconques des hyperplans tangents n'ont jamais un
S-n-h-i commun tant que h < n — 2, mais naturellement
des hyperplans tangents en nombre quelconque ont
toujours G en commun.



Ceci peut encore s'énoncer sous la forme suivante qui
nous sera utile :

Etant donnée une génératrice G d'une hypersurface
réglée yn_i9 si l'on peut trouver h-(-2 hyperplans tangents
en autant de points de G ayant en commun un SP+i avec
p > n — h — 2, alors tous les hyperplans tangents en des
points de G passent par ce même Sj0+1 et la génératrice
est ^-singulière.

V. — Variété focale propre des congruences de droites.

Considérons dans l'espace a n dimensions Sn une con-
gruence engendrée par une droite G dépendanl de n — \
paramètres a1 a2 ... an_t. Représentons la droite G par un
de ses points M et un vecteur u porté par elle. Le point
courant P de G est donc défini par

où M et u dépendent de 04 ... an-1.
On appelle foyer de la droite G un point tel que lors-

que G décrit la congruence, elle reste tangente au lieu de
son foyer.

Lorsque G décrit la congruence, en prenant pour p une
fonction de 04 ... an_i9 P décrit une hypersurface dont
rhyperplan tangent est défini par le lieu des vecteurs PT :

ou encore, en utilisant la notation du produit extérieur :

En particulier si la fonction p définit un foyer F de G,



la droite G figure purmi les tangentes en F, c'est-à-dire
que l'un des vecteurs FT est le vecteur u :

- ̂  = y,M — + p — h —-

qui s'écrit encore

'3F 3F 3F
- —- ... U } = O,

soit

u-Vl f— +

âM 3«

Si M et u ont respectivement pour composantes

3wi dyni du± dmt ^e^1
| Q _,__ _ _ —^^___ 1 Q . j _ f\ <9/

^ 0.
3w?2 3«^2 9 ^ Ê 9M2 3 Ï « 2 9 M 2

da r 3a 3a r 3a 3a l a3a2
2

n 3tóB 3w2n 3î«B 3m B c>un

Cette équation est un polynôme en p d'ordre n — 1
dont les n—1 racines donnent n—1 foyers situés sur la
droite G* Lorsque G décrit là cöngrtiencê les foyers
décrivent une variété, en général hypersurface, qui peut
être réductible, que nous appellerons hypersurface focale
propre, à laquelle G reste tangente en chacun de ses
foyers.



Comme les droites de Sn dépendent de 2 n — 2 para-
mètres » il «est clair que les droites de là congruence ne
vérifient pas d'autres conditions que ces n™ \ conditions
de contact.

Une congruente est donc formée des droites qui touchent
enn — i points (foyers) une hypersurface (focale propre).

Pour que nos énoncés englobent la totalité des éventuali-
tés possibles, il nous est nécessaire d'attirer l'attention sur
le fait que le mot «hypersurface» que nous employerons
toujours pour désigner la focale doit être pris avec sa
signification tangentielle. Le noyau ponctuel de cette
enveloppe peut ne pas avoir la dimension effective n— i,
c'est-à-dire qu'une racine p de l'équation focale peut ne
pas contenir ai ,.. u.n_± sous forme essentielle ; mais dans
un tel cas, la génératrice G est contenue dans l'un des
hyperplans tangents en F à la focale. Bien que, dans ce
cas, par un point F de la focale passent une infinité de
droites de la congruence, il n'y en a qu'un nombre fini
qui sont dans un des hyperplans tangents en F comme
dans le cas général : un élément de contact de la focale
appartient à un nombre fini de droites G de la congruence*

Avec cette convention de langage, l'expression «une
variété V* à k dimensions tracée sur l'hypersurface focale»,
dont le sens ne présente aucune obscurité dans le cas où
la variété focale a la dimension n — 1, doit être inter-
prétée, dans les autres cas, comme désignant l'enveloppe
d'une famille d'hyperplans tangents à la focale et dépen-
dant de k paramètres (et son noyau ponctuel aura une
dimension qui pourra dépasser celle de la focale).

Nous allons obtenir les propriétés d'une congruence
de droites en étudiant les variétés réglées extraites de
celle-ci, c'est-à-dire engendrées par des droites qui appar-
tiennent à la congruence»
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Considérons une droite G de la congruence, sur
laquelle les foyers sont F1% F2, ... FM_!. En donnant à G,
qui reste dans la congruence, une variation dépendant
de k paramètres, elle engendre une V^+4 extraite de la
congruence et les foyers décrivent des V̂  tracées sur
Thypersurface focale. Comme l'élément de contact ¥± de
l'hypersurface focale n'appartient qu'à un nombre fini de
droites de la congruence, il suffira que des conditions
assez générales de continuité soient réalisées pour que
l'on sache quelle est la droite de la congruence qui
s'appuie à l'hypersurface focale en un élément de contact
voisin de ¥t et qui tend vers G lorsque cet élément tend
vers F±. 11 en résulte que, localement au moins, la
variété VA+1 est bien déterminée par la connaissance de la
variété \k lieu de F} sur Thypersurface focale. Nous
appellerons une telle V̂  la- directrice de VA+1, et plus
précisément nous désignerons les n — I variétés V* tra-
cées sur l'hypersurface focale qui peuvent être arbitraire-
ment substituées Tune à l'autre pour définir la variété
V/fe+1 extraite de la congruence, sous le nom de directrices
locales associées.

VI. — Propriétés des hypersurfaces extraites
de la congruence.

Considérons une hypersurface VB-1 extraite de la con-
gruence et définie au voisinage de la génératrice G par
une directrice locale Vn_2. L'hyperplan tangent à Vn_4 au
foyer F{ de G situé sur Vn_2 contient l'espace Sn_2 tangent
en Fj à la directrice et la génératrice G. Si G et VB-1 sont
les plus générales possibles, S„_2 et G définissent com-
plètement cet hyperplan tangent, et comme la directrice
est tracée sur l'hypersurface focale, S„_2 est contenu dans
l'hyperplan tangent en Fz à l'hypersurface focale. Cet
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hyperplan contient aussi G par définition du foyer; il en
résulte qu'il est confondu avec le précédent :

Uhyperplan tangent à une hypersurjace extraite de la
congruence en un foyer est ïhyperplan tangent à l'hyper-
surface focale.

Comme sur la droite G il y a n — 1 foyers, pour que
deux hypersurfaces extraites de la congruence se raccor-
dent le long de G il faut et il suffit qu'elles soient tan-
gentes en un point de G qui ne soit pas foyer.

Remarquons encore que si G est une droite générique
de la congruence les n— 1 hyperplans tangents focaux
n'ont en commun que la droite G, et cette droite est par
conséquent génératrice ordinaire sur les hypersurfaces
extraites de la congruence ayant des directrices généri-
ques.

Il en résulte que, pour que G soit génératrice singu-
lière de l'hypersurface extraite, il faut et il suffit que le
raisonnement précédent tombe en défaut pour un des
foyers de G, c'est-à-dire que Tune des directrices locales
associées soit tangente à G. Plus généralement, pour que
G soit génératrice ^-singulière de Vhypersurface extraite,
il faut et il suffît que p des directrices locales associées
soient tangentes à G. Les points d'indétermination de
l'hyperplan tangent sont alors les p foyers correspondant
à ces p directrices.

Proposons-nous maintenant de déterminer les dévelop-
poïdes extraites de la congruence. Comme un point
d'indétermination sur une génératrice est nécessairement
un.foyer, l'arête d'une développoïde extraite de la con-
gruence est nécessairement une de ses directrices, par
exemple la directrice Vn_2 relative au foyer Ff. Nous
avons vu également qu'une hypersurface développoïde est
le lieu d'une surface développable qui varie en dépendant
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de n — E paramètres, Farête de rehaussement de cette
développable engendrant l'arête de l'hypersurfeee. La
directrice Yn_2 doit donc être le lieu d'une eouFbe dépen-
dait de n—& paramètres, telle que la génératrice G de la
congruence lui reste constamment tangente.

Or, une droite qui décrit la eongruence définit sur
chacune des nappes de Thypersurface focale propre un
champ d'éléments de contact qui, sous des conditions
convenables de régularité, admettra des courbes inté-
grales. Chacune de ces courbes est l'arête de rebrous-
seraient d'une développable extraite de la congruence.
Une droite G de la congruence est ainsi génératrice
commune à n — 1 surfaces développables extraites de la
congruence, dont les arêtes de rebroussement ï1ir ï^.rw_1

tracées sur l'hypersurface focale sont tangentes à G en
Fj Fj ... F , ^ respectivement.

Il en résulte quil y a n — 1 familles de développoïdes
contenant une génératrice G ; ce sont les hypersurfaces
ayant une de leurs directrices engendrée par des courbes I\
qui dépendent de n — 3 paramètres. Les hyperplans tan-
gents aux développoïdes de la &-ème famille (dont une
directrice est lieu de courbes rk) en un point qui décrit G
sont confondus avec Thyperplan tangent à l'hypersurface
focale ea tous le& points F2 autres que F* qui est sur
l'arête. Il en résulte que le plan tangent fixe le long de G
est h même pmr toutes les déueloppdides d'une même
famille: c'est le plan commun aux n — 2 hyperpkas
tangents à l'hypersurface focale ea les n — % foyers de G
autres que celui qui décrit l'arête-

Puisqu'il y a dans la définition d'une développoïde
extraite de la congruence une fonction arbitraire de n—3
arguments, on peut se demander s'il n'y a pas inoytn de
choisir cette fonction de façon à obtenir uif*e 2-dévelop-
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poïde extraite de la eongraenee et contenant la génératrice
G donnée de celle-ci. S'il existe une telle 2-développoïde,
ses génératrices qui sont ^-singulières restent tangentes
à deux directrices associées qui sont les deux arêtes, de
sorte que cette 2-dév©loppoide appartient^ la fois, à deux
familles de développoïdes. En supposant, pouif fixer les
idées, que les arêtes sont les lieux de F t et de F2, ceci veut
dirç que la première de ces deux arêtes, qui est un lieu de
courbes I\, doit être en outre lieu de courbes associées,
aux courbes T2, puisqu'elle est la directrice associée à là
seconde arête. Par tout point de l'hypersurface* focale
voisin de F1 passent une courbe I\ et une courbe C2> et
en particulier par F± passent une courbe T± et une eourbe
C2 : Mais il n'est en général pas possible de trouver une
surface lieu de courbes T± et de courbes C2, c'est-à-dire
que la surface lieu des courbes C2 qui s'appuient sur Tt

et la surface lieu des courbes F4 qui s'appuient sur C~2 ont
en commun V± C2 et éventuellement d'autres courbes,'mais
elles ne coïncident pas.

Il en résulte que par une génératrice G générique d'une
congruence il ne passe aucune %-dévetoppoïde extraite de
la congruence.

VII. — C^in^ifuçnce d$ Sn eewisidér^e comme engendrant
variété (n — 1)—dçvelappoïde.

t'espaee SB, dans lequel se trouve la eongru-
ence de droites G étudiée, plongé daros tin espace ii
plus, ample Sr. Nous pouvons alors considérer
une variété réglée, lieu des génératrices G.
lai les méthodes d'étude qui nous ont Sfem pour les
variétés réglées générales du § 1. Nous associons; au
point M qui déeriÉ G les positions MtM2 ... Mn_4 que
prer>d ce point cpartyî on fait varier isolément chacun des



paramètres a± a2 ... <xn_±. Les points M± M2 ... M„_j décri-
vent des droites Gi Gg ... Gn_i de S„ et l'espace linéaire
S„_2 qui unit les n — 1 points M, décrit dans S„ une
hypersurface W£zJ rationnelle d'ordre n — 1.

L'hypersurface W^z* est coupée par G en n — 1 points,
de sorte que G est une génératrice (n—l)-singulière. La
variété réglée S„ est donc une (n— 1) -développoïde et
son espace tangent en un point M de G ne varie pas
quand M décrit G; c'est évidemment Sn lui-même. Les
n— i points d'indétermination de G décrivent, lorsque G
décrit SM, n — 1 hypersurfaces de Sn qui sont ses arêtes.
Nous savons que G reste tangente aux différentes arêtes;
nous retrouvons donc sous un autre aspect l'hypersurface
focale de la congruence.

Les n — 1 nappes de l'hypersurface focale d'une con-
gruence de Sn sont les n— i arêtes de Sn considéré comme
constituant une variété (n— 1) -développoïde.

Dans la conception actuelle de la congruence, les déve-
loppables et développoïdes extraites sont immédiatement
en évidence, puisque nous avons vu qu'une (n—1) -déve-
loppoïde est de n — 1 façons différentes le lieu d'une
surface développable.

Pour étudier une variété générale extraite de la con-
gruence, de dimension k, par exemple, nous devons
supposer les paramètres <xi a2 ... anr.i liés par n — k
relations. Dans ces conditions les points Mi M2... Mn_4

ne sont plus linéairement indépendants, mais, au con-
traire, ils définissent un S^_2 qui décrit une WJzJ appar-
tenant à Wjjzî. En particulier, les W£z2

2 associées à la
génératrice G dans les différentes hypersurfaces extraites
de la congruence sont tracées sur Thypersurface Wjp[,
et l'hyperplan tangent en M est la limite de Thyperplan
qui joint G à un Sn_3 de l'espace M1 M2 ... MB_4, 11 en
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résulte que pour que l'hyperplan tangent en M soit indé-
pendant de l'hypersurface extraite, il faut et il suffit que
Thyperplan G Sn_3 ait une limite indépendante du choix
de Sn_3 dans Mi M2 ... M^^; autrement dit, il faut et il
suffit que M4 M2... MM-1 coupe G. Alors M est un foyer.
Nous voyons ainsi que les deux définitions du foyer de G :

a) Point de contact de G avec son enveloppe ;
b) Point où toutes les hypersurfaces extraites ont

même hyperplan tangent, sont équivalentes.

VIII. — Droites spéciales.
Hypersurfaces focales singulières.

Après avoir examiné les propriétés relatives à une
génératrice G générique de la congruence, voyons s'il
existe des génératrices particulières pour lesquelles ces
propriétés sont modifiées d'une façon essentielle. Les
propriétés que nous avons rencontrées tirent leur origine
du fait que sur une droite G il y a n — 1 foyers, qui
peuvent d'ailleurs ne pas être tous distincts. Est-il admis-
sible que pour certaines droites de la congruence ce
nombre soit dépassé?

Supposons que sur G existent n foyers, c'est-à-dire n
points en lesquels toutes les hypersurfaces extraites de la
congruence ont même hyperplan tangent, Nous savons
alors que ces hypersurfaces se raccordent tout le long
de G : tous les points de G sont alors des foyers. Il est
clair qu'un tel cas sera réalisé si G est tracée sur l'hyper-
surface focale propre, mais une telle circonstance ne se
présentera que pour des congruences très particulières,
car dans une congruence générale, l'hypersurface focale
propre ne contient aucune droite.

Admettons d'abord que G ait seulement n — 1 foyers
3
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propres et voyons s'il est possible qu'en un point M dis-
tinct des foyers propres F1 F2 ... F„_l3 toutes les hyper-
surfaces extraites aient même hyperplan tangent. Parmi
ces hypersurfaces extraites figurent toutes les dévelop-
poïdes dont l'arête contient F{. Les hyperplans tangents
à ces développoïdes en M ont un plan commun, le plan
commun aux hyperplans H1 H2 ... H ^ Hi+1 ... H„_4

tangents à l'hypersurface focale propre en F1 F2 ... F ^
F î + 1 ... F n - 1 . Soit Pf ce plan, qui doit évidemment appar-
tenir a Thyperplan H tangent commun en M. Nous avons
ainsi n— 1 plans P1 P2 ... P7Ï_1 qui doivent appartenir
à H. Naturellement, pour G générique ces plans ne sont
pas dans un même hyperplan et le point M n'existe pas.
Une importante propriété des plans Pf est la suivante :

Si parmi les plans Pi on en peut trouver k situés dans
un même SA sans qu'il y en ait k— 1 dans un même S^_1?

alors, tous sont situés dans cet Ŝ  qui est commun à
E± E2... H ^ j .

Vérifions cette propriété pour k = 2, en supposant, par
exemple, que P± et P2 soient confondus en un même
plan P ; P appartient à ïï2... Hn_1 par définition de P. et
à Hj par définition de P2. Les hyperplans Et H2 ... H^^
passent tous par P, et tous les plans Pj sont confondus
avec P.

Supposons maintenant k > 2. On peut toujours sup-
poser, quitte à permuter les indices 1,2, ... n—1, que
ce sont les plans PA P2 ... Vk qui sont dans un même S*.
Tous les hyperplans E{ pour lesquels i > k contiennent
tous les plans Px . . . P*. Tous les hyperplans H{ pour les-
quels i<ken contiennent A;—1. Comme, par hypothèse,
k—1 plans Pj, et à fortiori les k plans Ph ne sont pas
dans un même S^^, l'espace linéaire minimum qui les
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contient est SA., qui appartient ainsi à tous les hyper-
plans H;. Alors un plan Pf pour lequel i > k est aussi un
plan quelconque de Ŝ  passant par G.

Ainsi pour qu'il existe, associé au point M, un hyper-
plan H contenant tous les plans P^, il faut que k d'entre
eux (2 < k < n — 1) soient dans un même S^ qui les con-
tiendra tous, et cet S^ sera alors commun à H1 . . . Hn_4

et H, quel que soit d'ailleurs M sur G. Autrement dit,
une condition nécessaire ponr que G soit lieu de foyers
est qae les hyperplans tangents à Thypersurface focale en
ses foyers propres aient un Sk commun (Je > 2).

L'hypothèse la moins restrictive est évidemment k = 2.
Nous appellerons droite spéciale de la congruence une

génératrice telle que les n —1 hyperplans tangents focaux
propres aient un plan commun.

La condition pour que n— 1 hyperplans de Sn aient
un plan commun s'exprime au moyen d'une seule rela-
tion : les droites spéciales d'une congruence dépendent
donc de n — 2 paramètres.

Soit G une droite spéciale de la congruence : une
hypersurface extraite de la congruence et contenant G ad-
met en Fi F g . . . Fn_1 les hyperplans tangents Ei H2 . . . Hw_t

qui passent par un même plan P. Or nous avons vu à la
fin du § IV que dans ces conditions tous les hyperplans
tangents à l'hypersurface en des points de G passent aussi
par P et G est génératrice singulière.

Les droites spéciales sont des génératrices singulières
pour les hypersurfaces extraites de la congruence qui les
contient.

Nous avons vu également que deux hypersurfaces qui
ont en commun une génératrice singulière G, et qui ont
les mêmes hyperplans tangents H1 H2 ... Hn_d en n — 1
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points Fj Fg ... FB_1 de cette droite, se raccordent tout le
long de la droite. Il en résulte que :

En un point quelconque d'une droite spéciale, toutes les
hyper sur f aces extraites de la congruence ont le même
hyperplan tangent.

Une droite spéciale est donc un lieu de foyers, et la
condition nécessaire que nous avions rencontrée pour
qu'une droite soit lieu de foyers est aussi suffisante.
Nous appellerons de tels foyers, qui ne sont pas situés
sur Thypersurface focale propre, foyers singuliers. Le
lieu des foyers singuliers est une hypersurface réglée,
puisque les droites spéciales dépendent de n — 2 para-
mètres : nous rappellerons Vhypersurface focale singu-
lière. On peut d'ailleurs remarquer que cette hypersurface,
qui est extraite de la congruence, admet toutes ses géné-
ratrices, qui sont spéciales, pour génératrices singulières :
c'est donc une développoïde.

Notre raisonnement suppose essentiellement que G
contient n — 1 foyers propres et ce nombre seulement.
Or il peut arriver, sans que G soit tracée sur l'hypersurface
focale propre, qu'elle soit n fois tangente à cette hyper-
surface. Il y a alors sur G n foyers propres, et les hyper-
surfaces extraites de la congruence contenant G ont même
hyperplan tangent en chacun des n foyers propres.
Toutefois leur raccordement le long de G a une signifi-
cation singulière, car les génératrices voisines de G sur
une hypersurface extraite n'ont que n — 1 foyers propres,
et G est de n façons différentes la limite dune telle
génératrice, suivant que l'on fait tendre ses n — 1 foyers
vers n—-î des points F^Fg ...F„ de G, le point F,-restant
se présentant alors comme un contact accidentel. Ceci
montre qu'il y a n nappes de l'hypersurface extraite qui
se croisent en G.
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Ainsi, les droites qui ont n contacts avec ihtjpersurface
focale propre sont des lieux de foyers singuliers : elles sont
multiples d'ordre n pour les hypersurfaces extraites de la
congruence.

Comme imposer à une droite de la congruence un
contact supplémentaire avec l'hypersurface focale propre
est une condition qui s'exprime au moyen d'une seule
relation, il y a généralement dans la congruence des
droites qui touchent n fois l'hypersurface focale propre
et qui dépendent de n — 2 paramètres. Leur lieu est une
hypersurface réglée extraite de la congruence et que nous
appellerons la seconde hypersurface focale singulière.

Quand on considère la congruence de Sn comme engen-
drant une variété (n—l)-développoïde, les foyers d'une
génératrice G se présentent comme les limites des n — 1
points communs à G et à l'hypersurface Wjjzî associée.
Nous obtiendrons donc les droites lieux de foyers lorsque
G est tout entière située sur WjJzJ. Une telle circonstance
peut se produire de deux façons différentes, car sur Wjjzî
il y a deux catégories de génératrices rectilignes : celles
qui sont situées dans ses différents S„_2 et celles qui
coupent tous les Sn_2 en un point.

Lorsque G est située dans un Sn_8 joignant M1M8...Mn_1

correspondant à M, pour toute hypersurface extraite de
la congruence, l'hyperplan tangent en un point P de G
est la limite de Thyperplan joignant G à un certain S„_3

contenu dans le Sn_2 associé à P, qui ne rencontre pas G
en général, sauf lorsque P vient en M. L'hyperplan
tangent à l'hypersurface extraite est donc en général
déterminé pour tout point P de G autre que M. Au
contraire, le §„_% associé à M contenant G, tout Sn_3 de
ce Sn_x rencontre G, de sorte que M est point d'indéter-
mination pour toute hypersurface extraite, et G est singu-
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lière sur toute hypersurface extraite : la droite G est une
droite spéciale.

Lorsque G est située sur WjJzJ dont elle rencontre tous
les S„_2 en un point, il est aisé de voir, par un raisonne-
ment identique au précédent, qu'en aucun point de G
l'hyperplan tangent à une hypersurface extraite de la
congruence n'est en général indéterminé. G est donc en
général génératrice ordinaire pour toute nappe d'hyper-
surface extraite qui la contient. La génératrice G appar-
tient donc à la seconde hypersurface focale singulière.

Ainsi, les droites spéciales de la congruence sont limites
de droites situées dans un Sn_2 de leur W*lî associée, et
les autres droites focales singulières sont limites de droites
-unisécantes à tous les S„_2 de leur W^zJ associée.

Lorsqu'on étudie les génératrices de la congruence
issues d'un point P de Sft, si P est situé sur la seconde
hypersurface focale singulière, la droite focale qui passe
en P étant multiple d'ordre n pour toute hypersurface
extraite qui passe en P, est multiple d'ordre n pour le
groupe des génératrices issues de P, car le cône circon-
scrit de sommet P à l'hypersurface focale propre admet le
long de la droite focale une singularité algébroïde consti-
tuée de n nappes linéaires. Si P est situé sur la dévelop-
poïde focale singulière, la droite spéciale qui passe en P
est double dans le groupe des génératrices issues de P, car
le cône circonscrit de sommet P à Thypersurface focale
propre admet le long de la droite spéciale une singularité
algébroïde constituée de n — 1 nappes linéaires ayant un
plan tangent commun.

Donc, dans le groupe de droites de la congruence issues
d'un point, les droites spéciales, s'il y en a, sont doubles,
et les autres droites focales singulières sont n-uples.

Nous avons déjà eu l'occasion de remarquer que la
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notion de variété focale était essentiellement tangentielle.
L'existence d'hypersurfaces focales singulières lieux d'élé-
ments multiples de la figure accentue encore ce caractère.

En résumé : Le lieu des foyers d'une congruence se
compose des trois variétés suivantes :

a) La variété focale propre, que les droites de la congru-
ence touchent en n — 1 points ;

b) U hyper sur face réglée lieu des droites qui touchent la
variété précédente en n points ;

c) U hyper sur f ace développoïde lieu des droites telles que
les hyperpians tangents à la focale propre en leurs foyers
propres aient un plan commun.

IX. — Démonstrations analytiques des propriétés
les plus importantes des paragraphes précédents.

Nous avons représenté le point courant P de la droite G
de la congruence par

P = M + pu,

où M et u sont fonctions des n—1 paramètres a±a2 ..lotn_i,
et nous avons trouvé les n — 1 foyers propres comme
solutions de l'équation du (n — \)ème ordre :

3P 3P 3P —

Lorsque G admet n foyers propres, cette équation
admet n racines; elle est donc identiquement vérifiée.

Considérons une hypersurface extraite : on peut la
définir par

Posons alors

SP aP do 3P,
— = l - - î , z = 1,2,. . . , w — 2.
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Si PT désigne un vecteur quelconque tangent en P à
l'hypersurface extraite, l'équation de l'hyperplan tangent
s'écrit

SP SP SP
u PT = 0;

en développant le premier vecteur

*" "*" "*" aP"
3x> 3 &n

PT

car dans le second terme le premier vecteur se retranche,

avec un coefficient convenable, de tous les |? pour les

ramener aux |5 . En continuant ainsi sur les autres
3 a.

vecteurs, l'équation de l'hyperplan tangent s'écrit

3P 3P 3P
PT

- a .

ou encore

PT

ap - -
u PT

ap ap ap ap ap PT = 0,

avec

Pour que cet hyperplan ne dépende pas de r^, il faut
que

ap ap ap ap c^
u PT = 0,
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c'est-à-dire que l'hyperplan tangent doit contenir tous

les vecteurs — autres que — , et par conséquent, pour

qu'il soit indépendant de <p, il faut qu'il contienne tous

les vecteurs |2 , et u. Ces vecteurs ne sont dans un

hyperplan que lorsque (i) est vérifiée, c'est-à-dire quand
P est un foyer.

Réciproquement si P est un foyer, en mettant (1) sous
la forme

n— i

dP

n-2

3P

dOL± 0

Û

SP

V-n-z '<•

3P

3P

dP - P T +

dP ap —

PT C

l'équation (2) de l'hyperplan tangent se réduit à

— PT - 0 ,

OU

L'hyperplan tangent est bien indépendant de <p. Il est
d'ailleurs indéterminé pour les variétés particulières qui
vérifient l'équation aux dérivées partielles

(4)

Cette équation détermine les développoïdes extraites
de la congruence, dont l'arête est située sur celle des
nappes focales pour laquelle on a déterminé, au moyen
de (3), les coefficients \ .

Pour que <p définisse une 2-développoïde extraite de la
congruence, il faut et il suffit que cette fonction vérifie



deux équations (4) dans lesquelles les coefficients sont
calculés pour deux nappes focales. Or un tel système de
deux équations aux dérivées partielles n'est généralement
pas intégrable, et la condition d'inlégrabilité est d'ailleurs
classique. Il n'y a donc pas en général plus de 2-dévelop-
poïdes extraites.

Examinons pour terminer comment se présente l'équa-
tion (2) lorsque la génératrice est une droite spéciale.
M décrit une hypersurface quelconque de Sn et nous pou-
vons toujours supposer la représentation paramétrique
choisie de façon que le plan fixe par lequel passent tous

les hyperplans tangents soit celui des vecteurs u et—

La condition pour que G soit spéciale s'écrit alors

aL da2
u

3M

3P dP 3P *~ 3Mu

l'identité ayant lieu par rapport à p et «p. Les coefficients
des dérivées partielles s'écrivent

a? aP dP du - 3M
• u

90^^30,^
— 0

ce qui nécessite
du dM

u = 0.

Comme par hypothèse u et d— définissent le plan

tangent fixe, ~ est dans ce plan :

du
= À

dM
un.
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Moyennant cette condition, notre identité se réduit à

'U —
ad dan_2

L'un au moins des vecteurs

= 0.

figure effectivement

dans cette indentité, sinon w et - seraient coliné-
9an-i

aires et ne définiraient pas le plan tangent fixe; par un
changement éventuel de notations, on peut supposer que
c'est ?? :

3P V , 3 , 3P , - - 3M

Les Ç sont des fonctions de p en général.
Comme

P = (1 + AP;
3M

il suffit de remplacer dans l'équation (2) qui représente

l'hyperplan tangent, les vecteurs |? et |? par leurs
n—2 n—i

expressions précédentes, pour obtenir, à un facteur
numérique près qui dépend de p et de cp,

dP dP 9M ^ - >

Ainsi, le seul fait que cet hyperplan passe par un plan
fixe entraîne bien qu'il est indépendant de <p. Si nous

portons aussi les expressions de |£ et |^ dans
• n—2 n—i

l'équation aux foyers (1), elle devient manifestement une
identité : une droite spéciale est bien un lieu de foyers.
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CHAPITRE II

PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES CONGRUENCES
LINÉAIRES.

Une congruence de l'espace à r dimensions est algé-
brique lorsque les génératrices de la congruence issues
d'un point arbitrairement variable sont construites algé-
briquement à partir de ce point. Il revient au même de
dire que les coordonnées plückeriennes généralisées d'une
droite qui décrit la congruence sont liées par r — 1
relations algébriques. Les variétés focales propre et sin-
gulières d'une congruence algébrique sont évidemment
des variétés algébriques, et toute congruence dont la
focale propre est algébrique est une congruence algé-
brique.

Nous appellerons ordre d'une congruence algébrique
le nombre de génératrices de la congruence qui passent
par un point générique de S,.. En particulier, nous dirons
qu'une congruence est linéaire lorsqu'elle est algébrique
d'ordre un.

L'ensemble des droites de la congruence situées dans
un hyperplan générique engendre une variété à r — 2
dimensions : VJL,, dont Tordre m sera appelé la première
classe de la congruence.

Plus généralement, l'ensemble des droites de la con-
gruence situées dans un espace linéaire Sr_h à r — h
dimensions génériques est une figure réglée à r— 1 — 2h
paramètres, c'est-à-dire une variété V^2A dont l'ordre mh

sera appelé la h-ème classe de la congruence.
La variété VJÜ?SA a d'ailleurs effectivement la dimension

r — 2A et non une dimension moindre; sinon, par un
point générique de cette variété passeraient une infinité
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de droites de la congruence; ce point serait foyer singu-
lier et toute droite de la congruence serait singulière, ce
qui est absurde.

1. — Dimensions des variétés focales

Nous dirons qu'une congruence est à foyers distincts
lorsque, pour une droite générique de la congruence,
l'équation aux r — 1 foyers n'admet aucune racine mul-
tiple. L'existence de congruences qui ne vérifient pas
cette condition est immédiatement mise en évidence dans
S3 par la considération des tangentes à une surface donnée
le long d'une courbe tracée sur celle-ci.

Si une congruence de Srest à foyers distincts, la variété
focale propre est à au moins r — 2 dimensions.

Ce théorème est évident dans S3, car les seules congru-
ences ayant une focale propre ponctuelle sont des assem-
blages d'un nombre fini de gerbes, et sur tout rayon les
deux foyers sont confondus.

Dans S4 ce théorème signifie qu'une congruence à
foyers distincts ne peut pas avoir pour focale propre une
courbe : en effet cette courbe aurait des irisécantes dépen-
dant de trois paramètres, ce qui est visiblement absurde,
les cordes d'une courbe ne dépendant que de deux para-
mètres.

Dans S5 ce théorème signifie qu'une congruence â
foyers distincts ne peut avoir pour focale propre une
surface; il faudrait en effet que toute corde de la surface
fût tétrasécante : une section hyperplane serait alors une
courbe dont toute corde est tétrasécante. Or une courbe
dont toute corde est trisécante (et à fortiori tétrasécante)
est plane (1)."La surface dont toute section hyperplane

f1) Cf. L. GODEAUX, Cours de Géométrie supérieure, fasc. IV,
§ 7, p. 7 (Liège, Bourguignon, 1941).



— 46 —

est plane est une surface de S3. Alors elle admet bien
des tétrasécantes dépendant de quatre paramètres, mais
leur lieu est S3, et non une congruence.

Nous allons maintenant raisonner par récurrence et
supposer le théorème vrai pour les dimensions inférieures
à r. Moyennant cette hypothèse, nous devrons montrer que
dans Sr on ne peut pas trouver de variété V,._3_x (̂  — 0)
à r— 3 — 1 dimensions, admettant une congruence de
(r—- 1) -sécantes. A cet effet, coupons une telle variété"
par un hyperplan générique Sr_! : nous obtiendrons une
variété Vr_4_x qui admettra des (r—1)-sécantes dépendant
de r — 3 paramètres. Supposons que ces droites engen-
drent une variété réglée Wr_2 à r — 2 dimensions. En
projetant cette figure d'un point de Sr_j sur Sr_2 nous
obtiendrons une variété V,L4r_x de Sr_2 admettant une
congruence de .(r — 1)-sécantes. La focale propre de
cette congruence est une sous-variété de V,'._4_x coupée
par chaque droite en r — 3 points focaux. Mais, le théo-
rème étant vrai dans S,._8, la focale propre de cette con-
gruence a une dimension au moins égale à r—4. Il en
résulte que X = 0 et que la focale propre est VJ,_4 elle-
même. Chaque droite étant ( r — 1) -sécante à V,L4 admet
deux foyers supplémentaires et est donc singulière : tous
les points de Sr_2 sont des foyers, ce qui est absurde.
Ainsi les (r — 1) -sécantes de V,'._4_>k, engendrent une
variété Wr_3_^ (p > 0) qui a moins de r — 2 dimensions,
telle que par chaque point de W , ^ ^ il passe une infinité
de droites de la famille. Cette propriété ayant lieu dans
tout hyperplan Sr^.1 de Sr, on en conclut que Vr_3_x est
située sur une variété Wr_2_ lieu de ses (r—1) -sécantes,
telle que par chacun de ses points il en passe une infinité.
Ces droites ne forment donc pas une congruence.

En particulier, par exemple, les variétés V3 de S6
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admettant des pentasécantes dépendant de cinq paramètres
sont les intersections des hypersurfaces du cinquième
ordre avec les variétés W4 lieu d'un faisceau de S3. Tout
S3 de W4 contient une surface du cinquième ordre de V3

et est donc le lieu d'une infinité à quatre paramètres de
pentasécantes de V3.

II. — Variétés focales des congruences linéaires.

Un foyer propre d'une eongruence est un point par
lequel passent deux génératrices infiniment voisines de la
eongruence; un foyer singulier est un point tel que dans
le groupe des génératrices qui y passent, Tune au moins
est multiple. Dans une eongruence linéaire, c'est-à-dire
telle que par un point générique de l'espace il passe une
seule droite de la eongruence, un foyer propre ou singu-
lier est donc nécessairement un point d'indétermination,
une équation linéaire qui admet deux racines ou une
racine multiple étant nécessairement une identité. Il
résulte de là que

Les variétés focales d'une eongruence linéaire sont
à Y — 2 dimensions au plus.

En comparant ce résultat avec le théorème précédent,
on voit donc que

La variété focale propre d'une eongruence linéaire à
foyers distincts est une variété Qr_% àv — 2 dimensions.

Les variétés focales singulières sont de deux catégo-
ries : il y a les variétés lieux des droites qui admettent
plus de r — 1 foyers propres, c'est-à-dire les variétés
lieux des droites (r + X) -sécantes à Qr_2 (X>0), que
nous désignerons par 0O S± ... 6X. Il y a, d'autre part, la
variété S lieu des droites G spéciales, qui ont r — 1 foyers
propres, mais qui sont telles que les hyperplans focaux
aient un plan commun, c'est-à-dire, puisque ces hyper-



— 48 -

plans joignent G aux Sr__2 tangents à ûr_s en leurs foyers
propres, que ces r—1 Sr_2 doivent avoir un point
commun. Nous avons vu que les droites singulières et
spéciales dépendent de r — 2 paramètres. Comme les
variétés ©̂  et S ont au plus la dimension r — 2, ce so n
des lieux de droites tels que par tout point il en passe
une infinité.

Cette propriété est suffisamment caractéristique pour
permettre de préciser notablement la nature de ces varié-
tés focales. Examinons les premières valeurs de r :

Dans S3 les variétés focales sont des courbes. Or l'exis-
tence d'une courbe dégénérée en droites, telle que par
chacun de ses points il en passe une infinité, est manifes-
tement absurde.

Dans S3 les congruences linéaires n'ont pas de foyers
singuliers.

Dans S4 les variétés focales sont des surfaces. Or une
surface réglée telle que par chaque point passent une
infinité de génératrices est nécessairement un plan.

Dans S5 les variétés focales sont des variétés à 3 dimen-
sions. Projetons une variété à 3 dimensions de S5 telle
que par tout point passent une infinité de génératrices
formant un cône Fv d'ordre v, sur S4 et coupons par
un S3. Nous obtenons une surface réglée telle que par
tout point passent v génératrices :

a) Si v > 2, on a nécessairement v = oo, la surface
étant un plan; la variété coupée par tout hyperplan
suivant un plan est alors un S3.

b) Si v = 2, la surface est une quadrique, et la variété,
coupée par tout hyperplan suivant une quadrique, est
une V% de S4.

c) Si v = 1, alors les cônes Fv sont des plans, et la
variété est le lieu d'un plan qui varie à un paramètre.
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Dans S5 les variétés focales singulières sont soit des S3,
soit des V§, soit des variétés lieu d'un faisceau de plans de
genre quelconque.

Nous pourrions poursuivre un tel raisonnement par
projection et section. On ramène ainsi le problème à
<;elui de la détermination de variétés qui contiennent un
nombre fini de droites passant par chaque point. Le
nombre maximum fini de ces droites pour uneVrest r!,qui
est atteint pour la variété Vj! de Sr+1 dont Tordre est égal
à la dimension (1). Quand le nombre des génératrices
«st inférieur à ce maximum, les types de variétés obtenues
sont en nombre croissant avec la dimension. Il en résulte
que les variétés Yr qui contiennent un cône de généra-
trices en chaque point sont soit des variétés algébriques
très particulières (solution dépendant d'un certain nombre
de paramètres projectifs), soit des lieux à un paramètre
de Nt_± ayant la même propriété (solution dépendant
-d'une ou de plusieurs fonctions arbitraires).La solution la
plus générale est constituée par un lieu de^ plans qui
-varient arbitrairement à r — 2 paramètres (2).

Notons encore que, puisque sur toute droite singulière
il y a un nombre fini, au moins égal à r — 1, de foyers
ordinaires, toute génératrice d'un cône Fv coupe Q"_2

suivant ces foyers et I\ coupe Qf_2 suivant une courbe. Il
en résulte que les variétés focales singulières rencontrent
I2*_2 suivant des variétés à r — 3 dimensions : chaque
point M d'une telle Vr__3 est le sommet d'un cône Fv qui

f1) Cette propriété, qui est bien connue pour r=2, a été rencon-
trée pour r=3 par CHARLES H. SISAM, On varieties of three
dimensions with six right Unes through each point (Amer. Journ.
of Mathem., 52, 1922, p. 91).

(2) E. G. TOGLIATTI, Sulle Varietà a k dimensioni contenenti
almeno ocft rette (Atti délia Reale Accademia di Torino, 57, 1922,
p. 91). Le cas de fc = 4 est seul examiné.

4
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engendre, quand M décrit Vr_3, la variété focale singulière
correspondante. C'est ainsi que dans S4 un plan focal
singulier coupe la surface focale propre suivant une
courbe d'ordre au moins égal à trois, dont toutes les
droites du plan sont trisécantes. De même dans S5 un S3

focal singulier contient un complexe de droites spéciales :
S3 coupe Q" suivant une surface d'ordre au moins égal à
trois et une courbe, notre complexe de tétrasécantes à
ÛJ étant alors le complexe des sécantes à la courbe ; une
V| focale singulière est située dans un hyperplan qui
coupe Q̂  suivant une surface dégénérée dont une des
parties est située sur Vf et est l'intersection de Vf avec
une hypersurface d'ordre au moins égal à quatre, coupée
en au moins quatre points par toute génératrice de Vf.
Enfin une variété focale singulière lieu de plans est lieu
des plans sécants à Ql suivant des courbes d'ordre au
moins égal à quatre.

III. — Ordre de la variété focale propre.

Désignons par n Tordre de la variété focale propre-
QJL2 d'une congruence linéaire de classe m. Les droites
de la congruence qui sont dans un hyperplan engendrent
une VjïL2; les droites G de la congruence qui s'appuient
sur un S?._2 engendrent une V'Jf.Ji1 d'ordre m -f- i, car elle
est coupée par un hyperplan passant par S7,_2 suivant Sr_2

simple et VjP_2.
Considérons alors deux telles variétés V ^ 1 et V'™:̂ 1 :

elles ont en commun une variété lieu des droites G qui
rencontrent à la fois Sr„g et S?L2 de base de ces variétés.
Le reste de l'intersection est évidemment lieu de foyers,,
puisque, en un tel point, la génératrice de Vr_1 et celle
de V^j sont distinctes : nous obtenons donc Q£L2 et
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éventuellement certains lieux K de foyers singuliers.
Les variétés Vj^1 et V'J^1 définissent un faisceau

linéaire | V^ 1 ) . Par un point M de l'espace, il passe une
variété V"^ 1 de ce faisceau (qui n'est généralement pas
lieu des droites G qui rencontrent un même Sr_2). Par M
il passe aussi une droite G. Or G coupe V^ 1 en m + 1
points, et par un de ces points passent G et la génératrice
de V ^ 1 : ces m— i points sont donc des foyers de la
congruence. Si Ton a pris soin de choisir M hors des
variétés focales singulières, G est génératrice ordinaire
de la congruence, et ces,foyers sont sur QJL2. Si la variété
QJ?_2 est multiple d'ordre k sur les VJ2J;1, comme il y a
r — 1 foyers, on a

(r— 1) k = (1)

Mais G coupe alors V"^ 1 sur Q;L2 en (r—1) k=- m-\-i
points et en M, donc en m -f 2 points : elle est tout
entière sur V'JÏJ;1. Les variétés du faisceau jVj^1] sont
donc des lieux de droites de la congruence, qui, nous
l'avons dit, ne rencontrent pas en général un même Sr_2.
Soit alors P un point pris sur la base du faisceau, mais
hors de la variété des droites de G qui s'appuient sur Sr_2

et S£_t, et hors de û"_2, c'est-à-dire sur K. P est le
sommet d'un cône Tv de droites singulières qui, ayant
sur toutes les Vjî̂ 1 leurs r — i foyers ordinaires et le
point P, sont contenues tout entières aussi dans toutes
les Vjü^1, donc dans K : K s'identifie donc avec les variétés
focales singulières, et d'ailleurs tout foyer singulier F
est le sommet d'un cône Fv (v > i) qui rencontre Sr_2 en
au moins un point A; F est donc contenu dans V^ 1

comme situé sur une génératrice de la congruence issue
d'un tel point À. Pour la même raison F est sur



F appartient donc à K, qui contient ainsi effectivement
toutes les variétés focales singulières.

Cherchons maintenant l'ordre de la variété W,_2 lieu
des droites G qui s'appuient sur S,._2 et SJ,_2 : Un hyper-
plan H passant par S^_2 coupe W,._2 suivant une variété
W r_3qui comprend la section par Sr

r_2 deVjSJ;1, c'est-à-dire
une Vjî'i;1, et H coupe Sr_2 suivant un Sr_3 qui coupe la
variété VjîLg lieu des droites G situées dans H suivant
une V _̂4 : La variété engendrée par les droites G qui
s'appuient sur Y !̂_4 complète l'intersection de H et Wr_2.
Or dans H, un S,._2 passant par S,._3 contient des droites G
formant une Vj2?4qui, avec V^_4, constitue la section par
S7._2 de cette variété complémentaire, qui est donc une
ym+m2 d'ordre m -\- m2 :

La variété Wr_2 lieu des droites G qui s'appuient sur
deux Sr_2 est d'ordre 2m ~\- m2 + 1-

Si nous désignons par p l'ordre de la variété simple à
laquelle équivaut dans l'intersection de Vjü^.et V ' ^ 1 la
variété K (cette variété, réunion de diverses focales singu-
lières est en effet composée en général de parties qui ont
sur les V ^ 1 des multiplicités diverses) (i)> en exprimant
que cette intersection contient, outre K, QJL2 qui est
multiple d'ordre k etW r_2 qui est simple, nous obtenons

ou

= nkz

(x) Pour étudier les diverses variétés focales singulières nous
désignerons leurs ordres par nt et leurs multiplicités pour les

ar k^ on aura alors

p --= £ «t kl
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En comparant cette relation avec la relation (1), on a
immédiatement

[( r _ i)8 _ w ] . k2 — 2 (r — 1) h — (m2 + p — 1) — 0.

Comme les entiers m, m2, /c sont essentiellement
positifs pour que les droites G existent, cette relation
montre que

(3)

ce qui fournit une limitation maxima de l'ordre de la
variété focale propre.

La relation (2) pouvait également très simplement être
obtenue par le raisonnement suivant : considérons un
Sr_g générique fixe, et dans cet Sr_2 un point P non
foyer. Par P passe une droite G de la congruence qui
détermine avec S,._2 un hyperplan, dans lequel est située
une Vjü2 lieu des droites de la congruence. Cette VJ2_2

coupe S,._2 suivant une VjJ_3 qui décrit, quand P varie,
un faisceau, puisque l'hyperplan en décrit un. La base
de ce faisceau est obtenue quand P est tel que l'hyperplan
soit indéterminé, G étant dans Sr_2, ou bien quand P est
un foyer par lequel passe une génératrice de chaque Vj!L3.
Ceci fournit la section de QJL2 par S7._2 qui a la multipli-
cité /cf que les foyers propres ont sur les VJÜL2> les sections
des variétés 6^ et S qui interviennent de la même façon,
et enfin la variété V^ 4 lieu des droites G dans S r„2, dont
les génératrices sont les (r—1) -sécantes de la première.
On a donc

m2 = nkiz + m2+ p f .

Mais les nombres k( et pf sont les mêmes que les nom-
bres k et p de la relation (2), car en coupant Vjïjj1 relative
à Sr_8 par un hyperplan issu de Sr_2 on obtient Sr_2
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et Vjü_2 et les foyers ont évidemment même multiplicité
sur V^;1 et Vj.%.

La limitation obtenue pour Tordre n de la variété
focale propre QJL2 permet immédiatement de retrouver
les résultats classiques pour les petites valeurs de r :

Dans S2 on a une variété focale d'ordre n < 1, qui se
réduit donc à un seul point.

Dans S3 on a une courbe focale d'ordre n < 4 : parmi
ces courbes la seule cubique est effectivement gauche et
convient.

Dans S4 on obtient des surfaces focales d'ordre n < 9 :
ces surfaces sont : la surface F4 projection d'une surface
de Veronese, la réglée R5 rationnelle, la surface F5 pro-
jection de la surface de Caporali, et la surface F6 de
Veronese et Bordiga (J).

Dans les chapitres suivants nous nous préoccuperons
spécialement du cas de S5, en nous efforçant de déter-
miner des types généraux de congruences linéaires,
existant aussi dans les espaces à un nombre quelconque
de dimensions.

iV. — Transformation birationnelle d'Ascione.

Désignons toujours par QJL2 la variété focale propre
de la congruence linéaire étudiée, par VJ2_2 le lieu des
droites de la congruence situées dans un hyperplan,

(!) AsciONE, Sul complesso cii 1° ordine délie trisecanti di una
superficie immersa in un S4 (Rendiconti délia Reale Accademia
dei Lincei, 5, t. VI, 1887).

F. SEVERi, Intorno ai punti doppi impropri di una superficie
dello spazio a quattro dimensioni e a' suoi punti tripli apparenti
{Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, XV, 1901, p. 33),
qui rectifie une erreur d'Ascione.

G. MARLETTA, Sui complessi di rette del primo ordine dello spazio
a quattro dimensioni (ibid., t. XXVIII, 1909, p. 353).
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par 0 t et £ les variétés focafës singulières. Désignons
aussi par <î>m la section de Vjü2 par un Sr_g de son hy-
perplan et pour éviter de multiplier les notations, par
(V, H) l'intersection de la variété V par un hyperplan H.

Considérons alors dans Sr deux hyperplans fixes H, Hr

dont l'intersection est S°_2. Par un point P de H passe
une droite de la congruence qui recoupe H' en un point P'
et inversement : on définit ainsi une transformation bira-
tionnelle T, qui a été étudiée par Ascione (loc. cit., § pré-
cédent) dans S4.

Déterminons les points fondamentaux de T, dans H,
par exemple :

a) Par un point de (ÛJL8, H) passent une infinité de
droites de la congruence formant un cône y d'ordre /c.
(Ce nombre k est le même que la multiplicité k précé-
demment définie, comme nous le verrons plus loin). Ce
cône coupe H' suivant une courbe qui décrit une variété
W;_2dansH'.

b) Par un point de (0, H), foyer singulier, passent
une infinité de droites de la congruence, formant un
cône Fv qui coupe Hf suivant une courbe qui décrit
(8, H'), car Fv est tout entier sur Q.

c) Par un point de <ï>'m intersection de V,'.™2 relative
à H' avec SJL2 passe une droite G entièrement contenue
dans H', qui décrit, lorsque le point décrit <î>'m, la
variété Vf'.™2.

Il n'y a manifestement pas d'autres éléments fonda-
mentaux, le point P' n'étant indéterminé que si la
droite PPf l'est, ou bien si elle est contenue dans H'.

Etudions maintenant le transformé d'un hyperplan S7.„2

de H : nous avons vu que les droites de la congruence
qui s'appuient sur un S7._2 engendrent une variété Vj?!̂ 1.
Celle-ci coupe H' suivant la variété cherchée V^ 1 . Un hy-
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perplan de H se transforme en V ^ 1 et T est d'ordre
Notons que la Jacobienne du système linéaire j

est d'ordre rm, et elle est formée de V^ g et de W,L2 ; donc
cette dernière variété est d'ordre (?* — 1) m.

Etudions de même la transformée d'une droite de H.
Les droites de la congruence qui s'appuient sur une
droite donnée engendrent une surface réglée sur laquelle
la droite est directrice simple. Si Ton coupe cette réglée
par un hyperplan Sr_± contenant sa directrice, la section
est composée, outre cette directrice, de génératrices, qui
sont donc les génératrices de la Y™_2 située dans l'hyper-
plan et sécantes à la directrice. Par définition de Tordre
de Vj?L2 il y en a m et la réglée Rm+1 est d'ordre m -)- 1.
La transformée d'une droite est donc la courbe Cm + i

section de cette réglée par H f.
Gomme une droite de H rencontre W£^1)m en (r— ï)m

points, la courbe Cm+1 s'appuie en (r—ï)m points sur
(QJ?_2, Hr). De même une droite de H rencontre VJ2_2 en
m points, de sorte que Cw+1 s'appuie en m points sur <î>7".
Or (QJL2, Hr) est multiple d'ordre k pour les variétés
Vjüi;1 et <£>m est simple puisque par un point de $ î n passe
une seule droite de ia congruence, et que par un point
de QJL2 il en passe un cône d'ordre k.

Exprimons alors que la courbe O + 1 transformée d'une
droite rencontre une V^tJ transformée d'un hyperplan en
un seul point en dehors des variétés fondamentales :

(m + If = (r — 1) mk + m + 1
ou

r — 1) h

Nous retrouvons ainsi la relation (1) du § III.
Reprenons alors la Jacobienne du système linéaire

toute variété base multiple d'ordre 5 pour le
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système est multiple d'ordre rs — 1 pour la Jacobienne,
car si Ton a

en prenant x± =x2 = 0 pour espace tangent en 0 à la
base multiple d'ordre s, le terme de degré le plus élevé
en x0 de la Jacobienne est

( \ n-s-
[n s) x,

dont le coefficient est

CD
i

s ^ nuJG^ o OC 2
+ ? s 2a7i to2 dxz

9û7ê

^W3a?iaa72 3^ 3

i

qui est visiblement d'ordre rs — 1. Parmi les surfaces
fondamentales de H' figurent (QJL2, H') qui est multiple
d'ordre k pour les V ' ^ 1 et * m qui est simple pour ces
variétés. Il y a en outre les variétés (0, Hr) qui ont des
multiplicités diverses. La Jacobienne passe rk — 1 fois
par (QJL2> Hr) et r — 1 fois par <ï>m : elle se compose de
V';M_2 et de W'<t?)m. Or V';*_2 passe k fois par (Q?_2 ü!)
et une fois par <&m. il en résulte que Wf

?t2
1)m passe

(r —i) A —1 = m fois par (ü?_2,H') et r—2 fois par * '»:
La variété W' admet (Q, H') comme multiple d'ordre m

ê  * comme multiple d'ordre r — 2.
Soit S la variété focale spéciale telle que par un de ses

points passe un cône l\ d'ordre v de droites spéciales,
droites qui ont comme on sait r — 1 foyers ordinaires et
sont lieux de foyers singuliers : (X, H) est une variété
réglée telle que par tout point passent v droites de la
variété. Soit P un point de (S, H) et considérons un Sr_2

de H passant par P,: La V ^ 1 lieu des droites G qui s'ap-
puient sur Sr_2 contient tout le cône Tv de sommet P,
dont la trace sur Hf est la courbe C'v lieu du transformé Pr
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de P. Les génératrices PP' du cône étant spéciales, les
Vjî^1 extraites de la congruence ont même S,.^ tangent
en P'. Donc leurs sections par H' qui sont les V ^ 1 trans-
formées des S,._2 passant par P ont même Sr_2 tangent en
tout point P' de C'v : elles se raccordent tout le long de Cr

v.
Désignons par h la multiplicité de (S, H) sur les V' j^ 1

de H, qui sont transformées en les S;'_2 de Hf ; h est aussi
la multiplicité de £ sur les V^jJ. Considérons une droite
de H passant par P : elle coupe les V'̂ JTg1 en m~\-\ points
dont h sont confondus en P et m -)- 1 - h distincts. La
transformée d'une droite passant par P est une courbe
d'ordre m-\- 1 qui se compose donc d'une courbe d'ordre
m-\-\ — h et d'une courbe d'ordre h provenant de P, qui
est évidemment la courbe C'\ de sorte que h = v. Si, en
particulier on considère les VJ2J;1 tangentes à la droite
donnée en P, qui forment un système linéaire à r— 2
paramètres, les SJ_2 correspondants passent par un point
fixe de C'v et ne rencontrent plus la courbe d'ordre
m -f- 1 — h qu'en m — h points : Cette courbe s'appuie
donc constamment en un point sur C'v.

Il en résulte que S a la multiplicité v sur les Vj^1.
Ce raisonnement qui est également valable quand P

est un foyer propre, C'v étant remplacée par (y, H'),
montre que QJ?_2 qui a la multiplicité k est lieu de som-
mets de cônes d'ordre k appartenant à la congruence,
comme nous l'avions annoncé plus haut.

Considérons alors un point P de H foyer propre, et
une droite D passant par P : Les V ^ 1 du système homa-
loïdal tangentes à D en P dépendent de r — 2 paramètres
et il leur correspond les S|,_2 de H' qui passent par un
point P'. Si nous désignons par S~._3 le Sr_3 tangent en P
à (Q?_2, H), les V^t1 considérées touchent toutes le Sr_2

défini par Sr_3 et D. Lorsque ce Sr_2 varie dans H en
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passant par Sr_3, le point P' décrit la courbe (y, H') qui
est ainsi en correspondance birationnelle avec un faisceau
linéaire, donc est rationnelle. Ainsi :

Les cônes y décrits par les droites G qui ont un foyer
propre commun sont rationnels.

Les courbes (y, H') décrivent la variété W^_2 et forment
sur elle une congruence linéaire, puisque par un point P'
de W(._8 passe une seule droite G de la congruence
donnée, qui coupe H au point unique P, foyer propre
puisque transformé dans T"1 d'un point de W|,_2, sommet
du seul cône y dont la trace passe par P' ;

Les variétés Wr_2 et W;',_2 sont les lieux de congruences
linéaires de courbes rationnelles.

Puisqu'un cône y est rationnel, il est naturel de se
demander s'il possède des génératrices multiples : on voit
sans difficulté qu'il n'en est rien en général, car une telle
génératrice serait au moins r-sécante à <t>J?_2 ; elle serait
singulière et les droites singulières coupent QJL2 aux
seuls points des Vr_3 communes à Q%_2 et aux variétés
focales singulières Bt : il n'en passe pas par un point
générique de QJL2. Lorsque le sommet de y est sur une
variété ©., le cône y dégénère en comprenant comme
partie le cône l\ de la variété focale singulière.

Un côney possède dans H des génératrices en nombrek;
par conséquent la courbe (y, H') s'appuie en k points
sur <ï>m. Cette courbe ne s'appuie ordinairement pas sur
(6, H') ; soit x le nombre de ses points d'appui avec
(ÛJLg, H') : cette courbe d'ordre k est transformée dans
T~* en un point de H, de sorte que

k(m + l) = œk + k + 0
ou

œ = m.

D'ailleurs si P est un point de (QJLg) H), la variété V ^ 1
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homologue d'un Sr_2 ^e H n^ passant pas par P ne peut
pas rencontrer (y, H') qui est homologue de P en dehors
des éléments fondamentaux, ce que traduit la même
relation :

Les courbes (y, Hf) s'appuient en k points sur <ï>m et en

m points sur (Q, H ' ) .

Ces points d'appui sont aussi les traces sur H' de la
courbe commune au cône y et à Q"_2, et le résultat peut
s'énoncer encore ainsi :

Le cône y des droites G issues d'un point de Q%__2 recoupe
cette variété suivant une courbe d'ordre m.

Ceci est d'ailleurs en accord avec le fait, démontré.plus
haut, que (û"_2, H) est multiple d'ordre m pour *W?,_2,
car si P est un point de (Q?_2, H) sa multiplicité pour
Wr_2 est égale au nombre des génératrices de la congru-
ence qui ont un foyer propre P' dans H' et qui coupent H
en P : Ces génératrices sont sur le cône y de sommet P,
leurs foyers propres sont sur une courbe d'ordre m, qui
coupe H' aux m points Pr qui redonnent P comme point
de Wr_2.

La variété (2, H) appartient à VJ2_2 homologue de <Pn\
puisqu'elle est lieu de droites G situées dans H : elle a
sur V}ÎL2 la multiplicité v, comme sur toute variété extraite
de la congruence.

D'autre part, la variété (E, H) appartient aussi à la
variété fondamentale Wr_g, car parmi les génératrices de
la congruence passant par un point de (S, H), il y en a un
nombre fini qui ont un foyer propre dans H'. Désignons
par x la multiplicité de (S, ÜJ sur Wr_2, et reprenons
une droite de H passant par un point P de (2, H) : cette
droite rencontre Wr_2 en (r — t) m — x points autres
que P, et Vj?_2 en m — v points autres que P. Sa trans-
formée proprement dite, qui est d'ordre m~\- \ —v,
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rencontre donc (ÛJL2, H
f) en {r— 1) m — x points, <I>m

en m — v points et la courbe fondamentale C située sur
(S, H') en un point : comme elle rencontre les V ^ 1 trans-
formées des S?._2 de H en un seul point en dehors des
éléments fondamentaux, on a

(m + l)(m + l — v) = [(r — 1) m — ce] k + (m — v) + v + 1

et, puisque
m + 1 = (r — 1) h,

ceci donne
œ = (r — l)v.

La variété W admet (S, H) avec la multiplicité (r— l)v.
Bailleurs, cette multiplicité est aussi le nombre de

génératrices de la congruence qui passent par un point
de (£, H) et qui ont un foyer propre dans H', c'est-à-dire
Tordre de la courbe intersection de I \ avec ÛJL2. Or Fv est
d'ordre v et chacune de ses génératrices coupe QJL2

 e n

r — 1 points, de sorte que cet ordre est bien (r — l)v.
Prenons maintenant un point P de M situé sur une

variété focale singulière Qt lieu des droites G qui admet-
tent r-\~ i foyers propres. Nous supposerons d'abord,
pour simplifier, que 6e est un lieu de plans, de sorte que
les génératrices qui passent par un point forment un
faisceau linéaire. Toute droite dun tel faisceau compte
pour

(
r + t (r — 1) !

droites de la congruence, puisque tel est le nombre des
nappes qui se croisent suivant G sur toute hypersurface
extraite de la congruence et contenant cette droite : en
particulier, telle est la multiplicité de 0Z pour V ^ 1 .

Prenons alors P en 1Pi point de rencontre de (©„ H)
avec QJ?_2 : les droites G passant par Vf forment un cône y
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cône Yi- Ije plan II doit être compté avec une certaine
multiplicité : sur YI une génératrice rencontre QJLg en
r — 2 points autres que P± ; sur n chacune rencontre
QJ?_2 en r + i — 1 points autres que P4, qui forment
Qr+l-i groupes de r — 2 points. Ceci est donc la multi-
plicité de n, et Yi est d'ordre

Coupons ce cône Y dégénéré par un Sr_1 passant par P^
et ne contenant pas n. I) coupe y± suivant v' génératrices
qui contiennent chacune r — 2 points de ÛJL8 en dehors
de P1? et II suivant une droite qui s'appuie en r + i — 1
points sur QJL2 en dehors de Pâ ; chacun de ces r ~\- i — 1
points doit être associé à r — 3 autres points pour former
avec Pj un groupe ordinaire de foyers propres ; il doit
donc être compté Cpj:f_2 fois. Comme Y coupe QJL8 en
dehors de Pi en (r — 2) k points on doit avoir

(r _ 2) k - v'(r - 2) + (r + i - 1) G^?_2.

En remplaçant v' par sa valeur, cette relation se réduit à

(r — 2)

qui est bien vérifiée quand C désigne le symbole habituel
des combinaisons.

Cette relation est également vérifiée par tout produit
d'un tel symbole par une fonction arbitraire de i et toute
solution de cette relation récurrente donne pour &i une
multiplicité

a« = 5(*)Cî4i.

Mais si nous faisons i = — 1 pour appliquer ce raison-
nement à la variété spéciale S, nous aurons pour multi-
plicité v, comme nous l'avons montré, de sorte que la
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signification géométrique de Ç (i) est l'ordre vf du cône
rVi des génératrices fy passant par un de ses points :

La multiplicité d'une variété focale singulière 8; est
donc

Nous allons d'ailleurs le vérifier en reprenant un point
P de (8;, H) et une droite D issue de P dans H. Les V ^ 1

de H coupent 1) en m -\- 1 — k{ points en dehors de P ;
les hyperplans de Hr coupent donc la transformée D' de
D en m -\- 1 — k{ points, et D' est une courbe d'ordre
m -f- 1 dégénérée en une courbe d'ordre m - j - 1 — k{et
une courbe fondamentale d'ordre k% lieu du point P r

correspondant à P. Cette dernière courbe n'est autre
que la trace du cône rV( sur H' comptée avec la multipli-
cité (£j3.

En particulier les V'jï^1 tangentes à D en P correspon-
dent à des SJ._t de H' qui passent par un point fixe de
(rVj, H') et recoupent la transformée proprement dite de
D en m — k{ points, de sorte que cette transformée
rencontre (rVl-, H') en un point.

Cette étude des multiplicités des variétés focales nous
permet de donner l'expression précise du terme p dans la
relation (2) du § III : Si 53 est d'ordre nff et lieu de cônes
d'ordre v, si 82 est d'ordre nt et lieu de cônes d'ordre vz-
dont les génératrices sont r -}- i fois sécantes à QJL8,
l'expression de p est

p = n, v» + n0 vl f» + nt v*
 v '"1)8 + - + nt

Pour terminer cette étude de la transformation biration-
nelle T, déterminons l'ordre des variétés transformées
des Sr_3 de H. A cet effet remarquons que les Vj?!̂ 1 de Hf>
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transformées des S,._2 de H, contiennent <&m simple, trans-
formée de V;?L2 lieu des droites de la congruence situées
dans H, qui s'appuient évidemment sur S,._2. A un S,._3

de H correspond dans Hr l'intersection de deux
c'est-à-dire une V,.^ d'ordre

(m + iy — nli% — p — m.

Or, d'après la relation (2),

m2 = nk2 + m2 + p.
Cet ordre s'écrit

mz + p + 2m + 1 — nkl — p — m = m + m2

Les transformées des S,._3 sont des variétés d'ordre
m + mg -f- 1.

D'ailleurs les droites d'un SP-1 qui s'appuient sur un
S,._3 engendrent une variété V^±^2 d'ordre m-\~mt tracée
sur Vj?_2, car un Sr_2 passant par Sr_8 coupe cette variété
suivant la section de Vj!L8 par Sr_s qui est une VjL4 et la
variété V"!f4 lieu des droites de la congruence situées dans
Sr_2; un plan S2 de S,wl coupe V'^" 3 en m ~\- m2 points
dont les génératrices sont sécantes communes à Sr_3 et S2.
De plus ces deux espaces situés dans S r - 1 ont un point
commun par lequel passe une génératrice de la congru-
ence non située dans Sr_1? qui s'appuie à la fois sur Sr_3

et S2 : il y a donc en définitive m -\- m2 -{- 1 droites G
sécantes communes à un Sr_3 et un S2 génériques de S,..

Ce raisonnement prouve en même temps que la variété
V3 lieu des droites G qui s'appuient sur un plan S2 est
d'ordre m - | - m 2 - j - l . En effet elle est coupée par un Sr_±

contenant ce plan suivant ce plan directeur simple, et
une surface réglée d'ordre m -f- m2, comme on le voit en
la coupant par un S,._8 de Sr_± :

Les plans sont transformés en des surfaces d'ordre
m -f- m 2 -f- 1 .



— 65 —

Remarquons que, d'une manière générale, les variétés
homologues des Sâ et les variétés homologues des Sr_x_k

ont même ordre : Cet ordre est en effet le nombre des
droites G qui s'appuient à la fois sur un SA et sur un
S,_i-* génériques de S,..

V. — Étude particulière des congruences linéaires de S3.

Dans l'espace à cinq dimensions, une congruence
linéaire admet deux classes :

m : ordre de la variété V™ des droites situées dans un
hyperplan.

jx : nombre des droites situées dans un S3.
Les relations fondamentales s'écrivent :

m + 1 = 4h,
m2 = nkl + [x + p,
n < 16,

n étant Tordre de la focale propre Q£ dont les tétrasé-
cantes engendrent la congruence. Ce nombre ne suffit
bailleurs pas à caractériser cette variété et il y a lieu de
faire intervenir d'autres invariants projectifs. Nous dési-
gnerons par iz le genre de la section de Q£ par un S3

générique.
La seconde classe (x est le nombre des tétrasécantes

d'une courbe gauche d'ordre n, de genre nf qui est donné
par la formule classique :

(n — 2)(n~-Sf(n — 4) (n — 3) (n — 4) 7z(n — 1)
H - Ï2 2 * + — 2

-Cette formule nous permet d'obtenir une limitation
maxima de u, les tétrasécantes de Q̂  devant exister effec-
tivement :

0
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dont le discriminant s'écrit

A= fl + Ĉ  —3)(n-4)J-|(n-2)(«-3)«(« —

= 1 + -(w —3)(n — 4)(n — 5) (w - 6 ) ,

et le maximum 7ÏOT de w est la partie entière de

1 + (n — 3) (n — 4) — T

4)

D'où le tableau des valeurs de izm :

« = 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

7zm = 0 2 4 7 9 13 16 20 24 29 35.

Si nous tenons présente la classification des courbes
gauches (1), nous pourrons améliorer les valeurs ci-dessus
en remarquant que certaines valeurs de TZ ne correspon-
dent à aucune courbe (rc= 10, T T = 1 3 ; n = 4 1 , n = l6i
n = i 2 , n = W; n = 13, T C = 2 3 ; n = U , TT = 2 8 et 29;
n = 1 5 , * = 32, 33, 34 et 35).

Considérons un plan T et un hyperplan S4 passant
par <y ; les S3 de S4 qui passent par o- contiennent chacun p.
tétrasecantes de la courbe. Les traces de ces pi tetrasé-
cantes sur a- forment un groupe Ĝ  de points de la cour-
be Cm section de V? située dans S4 par a. Quand S3 varie
dans le faisceau de base <r, Gp décrit sur Cm une série
linéaire g\, car par un point P de Cm passe une droite de
la congruence qui définit avec <r un S3 auquel correspond
un groupe Ĝ  unique contenant P.

Supposons que la courbe section de Û£ par S3 soit
située sur une quadrique : cette quadrique contient aussi

t1) G HALPHEN, Mémoire sur la classification des courbes
gauches algébriques {Journal de VEcole Polytechnique, LIIe cahier,
1882, p 1)



— 67 —

les (À tétrasécantes : G^ est donc situé sur une conique qui
passe par les n > 5 points communs à Q£ et <r. Cette
conique est fixe et par conséquent confondue avec Cm.
Mais ceci est incompatible avec m = 4/e — 1.

De même, si la courbe section de Qg par S3 appartient
à une surface cubique, cette surface cubique contient
aussi les \x tétrasécantes et le groupe G^ est situé sur une
cubique qui passe par n points fixes communs à QJ et <r.
Si n > 10 cette cubique est fixe et est par conséquent
confondue avec Cm. Ceci impose : m = 3, k = 1. On a
alors

9 = n + p. + p,

ou n > 9, ce qui est impossible.
Considérons de même le cas n = 8, TT = 7 , J J L = 1 .

Prenons un plan o- qui coupe Q?è en A1 ... A8. Par un
point M arbitraire de <r passe une droite de la congruence
qui définit avec a- un S3, sécant à Q| suivant une courbe
qui appartient à un faisceau de surfaces cubiques dont
l'intersection résiduelle est la tétrasécante passant par M.
Il en résulte que A4 ... A8 et M sont les points-base d'un
faisceau de cubiques. Mais M étant arbitraire dans a-, ceci
est impossible.

Le tableau des valeurs maxima de TT est ainsi ramené à
n = 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

7cm = 0 2 4 6 9 11 14 17 21 24 28.

Coupons maintenant Q£ par un hyperplan; nous obte-
nons une surface d'ordre n à sections de genre 7t. F. Severi
a déterminé les relations qui lient les caractères projectifs
d'une surface de S4 douée de singularités normales (*),
en utilisant des formules de Zeuthen. On peut d'ailleurs

(i) Cf. F. SEVERI, loc. cit., § 3, p. 46. L'auteur rectifie une erreur
antérieure de Caporali.
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obtenir très simplement ces relations sur la projection de
la surface sur S3 ; elles expriment :

1. L'intersection de la seconde polaire d'un point P
avec la section plane.

2. L'intersection de la seconde polaire d'un point P
avec la courbe double.

3. La formule de Pluecker pour la section plane.
4. La formule de Pluecker appliquée au cône des tan-

gentes issues d'un point.
5. La formule de Pluecker appliquée au cône projetant

la courbe double.
6. La coïncidence de deux intersections avec une tan-

gente issue d'un point P.
7. La coïncidence de deux intersections avec une sécante

à la courbe double issue d'un point P.
Exprimées au moyen de n, «, du nombre t de points

triples apparents et de la classe n' de la surface, les for-
mules de Severi s'écrivent

_ (n — l ) ( n — 2 )
Ö - - «,

où b est Tordre de la surface double apparente de Q^.

P = -£ 5w3 — 31n*+72n — 24 — 2(7n —20) n —30zf + 2n' ,

où p est le genre des sections planes de cette surface double
apparente.

où d est Vordre de la courbe double impropre de Q£.

; « - — (n — l)(n2 — 8n + 8) + 2(3n —4)« + 6* — 2ri\

onj est l'ordre de la courbe de rebroussemenl apparent
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de Q£. Remarquons que t est aussi l'ordre de la courbe
triple apparente de Q%.

En utilisant ces expressions nous allons obtenir la
valeur de k : nous avons vu en effet que k est l'ordre du
cône des tétrasécantes de Q£ issues d'un point de cette
variété; c'est donc le nombre de tétrasécantes à une section
hyperplane de Q£ passant par un de ses points, c'est-à-dire
le nombre de points triples apparents de la surface quand
on la projette d'un de ses points.

Or lorsqu'on projette la surface d'un de ses points P,
on obtient dans S3 une surface d'ordre n = « — 1, dont
les sections planes sont de genre"5 = 7*. D'autre part, la
classe n' de la surface est le nombre des sections hyper-
planes tangentes passant par un plan donné, et là classe
de la projection est le nombre des sections hyperplanes
tangentes passant par un plan donné issu de P : ce nom-
bre est encore n\ sauf si quelque section hyperplane
solution dégénère en comportant une'droite passant
par P, ce qui n'a pas lieu pour un point P générique de
la surface, sauf si elle est réglée. Nous poserons donc

nr = nf — e,

où e vaut un si Q% est lieu d'un faisceau de plans de
genre TC, et zéro dans tous les autres cas.

On peut retrouver ce résultat immédiatement en remar-
quant que n' est le nombre de courbes de la surface
appartenant à un faisceau et ayant un point double, de
sorte que nr varie comme l'invariant relatif de Zeuthen-
Segre de la surface (1).

(i) Cf. ENHIQUES-CAMPEDELLI, Sur la classification des surfaces
algébriques et particulièrement de genre zéro (Seminario Mate-
matico délia Facoltà di Scienze délia Reale Université di Roma,
19314932-1933, partie II, chap. I, § 1, n° 5).
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Pour obtenir l'expression de k = t, nous allons écrire
que la surface et sa projection ont même genre arithmé-
tique :

Pa=Pa-

Or l'expression du genre arithmétique d'une surface à
singularités normales :

pa = G^ — (n — 4)b + 2t +p - 1,

se réduit, au moyen des formules de Severi, à

P. - - i (— D ( * - 8 - + M) +

On a par conséquent

et la conservation du genre arithmétique se réduit par

La première classe m est Tordî e de la variété lieu des
tétrasécantes d'une surface de S4. On peut exprimer m
en fonction des caractères projectifs de la surface : cette
expression a été déterminée par L. Roth(1) par la méthode
fonctionnelle de Cayley. Exprimée au moyen de n,Tz,t,nl

la formule de L. Roth se réduit à

m - — — (n — 1) (2^ — 19n2 + 60w — 72) — £ (n — 8) +
48 o

rw2 8n — 33 nf

En remplaçant m et k par leurs valeurs dans
m + 1 = 4 è,

f1) LÉONARD ROTH, Some foimulae for surfaces m tiigher space
(Proceedings of the Cambridge phîlosophical Society, vol. XXV,
1929, p . 390).
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nous pouvons obtenir une condition liant n,Tz,t,n' néces-
saire pour qu'une surface soit section hyperplane d'une
variété focale propre Q£de congruence linéaire. Toutefois
«ette condition est très peu maniable, et nous ne l'utili-
serons que pour des valeurs numériques de n et u; elle
se réduit alors à une relation linéaire en n' et t facile à
écrire.

Dans le mémoire de L. Roth on trouve encore un
grand nombre de relations concernant les plurisécantes
d'une surface de S4, dont certaines nous seront utiles :
Nous retiendrons notamment pour l'étude des variétés
focales singulières, qui sont des S3, des Vf ou des lieux de
plans, que :

1° Le lieu des pentasécantes de la surface est une réglée
d'ordre :

* = 5 C i - ! a(Pn + -C«B(8a + %j + n' + 6 ) - —

11 . 9 1 1 1 5
— ~lOn ~2Cm~~~3aj~~6 + 4 a%U ~ 6

+ ±2j + 7ri — on + en,
où

a = 2(n + 7z — 1),

jjt.5 est aussi l'ordre que nous avons désigné par n0 de ©0. .

2° 0O coupe UJ suivant une surface dont Tordre est
aussi celui de la courbe commune à leurs sections hyper-
planes, c'est-à-dire :

+ 3G3
n- 4aC% + i G^(19a + Aj + 2n')

13 / i l . 9 7 3 \ 2 .

1
-an1 + en8 -\-oQa — 24n + e(4n — là).
ô
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CHAPITRE III

ÉTUDE DU CAS OU LA VARIÉTÉ FOCALE PROPRE
EST LE LIEU D'UN FAISCEAU D'ESPACES LINÉAIRES.

Considérons dans l'espace Sr la variété focale propre
QJL2 d'une congruence linéaire, et faisons l'hypothèse
supplémentaire que QJLg est lieu d'un faisceau de Sr„3.
L'importance de cette étude est immédiatement mise en
évidence par la remarque suivante :

Sauf pour r = 4 , toute variété QJL2 focale propre d'une
congruence linéaire à sections curvilignes rationnelles est
le lieu d'un faisceau rationnel de Sr_3.

En effet ses sections superficielles sont, d'après un
théorème de Kronecker et Castelnuovo (*) qui est l'exten-
sion aux hyperespaces d'un théorème de Picard (s), soit
la surface de Veronese (3) ou l'une de ses projections, soit
une surface réglée. Le cas de la surface de Veronese ou
ses projections ne peut se présenter, puisqu'elle est
du ¥me ordre, que pour r — 1 < 4, car une droite géné-
rique admet r — 1 foyers.

Pour r = 5, la valeur n = 4 n'est pas admissible, car
une quartique gauche n'a pas de tétrasécante. Pour r = 4,
elle est au contraire admissible, et la projection sur S4

d'une surface de Veronese est la surface focale d'une

f1) G. CASTELNUOVO, Sulle superficie algebriche che ammettono
un sistema doppiamente infinito di sezioni piani riduttibili (Rendi-
conti Accademia dei Lincei, vol. III, 1894).

Ct aussi E. BOMPIANI, II teorema di Kronecker-Castelnuovo
(Bollettino delV Unione Matematica Italiana, 1932).

(2) La démonstration de E. Picard date de 1878. Elle est repro-
duite dans PICARD et SIMART, t. II, chap. III, p. 59.

(3) G. VERONESE, La superficie omaloïde normale a due dimen-
sioni e del quarto ordine dello spazio a cinque dimensioni e le sue
proiezioni nel piano e nello spazio ordinario (Memorie délia Reale
Accademia dei Lincei, série III, vol. 19, 1884).
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congruence linéaire, comme cela a été montré par
Ascione (1). Pour r ^ 3, la variété focale a moins de
2 dimensions, mais sa détermination est classique.

1. — Formules de Castelnuovo et de Severi.

Considérons alors dans S,, une variété QJ?_2 lieu d'un
faisceau de Sr_3 de genre TC. Dire que par un point géné-
rique de Sr il passe une (r — 1) -sécante à QJL2 et une
seule, c'est dire que Thypersurface Q^2 projection géné-
rique de Q*_2 sur Sr_1 admet un point (r— i) -uple et
un seul.

Effectuons dans Sr_1 une transformation par polaire
réciproque : la variété Qj.îL2 se transforme en une réglée
de genre w, car c'est le lieu d'un faisceau de genre n de
droites. L'ordre de cette réglée est le nombre de ses
points situés dans un S,._3, c'est-à-dire le nombre des
hyperplans tangents à Q^2 passant par une droite. Or un
tel hyperplan contient la droite et le Sî._3 générateur du
point de contact : il nous suffit donc de trouver combien
de Sr_3 générateurs rencontrent une droite générique,
c'est-à-dire Tordre de Q _̂2 : ce nombre est n. Soit donc
F£ la réglée obtenue, Par hypothèse Q,'.ü_2 admet un point
(r— 1) -uple, ce qui signifie qu'il y a un S?._2 et un seul
qui touche r — i fois F", c'est-à-dire contient r— i géné-
ratrices de cette réglée. Le nombre de ces Sr_2 a été
déterminé par Castelnuovo (2) ;

N ^ G^+2 -

i1) ASCIONE, Sul complesso di 1° ordme délie trisecanti di una
superficie immersa in un S4 {Rendiconti délia Reale Accademia
dei Lincei, 5, t. VI, 1897, 1er semestre).

(2) G. CASTELNUOVO, Una applicazione délia geometria enume-
rativa alle curve algebriche (Rendiconti del Circolo Matematico di
Palermo, t. III, 1889). Reproduit dans les Memorie Scelle, p. 49, § 47
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II nous suffit donc de résoudre en n et TU la relation
N = 1.

Commençons par remarquer que cette relation nous
donne les solutions classiques des cas r = 2, r = 3.

1° Pour r = 2, la condition s'écrit

où »i = 1. La seule famille linéaire de droites dans le plan
est celle des droites passant par un point.

2° Pour r = 3, la condition s'écrit

OU
(w—1)(« — 2)

donc
n (n — 3)

- = — !

La valeur trouvée pour n n'est inférieure au genre
maximum d'une courbe gauche (*) que si n < 3. En effet
pour n = 2/c, on doit avoir

3)<(/e —i)8, As — /i — i < 0 , A = 0, A = 1;

pour n = QLk -f- 1, on doit avoir

TÎ = (2/e + l) (A—1) < A (h—1), (A + 1) (/i — 1) < 0, ft = 1.

Pour n < 3 seule la cubique est effectivement gauche
et constitue la solution classique.

Le fait que pour r = 3 nous sommes amenés à écarter
certaines solutions arithmétiques de la relation obtenue

(!) La détermination du genre maximum d'une courbe de Sr est
due à G. CASTELNUOVO, Ricerche di geometria (Atti deW Accademia
di Torino, t. XXIV, 1889). La démonstration se trouve également
dans L. GODEAUX, Cours de Géométrie supérieure, fasc, IV, p. 29,
Liège, 1941.
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à l'aide de la formule de Castelnuovo nous invite à exami-
ner ses conditions de validité :

II suffit de se reporter à la démonstration énumérative
de Castelnuovo pour voir immédiatement que la relation

N = l

est une condition nécessaire mais non suffisante à notre
problème, et que pour qu'une solution de cette relation
convienne, il faut en outre :

1° Que la variété QJL2 existe, afin qu'on puisse appli-
quer à T£ la démonstration.

2° Que les (r — i) -sécantes de QJ?_2 forment effective-
ment une congruence et ne décrivent pas une variété.

Une telle hypothèse se produira par exemple si Q _̂2

obtenue est un cône, car si par un point M il passe une
(r — 1) -sécante G de ce cône, ceci veut dire que le
plan SG joignant le sommet de ce cône à G coupe le cône
suivant r — 1 génératrices, et toute droite de ce plan est
aussi (r— i) -sécante. Il passe donc par M une infinité
de (r — i) -sécantes, et les (r— 1)-sécantes d'un cône
décrivent une hypersurface conique lieu de plans.

Remarquons encore que dans Sr la variété' Q"_2 lieu
d'un faisceau de genre K de Sr„3 a la propriété suivante :

Sur r — 1 espaces linéaires Sr_3 de Sr s'appuient un
nombre fini de droites (une seule dans S3 et S4, trois
dans S5, etc.) qui appartiennent à la congriience des
(r— 1) -sécantes de Q*_g quand on a choisi les espaces
Sr_3 parmi ses espaces générateurs.

Considérons alors, d'une part, un hyperplan H de S,.,
d'autre part, la variété Wr_a représentant biunivoquement
les groupes de r — 1 points d'une courbe de genre n
birationnellement équivalente à QJL2. Par un point de H
passe une seule génératrice de la congruence, qui définit
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un groupe de r—1 espaces générateurs de ÛJL2 auxquels
elle s'appuie, donc un point de W r_ r Réciproquement,
un point de W,.^ définit sur Q£_2 un groupe de r — 1
espaces générateurs, donc un certain nombre fini de
génératrices de la congruence, dont les traces sur H
forment un groupe de points. Il en résulte que la variété
Wr_j est une variété unirationnelle : c'est-à-dire est trans-
formée rationnelle d'un Sr^ : elle est même rationnelle
pour r = 3 et r = 4 puisque dans ces deux cas la
correspondance avec H est biunivoque. Or F. Severi a
démontré (*) que le genre géométrique de la variété Wr_4

est lié à TT par la relation

p _ c ^ _ * ( * - ! ) - ( * - > • +2)
" * ~ . (»'-1)!

On doit avoir P̂  = 0 (2) ; donc
K < r — 2.

H. — Détermination des solutions dans S4 et S5.

Pour r = 4 la condition de Castelnuovo s'écrit

ou
f^-2) (^-3) (n-4)

TZ(U—4)=±;

d'où
(w — 5)(n2 — An + 6

71 ̂  6 (n — 4) '

f1) F. SEVERI, Sulle superficie che rappresentano le coppie di
punti di una curva algebrica (Atti délia Reale Accademia délie
Scienze di Torino, vol. 38, 1903).

F. SEVERI, Sulle superficie e varietà algebricïie irregolari di
genere geometrico nullo (Rendiconti délia Reale Accademia dei
Lincei, 5, vol. XX^ 1911, p. 537; en particulier § 5, p. 541).

(2) Cf. L. GODEAUX, Questions non résolues de Géométrie algé-
brique, Hermann, 1933, p. 16, § 7.
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ia seconde condition s'écrit :

.- < 2.

Pour qu'une surface ne contienne pas ses trisécantes il
faut évidemment n > 3 et nous avons vu dans la théorie
générale des congruences linéaires qu'on a également
n < 8. En donnant à n les valeurs entières de 3 à 8 on a
les solutions

n = 3, « = 1,
n = 5, T: — 0.

Pour n = 3 « = 1, comme il n'existe pas de cubiques
gauches de genre 1, les sections hyperplanes de la surface
sont toutes planes, de sorte que la surface est contenue
entièrement dans un S3, qui est alors aussi le lieu des
trisécantes. Cette solution ne convient donc pas.

Il reste le cas n = 5, n = 0. La réglée rationnelle du
cinquième ordre est effectivement la surface focale propre
d'une congruence linéaire. Elle est omise dans l'étude de
Ascione, et a été obtenue par Severi (*) qui relève cette
omission.

Passons maintenant à l'étude de l'espace à cinq dimen-
sions S5. La relation de Castelnuovo s'écrit

ou
(n—3) (n—4) (n—5) (n—6) (n—5) (w—6) u (TT—1) __

24 * 2 H 2 '

soit
(n _ 2) (n — 7) (n2 — 9n + 24)

31) + i ^ ^ ^^—J- = 0,

f1) FRANCESCO SEVERI, Intorno ai punti doppi impropri di una
superficie generale dello spazio a quattro dimensioni e a' suoi
punti tripli apparenti (Rendiconti del Circolo Matematico di
Palermo, 15, 1901, p. 33).
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équation qui a pour discriminant :

A « O * _ U n 4. 31)2 _ __ (W__2)(n — 7) (w2 — 9» + 24),
o

2 /A = - (n — 5) (n — 6V (n — 7) 4- 9.
d

La seconde condition s'écrit

TC<3.

Pour que la variété ne contienne pas ses tétrasécantes,
il faut n > 4, et nous avons vu dans la théorie générale
des congruences linéaires que n < 15.

Pour 4 < n < 15 le discriminant n'est carré parfait que
pour

« = 5,6,7,10;

et, étant donnée la limitation de TC, nous avons les solu-
tions entières :

n = 5, TC = — 1, TC = 2 ,

n = 6, 7t = — 1, TC = 2 ,

/* = 7, rc = 0, rc = 3 .

Les valeurs négatives de TC sont inacceptables. Les
courbes d'ordre 5 et de genre 2 n'ont pas de tétrasé-
cantes : elles ne conviennent pas. Il reste les trois hypo-
thèses :

n = 7, ( n = 7,
rc = 0, | TC — 3 .

Les formules de Severi relatives aux surfaces de S4,
appliquées au cas d'une surface réglée de genre TC et
d'ordre n, donnent pour nombre des points triples
apparents :

relation qu'on peut encore obtenir en écrivant que le
genre arithmétique est — TC. On a d'ailleurs déjà obtenu



— 79 —

cette expression du nombre des trisécantes dans S4 au
début de ce paragraphe.

On en déduit la valeur de k :

Les hypothèses n = 6 , 7 t=2et f t = 7, TT = 3 donnent
pour k des valeurs négatives inacceptables. Il reste
l'hypothèse :

n = 7, n = 0, & = 4, m = 15, (JL = 20, p = 93.

Montrons que la variété Q\ générale à sections de genre
nul est la variété focale d'une congruence linéaire de S5*

A cet effet nous appliquerons le principe de la conser-
vation du nombre et nous supposerons la variété décom-
posée en 7 espaces à trois dimensions S4 S2 ... E7 consi-
dérés chacun comme le lieu d'un faisceau de plans, chaque
faisceau admettant un plan commun avec le suivant, plan
qui sera virtuellement considéré comme simple sur la
variété.

L'arête de chaque faisceau sera aussi virtuellement
considérée comme simple sur la variété (1).

Considérons alors un point M et cherchons d'abord le
lieu des cordes passant par M. Une corde passant par M
ne peut pas rencontrer deux plans du même Si? sinon elle
serait entièrement contenue dans 2 r Elle ne peut pas non

(x) La justification complètement rigoureuse d'un tel procédé
pourrait être établie en suivant pas à pas les études faites sur
ce sujet par F. SEVERI dans le cas des courbes. Cf. : Rendiconti
délia Beale Accademia dei TAncei (5), 24-1 (1915), pp. 877, p. 1011
et (5), 25-1 (1916), p. 459, p. 551 et Vorlesungen uber Algebrische
Geometrie, pp. 353-401.
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plus rencontrer deux S1 consécutifs car elle serait entière-
ment contenu dans l'hyperplan qu'ils déterminent (1). Au
contraire à tout couple d'espaces £,- non consécutifs
correspondent des cordes passant par M et décrivant un S3

incident commun. Comme il y a 15 tels couples 2 j S3,
2 i S 4 , S4S5 , SjSg, £ ^ 7 , £2^4> ^2^5> ^2^6' ^2^7' ^3^5>

£ 3£ 6 , £3£7 , S4E6, S4S7, £ 5 I 7 , il en résulte que la surface

double apparente de <$>l est une surface du 15ème ordre. Ce
résultat pouvait d'ailleurs être obtenu directement, car la
projection sur S4 d'une 0' admet pour section hyperplane
une réglée du 7ème ordre rationnelle, dont la courbe
double est d'ordre

Etudions maintenant les trisécantes : elles sont situées
dans tous les plans incidents communs à tous les ternes
formés de trois S, dont deux quelconques ne sont pas
consécutifs. Il y a dix ternes : 2423£5, SjSgEg, E123£7t

II en résulte que la courbe triple apparente de Q7
Z est du

f1) Une droite rencontrant un plan commun à deux s f consé-
cutifs est unisécante à Q7Si puisque ces plans sont virtuellement
simples sur Q l •
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^ Ceci e s t d'ailleurs en accord avec le fait que
la formule indiquée plus haut pour le calcul de t donne

Enfin nous obtiendrons les tétrasécantes à Q̂  issues
de M en cherchant toutes les droites qui s'appuient sur
4 espaces £j dont deux quelconques ne sont pas consécu-
tifs : II n'y a qu'une hypothèse : S ^ X - S ? , qui définit
effectivement une sécante commune issue de M. La con-
gruence des tétrasécantes est donc bien linéaire.

La vérification sur la forme dégénérée des caractères
m = 15, & = 4 se fait sans difficulté : coupons Q7

3 dégé-
nérée en SA E2.. U7 par un hyperplan. Nous obtenons une
réglée du septième ordre dégénérée en Iï1 Iï2 ... ïï7. Une
tétrasécante de cette réglée peut soit s'appuyer aux quatre
plans TL± ïï3 II5 n7 deux à deux gauches : on obtient ainsi
la variété Vij à dix points doubles (*) ; soit rencontrer deux
plans consécutifs : elle est alors dans le S3 qu'ils déter-
minent, et décrit dans ce S3 une congruence linéaire
-ayant pour directrices les traces sur S3 des deux autres
plans d'appui, qui doivent ainsi être gauches entre eux et
avec les précédents. On obtient ainsi :

1° L'espace n4 H2 triple, lieu des congruences I l4n6 ,
ÏÏ4II7, ïï5li7; l'espace Ï16ÏI7 triple, lieu des congruences
Hiiis, n 4 n 4 , t i2n4 ;

2° L'espace II2 ïï3 simple, lieu de la congruence IJ5 Tï7 ;
l'espace ÏÏ5II6 simple, lieu de la congruence f^llg;

3° L'espace n3ll4 double, lieu des congruences II1II6,
n±n 7 ; l'espace ÏI4II5 double, lieu des congruences II2II7>

n,n7.
Au total nous avons bien une variété du quinzième

ordre. La section de cette variété V |̂ par un plan, sur

(i) CORRADO SEGRE, Atti Accddemia di Tonno, %% (1887), p. 791.

6
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lequel n± 1I2 . . . Ii7 ont pour traces les points C^Og ...O7? ,
est donc constituée par une cubique passant par
OiO3O5O7, les droites O2O3 et O5O6 simples, les droites
O3 O4 et O4 O5 doubles et les droites OA O2 et O6 O7

triples. Les points C^ O2 . . . O7 sont donc quadruples
pour la courbe section, et Ton a bien k = 4.

III. — Étude de la variété Ql
à sections curvilignes rationnelles.

Puisque nous obtenons ainsi une congruence linéaire
de S5, étudions un peu plus profondément la variété û|
ainsi définie. Nous avons trouvé pour p la valeur 93. Il
est facile de voir que la valeur élevée trouvée pour ce
nombre provient de ce qu'il existe des variétés focales
singulières de deux espèces : il y a en effet sur Q?s des
quartiques planes, dont les plans décrivent une variété
spéciale, simple, et des quintiques planes, dont les plans
décrivent une variété focale singulière quintuple. Pour
montrer l'existence de cette dernière variété il suffit de
constater qu'il existe effectivement des pentasécantes
de Ql* Pour cela considérons un hyperplan passant par
un plan S2 de Q£ : II recoupe Q7

3 suivant une réglée
rationnelle du sixième ordre F§ sécante à S2 suivant une
droite D. Un autre hyperplan passant par Sg recoupe
suivant F'§ : il a en commun avec le premier un S3 qui
passe par Sg, donc coupe Ff suivant D, et une quintique
rationnelle unisécante à D, au point oùD coupe la droite
analogue Ü'. Ainsi un S3 passant par un plan de QJ
recoupe cette variété suivant une quintique rationnelle*
Cette courbe admet une tétrasécante, qui coupe le plan
en un point et qui est par conséquent une pentasécante
de ûj.

Pour étudier la variété focale singulière lieu des pentasé-
cantes, reprenons la forme dégénérée de Qls en SaE2 ... S7^
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Pour qu'une droite rencontre cinq espaces 21,-iI est néces^
saire qu'elle rencontre deux espaces consécutifs : elle est
alors située dans Fhyperplan qu'ils déterminent. Mais la
pentasécante ne peut rencontrer trois espaces consécutifs
£,-_! S,- 2,-+1, car elle serait alors à la fois dans les deux
hyperplans Sj_a £,. et E,- £ i + l l c'est-à-dire dans l'espace 5^;;
elle couperait alors tous les plans d'un faisceau et appar-
tiendrait à QJ, solution qui ne peut convenir. Il en résulte
que les pentasécantes rencontrent deux couples d'espaces
2, consécutifs et sont ainsi situées dans le S3 commun
aux deux hyperplans qu'ils définissent. Nous avons ainsi
trois S3 constituant le lieu des pentasécantes, correspon-
dant aux trois solutions :

- 1 ^ 3 ^ 4 ^ 6 ^ 7 ; ^ 1 ^i ^ 4 ^ 6 ^ 7 ; ^ i ^ 2 2*4 ^ 5 S 7 .

Dans le premier de ces espaces, par exemple, les penta-
sécantes sont toutes les droites qui s'appuient sur la
droite &± trace de Elf et nous pouvons considérer cet
espace comme engendré par le faisceau de plans d'axe Ad.
Dans le second espace on a de même un faisceau de plans
d'axe &4, et dans le troisième un faisceau d'axe A7. D'autre
part, ùk'± A4 sont coplanaires, dans le plan commun aux
trois hyperplans ^ £2, S3 ^4 et £6 S7. De même A4 à7

sont coplanaires dans le plan commun aux trois hyper-
plans 24 22 , 24 S5 et 26 S7. Au contraire, AA A7 sont gau-
ches, car les S3 lieux extrêmes n'ont en commun qu'une
droite, d'ailleurs située dans S4. Il en résulte que le lieu
des pentasécantes est une variété à 3 dimensions, du
ijème o r d r e j i i e u d'un faisceau rationnel de plans : II existe
une variété Vf de Segre dont les plans coupent 0% suivant
des quintiques planes.

Cette variété de Segre est une variété focale singulière
de la congruence, qui intervient dans p pour

Pl = 3 X o2 = 75.
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II en résulte, ce qui serait d'ailleurs facile à vérifier, que
les pentasécantes d'une réglée rationnelle du 7ême ordre
de S4 décrivent une surface réglée cubique rationnelle
normale. Les formules de L. Roth donnent effectivement
pour n = 7, ît = 0 les valeurs fjL5 = 3 et m5 = 12, de
sorte que

la surface commune à V| et Q7, est une surface du douzième
ordre.

De cette valeur p± on déduit que

la variété focale spéciale lieu des quartiqucs planes de Q7
S

intervient dans p pour

p2 ^ 93 — 75 = 18 ;

tel est donc son ordre.
L'étude des variétés V" rationnelles lieux d'un faisceau

de plans a été entreprise par C. Segre (*), qui a montré
en particulier que les variétés Q\ sont normales dans S9,
où elles peuvent être transformées projectivement en l'un
des types suivants (après avoir excepté quatre types de
cônes qui ne peuvent convenir à notre étude) :

I) ±3 A. uu ;JLÀ, V. vX, vX=
5 vX3, vX4. vX\

II) 1, ),, {x, {x\ JAX*, v, y \ vl% vX», vl\

III) 1 , X, {A, fJlX, [JlX8, fJlX3, V, vX , VA2, vX:*,

IV) 1 , X , X 2 , }JL, JJlX, iX.l\ V, VX, vX2, VA3.

Les variétés des types I, II, III admettent une directrice
rectiligne et la variété du type IV a pour directrice
minima une conique.

(!) CORRADO SEGRE, Sulle varietà normali a tre dimensioni
composte di serie semplici razionali di piani (Atti délia Beale
Accademia di Torino, t. XXI, pp. 95-115).
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En projection sur S5, la variété Q\ est donc représentée
par des expressions

où les polynômes pl sont d'ordres respectifs pQ pi p2

vérifiant

Etudions les cordes d'une telle variété, et pour cela
plaçons-nous dans l'espace S9 où Q\ est normale. Nous
poserons

avec en particulier
œ0 -= 1 + p.

Toute directrice non rectiligne nous fournit des rela-
tions involutives entre t et t'. Ainsi une directrice du
second ordre nous donne

pp.',

xh+i =

soit

donc

och 1 1

P- £'*

œk+i (t xh tf — 0.

D'une manière précise, toute directrice normale Cm

d'ordre m nous fournit par la considération de 3 coor-
données consécutives quelconques une telle relation
involutive, soit m — 1 relations. Nous aurons donc dans
tous les cas 4 relations involutives entre t et t1. En élimi-
nant t~{~t' et tt\ il en résulte que la variété lieu des cordes
de ù\ dans S9 s'obtient en annulant une matrice à 4 lignes
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et 3 colonnes dont les éléments sont des coordonnées :
Par exemple pour le type admettant pour directrice
minima une conique, on obtient (*)

XQ

x7

Xs

xR
- 0 ;

il est facile de voir que les deux dernières lignes sont les
mêmes dans les quatre types de Q\. Cette variété des
cordes est donc une variété W^ d'ordre 6 commune à deux
variétés cubiques qui ont déjà en commun la variété
d'ordre trois :

x7
Xo

œ8 = 0,

intersection résiduelle de deux hyperquadriques passant
par un même S7.

Pour obtenir la variété de S5, nous projetons la variété
normale de S9 à partir d'un S3. Nous obtiendrons les
cordes issues d'un point de S5, c'est-à-dire la surface
double apparente de Q ,̂ en coupant dans S9 la variété Wîj
des cordes par un S4 passant par le S3 de projection.
Cette surface double apparente est donc birationnellemeni
équivalente à la surface sextique F| de S4 intersection de
deux variétés cubiques qui ont en outre une réglée cubi-
que normale F| commune. Cette surface sextique F| est
rationnelle et sa représentation plane sur S2 peut être
obtenue ainsi : Par un point de F̂  passe un plan sécant
à F | suivant une conique, ce plan coupe S2 en un point.
Réciproquement, par un point de S2 passe un plan sécant

Cf. note chap. I, p. 6.
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à F | suivant une conique. Ce plan recoupe les deux
variétés cubiques suivant des droites, et par conséquent
Ff en un point.

Il en résulte que la surface double apparente F1! de ÜJ
est une surface rationnelle.

Notre étude des cordes de Q̂  normale de S9 montre que
lorsqu'on projette cette variété d'un S3 sur S5, on obtient
une variété focale propre Q7

S qui admet une courbe double,
dont les points sont en correspondance biunivoque avec
les points de la courbe section de W? par S3, c'est-à-dire
une sextique gauche de genre 3 (résiduelle d'une cubique
gauche dans l'intersection de deux surfaces cubiques).

Quand on coupe Q7
S de S5 par un hyperplan, on obtient

une réglée rationnelle du 7ème ordre qui admet, d'après
les formules de Severi, 10 points doubles impropres. Il
en résulte que la courbe double impropre de Q\ de S5 est
du dixième ordre et de genre trois.

On peut d'ailleurs obtenir ce résultat sur la forme dégé-
nérée de Q\ : considérons la variété dégénérée S4S2 . . . S,
située dans S6 et projetons-la d'un point extérieur M sur
S5. Nous aurons une corde passant par M lorsque nous
associerons deux espaces 2£ £, non situés dans un même
S4 ni dans un même S5, donc dont les indices diffèrent de
plus de 2 unités. Et tout couple l>t S,-vérifiant cette condi-
tion admet un plan incident commun passant par M.
Nous avons donc une courbe double de Q7

Z dans S5

dont Tordre est égal au nombre des couples i j tels que
i < j < 7 et j — i > 2 ; on vérifie sans peine qu'il y en a
dix (14, 15, 16, 17, 25, 26, 27, 36, 37, 47). Les dix
plans issus de M sont d'ailleurs tels que deux d'entre eux
qui correspondent à un indice commun, les deux autres
étant consécutifs, ont une droite commune, de sorte qu'il
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y a 12 droites de connexion; ces 10 plans représentent
bien un cône de genre

On vérifie de même que, si par M passe une trisécante
de Q*f elle doit s'appuyer sur ^ S ^ 7 . Mais les trois S4

unissant M k S ^ S ? dans S6 n'ont en général que le
point M commun. Il en résulte que Q\ de S5 n'a pas de
point triple en général.

L'étude directe sur la représentation

des tétrasécantes issues d'un point (yoy± ... */5) peut être
conduite ainsi : Une droite issue du point y peut se mettre
sous la forme

X,y0 — XQy, = \ (Xit/o — XQyt)9

En remplaçant les X, par leurs expressions et en élimi-
nant p.± pL2 qui figurent linéairement, on obtient deux
relations qui sont des polynômes en t, d'ordre 7 en
général, à coefficients linéaires en \1213\. Nous obtien-
drons une tétrasécante lorsque ces deux équations auront
4 racines communes en t, ce qui fournit 4 conditions
entre les \ . Le calcul explicite sur les expressions X̂  les
plus générales demande une certaine patience : nous nous
bornerons à l'exposer sur un exemple numérique simple.

Considérons la variété Q̂  représentée par

Xo = 1 , X± = l2, X% = Ô4 + Vd, J?A = [A, J?4 — \tX -\- V, X5 = V

a étant un paramètre.
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Les tétraséeantes issues d'un point générique ( 1 y1

y3 yA y5) sont de la forme

±),

En remplaçant les xt par leurs expressions en t, tu, v,
nous obtenons

En éliminant [/. et v entre ces relations on obtient

Ces deux relations doivent admettre les quatre racines
de la première : la seconde s'écrit

(V-I3) t'+(y^—\yi) t* + (\+\yi—yJ ^ + y,~ \yi = 0.

En portant
t4 = \t* — at + {y% — \y^>

nous obtenons une équation du 3ème ordre qui doit être
une identité :

( V - 3̂) (V* - *t + y, - \y±) + (y, — \yù P
+ (h + \y± — yd tz + y5 — \yi = 0.

D'où les conditions :
W + V3 — \y±^o,

— aX2 — W + \ + \zyL — y 4 = 0,

— \yi = 0.
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En éliminant \ X2 entre la première et la troisième, X1A
entre la seconde et la dernière, on obtient

€es deux relations sont linéaires en \t X3, compatibles, et
donnent X2 ̂  0. Ces relations étant résolues, la première
des conditions écrites donnera \ rationnellement, et
ensuite la seconde donnera \ . La tétrasécante passant
par le point y est donc bien unique. Nous ferons encore
au sujet de cet exemple une remarque :

La variété Q̂  étudiée admet le plan t = 0 double lors-
que a — 0, la solution obtenue garde un sens :

} y% -N y i y 3 -s y l'y* — ys ^ y 5

yi " yï—2/2 ' yl—y% y±

Les foyers de la droite passant par le point y sont :

t = 0 double, dans le plan double O0 O3 04.

p = Ml qui donne u = 0, v = —,

c'est-à-dire un second foyer double sur la réglée cubique
directrice :

x 0 = 1, x ± = 9, x% = 6S, ^3 -= 0, x 4 = v, X5 = v 8,

sécante au plan O0 O3 O4 suivant O0 04.
Nous aurons, l'occasion de retrouver la congruence

linéaire des droites qui s'appuient sur une réglée cubique
et un plan passant par une de ses génératrices, comme
dégénérescence de la congruence linéaire des cordes d'une
réglée normale du quatrième ordre de S5.

IV. — Généralisation
Étude du cas u = 0 dans Srjr (r étant quelconque).

Nous avons étudié les cas de r < 5 et nous avons vu
que dès que r > 4, les variétés Û"_2 focales propres de
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congruences linéaires, à sections curvilignes rationnelles,
sont lieux de faisceaux rationnels de Sr_3.

La formule de Castelnuovo appliquée au cas n = 0
donne

On a donc N = 1 pour n = 2r — 3.
Etudions la variété Q ^ 3 lieu d'un faisceau rationnel

de Sr_3, en utilisant une voie analogue à celle de Segre
pour le cas des variétés à trois dimensions. Sa représen-
tation sera de la forme

X, =p\{t) + \^P\ (0 + - + \>>KPÏ (0 + - + fV-^U (0.

les polynômes p\ ... pj._3 ayant respectivement comme
ordres pop, ... pr__3.

Gomme nous excluons les cônes, on peut toujours
supposer

Pour que Tordre de la variété soit 2r — 3, il faut et il
suffit que

Po + Pi+Pz^i \rPn-\ hPr-3 = 2r — 3,

II en résulte que û ^ 3 est normale dans S3r_6, et la
seule variété n'admettant aucune directrice rectiligne est
obtenue pour

p0 =Pi = ••• — p r _ 4 = 2, p r _ ^ = 3,

soit

x0 =

qui doit être projetée sur Sr à partir d'un S2r_7 arbitraire.
Pour démontrer que les variétés Qf^3 ainsi obtenues
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sont bien les variétés focales propres de congruences
linéaires, nous appliquerons encore le principe de dégé-
nérescence, et nous définirons QJ^3 au moyen d'une suite
de 2?-—3 faisceaux linéaires de S,._3 situés dans des espaces
S ^ g ... 22ï._3 à r— 2 dimensions, tels que deux faisceanx
consécutifs aient un élément commun Sr_3. En raisonnant
comme nous l'avons fait dans le cas de S5, nous voyons
que Tordre de la variété A;-uple apparente de &f~% est
égal au nombre &$:,.-$ des combinaisons de 2r — 3 indices,
pris k à k, de façon qu'il n'y ait jamais deux indices consé-
cutifs dans une même combinaison. On peut déterminer
explicitement ce nombre en fonction de r et k par des
procédés récurrents. Toutefois il nous suffit, pour mon-
trer que la congruence obtenue est linéaire, de montrer
que 0 ^ 3 = 1, ce qui est évident, la seule combinaison
répondant à la question étant celle des r — i indices
impairs :

L'étude analytique directe peut être entreprise par une
méthode analogue à celle que nous avons indiquée dansS5.
Nous allons traiter un exemple :

Soit la variété Q;2.!̂ 3 de S?. :

Une ( r—1)-sécante de cette variété issue du point

(î/o = i, y±y* -- yr)
estdel
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En remplaçant les ̂  par leurs expressions en t ^ ...f/.r_3,
nous obtenons

M + f*2 — y A = À3 (f8 — yi).

- Kr-3 — yr-i - V a (^ — 2/i)̂

En éliminant [xd JJL2 ... fxr_3 entre les r — 2 dernières
relations, nous sommes ramené à écrire que les deux
équations

Vr—Py^ + lHJr_2 (~ ir-2r-2 t /3 +
+ (^ - y*) [V-i - ^ V 2 +1" V-3 (— i) r"2r-2 A2] = o,

ont r— 1 racines communes, c'est-à-dire ont en commun
tontes les racines de la première. La seconde s'écrit

(yr—yiV-0 + ^ (— ¥r-i + yiV-2 + Vi)

En portant

t~ - ~ M""3 ^r-5^3 + ^^2 — *t + (\ ~ \î/t),

nous obtenons l'équation

l)r"2 (X3- A2) ( - adr-3 ar_5^
3 + V 2 - â  + y2 —\yd =0

qui, étant d'ordre r — 2, doit être une identité.
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D'où les conditions :

yr - yX^ + (— iy~% (y2 - \Vi) = 0,
*\ + \(y* — \yù^^
- yr~i + yX-2 + V-i + ( - i)r~2 (W + M - o,
Vr-2 - yX-z + (— i)r"2 ( - W - «r-5X3) - o,

= 0,

y3 —

Les r — 5 dernières relations permettent de déterminer
par récurrence X4 X5 ... \_2 en fonction de X2 X3. En les
résolvant, on obtient ( £ = 1 , 2 . . . )

(i)

h Mr1 + «4 0?-* + •» + «A) - 2/4 2/f-1 -

Transformons maintenant les quatre premières relations,
qui sont quadratiques du type bilinéaire. En combinant
la première et la troisième, puis la deuxième et la qua-
trième, nous obtenons

l J

Enfin, nous conservons les deux premières relations :

yr — y.Xr-i + (— l)r"2^3 (y2 — Xyù - 0,
aX3 + X2(̂ /2 — \yù = 0.

(III)

En remplaçant dans (II) \_2 et Xr_.3 par leur valeurs
obtenues dans (I), le système (II) devient un système de
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deux équations linéaires en X2 X3. Ce système résolu,
(I) donne X3 ... Xr_2, et (III) donne \ , puis Xr_1 linéaire-
ment. Pour s'assurer que la résolution en X2 et X3 est
effectivement possible et unique, nous devrons distinguer
deux cas suivant la parité de r :

i° r = 2/i. On a alors

— y4yi~~i — - — yr-4*

et le système (II) prend la forme

l — y2) —

Ce système admet manifestement une solution unique en
général.

2° r = 2/i + 1. On a alors

V-3

et le système (II) prend la forme

2̂ {<hy*~* + - + ctr^yl + ayù -
— 3̂ (yî + riiy^ + - + Or^tâ — y^ = — y,

r-,yl — ar^y± - a) =
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Ce système admet manifestement une solution unique en
général.

Ainsi, nous obtenons \ ... \_± en fonctions ration-
nelles de ^ ... \r, et la congruence est bien linéaire.

CHAPITRE IV

ÉTUDE DES VARIÉTÉS FOCALES PROPRES
A SECTIONS CURVILIGNES ELLIPTIQUES.

Les surfaces à sections elliptiques sont, d'après un
théorème de Del Pezzo f1), soit des réglées elliptiques,
soit des surfaces rationnelles représentées sur le plan
par des cubiques. Nous écarterons le cas des surfaces
réglées, qui correspond à des variétés focales lieux d'un
faisceau d'espaces linéaires dont l'étude fait l'objet du
chapitre III.

Parmi les surfaces focales de congruences linéaires
de S4 figure la projection de la surface F | de Caporali,
représentée sur le plan par les cubiques qui passent par
quatre points O4, O2> O3, O4. Rappelons rapidement les
propriétés caractéristiques de cette surface. Il existe sur
F | cinq faisceaux de coniques représentés respectivement
par les quatre faisceaux de droites issues des points 0^ et
le faisceau de coniques passant par O t , 02 , 03 , 0 4 . Dans
chaque faisceau il y a trois coniques dégénérées et ceci
met en évidence dix droites de F | représentées par les
voisinages du premier ordre des points 0^ et les droites
Ô  Oj. Ces dix droites jouent le même rôle et les coniques
d'un faisceau s'appuient constamment aux quatre d'entre
^Ues qui ne lui appartiennent pas en tant que coniques

(!) P. DEL PEZZO, Sulle superficie dell' nmo ordine immerse
nello spazio di n dimensioni (Rendiconti del Circolo Matematico
•di Palermo, t. I, 1887).
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«dégénérées : les cinq faisceaux de coniques jouent aussi le
même rôle.

Pour étudier une des cinq générations, prenons deux
coniques C, C' passant par Oit O2, O3, O4. On peut leur
associer, pour représenter des sections hyperplanes de Fjj
normale de S5, des droites quelconques du plan, et réci-
proquement toute droite du plan peut être associée à une
conique quelconque du faisceau : si D1,D2,D3 sont trois
droites formant triangle, F§ est donc représentée par

xt = GD4, œ>z = CD2, œ3 = CD3î œA = CD*, œ*> = G'D2, œ6 = G'D3,

et les plans des coniques décrivent la variété V| de Segre :

II en résulte que F | peut être considérée comme l'inter-
section d'une V| de Segre et d'une quadrique qui ont déjà
un plan commun. Les cordes de F | passant par un point
donné sont des cordes de V| et sont par conséquent situées
dans un S3 sécant à Vjj suivant une quadrique, et par
conséquent à F^ suivant une cubique gauche. Comme il y
.a une corde et une seule de cette cubique qui passe par
un point donné, ta congruence des cordes de F | de S5 est
une congruence linéaire.

En conséquence, dans S4 la projection de F | admet un
point double impropre. En projection sur S3 elle admet
une courbe double du cinquième ordre, car la section
plane est une quintique elliptique qui a cinq points
doubles, et cette courbe double est unicursale, puisque
«hacun de ses points est associé biunivoquement à un
point de la droite axe de projection dans S5.

Comme dans un faisceau de cubiques il y a 12 cubiques
à point double, la classe de F | est nf = 1 2 , et la surface

7
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étant unicursale a un genre arithmétique nul, de sorte
que

1 7 _i_ / _L_ ±o
Pa = ° = ~ 48 * 4 (25 ~ 4° + 2 4 ) + 8 ~?

d'où

La surface de Caporali a un point triple apparent et
un seul.

L'existence de cette solution dans S4 nous incite à
examiner s'il y a dans les espaces à plus de quatre dimen-
sions des variétés focales de congruences linéaires à
sections curvilignes elliptiques.

D'après une note de F. Enriques (*), les variétés à trois
dimensions à sections elliptiques sont soit des lieux d'un
faisceau elliptique de plans, soit des cônes rationnels, soit
des variétés rationnelles représentées sur S3 par l'un des
systèmes linéaires suivants :

a) Système à 7 paramètres des surfaces cubiques passant
par trois droites deux à deux gauches.

b) Système à 7 paramètres des surfaces cubiques déter-
minées par un point base double et une cubique gauche
base passant simplement par lui,

c) Système à 7 paramètres des surfaces cubiques déter-
minées par un point base double biplanaire avec en celui-ci
un plan oscillateur fixe, et une cubique plane base y
ayant un point double.

d) Systèmes à 8 ou 9 paramètres des quadriques sans
ou avec un point base simple.

Ces variétés sont d'ordres 6,7,8; nous allons les étudier.

(*) F. ENRIQUES, Sui sistemi lineari di superficie algebriche le
cui intersezioni variabili sono curve ellittiche (Rendicontî délia
Reale Âccademia dei Lincei, 1894-I, pp. 481 et 536).



— 99 —

1. — Surface du sixième ordre de S4 à sections elliptiques.

Une surface non réglée du sixième ordre à sections
elliptiques est représentée sur le plan par les cubiques
ayant trois points bases A1# A2, À3.

Pour les mêmes raisons que plus haut, la surface est
de classe nf = 12 et a un genre arithmétique nul :

Pa - 0 = - - . 5 ( 3 6 - 4 8 + 24) + ^ g ^ ~,

d'où
t = 4.

On en déduit alors

La formule de L. Roth donne m = 3 et la relation fon-
damentale m - j - 1 = htk est donc vérifiée. D'autre part, la
formule des tétrasécantes donne JJL = 3 et on en déduit
p = 0, en accord avec la seconde formule de L. Roth
qui donne ^5 ===== 0. Ceci nous incite à une étude plus
approfondie*

La surface F | est représentée par un système linéaire à
quatre paramètres de cubiques |y3| passant par A4, A2, A3.
Dans ce système il y a une cubique qui contient une
droite donnée du plan : elle est alors complétée par une
conique passant par Ad, A2, A3. Réciproquement, étant
donnée une telle conique, il y a une y3 qui la contient et
est complétée par une droite. On a ainsi une correspon-
dance birationnelle entre le réseau des droites du plan et
celui des coniques passant par A l t A2, A3. Ces courbes
représentent deux réseaux de cubiques gauches tracées
sur Ff, telles que l'hyperplan de Tune d'elles contient
encore une cubique de l'autre système, ces deux cubiques
étant alors bisécantes. Il est facile de vérifier que deux
cubiques gauches biM'canles ont 3 cordes communes, de
sorte qu'on a bien p = 3.
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Considérons une section hyperplane générique : c'est
une sextique gauche de genre 1 ; elle est située sur un
faisceau de surfaces cubiques qui se recoupent suivant les
tétrasécantes (1). Supposons alors que les tétrasécantes
d'une variété Q§ à sections elliptiques forment une con-
gruence linéaire, et considérons un plan G- et un S4

passant par <r, dans lequel des droites de la congruence
décrivent une Vf passant k fois par la surface section de
Q|. Nous aurons dans a- une courbe Cm passant k fois par
les six points communs à <J et O .̂ Menons un S3 par <x
dans S4 : il y a un faisceau de surfaces cubiques F | passant
par la courbe section de Q| par S3 et ses trois tétrasé-
cantes; ce faisceau est coupé par c suivant un faisceau de
cubiques ayant en commun avec Cm les six points /c-uples
bases et le groupe G3 des traces des trois tétrasécantes
qui sont aussi sur Vf. Chaque cubique coupe en outre
Cm suivant

autres points variables.
Un S3 définit un groupe G3 sur Cm. Réciproquement

un point de Cm définit un S3 contenant <J et la génératrice
de ce point, de sorte que les groupes G3 sont en corres-
pondance biunivoque avec le faisceau des S3 passant
par <T, donc |G3| =g\.

Etudions maintenant le système complet des cubiques
passant par les six points &-uples de Cm. Une telle cubique
recoupe Cm en 3m — 6k = 6k — 3 points : nous définis-
sons ainsi sur Cm une ^ _ 3 . Par un groupe G3 passe un
faisceau de nos cubiques, de sorte qu'un groupe G3 appar-
tient à une infinité à un paramètre de groupes de g\k-z-

f1) PETOT, Comptes rendus de VAcadémie des Sciences, 1886j
(t. 102), p . 805.
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Supposons d'abord g\k_3 simple et rapportons projec-
tivement ses groupes aux plans d'un espace 23. La courbe
Cm est alors représentée par une courbe C6*~3. A trois
points d'un groupe G3 appartenant à une infinité à un
paramètre de groupes de g\k-^ correspondent trois points
de C6*~3 appartenant à une infinité à un paramètre de
plans, donc à une trisécante de C6*"3. Par un point de
C6^"3 passe une seule trisécante, puisqu'un point de Cm

appartient à un seul groupe G3. Le genre de C6*~3 est
donc

7c' = - (6 k — 5) (6 k — 6) — 1 = 3 (k — 1) (6 k — 5) — 1.

Mais la courbe C6/E:~3 d'ordre impair (6/c — 3 =
avec v = 3A; — 2) a un genre maximum qui a été déter-
miné par Castelnuovo (*),

7ir<v(v — 1);

on doit donc avoir

3 (k — 1) (6 h — 5) — 1 < (3 k — 2) (3 k — 3)

ou
9 (k — l)2 < 1,

ce qui impose k = i. La courbe C6^"3 sera alors une
cubique gauche qui devra avoir une infinité;de trisécantes,
ce qui est absurde,

Nous ne pouvons donc pas supposer que <jf3£_3 est
simple : cette série est donc composée au moyen de g\.
Un groupe de g\k-z est formé de 2/c— 1 groupes G3, et
si nous rapportons projectivement ces groupes aux plans
d'un espace £3, Cm sera représentée par une C2^1 triple

(!) CASTELNUOVO, Ricerche di Geometria (Atti deW Accademia
dî Torino, t. XXIV, 1889). La démonstration est reproduite dans :
L. GODEAUX, Cours de Géométrie supérieure, fasc. IV, p. 29.
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qui ne peut pas avoir de corde, car si une droite joint
deux points de C2k~j

y les plans passant par cette droite
seront représentés par un faisceau de cubiques joignant
les six points bases aux deux groupes G3 représentant les
deux points pris sur C2^"1; ces cubiques auraient douze
points communs. Ceci signifie que C 2 ^ 1 est une droite;
alors 2& —1 = t ,

k = l, m = 3.

L'hypothèse d'une congruence linéaire est donc admis-
sible.

Cherchons maintenant à déterminer les groupes de
quatre points P 1 P 2 P 3 P 4 du plan, représentant les points
d'appui d'une tétrasécante à la surface F^ de S4, repré-
sentée par le système linéaire à 4- paramètres de cubiques
|y3! passant par trois points bases O^CL.Og. Comme
P± P2 P3 P4 représentent des points alignés, c'est-à-dire
des points communs à un réseau d'hyperplans S3. il passe
un réseau de cubiques y3 par O± O2 O3 V± P2 P3 P4 et par
conséquent une cubique y3 décomposée en la droite O± O2

et la conique O3 P± P2 P3 P4, une cubique y3 décomposée
en O± O3 et la conique O S P 1 P 8 P 3 P 4 et enfin une cubique
y3 décomposée en O2 O3 et la conique Oi P4 Pg P 3 P 4 . Or,
dans le système à quatre paramètres | y31 il y a un réseau
de cubiques décomposées en O± O2 et une conique passant
par O3. En répétant ce raisonnement pour O2O3 et O3O15

on met en évidence trois réseaux de coniques ayant
chacun un point base Olf O2 ou O3 et servant de constitu-
antes à des cubiques y3 du système |y3j. Les coniques
O i P i P t P s P 4 , O^PiPjPsP^ O 3 P 1 P 2 P 3 P 4 appartiennent
respectivement à ces trois réseaux et forment évidemment
un faisceau ayant les points P4 P2 P3 P4 pour points de
base. Pour déterminer les groupes P± P2 P3 P4, c'est-à-dire
ces faisceaux de coniques, rapportons projectivemeut les
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coniques du plan aux points de S5 : nos trois réseaux
sont représentés par trois plans, et nous devons déter-
miner les droites incidentes à la fois aux trois plans. Ces
droites sont les génératrices d'une Y| de Segre. A ces
génératrices, qui forment une entité rationnelle à deux
paramètres, correspondent Içs groupes, à deux paramè-
tres, de quatre points P± P2 P 3 P4 formant une involution
rationnelle : pour vérifier que c'est bien une imolution,
cherchons les groupes contenant un point Vt donné.
Les coniques passant par P4 sont représentées par les
points d'un hyperplan de S5 qui coupe Tg suivant une
réglée cubique ayant une directrice rectiligne unique, et
cette directrice représente le groupe unique contenant P4.

Le raisonnement précédent doit être modifié lorsque
deux de nos réseaux ont une conique y2 commune, ce qui
aura lieu en particulier si l'un des réseaux est remplacé
par un système plus ample. La conique ŷ  passe par deux
des points O2 et est contenue dans deux cubiques de ^ 1 :
elle représente donc une quartique plane de F|. Toutes
les droites de ce plan sont des tétrasécantes. D'ailleurs
la Vf définie au moyen de trois plans dont deux ont un
point commun M dégénère en un S3 lieu d'une gerbe de
sommet M qui représente les tétrasécantes spéciales, et
une V| ayant M double. Si l'on a une congruence linéaire,
ce cas ne doit se présenter qu'un nombre fini de fois au
plus, puisqu'on a p = 0.

Etudions maintenant la correspondance birationnelle
entre le réseau des droites du plan et celui des coniques
passant par O± O2 O3, mise en évidence plus haut, une
droite et une conique étant associées lorsqu'elles sont les
composantes d'une même cubique de |y3|. Représentons
la droite par

Q (1)
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et la conique par

i + kzœAx% = 0,

en prenant O± O2 O3 pour triangle de référence dans le
plan représentatif de F|. Le système |y3| s'écrit

2^/1 = 0, t = l,2,...,5, (3>

avec

Le produit des polynômes (1),(2) appartient à (3) :
en identifiant nous aurons 7 relations linéaires par rapport
aux \ , d'où les conditions (*)

#221 #223 ^331 ^332 ^123 1 = 0

112

c'est-à-dire deux relations

3) = 0,

W3A3) — 0 ,

où les coefficients sont certaines fonctions des a\jk~
Comme ce sont deux formes bilinéaires par rapport aux
ut et A;, elles représentent une transformation biration-
nelle quadratique : en effet en les ordonnant par rapport
aux Àj-, par exemple, on a deux formes linéaires à coeffi-
cients linéaires en u{ dont les solutions sont des détermi-
nants du second ordre, donc des polynômes du second
degré en u{.

Il existe donc trois droites fondamentales l^Ug, U2U3,

f1) Cf. note chap. I, p. 6.
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l^Uj qui admettent chacune un faisceau de coniques
associées, ayant pour points bases OjOgOs et Ug, UJ, U^
respectivement. Réciproquement chacune des coniques
OiO2O3U;u;, O ^ C ^ U ^ , O ^ C ^ U ; est associée à
toutes les droites d'un faisceau qui a pour sommet U3r

U19 U2 respectivement.
Chacun de ces éléments fondamentaux représente donc

une cubique plane unicursale de F§ dont le plan recoupe
en outre F| suivant un point. Toute droite issue de ce
point et située dans le plan est tétrasécante à F§.

Or si la congruence des tétrasécantes d'une variété û |
est linéaire, comme on a k = 1 et m = 3, les droites de
la congruence qui s'appuient à Q% en un point donné
forment un faisceau linéaire situé dans un plan qui
recoupe Q% suivant une cubique. Nous avons ainsi une
congruence de plans y rfe S5l d'ordre quatre (par un point
passe une droite G unique sur laquelle les quatre foyers
définissent quatre plans y passant par G) et de classe six
(il y a six plans y dans un hyperplan).

Il nous reste à examiner les différentes variétés û | à
sections de genre un, pour discriminer celles d'entre elles
qui donnent lieu à des congruences linéaires.

II. — Variété du sixième ordre
à sections curvilignes elliptiques de première espèce.

Nous désignerons ainsi les variétés représentées par le
système linéaire à 7 paramètres des surfaces cubiques-
passant par trois droites deux à deux gauches. La variété
est normale dans S7. Cette variété contient trois congru-
ences de génératrices rectilignes, représentées par les
droites qui s'appuient sur deux des droites bases : par un
point quelconque de Qf il passe une droite et une seule
de chaque famille. Les génératrices d'une famille qui
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-s'appuient sur une génératrice fixe d'une autre famille
engendrent une quadrique représentée par un plan
passant par une droite base : Q| peut ainsi être considérée
de trois façons différentes comme le lieu d'un faisceau
rationnel de quadriques. Par un point quelconque de <ï>|
il passe une quadrique de chaque faisceau. Le faisceau des
quadriques engendrées par des génératrices des deux
premières familles coupe les génératrices de la troisième
famille suivant des ponctuelles homographiques. Il en
résulte que, pour la variété Qjj normale de S7, le lieu des
S3 contenant les quadriques d'un faisceau est une V*
de Segre. Il passe donc par <ï>| trois variétés Y* de Segre.

Si nous rapportons projectivement S : à un octaèdre
de référence constitué par douze génératrices de Qf
(O± O2 O3 O4 sommets d'un quadrilatère gauche situé sur
une quadrique de Q§, O5 O6 O7 O8 sommets d'un quadri-
latère analogue, situé sur une quadrique de la même
famille, les points Ot et O4+l- étant sur une même généra-
trice de VJ), nous représentons û | par

Xi — l, X2=ar, X3-=y, X4=xy, X5 = £, X6 = a^,

Et les trois
x5

X

Ainsi la
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est p
être représentée sur S3 au moyen des surfaces cubiques
qui ont trois points bases doubles.

Soit M un point de S7 et proposons-nous de trouver
les cordes de Q% qui passent par M. A cet effet, consi-
dérons û | comme lieu d'un faisceau de quadriques dont
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les S3 décrivent V|. Les cordes de Qf sont aussi des cordes
de Vf. Les cordes de V* passant par M sont situées dans
un S3 qui coupe Vf suivant une quadrique et Q| suivant
deux génératrices de Vf. Dans S3, il passe par M une droite
et une seule qui s'appuie sur deux droites données, de
sorte que

Dans S7, la congruence des cordes de Ql de première
espèce est une congruence linéaire.

Comme deux génératrices de Vf ne sont jamais concou-
rantes, la corde de Qg qui passe par M ne peut être indé-
terminée que si le S3 des cordes de Vf issues de M est
lui-même indéterminé, c'est-à-dire si M est sur V*. Alors
par M passe un S3 de Vf qui contient une quadrique de
Ql et par M passent des cordes de Qg dépendant de deux
paramètres :

Les trois Vf passant par Ql sont donc les seules variétés
focales singulières de cette congruence.

Ainsi quand on projette Q̂  normale de S7 d'un point
générique sur S6, on obtient une variété Q§ qui admet un
point double impropre, et lorsque le centre de projection
se trouve sur Tune des Vf passant par Qg, la projection
de Q| admet un plan double impropre.

Etudions maintenant la projection Qf sur S5 à partir
d'une droite A générique de S7, d'une variété Q'J normale
à sections elliptiques de première espèce,

Q| admet une courbe double impropre d'ordre trois
puisque la section hyperplane de û| admet trois points
doubles impropres d'après la formule de Severi. D'ailleurs
pour obtenir les cordes de Q'J qui s'appuient sur A, cher-
chons d'abord les cordes Vf qui s'appuient sur A : Cette
droite A est projetée d'un S3 qui décrit Vf sur un S3 fixe
de cette variété suivant une droite qui décrit une quadri-
que, car chaque point de A est projeté suivant un point
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qui décrit une droite. Il en résulte que les cordes de V£
qui s'appuient sur A ont comme traces sur V* une Q| à
sections elliptiques de première espèce. Cette Qg coupe la
variété û f | donnée suivant une réglée elliptique de hui-
tième ordre R8. Les cordes de Q'| qui s'appuient sur A
ont leurs traces sur une courbe tracée sur R8 et unisécante
aux génératrices, car deux génératrices correspondant à
une même corde, issue d'un point M de A, sont les deux
génératrices qui s'appuient sur la droite que décrit la
projection de M dans Sr

3 de V*. Cette courbe elliptique C
est d'ailleurs l'intersection des trois réglées elliptiques Rs

obtenues sur les trois VJ qui passent par Q'§. La courbe
elliptique C est une sextique, car si on la coupe par un
hyperplan contenant un S3 d'une VJ, cet hyperplan con-
tient une biquadratique commune à S3 et R8 et recoupe R8

suivant quatre génératrices unisécantes à la courbe C.
D'autre part, la courbe C est bisécante à la biquadratique
en des points qui correspondent à la génératrice de la
quadrique de Sr

3 projection de» A à partir de S3. Cette
sextique elliptique C est projetée doublement de A suivant
une cubique gauche unicursale, les cordes de Q'3 issues
des points de A engendrant une réglée rationnelle du
quatrième ordre de S5 dont A est directrice simple. Sur
une réglée elliptique du huitième ordre de V* il y a de
telles sextiques elliptiques dépendant de quatre para-
mètres, dont les S5 forment une famille telle que par une
droite générique de S7 il en passe un et un seul.

Ainsi Q3 admet une cubique gauche double impropre.
Passons maintenant à l'étude de la surface double

apparente de û3 : on l'obtient en projetant Q'3 de S7 sur S4

à partir d'un plan. Comme par un point du plan il passe
une seule corde de Q'g, la surface double apparente est
rationnelle. L'ordre de cette surface double est aussi
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l'ordre de la congruence des cordes d'une sextique gauche
elliptique de S3, c'est-à-dire neuf : d'ailleurs la section
hyperplane de Ü* de S5 admet une courbe double apparente
qui est, d'après les formules de Severi, d'ordre 9 et de
genre 1.

Ainsi la surface double apparente de Qg est une surface
rationnelle du neuvième ordre à sections hyperplanes
elliptiques. Sur cette surface double, la courbe de rebrous-
sement apparent est d'ordre j = 12.

L'étude des éléments triples apparents de Û| est aussi
celle des plans trisécants de û'§ de S7 : ces plans trisécants
dépendent de 9 paramètres, et les droites qu'ils contien-
nent dépendent au maximum de H paramètres : il en
résulte que par une droite A générique de S7 il ne passe
aucun plan trisécant de ü'l et Ql de S5 n'a pas de point
triple impropre. Ceci est d'ailleurs en accord avec le fait
que la courbe double, qui est une cubique gauche, ne
peut avoir de point triple.

Etudions alors le complexe des droites A par lesquelles
passe un plan trisécant de û'J. Un tel plan est aussi trisé-
cant, en M1 M2 M3 par exemple, de V£ qui contient Qrjj.
Les génératrices V* qui passent par MA M2 M3 définissent
un S5 qui coupe V£ suivant la Vf lieu des plans qui
s'appuient sur ces trois génératrices. S5 contient évidem-
ment le plan M1 M 2M3 et par conséquent toute droite A
de ce plan. Une V| de V* étant le lieu des génératrices de
Y* qui rencontrent un plan donné dans un de ses S3, les
Y| de V* dépendent de trois paramètres, de même que les
S5 qui les contiennent. Il en résulte que les droites A par
lesquelles passent des plans trisécants à V£ forment un
11-complexe, dont font partie les droites par lesquelles
passent des plans trisécants à Q'f. Les droites A passant
par un point P de S7 appartiennent aux S5 passant par P.
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Les cordes de Vf dans un tel S5, qui passent par P,
engendrent un S3 et sont par conséquent toutes les cordes
de Vf passant par P. Les S5 passant par P ont ainsi un S3

fixe, sécant à Vf suivant une quadrique. Si Ton projette
Vf d'un tel S3 sur un S3 indépendant pris dans S7, on
obtient une quadrique sur laquelle les Vf situées dans les
S5 issus du S3 centre de projection sont représentées par
les génératrices d'un système. Le cône du complexe des
droites A de sommet P, lieu des S5 passant par P, est donc
un cône V§ ayant un S3 double, et le complexe des
droites A situées dans un S3 (i < 7) est un complexe qua-
dratique. En particulier les droites A d'un plan enve-
loppent dans celui-ci une conique.

Par une droite A issue de P sur le cône V|, il passe un
seul S5 générateur, qui contient une Vf de Vf. Dans un S3

de Vf, V| admet un plan et Q'îj une quadrique qui coupe
ce plan suivant une conique. Les génératrices de Vf
s'appuyant sur cette conique engendrent une réglée
rationnelle normale Fi de S3 intersection de S5 avec Q'f.
Les cordes de Q'| s'appuyant sur une droite A du complexe
sont donc les cordes de FJ, qui rencontrent F| suivant une
sextique elliptique, et engendrent une réglée rationnelle
normale du 4éme ordre admettant A pour directrice.
Par A, il ne passe pas en général de plan trisécant à F| :
F| de S5 se projette de A sur un S3 suivant une réglée du
4ème ordre admettant une cubique gauche double. Si A
appartient à un S3 de S5 sécant à FJ suivant une cubique
gauche, et dans ce cas seulement, F£ se projette alors
suivant une réglée du 4ème ordre admettant une droite
triple.

Ainsi par une droite du li-complexe quadratique
relatif à Vf, il ne passe aucun plan trisécant à û'§, sauf
si cette droite appartient au 10-complexe engendré par
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tous les S3 sécants à Q^ suivant une cubique gauche. Alors-
par une telle droite passent une infinité de plans trisé-
cants engendrant le S3 correspondant. Remarquons d'ail-
leurs que, puisque Q'jj est située sur trois V}, il y a trois
11 -complexes quadratiques de droites A, et comme tout S3.
commun à deux S5, pris dans deux de ces complexes,
coupe Q'̂  suivant une cubique gauche intersection des
deux Vf avec ce S3, nos trois complexes forment un fais-
ceau, et leur 10-complexe commun est du quatrième ordre~
En particulier, dans un plan donné de S7, les trois com-
plexes quadratiques admettent des enveloppes de seconde
classe d'un même faisceau tangentiel, et par chacune des
quatre tangentes communes^de ces coniques, il passe
un S3 lieu de plans trisécants. Quand on projette Q'| d'un
plan sur S4, on obtient donc une variété qui admet quatre
droites triples : La courbe triple apparente de Q§ est
formée de quatre droites, en accord avec le résultat / = 4.

Prenons alors dans un plan II de S7, les quatre droites
bases du faisceau tangentiel ï)i D2D3D4. Par le point M18.
commun à J)i et D2 passe une corde de Q'|, qui s'appuie
sur la variété en M3, M4. Les cordes de û' | qui rencon-
trent D± sont situées dans un S3 passant par Di et
engendrent une réglée FJ passant doublement par la
cubique gauche que ce S3 détache sur Q'jj. Les S3 relatifs
à D4 et D2 ont en commun la droite M1S M3M4; ils sont
situés dans un même S5 contenant D± et D2 : en projec-
tion sur S4 à partir de II, les deux droites triples obtenues
sont donc coplanaires. Les quatre droites triples appa-
rentes de ü| sont deux à deux coplanaires. Le point
commun relatif aux deux droites triples projetées à partir
de DA et D2 est la trace du S3 joignant n à M12 M3 M4 : les
plans D1M3M4 et D2 M3 M4 sont trisécants à Q'| qu'ils
recoupent respectivement en M2 et M4. Nous avons ainsi
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par n un S3 tétrasécant à V| en Mx M2 M3 M4. Toute face
du tétraèdre Mj M2 M3 M4 étant un plan trisécant à Q'g,
sécant à II, coupe II suivant une des droites D, et toute
arête de ce tétraèdre, commune à deux faces, passe par
l'intersection des droites D correspondantes. Ainsi le
quadrilatère complet D ^ D ^ est la section paru d'un
tétraèdre dont les sommets sont sur Qfg; et les quatre
droites triples apparentes de Q% sont concourantes en un
point quadruple apparent de cette variété.

Il en résulte que la variété Q̂  de S5 à sections ellip-
tiques, de première espèce admet une congruence linéaire
de tétrasécantes.

Notons encore au passage que si Ton projette Qr§ de S7

sur S5 à partir d'une droite génératrice d'une des trois V£
qui la contiennent, la VJ en question a pour trace sur S5

FIG. 2.

une V| de Segre, dont les plans sont les traces des S3 de
VJ. Comme chacun d'eux contient une quadrique de Q'g,
cette dernière variété est projetée suivant Vf double. Dans
un S3de VJ, la droite centre de projection admet un point
<l*où l'on peut mener un cône du second ordre circonscrit.
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La conique de contact, projetée sur le plan correspondant
de Vij aussi suivant une conique, décrit dans S7 et en pro-
jection une réglée rationnelle normale F| qui est la
surface de diramation. Sur cette forme double de "V|, la
tétrasécante issue d'un point de S5 devient la corde de F*
passant par ce point.

Remarquons encore, avant d'abandonner cette variété
Q'I de S7 à sections elliptiques de première espèce, qu'en
la projetant sur l'espace ordinaire, sa triple génération
«au moyen de quadriques fournit un théorème connu de
géométrie textile (Cf, Blaschke und Bol. «Geometrie der
Gewebe», Springer, § 14, p. 132) et montre en outre
une propriété globale de ce tissu : par un point générique
de l'espace, il passe six surfaces de chaque système
{réelles ou non).

III. — Variétés du sixième ordre
à sections curvilignes elliptiques de deuxième espèce.

Nous désignerons ainsi les variétés représentées par le
système linéaire à 7 paramètres des surfaces cubiques
passant par une cubique gauche F et ayant un point
double en un point O de celle-ci. La variété normale Q'|
^appartient à S7. Elle contient deux congruences de droites
représentées par les droites de S3 qui passent par O et les
cordes de la cubique F. Par tout point de Q'| passe une
droite de chaque famille; deux droites de la même famille
ne se rencontrent jamais. Les droites d'une famille qui
s'appuient à une droite de l'autre engendrent une réglée
cubique représentée soit par un plan passant par 0, soit
par une quadrique passant par la cubique gauche F.

On met ainsi en évidence sur Q'I deux familles à deux
paramètres de réglées F| qui sont des réseaux, car par
-deux points arbitraires de Qrl il passe une F| de chaque
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famille. Deux FiS de la même famille ont une génératrice
commune et deux F| de familles différentes ont une
conique commune, représentée par une conique passant
par O et bisécante à F. Deux telles F| constituent donc
une section hyperplane.

Etudions dans S7 les cordes de û'J. Soient M1? M2 les
points communs à Q'j} et une de ses cordes : par M± et M2

passe une conique de û'§ intersection des F| de chaque
famille passant par M± et M8. La corde M± M2 est donc
tout entière dans le plan de cette conique, plan commun
aux S4 coupant Q'I suivant les deux F|. Or ce plan, qui
peut décrire tous les S4 d'un réseau, engendre une variété
W6 à six dimensions, et il y a ainsi un lieu des cordes
de Qr§. D'autre part, si P appartient à une corde de Q% il
est dans le plan d'une conique de û'j et alors il passe
par P un faisceau de cordes de û'!j situé dans ce plan.

Ainsi, en projection sur S6 d'un point générique de S7„
la variété Q'f n'a pas de point double impropre.

Si on projette Q'J sur S5 à partir d'une droite A de Slr

on obtient une Qb
s qui admet trois droites doubles impro-

pres (car d = 3 d'après les formules de Severî), ces droites
correspondant aux trois faisceaux de cordes de Q'g issues
des points communs à A et à Wf, qui est donc une variété
cubique.

En projection sur S4 â partir d'un plan de S7, on obtient
une Ql qui admet une surface double d'ordre neuf à
sections de genre un (car 6 = 9, p = l d'après les for-
mules de Severi) qui est une réglée elliptique dont les
génératrices correspondent aux faisceaux de cordes issues
des points de la cubique commune au plan centre de
projection et à W|.

La vérification analytique est d'ailleurs très simple : si
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l'on choisit O pour origine des coordonnées» et les axes
tels que la cubique T soit représentée par

x = t, y = tz, z = l\

la variété Q'g est représentée par

y), X3 = z(a)2-y), X4=x{z-a)y),

W§ lieu des plans des coniques de Q'I est aussi le lieu
des deux réseaux de S4 qui la coupent suivant ses F|.
Prenons les F| représentées par les plans

z = ax+ Py,

elles sont situées dans les S4 :

dont le lieu est bien une variété cubique

= 0.
x tx4
f X s

x2x5
x7

x3x6
x8

On vérifie que dans S5 les trois droites doubles impro-
pres sont deux à deux gauches, car si Ton prend pour A la
droite Ö3O5 qui recoupe W^ en Ü ( 0 , 0 , 1 , 0 , - 1 , 0 , 0 , 0 ) ,
on obtient comme plans correspondants : O± O3 Os;
O4O5O7, et le plan X3 + X5 = 0 dans O2O3O5O6, c'est-
à-dire le plan O2O6U.

On voit aisément sur l'équation de la variété cubique
W^ que les points doubles de cette variété sont préci-
sément les points de Q'g. Il en résulte que les droites A
par lesquelles passe un plan trisécant de Q'| forment
effectivement un 11-complexe, et que la quartiqtie triple
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apparente de Q>\ nest pas dégénérée. Par conséquent il n'y
a aucun point quadruple apparent. En effet il suffit de
vérifier que par A ne passent pas une infinité de plans
trisécants. Or il n'en peut passer deux; car si Td T2 T3,
T ; T ; T ; sont deux tels plans, la droite Tj:t, corde de Qf|,
rencontre A en un point M3 de WJ: il en est de même
de Tî Tg et ceci ayant lieu pour chacun des côtés des tri-
angles T^TgTg, TJTgTg, ces triangles sont homologiques
et les côtés homologues passent par JV̂ M̂ Mg intersections
de A avec WJ. Alors le plan de Wf relatif à M, coupe Q'f
suivant une conique qui passe par TgTgTgTg, et de même
en permutant circulairement. Il passe donc par T± et T{
deux coniques de Q'®, ce qui est impossible si elles ne
dégénèrent pas en ayant la droite TXT{ commune. Mais si
les trois droites T2 T̂  sont des génératrices dont deux
quelconques forment une conique, c'est que deux quel-
conques sont de familles différentes, ce qui est absurde.

La quartique triple de Qf dans S4 est une quartique
rationnelle normale et la surface double, réglée du neu-
vième ordre elliptique, est le lieu des cordes de cette
quartique qui joignent deux à deux les quatre points d'un
groupe qui décrit une série linéaire g\. En effet, si Ton
projette sur un plan cette réglée à partir de deux de ses
points triples pris sur la quartique, on obtient bien une
enveloppe de troisième classe elliptique, car les cordes
d'une conique qui joignent les points d'un groupe d'une
série g\ sont les composantes des coniques dégénérées du
réseau linéaire défini par la conique donnée et le faisceau
des coniques qui découpent sur elle la série g\, et ces
coniques dégénérées enveloppent la Cayleyenne du réseau.

Parmi les variétés du sixième ordre à sections curvili-
gnes elliptiques de seconde espèce, on rencontre un type
particulier qui est la projection des variétés du septième
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et du huitième ordre à sections curvilignes elliptiques :
Ce sont les variétés représentées sur S3 par un système
linéaire de quadriques. En particulier la variété est du
sixième ordre quand elle est représentée par un système
linéaire de quadriques ayant deux points bases O4,02. Les
deux familles de génératrices rectilignes sont représentées
par les droites issues de Oi ou de O2. La variété Q| de S5

est représentée par un système linéaire à cinq paramètres
|Q| de telles quadriques, et si P1PgP3P4 représentent les
traces d'une tétrasécante, il passe par Ot O2 Pi Pg P3 P4

des quadriques de |Q| dépendant de trois paramètres. Or
six points définissent une cubique gauche C, et il y a un
réseau de |Q| contenant cette cubique. Cette courbe C
représente donc une quartique plane de Q*. La tétrasé-
cante considérée est donc spéciale, et Ql, dont toutes les
tétrasécantes sont spéciales, a ses tétrasécantes qui décri-
vent une hypersurface lieu des plans qui coupent Ql suivant
des quartiques.

Ce résultat nous invite à étudier les quartiques situées
sur les variétés Qjj générales de seconde espèce. Nous
avons vu que les coniques de la variété sont représentées
par les coniques passant par O et bisécantes à la cubique
base F. La section de Q'jj par un S5 contenant une telle
conique contient en outre une courbe C4 du quatrième
ordre représentée par une biquadratique ayant O double
et tétrasécante à F. C4 est donc rationnelle et bisécante à
la conique. Nous allons montrer que la famille des quar-
tiques rationnelles ainsi mises en évidence sur Qr§ est telle
que par quatre points arbitraires de Qr| il en passe une et
une seule.

Il revient au même de montrer que par quatre points
arbitraires de S3 il passe une biquadratique et une seule
ayant O double et tétrasécante à T. Soient M1M2M3M4 les
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points donnés : les quadriques passant par O M1MSM3M4

forment an système linéaire à quatre paramètres, eL cha-
cune d'elles coupe F en cinq points. Nous avons ainsi
sur T une g\. Rapportons projectivement les quadriques
du système considéré aux hyperplans d'un espace S4 : la
courbe F sera représentée par une quintique rationnelle
C5, et quatre points de C5 représentent quatre points
d'une biquadratique passant par O M1M2M3M4 et tétrasé-
cante à F lorsque ce sont les traces d'un plan tétrasécant
àC5 .

Les plans tétrasécants à une quintique rationnelle de S4

forment une congruence linéaire que nous allons étudier :
En effet, si nous projetons d'un point P de S4 sur un S3,
la quintique rationnelle projection admet, comme il est
connu, une tétrasécante et une seule, trace d'un plan
de S4 passant par P. D'autre part, la quintique rationnelle
de S4 admet une trisécante unique (1). (Car cinq points
de C5 situés dans un même hyperplan ont des paramètres
liés par une relation multilinéaire symétrique qui sera
vérifiée quels que soient £4 et t5 si les coefficients de t± £5,
h ~h h e* indépendants de £4 et £5 sont nuls : ceci fournit
trois relations multilinéaires symétriques en ti9 *2, tz: les
fonctions symétriques élémentaires de t±J t2, tz sont ainsi
déterminées par trois équations linéaires indépendantes,
et il y a bien sur G5 un groupe unique de trois points
alignés.) Si l'on projette la quintique de A sur un plan,
on obtient une conique : C5 est ainsi située sur une
hyperquadrique ayant A pour droite double. Associons
projectivement les points de A et ceux de C5 de manière
que les trois points de C5 situés sur A soient confondus

(!) D'après BERZOLARI (Rendiconti del Circolo Matematico di
Palermo, t. 9, 1895) et CASTELNUOVO (ibidem, t. 3, 1889), une courbe
d'ordre n et de genre p de S4 admet N=C3

n_2—(n—typ trisécantes.
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avec leurs homologues. Les droites qui joignent les
points homologues engendrent une réglée qui admet A
pour directrice simple, et que tout hyperplan passant
par A coupe suivant deux génératrices. C'est une réglée
du troisième ordre F| évidemment située sur la quadrique
précédente.

Ainsi la surface focale de cette congruence linéaire de
plans est la réglée cubique F|, car, de tout point de cette
réglée, C5 se projette suivant une quintique, ou éventuel-
lement une quartique, tracée sur une quadrique projection
de F| et ayant les génératrices d'un système, celui auquel
appartient la projection de A, respecthement pour tétra-
sécantes ou trisécantes. Il passe donc par un tel point une
infinité de plans tétrasécants à C5. D'ailleurs la famille de
plans s'identifie avec celle des plans des coniques de Ff :
en effet, tout plan tétrasécant à C5 est en même temps
tétrasécant, en des points non tous alignés, à Ff qui passe
par C5 ; il coupe donc F| suivant une conique.

Cherchons maintenant dans cette congruence de plans
ceux qui représentent une biquadratique passant par
O M4 M2 M3 M4 tétrasécante à T qui ait en outre O pour
point double. -Ceci signifie que parmi les quadriques
passant par la biquadratique, il y a un cône de sommet 0 .
Or les cônes de sommet 0 passant par M± M2 M3 M4

forment un faisceau contenu dans le système linéaire
étudié : ils sont représentés par les hyperplans d'un
faisceau, qui coupent C5 en un point fixe w représentatif
de 0, qui fait évidemment partie du groupe G5 relatif à
tout cône de sommet 0. Ce faisceau d'hyperplans a pour
base un plan n passant par w et nous devons déterminer
les plans tétrasécants à C5 par lesquels passe un hyperplan
contenant n. L'byperplan coupera alors Fjj suivant la
conique située dans le plan tétrasécant et la génératrice
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de o>. Cet hyperplan existe et est unique : c'est l'hyperplan
qui joint ïï à la génératrice de F| issue de w.

Ainsi il existe bien une biquadratique unique ayant O
double, tétrasécante à r et passant par M1M2M3M4, c'est-
à-dire que par quatre points arbitraires de ûr§ passe une
quartique rationnelle et une seule tracée sur Q'§.

Supposons alors que par un plan de S7 passe un Ŝ
tétrasécant à Q*l : par les quatre traces de S3 passe une
quartique rationnelle de Q'f tout entière contenue dans
un S4 passant par S3, et par conséquent par notre plan.
Mais alors tout S3 de S4 passant par ce plan coupe aussi
la quartique et aussi Q'I en quatre points : il passe alors
par le plan un faisceau linéaire de S3 tétrasécants à Q^.
Ceci montre que lorsqu'on projette Q'f de S7 à partir d'un
plan sur S4, on obtient une variété qui n'a généralement
pas de point quadruple : si elle en a un, elle en a une
infinité situés en ligne droite. Il revient au même de dire
que les tétrasécantes de Qjj de seconde espèce dans S5 sont
réparties sur une variété lieu de plans qui coupent O|
suivant des quartiques rationnelles.

IV. — Variétés du sixième ordre
à sections curvilignes elliptiques de troisième espèce.

Nous appellerons ainsi les variétés représentées par le
système linéaire à 7 paramètres de surfaces cubiques
ayant en un point donné O un point double biplanaire,
dont l'un des plans tangents ïï est fixe, ces surfaces
passant en outre par une cubique plane fixe T dans un
plan passant par 0 . Cette cubique F doit donc être
choisie avec un point double en dont 0, une des tangentes
est la trace de IL

Si Ton prend n pour plan x = 0 et la seconde tan-
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gente de T pour axe OY, le plan de T étant % = 0, on
peut écrire

r
et la variété Q'jj normale de S7 est représentée par

Xi — F, X2 -= ccz, X3-=x2z, X4 = œyz,

Cette variété contient une congruence de droites : par
tout point de la variété il en passe une et une seule; ces
droites sont représentées par les droites passant par 0 .
Les sections hyperplanes passant par 01T 02 sont repré-
sentées par le plan 2 = 0 de F et les cônes du second
ordre de sommet 0 . En particulier un S5 passant pa^OjO^
coupe donc Q!\ suivant quatre génératrices rectilignes, ce
qui montre que Ox 02 est une directrice double propre
pour ûr|. Le lieu des plans joignant 0± 02 aux généra-
trices de Q% est le cône ayant Of 02 pour sommet, et
pour base
X3 = w\ X4 = œy9 X5 = y\ X6 = œz, X7 = y-?, Xs = z*>

qui est une surface F| de Veronese.
Les plans passant par 0 représentent des réglées cubi-

ques F| lieux des génératrices qui s'appuient à une
conique projetée de 0± 02 sur une conique de F|. Il en
résulte en particulier que les cordes de Q'| sont situées
sur le cône Wj| ayant 0± 02 pour sommet,/et pour base
la variété Mf lieu des cordes de F£ : Wj? est aussi le lieu
des S5 contenant les F| de Û% et par tout point P de W|
il passe un tel S5 : les cordes de û' | issues de P décrivent
le plan issu de P qui coupe F| suivant une conique.

Il y a donc sur les projections de Q'I sur des espaces à
6, S, 4 dimensions, outre la droite double propre, projec-
tion de Oi O2, les mêmes éléments doubles impropres que
pour une variété de seconde espèce.
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Ceci nous incite à étudier les quartiques rationnelles
<ie Q'jj : les coniques de Q'| sont représentées par les
coniques passant par 0, tangentes à U, et unisécantes à V
en dehors de 0 : elles dépendent de quatre paramètres et
par deux points arbitraires de Q'|, il en passe une et une
seule. Les sections de û' | par des S5 sont représentées par
des sextiques ayant en 0 un point triple dont les tangen-
tes sont situées dans II, et trisécantes à F. Il en résulte
que les quartiques résiduelles des coniques par rapport
au système des sections par des S5 sont représentées par
les biquadratiques ayant en 0 un point double dont les
tangentes sont dans II, et bisécantes à T. Ces courbes
dépendent de 8 paramètres; cherchons celles qui passent
par quatre points arbitraires de Q'f représentés par
M4 MSM3M4. Les biquadratiques qui les représentent sont
donc situées sur les quadriques passant par MA M2M3 M4

et 0, et ayant en 0 le plan n pour plan tangent. Ces qua-
driques forment un réseau; rapportons les projectivement
aux droites d'un plan m. Chaque quadrique coupe G? en
dehors de 0 en trois points, de sorte que F est représentée
sur m par une cubique unicursale y, Deux de nos quadri-
ques ont en commun une biquadratique passant par
Mt M2 M3 M4 et ayant 0 pour point double à tangentes
situées dans II ; une telle biquadratique est ainsi repré-
sentée par un point de TD, elle est sécante à F si le point
représentatif est situé sur y, et elle est bisécante à r
lorsque le point représentatif est point double de y. Il
existe donc une solution et une seule.

Ainsi, par quatre points arbitraires d'une variété Q'I de
3 è m e espèce de S7 il passe une quartique unicursale de
la variété. En projection sur S5, les quatre traces d'une
tétrasécante de Q̂  sont situées sur une quartique ration-
nelle de Qg, quartique qui est donc plane; les tétrasé-
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cantes de Q| décrivent les plans d'une hypersurface, et non
une congruence linéaire.

En résumé, seules les variétés du sixième ordre à sec-
tions curvilignes elliptiques de première espèce nous ont
conduit à une congruence linéaire de tétrasécantes.

On peut se proposer, par comparaison, d'examiner
comment est constituée la famille des quartiques ration-
nelles sur Ql de S7 de première espèce : si Ton représente
Ql sur S3 au moyen des surfaces cubiques qui passent par
trois droites D15 D2, D3 deux à deux gauches, les coniques
d'une des trois familles sont représentées par les coniques
bisécantes à D̂  et unisécantes à D2 et D3. Elles dépendent
de quatre paramètres comme pour les variétés de deuxième
et de troisième espèce, mais par deux points génériques
de Q'I il n'en passe aucune ; au contraire, par deux points
dont les images sont coplanaires avec D± il en passe un
faisceau linéaire, le plan passant par \)± représentant
d'ailleurs une quadrique de Q'J. Les résiduelles des coni-
ques par rapport au système des sections par les S5,
qui sont représentées par des sextiques tétrasécanies à
Dj, D2, D3, sont donc représentées par des monoquadrati-
ques trisécantes à D2 et D3 et admettant B± comme corde.
Ces courbes dépendent de huit paramètres comme pour
les variétés de deuxième et de troisième espèce, mais par
quatre points génériques de Q'f il n'en passe aucune car
il ne passe aucune quadrique dans S3 par D2 et D3 et par
quatre points arbitraires. Si au contraire les quatre points
représentatifs sont sur une même quadrique avec D2

et D3, cette quadrique coupe Dd en deux points qui doi-
vent être sur la monoquadratique, et par six points d'une
quadrique il passe un faisceau linéaire de monoquadrati-
ques ayant les génératrices d'un système donné, celui de
D2, pour trisécantes. De sorte que si par quatre points
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de Q'f de première espèce il passe une quartique ration-
nelle de la variété, il en passe un faisceau.

V. — Variétés du septième ordre à sections curvilignes
elliptiques.

Les variétés du septième ordre à sections curvilignes
elliptiques sont représentées par le système linéaire à
huit paramètres des quadriques ayant un point-base
donné 0 . Ces variétés sont normales dans Ss et contien-
nent une congruence de génératrices rectilignes, repré-
sentée par la gerbe des droites issues de 0 :

Par un point de Ql passe une génératrice rectitigne et
une seule.

Toute section hyperplane de ù\ contient en général
deux génératrices rectilignes. Toutefois elle est réglée
quand elle est représentée sur S3 par un cône du second
ordre de sommet O.

De tels cônes forment un système linéaire à cinq para-
mètres et représentent dans S8 les hyperplans passant par
un plan fixe II. Ce plan II appartient à QJ; la section
hyperplane contenant ÏI est complétée par une réglée du
sixième ordre rationnelle normale dont la conique direc-
trice est dans n (un cône de sommet 0 recoupe en effet
deux quadriques passant par 0 en six points variables).
Les génératrices rectilignes de Q\ rencontrent toutes EL

La variété Q7
B contient également une famille à quatre

paramètres de coniques représentées par les droites de S3 :
par deux points pris arbitrairement sur Qlâ passe une
conique et une seule tracée sur cette variété. L'ensemble
des génératrices rectilignes de Q\ qui rencontrent une
conique fixe engendre une réglée cubique normale de S4

représentée par un plan passant par 0. Une section
hyperplane contenant une telle réglée cubique est coin-
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plétée par une surface du quatrième ordre située dans un
S5 représentée par un plan générique de S3. Cette surface
du quatrième ordre qui contient un réseau homaloïdal de
coniques, représenté par le réseau des droites du plan, est
une surface de Veronese. Une telle surface de Veronese et
une réglée cubique de Q̂  ont une conique commune.

De l'existence de la famille des coniques situées sur
Ql nous déduisons une propriété de ses cordes : le lieu
des cordes de Q7

3 est aussi le lieu des plans des coniques
de Q?â, car une corde coupant Q\ en M, M' est aussi corde de
ia conique de cette variété, qui passe par M et M'. Par un
point de ce lieu passent alors une infinité de cordes
formant un faisceau linéaire. En d'autres termes, la pro-
jection de Q̂  sur S6 n'admet en général pas de point
double; si elle en admet un, elle admet alors toute une
droite double. La projection de Q\ sur S5 admet une
courbe double impropre dégénérée en droites, elle admet
une surface double apparente réglée. On peut préciser
ceci en déterminant les caractères au moyen des formules
de Severi.

La section hyperplane est une surface d'ordre n - = 7 à
sections de genre TT = l, représentée sur le plan par les
cubiques passant par deux points fixes. Il en résulte que
sa classe est n' = 12, et t ===== 10 (car pa = 0, la surface
étant rationnelle). Les formules de Severi donnent alors :

d=rô, a -= 14, b = 14, p = 3,

Et nous voyons que
La variété Q\ à sections elliptiques de S5 admet six

droites doubles impropres et une surface double apparente
réglée du quatorzième ordre et de genre 3. La courbe
triple apparente est du dixième ordre.

Si la congruence des tétrasécantes est linéaire, ses
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caractères doivent être, d'après les formules du Cha-
pitre II,

h = 4, m -= 15, \K = 14, p = 99.

Montrons d'abord que la variété admet effectivement
des tétrasécantes dépendant de quatre paramètres.

Nous avons vu que û | contient une famille à 4 paramè-
tres de coniques, représentées par les droites de S3#

Coupons Q̂  par le plan d'une telle conique : autrement
dit, dans S3 considérons les quadriques du système liné-
aire à 5 paramètres représentatif de Q\ qui contiennent
une droite donnée D. Ces quadriques forment un réseau
qui admet outre D quatre points-base dont l'un est O ;
la variété Q\ recoupe donc le plan de la conique en trois
points M15 M2, M3. Les trois droites M4M2, M2M3 et MdM3

sont trétrasécantes à Q\. Réciproquement toute tétrasé-
cante de Q7

Z peut être obtenue 6 fois de cette façon puisque
par deux de ses points d'appui à Ql passe une conique de
la variété.

Montrons maintenant que les tétrasécanles situées dans
un hyperplan engendrent effectivement une variété Vp du
quinzième ordre. À cet effet, choisissons un hyperplan
passant par H ; il recoupe Ql suivant une réglée ration-
nelle du sixième ordre F | dont la directrice minima est
une conique située dans EL Le lieu des tétrasécantes
situées dans cet hyperplan se compose :

a) Du lieu des tétrasécantes de F | qui est du troisième
ordre, comme on le vérifie en supposant F^ dégénérée en
six faisceaux-plans ^«ï^^<ï>4<I>5<ï>6 dont deux consécutifs
ont un rayon commun virtuellement simple; les tétrasé-
cantes sont alors appuyées soit sur 3>4 <t2 <i>4 <ï>6, soit sur
<̂ 4 <ï>3 <1>4 <ï>6, soit sur *d <ï>3<ï>5 <ï>6. Elles engendrent des
congruences linéaires dans les espaces à trois dimensions
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*i *2> *3*4 e t *5 ^V ^ n P e u t a u s s i raisonner de la
manière suivante :

Coupons le lieu des tétrasécantes de F§ par une droite
que nous choisirons trisécante à F | ; il n'y a aucune
tétrasécante qui la rencontre en dehors de F|, car le plan
de ces deux droites couperait FJ en 7 points. D'autre
part, par un point de F| il passe une seule tétrasécante
de cette surface, car de ce point elle se projette suivant
une réglée rationnelle F| qui a un seul point triple. La
trisécante rencontre donc le lieu des tétrasécantes en trois
points simples.

b) Du lieu des trisécantes à Fg qui rencontrent II. Par
un point arbitraire de l'espace on peut mener quatre
trisécantes à F§, car t = 4. Ce sont d'ailleurs, sur la forme
dégénérée, les droites qui s'appuient sur <ï>1 <ï>3 <ï>5, ou
<ï>4<ï>3<ï>6, ou &±&4<P6f ou enfin 4>2 <E>4 <S>6. n est donc qua-
druple pour cette variété. Si on la coupe par un S3 issu
de II qui recoupe Ff suivant quatre génératrices, on
obtient outre II les quatre quadriques lieux des trisécante&
de ce système de quatre droites. L'ordre de cette variété
est donc

4 X 2 + 4 — 12,
et l'on a bien

m = 12 + 3 = 15.

Ceci nous incite à vérifier que la congruence des tétra-
sécantes de Ql est bien linéaire. Nous ferons cette vérifica-
tion analytiquement, après avoir fait quelques remarques*
géométriques préalables.

Dire que la congruence des tétrasécantes Q7
Z est linéaire

signifie que, en projection sur S4, la variété admet un
point quadruple et un seul. Elle est représentée sur S^
par un système | Q | de quadriques passant par O et
dépendant linéairement de quatre paramètres; il y a dans



ce système un faisceau linéaire de cônes de sommet 0
qui représentent le faisceau des sections passant par II.
Dans ce faisceau prenons pour cônes de base deux cônes
dégénérés, et posons

Q4 = œy, Q5 — z (z — x — y).

Les trois autres quadriques de base, qui par hypothèse
ne sont pas des cônes, ont en O des plans tangents qui
décrivent toute la gerbe de sommet O ; on peut prendre
celles qui ont pour plans tangents les plans de coor-
données :

Qi == œ — k^x- — k[y2 — Btxz — B[y z,

Q2 = y — k2af — A; y2 — B2xz -- B'2yz,

Q3 = z —

{les termes en xy et z2 étant éliminés par combinaison
linéaire avecQ4 et Q5i.

Dire que la variété admet un point quadruple, c'est dire
quil existe dans l'espace un groupe G de quatre points
distincts de O qui impose une seule condition aux quadri-
ques Q. Le système des quadriques Q qui passent par G
contient donc un cône du faisceau

Nous pouvons écrire que ce système est extrait de

-en posant

De sorte que p.^ ^2, ;JL3, ^4 doivent être choisis pour que
les quadriques

Q 5 — ^ Û 4 = o,
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aient quatre points communs en dehors de 0 . Or les
quadriques

Qi —1**04 = 0,
Q5 _ ^4Q4 = 0

ont en commun une biquadratique à point double 0,
donc unicursale, que nous représenterons paramétrique-
inent en posant

z = >#,

Coupons par cette biquadratique les deux autres qua-
<lriques

Nous obtenons

soit en posant

Pi = (Ai+BiÀ)(X + ^
Ml* (k — iy + (B;X + m) x (X —

les relations

•qui doivent avoir quatre racines communes en X.
Les deux équations
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sont du cinquième ordre en X ; mais on peut leur subs-
tituer

/ = ( A ; + Bo [(k +1*4) P 2 - (X - 1 ) p j -
_ (Ai + Bi— Ai - Bi) [XPf - P31 = 0,

qui sont du quatrième ordre. Nous devons déterminer
Uj, jjL2, p.,, fA4 de façon que le rapport f/g soit indépendant
de X. La valeur de ce quotient peut en particulier être
obtenue pour X = — f̂ ,

fjg = (A; + BQ Â  (1 + p4) + (Aj + B2 - A3 - B» (Aj ̂  + A")
-4 -f- A3A4 -|- A 2A 3 — A3 A3

Elle peut aussi être obtenue pour X = i ,

j - (Aj + B j - A 3 - Bff (A, + B , - A 3 ^ B3)
A3(A2+ B2)(l + fx4) + (A, + B4 — A3 - B3)(A2tu4 + A3)

Ces deux expressions, homographiques en (JI4, ne sont
égales que pour une seule valeur de JA4, et leur valeur
commune £ est bien déterminée et unique. Par ce choix
imposé pour |x4, l'équation

se réduit au second ordre en \, après élimination du
facteur (X -f- ^4) (X — 1). Comme f et g sont linéaires en
Pi'^2'^3? l'annulation identique du trinôme précédent con-
duit à un système de trois équations linéaires en [^pg,^,
qui sont à leur tour déterminées de façon unique, comme
on le vérifie sans peine.

La solution étant unique, la congruence des tétrasé-
cantes de û | est bien linéaire.
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Nous avons vu que cette congruence admet des variétés
focales singulières, puisque

Nous allons en déterminer la structure. Considérons
la variété Qg de S5 représentée par le système linéaire |Q|
à cinq paramètres de quadriques passant par 0. Un plan
passant par 0 représente une réglée cubique F| tracée
sur Q|. L'hyperplan de cette réglée recoupe Ù7

B suivant
une surface de F| projection d'une surface de Veronese,
représentée par un plan. Il y a ainsi dans S3 un réseau
de plans qui représentent des Fj situées dans des hyper-
plans. Soit

v!œ + vfy + %&z + h!t = O

un tel plan qui, associé à

uœ + vy + wz = 0,

représente une section hyperplane

avec
Q, == À, a* + Kt + Aïs* + 2 B,y z + 2 B'.zœ + 2 %xy +

+ 2 Qzœt + 2 C'ty i + 2 C[zt

On a donc
uu1 = 2 \i At,
vv' -

uv' =
uh! = 2 SX,G*,
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L'élimination des X, conduit à trois relations linéaires
entre uu', vv', ww\ vw' - j - wv\ uw' + wu' y vu' ~\- nv\
uh!', vh! et wh!, qui définissent la correspondance entre
les deux plans associés. Ces trois relations ordonnées en
u,v,w, sont compatibles si ur,v',tt/\ h\ qui interviennent
linéairement dans les coefficients, vérifient une relation
homogène du troisième ordre, exprimée par l'annulation
d'un déterminant.

Les plans représentant des FJ hyperplanes ont une
enveloppe E3 de troisième classe. Les trois relations biliné-
aires en u,v,w,u' ,vJ ,wf Ji' établissent une correspondance
birationnelle entre E3 et la gerbe de plans de sommet 0,
qui, à une transformation par polaires réciproques près,
est la représentation classique d'une surface cubique sur
un plan. On sait qu'il y a dans le plan six points fonda-
mentaux qui correspondent à des droites de la surface
cubique et deux points distincts du plan représentent
toujours deux points distincts de la surface cubique. Il y
a donc dans la gerbe de sommet 0 six plans auxquels
correspondent dans E3 des faisceaux linéaires de plans, et
un plan de E3 correspond toujours à un seul plan passant
par 0 .

Il y a donc, parmi les réglées F | de Q7
3, six réglées qui

sont situées dans des S3. Au contraire, il n'y a aucune F|
située dans un S3. Une réglée cubique de S3 admet une
directrice double qui provient de la projection double
d'une conique de F| normale de S4 : nous retrouvons ainsi
les six droites doubles impropres de Q\.

Notons que si nous avions considéré la variété Ql en
projection sur S4, nous aurions pu faire un calcul analo-
gue, qui conduisait aux relations (1) où î = i , 2, ... 5.
L'élimination des \ conduisait alors à quatre relations
linéaires entre uur, vvf, ww\ vw' -|- wv\ uiv' -\~ wu\
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vu1 -\- uv\ uh\ vh\ wh\ Ces quatre relations ordonnées
en u\ vr, wf, h1 sont compatibles lorsque u, v, w qui inter-
viennent linéairement dans les coefficients vérifient une
relation homogène du quatrième ordre, exprimée par
l'annulation d'un déterminant. Les plans passant par O
qui représentent des F| hyperplanes, c'est-à-dire des F|
situées dans des S3, sont les plans tangents à un certain
cône de quatrième classe, de genre trois. Nous retrouvons
ainsi que la surface double apparente de Q\ est une réglée
de genre trois.

Considérons alors dans S5 un des six S3 qui contiennent
une réglée cubique de Q7

3 : le faisceau des hyperplans
passant par S3 recoupe û̂  suivant les F| représentées par
le faisceau de plans associé au plan fondamental image
de F|. Ces F| ont en commun une conique Ql représentée
par Taxe du faisceau de plans, de sorte que S3 coupe Ql
suivant F| et une conique C. Il y a ainsi dans S3 un com-
plexe quadratique de tétrasécantes à Q ;̂ l'ensemble des
sécantes à C, et S3 est donc une variété focale spéciale de
la congruence, multiple d'ordre 22 = 4. D'ailleurs, tout
plan d'un tel S3 coupe Q\ suivant une cubique plane et
deux points, et contient deux faisceaux de tétrasécantes
spéciales. Réciproquement toute cubique plane de Q\
est représentée par une conique passant par O qui est
contenue dans un réseau de |Q| et les quadriques d'un
réseau qui passent par une conique ont encore deux
points-base, il y en a un faisceau qui contiennent le
plan de la conique, de sorte qu'une cubique plane de Q\
est nécessairement située dans un des six S3 spéciaux.

Les six S3 spéciaux interviennent dans p pour

fi = 6 x 2 2 - 24.

Il ri y a pas sur Q7
Z de quartiques planes, car une quar-
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tique de Q\ située dans un S3 de section curviligne est
résiduelle d'une cubique et est représentée par une conique
quelconque. Si cette quartique est plane il passe par la
conique représentative un réseau de |Q| ; il y aurait alors
un faisceau de |Q| dégénéré en le plan de cette conique
et un faisceau de plans passant par O ; nous avons vu
qu'aucun pian de W n'est associé à tout un faisceau de la
gerbe 0 .

Il n'y a donc pas d'autre variété focale spéciale. Par
contre, il y a une variété focale singulière lieu des penta-
sécantes de Q£. L'existence des pentasécantes de Q£ est
immédiatement mise en évidence par le fait que dans un
S3 spécial le plan de la conique coupe Qjj suivant une
conique et une cubique; c'est le lieu d'un réseau de pen-
tasécantes.

Les formules de L. Roth appliquées à la détermination
des pentasécantes de la section hyperplane de Q7

B donnent

JJL5 --= 3 , w 5 = 14.

Il y a une V§ de Segre focale singulière, dont les plans
coupent Ql suivant des quintiques planes. Cette Vf coupe
Q| suivant une surface du quatorzième ordre.

Cette variété focale singulière intervient dans p pour

p2 = 3.5* = 75,

et nous avons
p = Pl + p2 = 99,

de sorte qu'il n'y a pas d'autres variétés focales sin-
gulières.

Monsieur Lucien GODEAUX me communique quelques
remarques qui permettent de démontrer de façon pure-
ment géométrique que les tétrasécantes de Q̂  forment une
congruence linéaire.
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Nous avons vu, en coupant Q\ par les plans de ses
coniques, qu'il existe effectivement des tétrasécantes. Ces
tétrasécantes forment une congruence et non une variété,
puisqu'il n'y a pas sur Q\ de quartiques planes.

Projetons alors ù\ sur S4 à partir d'un point M. Un
plan de conique passant par M donne une génératrice de
la surface double F14, et comme Q\ admet trois points dans
ce plan, trois trisécantes de Q̂  passent par M; les géné-
ratrices de F14 sont des trisécantes de la courbe triple
apparente C10.

Or dans S4 un hyperplan S3 coupe Q\ suivant une
surface d'ordre sept, ce qui montre que F14 est certaine-
ment gauche. La courbe C10 n'est pas située dans un S3

puisqu'il en serait de même de toutes ses trisécantes.
Supposons alors que Q\ ait deux points quadruples

apparents; ces points sont quadruples aussi pour C10 et
Thyperplan S3 qui les joint à une génératrice de F14

trisécante à CJ0, coupe cette courbe en onze points, ce qui
est absurde.

La congruence des tétrasécantes est donc linéaire.
Le point quadruple apparent est sextuple pour F14.

En projetant cette surface de ce point sur S3, on obtient
une surface F8 qui est lieu des trisécantes d'une sextique
projection de la courbe triple. La courbe triple est donc
de genre trois.

Dans l'espace S3 représentatif de 0%, l'enveloppe E des
plans ne passant pas par 0, qui font partie des quadri-
ques |Q| décomposées, peut être déterminée ainsi : les
plans de E qui passent par une droite donnée D font
partie des quadriques du réseau contenant D. Ce sont
donc les plans joignant D aux trois points-base autres
que 0 de ce réseau, et E est de troisième classe.



— 136 —

VI. — Variétés du huitième ordre à sections curvilignes
elliptiques.

Les variétés du huitième ordre à sections curvilignes
elliptiques sont représentées par le système linéaire de
toutes les quadriques. En particulier une variété Û| de S5

est représentée par un système linéaire à cinq paramètres
de quadriques sans point base. Par deux points quelcon-
ques de Q£ passe une conique et une seule tracée sur la
variété, et cette conique est représentée par une droite
de S3. Les hyperplans passant par le plan de cette conique
forment un réseau linéaire, et ils sont représentés par les
quadriques d'un réseau linéaire passant par la droite
représentative. Ces quadriques ont donc en outre quatre
points communs. Le plan d'une conique de fi| recoupe la
variété en quatre points P t , P2, P3, P4 . Toute droite P^Pf

est donc tétrasécante à û | et réciproquement ; si nous con-
sidérons une tétrasécante arbitraire de Qf, par deux de ses
points d'appui sur Qjj, Mlt M2 par exemple, il passe une
conique C tracée sur Q|, dont le plan recoupe Q| en quatre
points P15 P2, P3 , P4 dont deux P t , P2, par exemple, sont
sur la tétrasécante choisie. Mais P3 P4 est aussi une
tétrasécante qui rencontre fi P2 en un point Q.

Ceci montre que les iétrasécanîes de Ql ne forment pas
une congruence linéaire, puisque P1 P2, droite générique
de la congruence, serait spéciale, comme rencontrant
en Q une autre droite de la congruence.

Ce raisonnement serait en défaut (*) si le point Q appar-
tenait à la conique C, c'est-à-dire si P3 P4 passait soit par
Ml, soit par M2. Mais cette circonstance ne se présente
que pour certaines tétrasécantes exceptionnelles : dans un
plan sécant à Q§ suivant une conique C, cette conique
n'est en général pas circonscrite au triangle formé par les

(*) L'étude des variétés Qf particulières contenant une surface
double doit être faite à part.
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points de concours des côtés opposés du quadrilatère
complet P4 P2 P3 P4. La vérification analytique se fait
d'ailleurs ainsi : Qg est représentée sur S3 par le système
linéaire

EX,/Î = O, f = 1,2,..., 6.
Prenons le plan de la conique C pour plan O4 O5 O6T

représenté par le réseau

Nous pouvons supposer dans S3 les coordonnées choi-
sies de façon que C soit représentée par y = % = 0, les
quatres points bases supplémentaires du réseau étant les
points

(0,0,1,0), (0,1,0,0) (0,1,1,1), (1,1,-1,0).
On a alors, par exemple

Dans le plan de C, les points O4, O5, O6 peuvent être
choisis de façon que cette conique ait pour équation

On aura alors
fA~P + y {ax + by + cz -f di) + z(ux + vz + wt),
fh = ix + y (af x -f bfy + c'z + dfl) -f z (u'x -f v!y + w'z)r

fç^xl -\- y {auœ~\-bny-\-cu z-\-dnè)-\-z (uuoo-\-vny + wnz).

Les quatre points Pz ont alors pour coordonnées

i X4 = 1 + b + c + d + v + w,
P3 5 X5 = b' + c' + d' + v' + iü',

X4 -= a + ô — c — u + v,
P4 | x 5 = a' + b' - c' -u' + v',

X = 1 -U /y" -U /?'f cfi 7/" -|- T "
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On peut toujours choisir v, v', v" pour que P4 soit un
point arbitraire donné, h,b', 6" pour placer P2 arbitraire-
ment, w, w1, wu pour placer P3 arbitrairement et a, a'', a"
pour placer P4 arbitrairement. Il en résulte que, en
général, l'intersection de P± P2 avec P3P4 n'est pas située
sur C. Les trois conditions de passage d'une conique C
par les points Q de son plan ne sont pas identiquement
vérifiées.

Déterminons rapidement les caractères projectifs de la
section hyperplane de Q| qui est représentée par un
système de cubiques ayant un point base. Comme dans
un faisceau de cubiques il y a 12 cubiques à point double,
la surface est de classe

ri — 12.

D'autre part, la surface étant rationnelle, on a

d'où l'on tire

Cette valeur portée dans k donne

54
k = 20 + 1 — 1 — «= 10.

D'autre part, la formule de L. Roth donne pour ordre
du lieu de tétrasécantes

7 1 31 1^
m = (16.64 -19.64 + 480 — 72) + - + — 2 0 — - = 45.

48 28 8

Et ces nombres ne vérifient pas la relation fondamentale

m =4 k — 1.

La congruence des tétrasécantes de Q̂  n'est pas linéaire.
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VII. — Variétés à sections curvilignes elliptiques
dans Sr (r > 5).

Nous avons vu qu'une variété focale propre de congru-
ence ne peut pas être un cône. Or il résulte d'une étude
de G. Scorza (*) qu'en faisant abstraction des cônes, des
variétés cubiques Vf normales dans Sft+1 (les Vj[ de SA+2

sont à sections rationnelles) et des variétés lieux d'un
faisceau elliptique de Sft_15 qui rentrent dans le cadre du
chapitre III, les variétés à sections elliptiques sont :

a) Les surfaces de Del Pezzo et les variétés de Enriques
que nous venons d'étudier;

h) La variété V| de S9 qui représente les droites de S4,
et ses sections par S8 et S7, ainsi que leurs projections;

c) La variété Vj| de S8 de Segre qui représente les cou-
ples de points de deux plans;

d) La variété Vf de S8 intersection résiduelle d'un
cône W£ projetant d'un plan une surface de Veronese et
d'une quadrique qui passe par le sommet du cône et
contient un de ses cônes V'J;

e) La variété V£ de Sft+S base d'un faisceau de quadri-
ques, qui n'admet évidemment aucune trisécante.

Une variété focale propre de congruence linéaire dans
S6 ne peut être une V̂  à sections elliptiques, car sa section
superficielle serait la projection d'une surface de Caporali
qui n'a pas de tétrasécante, ni à fortiori de pentasécante.

Cette variété focale ne peut pas être une des Vf à
sections elliptiques, car nous avons vu que la section
superficielle F̂  admet des tétrasécantes mais aucune pen-
tasécante. Dans Sr où r > 6 les droites de la congruence
admettent r — 1 > 5 foyers, et ceci nécessite que la

f1) G. SCORZA, Le varietà a curve sezioni ellittiche (Annali di
Matematica, III, t. XV, 1908, p. 217).
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variété focale soit d'ordre supérieur à cinq, de sorte que
les Vg de S7 et V| de S8 ne peuvent convenir.

Ainsi dans Sr où r > 5 il n'y a pas de variétés focales
propres de congruences linéaires dont les sections curvi-
lignes sont elliptiques,

CHAPITRE V

AUTRES TYPES GÉNÉRAUX DE CONGRUENCES
LINÉAIRES DE Sr.

Dans les chapitres précédents, nous avons eu l'occasion
de remarquer que des hypothèses faites sur la variété
focale propre d'une congruence linéaire pouvaient, suivant
les cas, nous conduire soit à des solutions ayant un carac-
tère général, soit à des solutions ayant un caractère
accidentel; c'est ainsi que l'hypothèse des sections curvili-
gnes rationnelles conduit à toute une série de congruences
linéaires de S,, dont les variétés focales üf~^ sont des
lieux de Sr_3 ; au contraire l'hypothèse des sections
curvilignes elliptiques conduit à des solutions acciden-
telles, la congruence des trisécantes d'une surface F| de
S4 et les congruences des tétrasécantes des variétés Û3 de
première espèce et il\ de S5, auxquelles il ne correspond
rien dans les espaces à plus de cinq dimensions.

Nous nous proposons maintenant d'indiquer quelques
procédés généraux permettant d'obtenir des congruences
linéaires dans l'espace projectif à un nombre quelconque
de dimensions, la variété focale propre étant toujours
supposée, comme dans tout ce qui précède, non décom-
posée (*). Nous indiquerons dans chaque cas à quelles

f1) Lorsqiie r croît, les congruences linéaires de Sr à focale
propre dégénérée peuvent présenter une diversité qui devient
extrêmement grande : il suffira de se reporter à l'étude détaillée
faite par MARLETTA (loc. cit.) sur le cas de S4 pour concevoir la
grande croissance du nombre d'hypothèses possibles dans Sr.
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solutions connues de S4 elles se réduisent et après avoir
simplement constaté que la génération obtenue fournit
une congruence linéaire de Sr, nous limiterons l'étude
détaillée au cas de S5.

I. — Congruence commune à un système linéaire
de complexes linéaires.

Dans l'espace ordinaire S3, deux complexes linéaires
ont en commun une congruence linéaire, base du faisceau
qu'ils définissent. Cette congruence est aussi de première
classe; mais sa variété focale est dégénérée en deux
droites non sécantes, généralement distinctes.

Dans l'espace projectif Sr une droite est représentée
par un système de Cf,+1 coordonnées grassmanniennes
homogènes, et l'on appelle complexe linéaire le (2r — 3)
-complexe des droites dont les coordonnées grassman-
niennes annulent une forme linéaire. Il est clair que les
droites d'un tel complexe qui passent par un point donné
de S,, engendrent un hyperplan.

Considérons dans Sr un système linéaire à p paramètres
de complexes linéaires : ces complexes ont en commun
un (2r — 3 — p) -complexe (si p< r — 2) qui est tel que
les droites du complexe qui passent par un point donné
de Sr engendrent un espace linéaire commun à p -\~ i
hyperplans indépendants, c'est-à-dire un Sr_i5_1.

En particulier un système linéaire à r — 2 paramètres
de complexes linéaires de Sr définit une congruence liné-
aire de Sr commune à tous ces complexes, la droite de la
congruence issue d'un point de SP étant l'intersection des
r — 1 hyperplans polaires pris par rapport à r— 1 com-
plexes indépendants du système.

La variété focale propre de cette congruence n'est pas
dégénérée, lorsqu'on, se place dans un espace à plus de
trois dimensions. En effet, dans S4 l'étude d'un réseau
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linéaire de complexes linéaires a été entreprise par
G. Gastelnuovo (1), qui a montré que les droites communes
à ces complexes sont les trisécantes d'une surface F | du
quatrième ordre, projection de ta surface de Veronese.
Nous avons déjà signalé cette solution de S4 au début du
chapitre III comme étant la seule variété focale à sections
curvilignes rationnelles qui ne soit pas lieu d'un faisceau
rationnel de sous-espaces linéaires. Cette congruence est
de seconde classe, car les droites situées dans un hyper-
plan S3 sont les droites communes à un réseau de com-
plexes linéaires de S3; elles engendrent une quadrique.
Cette congruence ne comporte aucun plan focal spécial
ou singulier.

Dans S5 les systèmes linéaires de complexes linéaires
ont fait l'objet d'une étude de F. Palatini (2), qui montre
par des considérations énumératives que les droites com-
munes à un système à 3 paramètres de complexes linéaires
sont les tétrasécantes d'une variété réglée à trois dimen-
sions du septième ordre que nous désignerons par Q7

S;
les génératrices de Q7

S sont les axes des complexes spéciaux
du système.

Nous allons utiliser les relations générales obtenues
dans le chapitre II pour avoir une connaissance plus
approfondie de cette variété 0% et de la congruence de ses
tétrasécantes.

Pour connaître la première classe m de cette congru-
ence, nous devons déterminer l'ordre de la variété lieu des
droites qui appartiennent à un système linéaire à trois
paramètres de complexes linéaires de S4. Or dans S4 les

f1) G. CASTELNUOVO, Ricerche di geometria délia retta nello
spazio a quattro dimensioni (Atti del Reale Istituto Veneto, 1891,
p. 855).

(2) F. PALATINI, Sui sistemi lineari di complessi lineari di rette
neilo spazio a cinque dimensioni (ibidem, t. LX, 1900-1901, p. 371).
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droites communes à un réseau de complexes linéaires sont
les trisécantes de la surface FJ projection de la surface de
Veronese, et forment une congruence de classe 2. Les
droites de cette congruence qui appartiennent encore à
un complexe linéaire indépendant du réseau engendrent
une variété du troisième ordre, puisque tel est en parti-
culier Tordre du lieu des droites qui s'appuient sur un
plan. On a donc m = 3. Ceci entraîne k = \. D'ailleurs
un foyer de la congruence de S5 est évidemment un point
tel que les quatre hyperplans polaires ont un plan
commun et non une droite unique, de sorte que les
génératrices issues d'un point de la focale propre engen-
drent un plan.

Pour connaître la seconde classe de fx cette congruence»
nous devons déterminer le nombre des droites communes
à un système linéaire à trois paramètres de complexes
linéaires de l'espace ordinaire; ce nombre est évidemment

u = 2.

Or les courbes du -septième ordre de S3 qui ont deux
tétrasécantes sont les courbes de genre quatre

71 = 4.

D'autre part,
p = = m 2 _ nkz — ^ = 9 — 7 — 2 = 0.

II n'y a pas de variété focale spéciale, ni singulière.
Montrons que, réciproquement, toute variété Q\ à

sections curvilignes de genre quatre, focale propre d'une
congruence linéaire de S5, est identique à la précédente.
En effet, montrons d'abord que si les tétrasécantes de ù\
forment une congruence linéaire, celle-ci est nécessai-
rement de première classe

m = 3.

A cet effet, considérons dans S5 un hyperplan H et dans
celui-ci un plan a. Les droites G situées dans H engen-
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drent une variété Yf dont la trace sur <r est une courbe Cm

qui admet sept points Ai, A2, ..., A7 multiples d'ordre k,
traces sur <r de Q7

Z. Menons par *, dans H, un S3 arbitraire
qui coupe Ql suivant une courbe du septième ordre de
genre quatre; cette courbe forme avec ses deux tétrasé-
«antes la base d'un faisceau de surfaces cubiques <ï>3.
Chaque S3 passant par <r contient deux tétrasécantes qui
ont pour traces sur O un groupe G2 et tout point M de
Cm appartient à un groupe unique, celui qu'on obtient à
partir du S3 qui joint <r à la génératrice de la congruence
issue de M, qui est bien dans H puisque M est sur O .
Les groupes G2 forment donc sur Cm une série linéaire g\
êt Cm est hyperelliptique. Tout groupe G2 appartient

avec Ad, A2, ..., A7 à un faisceau de cubiques traces des
surfaces <E>3 sur <x; en d'autres termes les cubiques passant
par A4, A2, ..., A7 définissent dans <r une involution de
Geiser, et Cm appartient à cette involution. Si Ton repré-
sente le plan <r sur une surface cubique F, les sections
planes de F étant ies images des cubiques passant par
A± Aa ... A6, le point A7 est l'image d'un point a de F et
Tinvolution de Geiser de a- est représentée sur F par les
couples de points alignés sur a. La courbe Cm est donc
représentée sur F par l'intersection avec F d'un cône de
sommet a. Comme Cm, section plane générique de Vf,
n'est pas dégénérée, il en est de même de son image sur
F, et le cône de sommet a n'est pas dégénéré. Par consé-
quent, sur a-, Cm fait partie d'un-multiple du système des
sections planes de F ; elle admet les points A, avec la
multiplicité k; c'est donc une courbe d'ordre

ni = 3 h,
mais en vertu de la relation fondamentale

m = 4h — 1,
<;eci signifie que

k = i9 m -= 3, p = 0.
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Considérons alors une surface section hyperplane de
QJ3, et appliquons-lui les formules que nous avons rencon-
trées au chapitre II : Pour n = 7, -rr ===== 4, la valeur de k
est

£ = * — 3 .

et la lormule de Roth se réduit à

35 , 23 n'

Les valeurs trouvées pour k et m imposent donc
t = 4, n! = 33.

Les formules de Severi permettent alors de calculer tous
les invariants projectifs de la surface

j ^ 2 2 , b = 11, p = 6, rf = 0.

La variété Q\ de S5 à sections de genre 4, focale d'une
congruence linéaire, n'admet pas de courbe double im-
propre. Sa surface double apparente est du onzième ordre ;
sa courbe triple apparente est dégénérée en quatre droites
concourantes au point quadruple apparent.

En portant ces caractères projectifs dans la formule de
Roth donnant les pentasécantes, on a

K5 = 0,

en accord avec

Une surface du septième ordre à sections de genre
quatre est soit rationnelle, soit référable à une réglée
elliptique. Dans le premier cas on a pa = 0, dans le
second pa = — 1. Or nous avons calculé pa en fonction
-de n, ir, t, nf ; on obtient

Pa = 0.

La variété Q\ est à sections superficielles rationnelles.
Nous allons alors rechercher la représentation plane de

la surface F^ section hyperplane de QJ.
10
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Projetons F^ d'un de ses points sur S3; nous obtenons-
une surface F'I du sixième ordre à sections planes de
genre quatre, qui possède donc une courbe double 5 du
sixième ordre. Puisque k = 1, par tout point de F* passe
une tétrasécante à cette surface et F f | possède un point
triple O qui est triple aussi pour S. Les adjointes aux
sections planes de F'f sont découpées par les surfaces
cubiques ayant un point double en 0 .

Or les surfaces cubiques ayant un point double en 0
dépendent de quinze paramètres et déterminent sur S une
série linéaire g]i~~JC, en désignant par x le genre de 8. Or,
la surface Ff étant rationnelle, parmi ces surfaces cubi-
ques, celles qui passent par S dépendent de trois paramè-
tres, et Ton doit avoir

1 5 _ ( 1 2 _ x + 1) = 3,
d'où

Le cône projetant S de 0 est cubique et elliptique. Il
fait partie du système des surfaces cubiques s3 ayant un
point double en 0 et passant par S. Projetons une des
surfaces o3 autre que le cône, du point 0 sur un plan P ;
<p3 est représentée sur ce plan P de façon que ses sections
planes correspondent aux cubiques y3 qui passent par six
points A±, A2, ..., A6 d'une conique y2 image du voisinage
de 0 . La courbe S de <p3 est projetée sur P suivant une
cubique qui coupe les y3 en neuf points dont six, corres-
pondant à une section plane générique de 8, varient en
dehors des points-base; l'image de 3 est une cubique 83

qui passe par Alf Ag, A3.
Considérons alors une seconde surface cp'3 du système

l<p3j : elle coupe <p3 suivant une courbe du neuvième ordre
ayant 0 quadruple et décomposée en S, et une cubique
gauche passant par 0 ; cette intersection est représentée
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sur P par une courbe du neuvième ordre admettant
AlPÀg, ..., A6 triples et qui comprend la courbe y2 comp-
tée deux fois, la cubique 83 et une conique passant par
A4, A5, A6 image de la cubique gauche. En particulier si cp'3
est le cône projetant S, la conique est confondue avec y2 et
la cubique gauche qui eomplète S est dégénérée en les trois
droites OA^ OA2, OA3. Dans P les coniques passant par
A4, A5, A6 forment un système homaloïdal. Donc, les
surfaces cp3 de |<p3| se coupent deux à deux suivant des
cubiques gauches et forment un système homaloïdal.

En rapportant projectivement les surfaces <p3 aux plans
d'un espace à trois dimensions S, on obtient une transfor-
mation birationnelle T, qui transforme Ff en une certaine
surface F'. Cette surface Ff a pour sections planes les
transformées dans T des sections de F' par les <p3, c'est-à-
dire des adjointes aux sections planes de F'. Or la section
de cp3 par F' est représentée sur P par une courbe du dix-
huitième ordre qui passe six fois par Alf A2, ..., A6 et qui
comprend y2 comptée trois fois, image du point triple 0,
S3 comptée deux fois, image de la courbe double S; il
reste une sextique qui admet A4, A5, A6 pour points triples
et Alf A2, A3 pour points simples. Les adjointes aux sec-
tions planes de F' sont donc des sextiques elliptiques.
Elles forment un système de degré trois, car les cubiques
communes à deux <p3, représentées par les coniques passant
par A4, A5, A6 rencontrent S représentée par la cubique Sa

en six points variables, et par conséquent elles rencon-
trent F', en dehors de 0 et S, en

3 x 6 — 3 — 6 x 2 - 3
points. Ainsi F' est une surface cubique à sections planes
elliptiques. Voyons comment sont transformées les sec-
tions planes de F' dans la transformation T. Puisque les
droites de S sont les transformées des cubiques gauches
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passant par 0, communes à deux <p3 de l'espace initial S,
un plan de S se transforme en une surface cubique <p3 de S.
Si d est une droite de S issue de Ü, les <p3 qui touchent d
en O forment un réseau qui est transformé par T en un
réseau de plans de Ŝ  dont le point commun décrit une
surface fondamentale transformée de 0, et cette surface
est un plan <T, puisque les cubiques qui se transforment en
droites passent simplement par 0 .

D'autre part, la courbe S admet une infinité de trisé-
cantes, car par chacun de ses points il en passe deux,
comme on le voit en projetant 8 de ce point sur un plan
auxiliaire. Soit t une de ces trisécantes. Il y a un réseau
de surfaces <p3 contenant tf et à t correspond un point de
S^qui décrit une courbe fondamentale, dont l'ordre est
aussi le nombre des trisécantes de S situées dans une
surface <p3 générique; or dans la représentation de cp3 sur
le plan P les droites de <p3 ne passant pas par 0 sont
représentées par les droites At- A,, et trois d'entre elles
sont trisécantes à S3, à savoir A4 A5, A5 A6, A4A6. On a
donc dans S une cubique fondamentale A3.

Enfin, considérons une génératrice du cône projetant 3
de 0 ; il y a un réseau de surfaces <p3 qui la contiennent,
et il lui correspond un point de S situé dans le plan <J,
dont le lieu, lorsqu'elle décrit le cône, est une cubique
elliptique fondamentale A3 (cp3 contient en effet trois de
ces droites : 0A1? 0A2, 0A3).

Les surfaces â3 passent par A3 et A3, et A3 est une
cubique gauche trisécante à Aj, car les points infiniment
voisins de ceux de S sont transformés en droites qui
s'appuient en un point sur A3 et en deux points sur A3.
On vérifie sans difficulté que sur toute <p3 il y a six cordes
de A3 sécantes à A3.

Une trisécante de 8 ne rencontre pas F' en dehors des
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trois points doubles situés sur S; par conséquent F' ne
contient pas A3. Mais une génératrice du cône projetant
3 de O rencontre F' au point triple 0 , en un point double
sur 8 et en un point variable simple, de sorte que F'
passe par A3.

La transformation T réalise une représentation de F'
sur Fr dans laquelle les sections planes de F' sont repré-
sentées par les sections de Ff par les surfaces <p3, qui sont
constituées de la courbe fixe A3 et de sextiques gauches
de genre quatre passant par les six traces de A3 sur F' en
dehors de A3.

Si alors nous représentons la surface cubique F' sur
un plan P, les sections planes de Ff étant représentées
par les cubiques y3 qui passent par six points A1( A 2 , . . . , A6

(non situés sur une même conique), les sections de F'
par les surfaces cp3 sont représentées par des courbes du
neuvième ordre admettant les points A, triples et six
points-base simples images des traces de A3. Ces courbes
contiennent comme composante fixe une cubique y image
de A3 et .comme composantes variables des sextiques
admettant les six points Ax doubles et les six points-base
simples.

Ainsi les sections hyperplanes de Q£ sont représentées
sur le plan par un système linéaire de sextiques ayant six
points-base doubles et cinq points-base simples.

Si nous désignons par <r la surabondance éventuelle
de ce système linéaire, le système complet |Ctij a la
dimension

r = 27 — 6 X O ~ 3 + Î - 4 + <J.

Puisque k = i , tout point M de Q| appartient à un plan
qui coupe (il suivant M et une cubique T, et le faisceau de
droites de centre M dans ce plan est le lieu des tétrasé-
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cantes à Q?z issues de M. Dans tout hyperplan il y a un
nombre fini de ces plans.

Considérons alors le système |C6| des sextiques ayant
A t , A2 , . . . , A6 doubles et B l f B2, . . . , B5 simples, et la cubi-
que passant par les points A4, A 2 , . . . , A6, B4, B2,B3- Cette
cubique T45 est elliptique et les C6 découpent sur elle une
série linéaire g\ ; par conséquent les C6 qui la contiennent
dépendent de r — 3 = 1 -f- a paramètres. Or ces sexti-
ques sont composées de T45 et d'une cubique qui doit
passer par A±, A2, . . . , A6, B4, B5 et qui varie donc dans
un faisceau. Ainsi

<T = 0, r = 4.

La surface F | de S4 est normale, le système représen-
tatif étant complet.

Il en résulte que P45 représente une cubique plane de
F| , dont le plan II45 recoupe F7

2 en un point M45 dont
l'image est le neuvième point commun aux cubiques
passant par A4, Ag, . . . , Ao, B4, B5.

Nous mettons ainsi en évidence dix plans Uy qui cou-
pent chacun F^ suivant une cubique elliptique et un
point JVIy : nous allons étudier cette configuration, en
convenant d'appeler le point Mï;, centre du faisceau de
tétrasécantes contenues dans Dy> pôle de ce plan, qui
inversement sera dit polaire de Mv.

Dans le faisceau des cubiques passant par Als A 2 , . . . , À6,
B4, B5 figurent les cubiques II12, II13, TI23 de sorte que le
point M45 appartient non seulement à son plan polairell45,
mais aussi aux trois plans II12, H13, n23. De même tout
plan, II12 par exemple, contient non seulement son pôle
Ml2> mais aussi trois autres points M34, M35, M45.

La droite qui joint deux points ayant un indice commun
est dans un seul plan : M12 M23 est dans le seul plan ÏI45.
De même deux plans ayant un indice commun ont un seul
point commun : II12, Il23 se coupent en M45.
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La droite qui joint deux points sans indices communs
est commune à deux plans sans indices communs : les
plans polaires de ces deux points. L'hyperplan défini par
ces deux plans coupe donc FJ suivant deux cubiques
planes et une droite. C'est ainsi que la droite M12 M34 est
commune aux deux plans ïï12, Iï34 qui définissent un
hyperplan sécant à F7

2 suivant les deux cubiques représen-
tées par F12, F34 et une droite D5 représentée parle voisi-
nage de B5. Cet hyperplan contient, outre D5, les points
M12, M34 pôles de n i 2 , II34 et les points M35, M45, M15, M25

contenus par couples dans ces plans.
Mais le même raisonnement est valable pour l'hyper-

plan sécant à F | suivant les deux cubiques représentées
par F13,r24 ou par F14, f23. Les trois sextiques dégénérées
en deux cubiques font d'ailleurs partie d'un même fais-
ceau dont les pojnts-base sont À1( A2 , . . . , A6, B5 doubles,
B l f B2, B3, B4 simples et les quatre points représentatifs
de M15, M25, M35, M45. Il en résulte que ces quatre points
sont situés dans un même plan X5 qui passe par D5.

Nous mettons ainsi en évidence cinq nouveaux plans
X;, qui vérifient les relations d'incidence suivantes :

X4, X2îX3 sont tous trois incidents à fl45 qui coupe X4 en un seul point M4g,
Xi5X2,X4 sont tous trois incidents à 1135 qui coupe X3 en un seul point M35î

X±, X3,X4 sont tous trois incidents à Il23 qui coupe X2 en un seul point Mg5,
X2,X31X4 sont tous trois incidents à IJ15 qui coupe Xi en un seul point M15

et ces quatre points M12, M25, M35, M45 sont dans un plan
X5 : Les cinq plans X,- forment donc un quintuple tel que
toute droite qui rencontre quatre d'entre eux rencontre
aussi le cinquième (1). Les points M^ sont alors les dix

(!) On pourra comparer utilement cette démonstration avec
celle donnée par M. MOMET dans sa thèse, Du théorème anallagma-
tique du Pentacycle de Stéphanos, qui est une propriété équi-
valente.



points doubles d'une variété cubique Vi| qui contient les
quinze plans ÏI0 et X̂  (*). Or, nous avons trouvé que Q|
vérifiait

m = 3.
Le lieu des tëtrasécantes de F£ est donc une variété

cubique qui'contient les dix plans nï7 lieu de faisceaux de
tétrasécantes ; cette variété est confondue avec Yîj.

Les tétrasécantes de ¥7
2 engendrent une V| à dix points

doubles dont les plans d'un quintuple coupent F| suivant
une droite et les quatre points doubles, simples pour F7

2;
les dix autres plans coupent F| suivant une cubique
passant par trois des points doubles, et suivant le qua-
trième point double.

Or, les droites sécantes communes aux plans d'un quin-
tuple de V| sont précisément les droites communes à un
système linéaire à trois paramètres de complexes linéaires
de S4; il suffit pour le voir de rapporter ce système
linéaire à quatre complexes de ce système, lieux de droites
sécantes à un plan X,.

Puisque toute surface F| représentée par le système
|C6j a les mêmes propriétés que la section hyperplane de
la variété Q̂  de Palatini, examinons quelles sont les
variétés du septième ordre qui ont de telles sections
hyperplanes. Ces variétés à sections superficielles ration-
nelles sont rationnelles (2), et comme la surface contient
cinq droites, la variété peut soit contenir cinq plans, soit
être le lieu d'une famille à deux paramètres de droites.

0) C. SEGRE, Atti délia Beale Accademia di Torino, t. 22 (1887),
p. 791.

(2) G. FANO, Sulle varietà algebriche a tre dimensioni a super-
ficie-sezioni razionali (Annalî di Matematica, 3, t. 24, 1915, p. 49).

Seul le cas où les courbes communes sont de genre un peut
être birationnellement équivalent à la variété cubique générale
de S4 qui est irrationnelle (FANO, 1943).
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Dans le premier cas la variété Q7
B est représentée sur S3

par le système linéaire de toutes les surfaces cubiques F3

qui passent par une cubique plane donnée C3, et par cinq
points simples donnés A l t A2, . . . , A5. Deux surfaces F3

se coupent suivant C3 et une sextique gauche de genre
quatre passant les points A2 et six fois sécante à C3. Une
troisième surface F3 coupe cette sextique en dix-huit
points dont six sont sur C3, et cinq points A{ étant fixes,
il reste sept points variables. Parmi les surfaces F3 il
y a un système à quatre paramètres composé du plan
de C3 et d'une quadrique passant par A^Ag,. . . , A5. Toute
cubique gauche passant par Alf A2, . . . , A5 appartient à un
réseau de ces quadriques et représente par conséquent
une quartique plane de Q£. Il passe une cubique gauche
et une seule par Alf A2, . . . , A5 et un point arbitraire de
l'espace, de sorte que tout point de QJj appartient à une
telle quartique dont le plan contient toutes les tétrasé-
cantes qui en sont issues. Autrement dit, il y a sur Q7

3 un
réseau de quartiques planes dont les plans engendrent
une V4 lieu des tétrasécantes de Q\.

Cette variété Ql6 n'est pas la variété focale d'une congru-
ence linéaire.

Dans le second cas, la variété û^ est représentée sur S3

par un système de monoïdes de sommet O et Ton vérifie
aisément que toutes ces représentations se ramènent au
modèle minimum suivant : système linéaire à cinq para-
mètres des surfaces du septième ordre ayant le point O
sextuple, six droites-base doubles issues de 0 , cinq
droites-base simples issues de 0 et une section plane base
simple dans un plan ne passant pas par 0 . Soient en effet P
le plan de la section plane C, et OA^ ..., 0A6 les six
droites-base doubles. OBj, . . . . 0B 5 les cinq droites-base
simples. Un monoïde F du système est représenté sur
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P, par projection à partir de 0, au moyen des courbes
du septième ordre C7 qui admettent A4, ..., A6 doubles,
Blf ..., B5 simples, et treize autres points-base simples
Clf ..., C13; il existe une sextique C6 admettant tous ces
points avec la même multiplicité, et qui représente le
voisinage de 0. Lorsqu'on coupe F par une surface du
septième ordre, l'intersection est projetée suivant une
courbe C49 d'ordre 49 admettant les points At- avec la
multiplicité 14 et les points B, et C{ avec la multiplicité 7.
Lorsque la surface admet 0 sextuple, C49 contient six
fois la courbe C6 et il reste une composante C13 d'ordre id
ayant les points A, doubles, les points B̂  et C; simples.
Lorsque la surface passe en outre par les droites OÂ  en
les admettant comme droites doubles et par les droites
OBj simplement, la composante C13 admet les points Af

quadruples, les points B{ doubles et les points C( simples.
Finalement, la surface appartient au système linéaire si
elle contient en outre la courbe plane C7 ; le reste de l'in-
tersection est alors représenté par la composante résidu-
elle de C13 qui est une sextique C6 admettant les points A,-
doubles et les points Be simples : c'est bien la représen-
tation que nous avons trouvée de F|, La sextique Gfi

de genre quatre représente une courbe de F d'ordre

7X6 — 6X4 — 5 - 1 3

de genre quatre, formant un système linéaire de degré 7,
qui s'appuie sur C en 13 points. La courbe C est elle-
même de genre 9. Les droites passant par 0 sont les
images des génératrices rectilignes de QJ.

Remarquons que le système des cônes tangents enO aux
monoïdes, qui est le système linéaire des cônes du sixième
ordre admettant 0Xiy ..., 0A6 doubles et 0BlT ..., 0B5

simples, est de dimension quatre, et il y a un faisceau de
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monoïdes admettant l'un de ces cônes de tangentes et la
section plane C dans P; ces monoïdes sont homologiques
de Tune d'elles par rapport au centre O et au plan P. Le
système linéaire à cinq paramètres représentatif de Q\ est
donc complet.

La variété Q̂  à sections curvilignes de genre quatre de
Palatini est donc normale dans S5 et représentée ration-
nellement sur S3 par un système de monoides F7.

Notons encore, puisque l'occasion se présente, que
cette variété Q\ et la variété Qf à sections curvilignes
elliptiques de première espèce sont les seules variétés
focales propres de congruences linéaires de S5 pour les-
quelles on a k= 1. En effet, d'après la relation fonda-
mentale (2), l'hypothèse

h = 1, m = 3,
entraîne

9 = w + [A + p.
Soit

n + fi. < 9,

qui n'admet, puisque n> 5, que les solutions 11 = 6,71=!,
n = 7 , TC = 4, n = 8, TC = 7, cette dernière ayant été
exclue au chapitre II.

H. — Congruences linéaires définies
au moyen d'un système de réciprocités, cas particulier.

Reprenons dans S3 la congruence linéaire, définie
comme lieu des cordes d'une cubique gauche. Diverses
définitions de la cubique gauche vont nous suggérer des
généralisations possibles aux hyperespaces.

On peut définir dans S3 la cubique gauche comme
l'intersection résiduelle de deux quadriques qui ont une
droite commune. Ces deux quadriques définissent un
faisceau et les génératrices de toutes les quadriques d'un
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faisceau forment une congruence quadratique car, par un
point générique de S3, il passe une quadrique du faisceau
sur laquelle deux génératrices se coupent au point donné.
L'intérêt d'avoir choisi comme base du faisceau une
biquadratique dégénérée en une droite et une cubique
est de faire dégénérer cette congruence quadratique en
deux congruences linéaires; l'une a pour focale la cubi-
que, l'autre est engendrée par les sécantes communes à
la droite et à la cubique. Ce cas (ou ses dégénérescences)
est d'ailleurs le seul dans lequel les deux systèmes de
génératrices sont séparés rationnellement sur chaque
quadrique.

Une congruence linéaire de S4 peut être obtenue par la
génération analogue suivante : Considérons la surface
obtenue en projetant sur S4 l'intersection résiduelle de
trois hyperquadriques de S5 qui passent par le centre de
projection et ont en outre un plan commun (ne passant
pas par le centre de projection). Par un choix convenable
du repère projectif on peut toujours supposer que le
centre de projection est O6 et le plan commun Oi O2O3. On
projette la surface F^ résiduelle du plan sur (^OjjC^C^Og
et recherche ses trisécantes passant par un point géné-
rique qu'on peut supposer être O5. La projection de F£
d'un de ses points est une surface Fj|. On vérifie sans
difficulté que cette surface est la surface de Veronese-
Bordiga à sections de genre trois, représentée sur le
plan au moyen des quartiques ayant dix points-base
simples. Cette surface admet effectivement un point triple
apparent unique, et figure dans les déterminations
d'Àscione et Severi. L'étude des trisécantes de FSj issues de
O5 est aussi l'étude des plans de S5 qui passent par O5 O6

et coupent F7
2 en trois points autres que O6; les trois

hyperquadriques sont alors coupées par ce plan suivant
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des coniques d'un même faisceau. Si ces quadriques ont
pour équations

o?4L4 + 2?3L5 + ^6LG + axi + b œ6œ6 = 0,
= 0,

les L étant des formes linéaires en xiy x%y %%, #4 et les a,
b des constantes, la condition s'écrit

L4 L5 L6 a b
Li U U ^ b' = 0,
L; L; Lg a" b" I

qui admet visiblement une solution unique (*).
I/extension à Sr quelconque d'une telle définition se

fait sans difficulté; il suffit de projeter sur Sr l'intersection
de r — 1 hyperquadriques de Sgr_3 à partir d'un Sr_4

appartenant à toiUes ces hyperquadriques. Si ces hyper-
quadriques ont en commun un Sr_2 indépendant du centre
de projection, l'intersection résiduelle est projetée suivant
une variété ûr_2 de S,, qui est la focale propre d'une con-
gruence linéaire.

En effet, si ces hyperquadriques sont projetées de
Or+2 O,.+3 ... O2r_2

 s u r O4 O2 ... O r+1 et ont en commun
Oj O2 . . . 0,..!, leurs équations sont

F' = Xrtfr + OVHUH + - + ^ - 2 ^ ^ +

les Lj étant des formes linéaires en x1? x2, . . . , xr et les
a} des constantes, l'indice i variant de I à r—i. On peut
supposer le repère projectif choisi de façon que Or soit le
point générique d'où l'on mène à la variété ûr_2 les
( r— 1)-sécantes. Il revient alors au même de déterminer

f1) Cl. note chap. I, p. 6.
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dans S2r„3 les espaces Sr_2 passant par le centre de pro-
jection Sr_4 et par Or, qui coupent les r— 1 hyperqua-
driques, en dehors de Sr_4, en r—1 points. Or de telles
hyperquadriques sections appartiennent à un système
linéaire à r — 3 paramètres, c'est-à-dire qu'elles sont
liées par une relation linéaire. Ceci s'écrit

Lk% J-4--K I4r_2

«r+l

ffr—l

La suppression du facteur xr dans la première colonne
de cette matrice élimine les solutions dans lesquelles un
point d'appui appartiendrait à Sr_2 et non à ur_2î

 e t

l'annulation de cette matrice conduit évidemment, pour
un choix générique des Lj, à une solution unique.

Pour déterminer Tordre de la variété Q,_2 de Sr, mon-
trons que ses équations s'obtiennent par l'annulation
d'une matrice. La projection de l'intersection complète
des r — 1 hyperquadriques de Sgr_3 sur S,, s'obtient en
effet en éliminant #r+s, #r+3, ... #2r_2, ce qui donne

2 "I" #r+2« f2r—2^

Cette matrice a r — 2 colonnes dont la première est
quadratique et les autres linéaires et il y a r — \ lignes.
La projection sur Sr de l'intersection complète, qui est
formée d'un Sr_2 et de Q"_2>

 e s t donc située sur deux
hypersurfaces d'ordre r — 1 qui ont en commun la variété
représentée par l'annulation de la matrice obtenue en
supprimant les deux dernières lignes. Si n' est l'ordre de
cette variété,

n + 1 = (r — ±y — u1.

= 0.
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La variété résiduelle Q;?l2 est représentée par une
matrice de r — 2 colonnes dont la première est quadra-
tique et les autres linéaires, avec r — 3 lignes; c'est
l'intersection de deux hypersurfaces d'ordre r — 2 et
r — 3 respectivement, obtenues en supprimant la pre-
mière, puis la seconde colonne. L'intersection résiduelle
est obtenue en supprimant ces deux premières colonnes;
soit nn son ordre. On a ;

nf = (r — 2)(r — 3) - n"9

et QJüüa est représentée par une matrice à r — 4 colonnes
et r — 3 lignes dont tous les coefficients sont linéaires.
Son ordre, qu'on pourrait calculer par récurrence en
réitérant le procédé précédent, est donné par une formule
classique (*) :

(r — 3) (r — 4)
n" =

On en déduit immédiatement Yordre de ÛJL2,
r(r-l)

n 2

Notons encore que la variété QJL2 est rationnelle, car en
projetant Q^_2 à partir du Sr_3 qui complète l'intersection
des r — 1 hyperquadriques sur un S,'._2 linéairement
indépendant de S2r_3, tout point de QJ?_2 définit avec S r_ t

un Sr_j qui coupe S^_2 en un point et réciproquement
tout point de SJ.__8 définit avec S,._2 un Sr_x qui coupe
chaque hyperquadrique suivant S?._2 et par conséquent
suivant un autre espace linéaire de même dimension 2 r _ 2 ;
on a ainsi dans Sr_x un groupe de r — 1 espaces Er_2 qui
ont un point commun en général unique (2).

(x) C. SEGRE, Gli ordini délie varietà che annullano i détermi-
nant! dei divers! gradi estratti da una data matrice (Bendicontï
délia Reale Accademia dei Lincei, vol. 9, 1900 ,̂ p. £53).

(?) L. GAUTHIER, Rationalité de l'intersection dep hyperquadriques
dans l'espace Sr à r dimention {Bull. Soc. roy. des Se. de Liège,
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Nous étudierons plus particulièrement la variété ration-
nelle Q\° de S5 définie par ce procédé.

Nous obtenons Q̂ ° conpme projection sur S5 de l'inter-
section résiduelle de quatre hyperquadriques de S7 ayant
en commun O1 O2 O3 O4 et l'axe de projection O7 O8 :

alx^x* = 0,a?6l4 + a?7LÎ + a?8l4 + a\x\ +

où i= i , % 3, 4, et
LJ = b^oc, + b%x% + b%œz + b]AœA + b%œ^

En ordonnant les équations de ces quatre quadriques
par rapport à xif x2, ^3, xé, on a

x±Mt + ccM\ + x3 Ml + œ,M\ + Ql = 0,

avec i= i, 2, 3, 4, et
Mj = b^ak + HJXQ + bx

1Aœn + b^œ8,
Q* = oo% (bUœ-o + b^x& + bi5 x1 + bUccs) + ag

6ai + ai
1x^x1 + a\ x& x.

Pour avoir la représentation de Q̂ 0 sur S3, projetons la
section hyperplane de la variété de S7 par

\x± + \xt + ••• + \x8 — 0,

en prenant O1 O2 O3 U4 comme centre de projection. Il
suffit, pour cela, d'éliminer xx, x2, x3, xé: on obtient

Mî M| MJ M^ Qi

M* M| Ml M2
4 Q 2

M* M l M | M3 Q 3

MJ M | MJ MJ Q 4

Nous obtenons un système linéaire à sept paramètres
de surfaces du cinquième ordre F|. Ce système admet pour
courbe-base F la courbe représentée par la matrice

M\ ... MJ. Q1

M; ... MJ Q2

MJ — M3
4 Q3

M4 ... M4, Q4

0.



C'est donc

qui est une
v = P — 1
ru l 4 x »

du cinquième
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la courbe commune à la
M\

M\

Ml
M4

... M̂

M̂

M\

=

surface du quatrième
et à la surface

Mî
M̂

M̂

MJ
ordre, qui

Mi
M̂

Ml
M4

M| Q*

M^ Q2

MS Q3

M\ Q4

coupe déjà ]
M<1
Ml
Ml
Mf

surface

0,

ordre F4 de genres

= 0,

74 suivant la courbe

qui est une sextique fG de genre trois. La courbe F est
donc du quatorzième ordre, et pour avoir son genre il
suffit de remarquer que les surfaces du cinquième ordre
qui ne contiennent pas F4 comme partie dépendent liné-
airement de 55 — 4 = 51 paramètres indépendants et
découpent sur F6 une série linéaire gH, de sorte que celles
qui contiennent F6 dépendent de 51 — (27 + l) = 23
paramètres, et F14 est de genre 23. Deux surfaces du
système F| se coupent, en dehors de F14 fixe, suivant une
courbe d'ordre onze qui s'appuie en 40 points sur F14, car
la variété de S7 est du quinzième ordre.

La variété Q]° est la projection de la précédente à partir
de O7 O8, qui s'obtient en faisant ),7 = X8 —= 0, ce qui a
pour effet d'extraire du système linéaire |F | | un système

à cinq paramètres. Si nous remarquons que

H
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les Nj étant linéaires, nous voyons que les surfaces F2
5

représentatives des sections hyperplanes de Q\° passent
par la droite O7 O8. Cette droite D est située sur la sur-
face da cinquième ordre qui nous a servi à définir T14,
mais non sur F4 , ni sur les surfaces qui définissent la
sextique résiduelle : c'est donc une tétrasécanle de F u .
Les surfaces Fg5 se coupent deux à deux, en dehors de
F14 et D, suivant une courbe du dixième ordre qui s'appuie
en 3G points sur F14 et en quatre points sur D.

Remarquons encore que cette courbe-base dégénérée
en F14 et D est de genre

23 + 0 + 4 — 1 = 26;

Q!s
n est représentée par les surfaces Fg5 qui passent par

une courbe F14 de genre 23 et une de ses tétrasécantes.
Une autre définition classique de la cubique gauche de

S3 consiste à engendrer la courbe comme lieu du point
commun à trois plans qui varient dans des faisceaux deux
à deux homographiques. En choisissant les plans de
bases des faisceaux deux à deux homologues, on a

p3 = lp^

et la cubique est représentée par
i P2 Pa

i Pi P3

Cette équation signifie aussi que les deux formes
linéaires

jL = U P 1 + VP2 + WP3 = ÜJ

I L ' = UP^ + VP^ + WP1 - 0

ne sont pas indépendantes. Nous avons donc deux plans
qui varient à deux paramètres, leur intersection décrit
une congruence, et pour un point générique de l'espace,
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L, L' sont indépendantes, de sorte que la congruence est
linéaire; pour un point de la cubique, L, L' sont dépen-
dantes, et par ce point passent une infinité de droites;
la cubique gauche est la focale.

Cette génération de la congruence linéaire de S3

suggère une extension très simple à S,.
Considérons dans Sr une droite définie comme inter-

section de r — 1 hyperplans

i a^oOi + ai2X2 4 h airxr -= bi9

ar_itiûo± H h ar^rœr = b^.

Si les coefficients av dépendent de r — 1 paramètres
î/i, ..., y,.-!, la droite décrit une congruence. Dans l'es-
pace Y chaque hyperplan est représenté par une hypersur-
face qui varie dans un système linéaire. Les droites de la
congruence qui passent par un point donné correspondent
aux points communs aux r — 1 hypersurfaces associées à
ce point; en particulier la congruence est linéaire lorsque
les hypersurfaces ainsi associées projectivement deux à
deux ont un seul point commun. Le cas le plus simple
est celui où les al3 sont linéaires en ylt . . . ,î/ r_ r On a alors
dans Y des systèmes linéaii^es d'hyperplans, et un foyer
est un point auquel correspondent des hyperplans qui
ont une droite commune au lieu d'un seul point.

En ordonnant par rapport aux yt,

I Vo foi + y if a + 2/2/21-I h ?/r-i/r-M = 0,

J " (1)
yofo,r-i + yifi,r-L H h yr-ifr~ur-t = 0,

la variété focale est

foi f a '•' /T-H,

/o,r -i /l,r—i ""• îr—i,r—l
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Cette matrice a r — 1 lignes et r colonnes à éléments
linéaires ; la variété focale QJL3 est donc d'ordre

Cette variété est évidemment située sur toutes les
hypersurfaces

foi fn fr-Ui

7o,r f Ur-i /r—i,r—1

— 0.

Autrement dit, Q*_2 appartient à toutes les VjilJ d'un
système linéaire à r— i paramètres. Les variétés V£zJ de
ce système qui passent par un point donné M hors de
ÜJL2 rencontrent la génératrice G de la congruence en
r — 1 points sur QJL8 et en M; elles contiennent G. Les
variétés V ẑî du système linéaire sont des lieux de droites
de la congruence. Deux variétés V*z\ dont les paramètres
sont respectivement \t et ^ se coupent en dehors de Q?_2

suivant une variété

P-o

fu /r-M

d'ordre

f . . . f
/i.r—l Ir-

{r — 1) (r — 2)

irréductible. Il en résulte que les variétés VpzJ du système
linéaire n'ont pas d'autre variété-base que QJLg, En con-
séquencej il n'y a pas dans la congruence de variétés
focales singulières lieux de droites contenant plus de r —1
foyers propres, mais seulement une variété spéciale.
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Pour étudier une section hyperplane générique de QJL2,
il nous suffit, notre système de référence n'étant pas par-
ticularisé, de faire

a?r_i = 0.

Les équations bilinéaires (1) deviennent alors celles
de r — 1 réciprocités de S,.^. Elles définissent entre
l'espace Y et l'espace X (S^) une transformation bira-
tionnelle Tr_t classique (1). Cette transformation est
symétrique d'ordre r — 1 ; à une droite correspond une
courbe Q'~x et à un hyperplan, une variété VpJ. Tout
foyer de l'espace X est un point fondamental auquel
correspond une droite dans Y. Une droite de X qui
s'appuie en p points sur QJ?_2 est donc transformée en une
courbe C'*"1 décomposée en une courbe O~l"}} et p droites
fondamentales. Ceci montre que

p < r — 1.

Il n'y a donc, comme nous l'avions déjà rencontré,
aucune droite contenant plus de r — 1 foyers propres.

Inversement, tout point fondamental de Y est tel que
la droite G correspondante de la congruence soit entière-
ment contenue dans X ; il correspond donc à une droite
de Vj2_a lieu des droites G de l'hyperplan X. La courbe
(v-i correspondante à une droite rencontre en un seul
point non fondamental la variété \$z\ qui correspond à
un hyperplan ; une droite rencontre donc \JJ_2 en

m = (r — 1)* — 1 = r (r — 2)

points. On a donc
m = r (r — 2), k = r — 1.

(x) La transformation (3,3) de S3 est exposée dans L. GODEATJX,
Cours de Géométrie supérieure, fasc. III.
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Considérons maintenant dans Sr un système de r réci-
procités

où
i j = 0,1, —, r, h = 0,1, •-, r — 1,

les coefficients étant choisis de façon que pour j = 1,
2, ... r—\ le «s r^ soient préci&cinent ceux du système (1).
On définit ainsi dans S,, une transformation birationnelle
symétrique Tr du type cité plus haut. A un hyperplan

correspond Thypersurface

/* f

/0,0 /0,i
/l,0 /l,l

5r-
/o,r-i

A,r—i

Ar—1,1 /r—l,r—l / r—l,r

= 0.

En particulier, à Tespace linéaire Sr„2 d'équations

?/o = 2/r = 0 ,

correspond la variété
Zo,r-i

0.

TV—1,1 fr—i.r—L

On reconnaît, à l'interversion près des lignes et des
colonnes, la matrice qui définit Q-L2. La varièt/y f™»*»
propre QJL2, transformée birationnelle d'un Sr_2, donc

Nous obtiendrons la représentation de QJL2 sur S,._2 en
cherchant dans y0 -= î/r = 0 les transformées des sections
hyperplanes de ÛJL2 :

"50

0,1/ 0,0

/ r-1,0 / r-j,i

/ o,r = 0;
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ÛJL2 est représentée au moyen d'un système linéaire à r
paramètres de variétés V£_3 d'ordre r passant par ia
variété

/ 0 , 0 / o . i " • / O,r

/ r—th t r—Ui *" F r—ur

qui est une variété d'ordre

Etant donnée l'analogie des propriétés trouvées pour
cette congruence et pour la précédente, il y a lieu de
rechercher si nous n'avons pas deux générations de la
même congruence. Effectivement dans S3 nous a\ons dans
les deux cas la cubique gauche focale, et dans S4 une
surface de Veronese-Bordiga. Mais si nous examinons
attentivement le résultat obtenu dans S5 nous avons ici *
Une variété Qf rationnelle représentée sur S3 au moyen
d'un système linéaire de surfaces du cinquième ordre
passant par une courbe F15 du quinzième ordre.

Soit 7c le genre de cette courbe r 1 5 ; les surfaces du
cinquième ordre découpent sur F15 une série linéaire
g]\~r\ et parmi ces surfaces qui dépendent linéairement
de 55 paramètres, celles qui passent par F15 dépendent
de 5 paramètres. On a donc

55 — (75 — TZ -f 1) = 5,

d'où
TÏ = 26.

II en résulte que la variété Q̂ ° que nous venons
d'obtenir admet la précédente comme cas particulier
projectif. C'est donc sur la variété générale que nous
achèverons l'étude de la congruence linéaire correspon-
dante.

Deux surfaces F5 passant par F15 se recoupent suivant
une courbe F10 de genre 11 qui s'appuie en 40 points
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sur f15. Cette courbe F10 a été rencontrée par Stuyvaert(1;.
La formule des tétrasécantes donne alors pour la section
curviligne de Q\°, qui est aussi une courbe du dixième
ordre de genre onze :

On en déduit

tel est Tordre de la variété focale spéciale. Pour étudier
cette variété focale remarquons que dans l'espace S3

représentatif de Q̂ ° tout plan coupe T15 en quinze points
et par 14 quelconques d'entre eux on peut faire passer
une quartique plane y4. Les surfaces F5 du système liné-
aire |F5 | représentatif des sections byperplanes de QJ°
découpent sur y4 une série linéaire g\. Il y a donc un
faisceau de surfaces F5 qui contiennent y4; ces surfaces
se recoupent suivant une courbe y6 qui s'appuie en
40 — 14 = 26 points sur T15. Cette courbe y0 représente
donc une courbe C de Q30 qui est d'ordre 5 x 0 — 26 = 4.
Or y6 et y4 se coupent en six points et leur réunion cons-
titue une courbe de genre onze, de sorte que y6 est de
genre trois. La quartique C4 de Q\° est donc de genre
trois, ce qui montre qu'elle est plane. Inversement les
surfaces F5 découpent sur y6 une série linéaire gl qui est
la série canonique de y6, car il y a un réseau de surfaces F5

passant par y6, correspondant au réseau des hyperplans
passant par C4. Ainsi les courbes y4 dépendent de 3 para-
mètres et celles qui fournissent une même y6 dépendent
de deux paramètres ; les courbes y6, et par conséquent les
quartiques C4, dépendent d'un paramètre.

La variété focale spéciale SJ5 d'ordre quarante-cinq est
le lieu d'un faisceau de plans qui coupent Q\° suivant des
quartiques de genre trois.

(') STUYVAERT, Cinq études de Géométrie analytique {Mémoires
de la Société des Sciences de Liège, 1907, t. VII, p. 37).
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Comme nous savons que k = 4-, nous en déduisons
( H = 1 0 , 71=11)

et comme m = 15, la formule de L. Roth ^ÎOUS donne
alors

n' = 105.
Ces caractères reportés dans les formules de Severi

donnent
£ = 25, _p = 41, d = 0, i = 50.

La variété focale propre Qf n'admet pas de courbe
double impropre. Sa surface double apparente est du
vingt-cinquième ordre à sections de genre 41. La courbe
triple apparente est du quinzième ordre. Il y a un point
quadruple apparent.

Remarquons encore que ces caractères portés dans la
seconde formule de L. Roth donnent

H-5 = - 0 ,

en accord avec le fait, déjà rencontré, que Q\° n'a pas de
pentasécantes.

III. — Congruences linéaires engendrées par un faisceau
d'hypersurfaces.

Dans l'exemple précédent nous avons vu que la variété
focale propre QJ?_2 appartient à un système linéaire de
variétés Vjrj qui sont lieux de droites de la congruence.
Ceci suggère un mode de génération de congruences
linéaires au moyen d'hypersurfaces réglées. Supposons
que toutes les hypersurfaces d'un faisceau linéaire soient
simplement réglées. Par un point M de S,, passe une
hypersurface H du faisceau, et sur cette hypersurface il
passe par M une génératrice rectiligne unique, qui décrit
donc une congruence linéaire* Plus généralement, tel sera
encore le cas lorsque H inultiplement réglée contiendra
un système de droites qui l'engendre une seule fois.

12
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C'est ainsi que dans S3 un faisceau de quadriques est
formé de surfaces réglées, et fixer une génératrice a pour
effet de séparer analytiquement les deux systèmes de
génératrices.

Dans Sr une hypersurface d'ordre inférieur à r— i
contient une infinité de droites passant par chacun de ses
points; il en résulte que nous devons prendre des hyper-
surfaces ayant au moins cet ordre. Remarquons encore
qu'en général, il ne suffit nullement d'avoir choisi deux
hypersurfaces réglées pour que toute hypersurface du
faisceau qu'elles déterminent soit réglée, sauf toutefois
si ce sont des Vfzî; nous nous limiterons à l'examen de
ce cas, en nous plaçant dans l'espace S5, notre méthode
conduisant dans S, à la discussion d'un nombre croissant
de solutions.

Considérons donc dans S5 un faisceau de Vf; une telle
variété contient généralement un système irréductible de
génératrices tel que par un point il en passe 4! = 24.
Toutefois il est bien connu que les variétés V£rî de Segre
contiennent un faisceau rationnel de Sr_2 et un système
linéaire de génératrices. Nous supposerons donc pour
commencer que les variétés V£ sont projections de Vf de
Segre.

Nous avons vu au chapitre IV que la projection d'une Vf
de Segre de S7 sur S5 à partir d'une droite A est une Vf
admettant une Y| de Segre double, les cordes de Vf qui
s'appuient sur A engendrant une variété Q!J à sections
elliptiques de première espèce. Pour que le faisceau défini
par deux telles YJ de S5 contienne uniquement des Vf de
cette nature, il est nécessaire et suffisant que la Vf double
soit fixe, d'après le théorème de Bertini. Comme Qj; est
un lieu de génératrices des Vf, les génératrices des Vf ne
rencontrent pas Vi|; elles sont donc tétrasécantes à la
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variété résiduelle û|. Mais une variété VJ qui admet Y|
double est l'enveloppe d'un faisceau quadratique d'hyper-
quadriques; on peut en effet, en désignant par A, B, C,
A', B', G' six formes linéaires, représenter V| par

A B C
A7 = B' ^ G''

et V* par

(AGf — GAf)2 — (AB' — B A') (BC' — GB') = 0.

Représentons le réseau des hyperquadriques qui
passent par Vjj projectivement sur le réseau des droites
d'un plan w; toute variété V£ ayant VJ double est représen-
tée par une conique de TD. Un faisceau de VJ est représenté
par un faisceau linéaire ponctuel de coniques. Aux trois
coniques dégénérées du faisceau correspondent trois VJ
dégénérées en couples de quadriques qui se coupent deux
à deux hors de V§ suivant quatre espaces linéaires S3

représentés par' les quatre points-base du faisceau de
coniques. Nous avons donc la congruence des droites qui
s'appuient sur quatre S3 fixes de S5. Supposons mainte-
nant que la droite A de S7 d'où l'on projette V£ appar-
tienne au II—complexe quadratique des droites par
lesquelles passent des plans trisécants de Y .̂ Par à passe
un S5 coupant V* suivant une V|. En projection sur S5

nous obtiendrons une VJ ayant un S3 triple S; en
conséquence.

Deux variétés V£ ayant un même S3 triple S se recou-
pent suivant une variété Q\ dont les tétrasécantes forment
une congruence linéaire. Car les génératrices des V£ du
faisceau ne rencontrent pas E. Cette variété Ql est
d'ailleurs le lieu d'un faisceau rationnel de plans, puisque
tout hyperplan passant par E recoupe les deux V£ chacune
suivant un S3, donc Q\ suivant un plan associé projec-
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tivement à l'hyperpîan du faisceau. Nous retrouvons ainsi
les congruences linéaires du chapitre III.

Nous pouvons évidemment substituer aux Vf projec-
tions de variétés de Segre d'autres Vf, pourvu qu'elles
aient la propriété essentielle de contenir un système
simple de droite ; ce sera encore le cas des Vf qui contien-
nent un faisceau de VI} projections de variétés de Segre.

Plaçons-nous donc dans le cas, en quelque sorte inter-
médiaire entre les deux précédents, où il y a une variété
Vjj située dans un hyperplan H parmi les variétés-base
du faisceau. H recoupe chaque Vf suivant un S3 qui ne
doit pas rester fixe, car toute droite de la congruence
coupe H en un point qui, s'il appartient à une variété
fixe, est foyer, la variété fixe faisant alors partie de la
variété focale propre dégénérée. S3 varie donc dans un
faisceau linéaire, et les droites de la congruence s'appuient
sur S3 Etant donné un point M de S5f la variété Vf du
faisceau qui passe par M contient un certain S3 du fais-
ceau, et la droite de la congruence est située dans
l'hyperplan S3 M qui coupe Vf suivant S3 et une V| dont
nous voulons qu'elle soit projection d'une Vf de Segre,
c'est-à-dire qu'elle ait un plan double. Ce plan double
fait partie de la base du faisceau d'après le théorème de
Bertini ; s'il varie, il décrit un S3 qui est alors double
pour toutes les Vf.

a) Considérons donc un faisceau de Vf qui ont un S3

fixe double et sont coupées par un hyperplan donné H
suivant une V3* qui admet la trace de S3 comme plan
double. Il reste une variété-base Q5J qui est la focale propre
d'une congruence linéaire, dont les génératrices sont les
droites des Vij, qui dépendent de deux paramètres, situées
sur les diverses Vf. Les génératrices de Vij ne rencontrent
en effet pas son plan double.



— 173 —

Tout hyperplan passant par S3 recoupe chaque VJ
suivant une V§ et ces hyperquadriques, qui forment fais-
ceau, ont en commun un plan de la Vf base; il reste une
réglée cubique normale F | tracée sur Q§. F^ coupe S3

suivant une cubique gauche. S3 coupe donc Q| suivant
une surface sextiqae F£ qui est le lieu d'un faisceau
rationnel de cubiques gauches; cette surface est ration-
nelle d'après un théorème de Noether (*).

Ainsi Q!J est réglée et rationnelle.
La variété Q̂  contient un plan directeur simple qui est,

dans H, le plan-base du faisceau résiduel de V|; les direc-
trices des F | de Qjj décrivent dans ce plan un faisceau
linéaire.

b) Si le plan double des Vjj est fixe, il est dans H et se
confond avec le plan-base du faisceau de S3. Comme ce
plan est double aussi pour la Vjj contenue dans H, il est
triple pour les V|, et cette condition suffit. Nous avons
ainsi un faisceau de Vf qui ont un plan P fixe triple, et
sont coupées par un hyperplan H passant par P suivant
une Vf qui admet P comme plan double. Il reste une
variété-base QJ3 qui est la focale propre d'une congruence
linéaire, dont les génératrices sont les droites des V|
situées sur chaque VJ.

La variété Q]3 admet le plan P comme multiple d'ordre
sept.

Tout S3 passant par P recoupe chaque V* suivant un
plan, et par conséquent QJ3 suivant une droite qui est
ainsi mise en correspondance biunivoque avec S3 d'un
réseau linéaire.

Ainsi Q\3 est réglée et rationnelle.

t1) M. NOETHER, Ueber Fiàchen welene schaar en rationaler
curven besitzen {Mathematische Annalen, Band III (1871)].
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IV. — Congruences dont tous les foyers sont multiples.
Nous n'avons examiné dans tout ce mémoire que les

congruences linéaires à foyers distincts. Les congruences
à foyers multiples ne sont cependant pas dénuées d'inté-
rêt; nous allons terminer par quelques brèves indications
à leur sujet.

Il est clair que si tous les foyers d'un rayon générique
de la congruence n'ont pas la même multiplicité, la
variété focale propre dégénère. Pour des raisons déjà
indiquées, nous écarterons ce cas. L'étude des congru-
ences à foyers tous de même multiplicité ne se présente
que lorsque r— i admet des diviseurs. Nous poserons
donc

r— 1 = hr\
et nous supposerons que sur chaque rayon de la congru-
ence il y a r' foyers tous multiples d'ordre h.

Nous nous bornerons, dans le cas général, à reprendre,
à titre d'exemple, l'étude des variétés lieux d'un faisceau
rationnel d'espaces linéaires, en utilisant la méthode de
dégénérescence développée au chapitre III.

Une droite appartenant à la congruence vérifie r — i
conditions, de sorte que le fait de rencontrer la variété
focale propre en un foyer impose à cette droite h condi-
tions, ce qui signifie que cette variété a la dimension

r—l—h.
Considérons alors la variété QJ?_3_A lieu d'un faisceau

rationnel d'espaces Sr_2_A, dégénérée en n faisceaux liné-
aires Slf 22, ..., £n dont deux consécutifs ont un élément
commun, et recherchons les droites issues d'un point
donné M, qui s'appuient en r' points sur cette variété. Or
il existe une droite et une seule passant par M et rencon-
trant r' espaces Sr_x_A indépendants, car l'intersection
de r' espaces Sr_A est un espace linéaire S,._,.,A, c'est-
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à-dire une droite. Nous avons donc à dénombrer dans
Slf Sg, ..., Sfl les suites de r' espaces deux à deux indé-
pendants. Or deux de ces espaces dont les indices diffèrent
de 8 sont, du fait de l'incidence de deux espaces consécu-
tifs, situés dans un même Skt où

fc=r—1—A+S si S<fe+1,
h = r si S > h + 1.

ils sont donc indépendants lorsque

Le nombre des droites passant par M est donc égal au
nombre 6 (n, r', h) des combinaisons de rr indices choisis
dans la suite 4, 2, ..., n9 dont deux consécutifs diffèrent
d'au moins h -f- 1 unités. Ce nombre peut être déterminé
explicitement en fonction de n, r' et A par des procédés
récurrents. Mais il nous suffit de remarquer que la condi-
tion nécessaire et suffisante pour que ce nombre soit un
est

w = 1 + (y' — 1) C* H- 1).
la seule combinaison répondant à la question étant alors

V V V V

il faut donc prendre

n = r — 1 — & + rf,

et ceci suffit.
Les variétés Q?rZ\zfj^rr lieux d'un faisceau rationnel

d'espaces linéaires sont focales propres de congruences
linéaires à foyers tous multiples d'ordre h.

Dans les espaces à un nombre impair de dimensions
r = 2fe + \, on rencontre en particulier des variétés Qh

dont les cordes constituent des congruences linéaires.
Nous en avons incidemment rencontré quelques-unes
dans les chapitres précédents; dans S3 la cubique gauche
répond évidemment seule à cette propriété. Dans S5 nous
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avons rôQcontré à la fin du chapitre III, § III, une dégéné-
rescence de la réglée normale du quatrième ordre, que Ton
obtient encore ci-dessus en faisant r = 5, r' = 2 , h = ^L,
et au début du chapitre IV la surface de Caporali F|. Ce
sont les deux seules surfaces de S5 qui ont cette propriété,
car une corde générique d'une telle surface ne peut ren-
contrer une autre corde; leur point commun serait foyer
singulier. En projetant une section hyperplane d'une
telle surface d'une de ses cordes génériques sur un plan,
on obtient une courbe plane d'ordre n — 2, sans point
double, de sorte que

et cette valeur du genre de la section hyperplane n'est
inférieure au maximum du genre d'une courbe de S4 que
pour n < 5. Les surfaces, qui doivent être gauches, sont
donc des F| à sections rationnelles ou des F| à sections
elliptiques. La surface F£ de Veronese a ses cordes situées
sur une variété M£, elle ne convient pas. Il reste les deux
surfaces citées.

Dans S7 nous avons rencontré au chapitre IV, §11, la
variété QJj à sections curvilignes elliptiques de première
espèce dont les cordes engendrent une cnngruence liné-
aire. En faisant r = 7 , r' = 2, h = 3 dans le résultat
précédent, nous obtenons aussi la variété Q| lieu d'un
faisceau rationnel de plans. Par la première de ces varié-
tés passent, nous l'avons vu, trois variétés V£ de Segre,
et on peut la considérer comme l'intersection résiduelle
d'une y\ avec une hyperquadrique qui ont déjà deux S3

communs. Par la variété Qjj passent une infinité à quatre
paramètres de variétés Vf de Segre qui peuvent être
obtenues comme lieux des S3 réunissant un plan variable
de Q§ à un point d'une de ses cordes en correspondance
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homographique, les points communs à la corde et à Q|
étant associés aux plans de Q| qui y passent (il y a une
infinité à six paramètres de cordes, à chacune desquelles
correspondent une simple infinité d'homographies, mais
chacune des V£ admet une infinité à trois paramètres de
telles générations). Une V* passant par Û^ contient un
plan de û | dans chacun de ses S3, et en projection d'un S3

de V* sur un autre S3 de Vf, ces plans ont une enveloppe
de seconde classe, c'est-à-dire un cône du second ordre
dont le sommet est la trace de la directrice rectiligne
de Qjj. Ceci montre que Q| peut être considérée comme
l'intersection résiduelle d'une VJ de Segre avec une hyper-
quadrique qui ont une V| commune.

D'autre part, ceci montre que toutes les V* passant par
Qjj, et par conséquent Qjj elle-même, sont situées sur une
variété Vi? lieu d'un faisceau rationnel de S4, à savoir
le S t -cône lieu des S,4 qui joignent la directrice rectiligne
de û | aux plans de la V| de Segre lieu des plans des coni-
ques de la directrice F | de Qjj. Remarquons d'ailleurs que
tout S4 de Vi? coupe Q| suivant une réglée rationnelle
normale F|. Par tout point M de Vg passe un S4 de cette
variété; il passe donc par M une infinité de cordes de Q|
formant un faisceau linéaire.

La congruence linéaire dont la focale propre est Qf
admet une variété focale spéciale YjJ lieu des plans des
coniques de Qjj.

La première classe de cette congruence, ordre de la
variété V5

mi Heu des cordes de la section hyperplane de Qij,
qui est une réglée rationnelle normale F| de S6, est

La seconde classe de cette congruence est Tordre de la
variété Vf2 lieu des cordes de la quintique rationnelle
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normale de S5, c'est-à-dire aussi le nombre des points
doubles d'une quintique rationnelle plane, soit

m2 = 6.

La relation fondamentale (2),
ml = nk2 + m2 + p,

où nous devons faire n = 0, puisque la variété focale
propre a une dimension inférieure à cinq, nous donne

ce qui montre que Yg est la seule variété focale singulière,
et qu'elle est simple.

La définition des deux variétés précédentes comme
intersection partielle d'une V£ de Segre et d'une hyper-
quadrique suggère une généralisation (1).

Considérons dans S2/,+i une variété de Segre Vĵ } et
une hyperquadrique et cherchons à quelles conditions
leur intersection est la variété focale propre d'une con-
gruence linéaire à deux foyers. Considérons un point M
de S2A+1 et cherchons les cordes de la variété issues de M,
Ce sont des cordes de Vfcjlî et les cordes de VJJJ passant
par M engendrent un espace linéaire S3 qui coupe \^\
suivant une quadrique dont les génératrices de l'un des
systèmes sont les traces des Sk générateurs. Comme S3

coupe l'hyperquadrique suivant une quadrique, il coupe
la variété intersection suivant une biquadratique qui
admet deux cordes passant par M. Nous aurons une con-
gruence linéaire dans les seuls cas où celte biquadratique
dégénère en une droite et une cubiqne, ou une quadrila-
tère ganche. Si la droite commune est trace d'un SA, ceci
signifie que VjJ:} et l'hyperquadrique ont un Sh commun.

f1) J'ai donné des applications de ces propriétés dans : Sur cer-
taines variétés cubiques rationnelles sans point double [Comptes
rendus de VAcadémie des Sciences, t. 216, (1943^, p. 435]..
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II reste une variété Ùf*1 rationnelle représentée sur Sftau
moyen d'un système linéaire de variétés cubiques qui
passent par l'intersection de deux quadriques. Cette
variété généralise la surface de Caporali.

Si la droite commune n'est pas trace d'un SA, ceci
signifie que VJlft et Thyperquadrique ont une V£ de Segre
commune; il reste une variété Ô "1"2 rationnelle, qui est
le lieu d'un faisceau rationnel de Sh_l situés dans les SA+1

de mi
Si deux droites communes de même système sont

traces de SA, ceci signifie que V^i e t Thyperquadrique
ont deux Sh communs ; il reste une variété Q2^ rationnelle
représentée sur SA par un système de variétés cubiques
qui ont un point double-base 0, un cône du second ordre
V|_2 base de sommet 0 et un S^_2 base simple ne passant
pas par 0 . Cette variété généralise la variété Q| à sections
elliptiques de première espèce.

Si deux droites communes appartiennent à l'autre
système, ceci signifie que V^J et Thyperquadrique ont
deux Vj? communes; il reste deux SA, et la congruence
des droites qui s'appuient sur deux Sk indépendants est
évidemment linéaire.

Pour terminer, examinons rapidement les diverses
congruenees linéaires qui ont un seul foyer sur un rayon
générique.

Si ce foyer est fixe, la congruence est constituée par
une gerbe de rayons.

Si ce foyer décrit une courbe, c'est une courbe uni-
eursale de Sr__2 et l'on associe dans une correspondance
rationnelle les points de cette courbe aux hyperplans
passant par Sr„2. Par un point M passe un seul hyperplan
auquel correspond un foyer sur la courbe, qui achève de
définir le rayon FM. Les rayons issus d'un foyer F se
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répartissent en diverses gerbes situées dans les hyperplans
correspondants de F. L'espace Sr_2 est une variété focale
spéciale, car par chacun de ses points passent toutes les
droites qui unissent ce point aux divers points de la
courbe focale propre.

Si le foyer décrit une surface, c'est une surface unicur-
sale de Sr„3, et Ton associe dans une correspondance
rationnelle les points de cette surface au réseau des Sr_2

passant par S,._3; l'espace Sr_8 est évidemment une variété
focale spéciale.

De façon générale, si le foyer décrit une variété Qkt

c'est une variété unirationnelle Qk de S?._1_A, et l'on associe
dans une correspondance rationnelle les points d'un
espace linéaire S^ sur lequel Qk est représentée par une
involution I, aux espaces Sr_A passant par S^..*. Par un
point M de S,, passe un espace Sr_k qui est associé à un
point de S* et par conséquent à un point F de Q& qui
achève de définir le rayon FM. Les rayons issus dun
point F de Qk constituent diverses gerbes dans les Sr_k

associés à chacun des points de Ŝ  constituant le groupe
de l'involution I représentant F.

Dans S2ft+1 le cas où la variété focale propre a la
dimension maxima s'obtient en associant les points d'un
Sh en correspondance rationnelle avec les SA+1 qui le
contiennent, et cette congruence généralise la congruence
classique de S3 qui admet une seule directrice rectiligne.

Ces congruences comportent, on le voit, un haut degré
d'arbitraire, tant dans le choix de la variété focale propre
que dans celui de la congruence associée à cette variété
(au total r — 1 fonctions rationnelles arbitraires de k
arguments).
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QUELQUES REMARQUES POSTLIMINAIRES

Nous avons rencontré au cours de cette étude diverses
variétés focales propres de congruences linéaires. Cer-
taines d'entre elles présentent un caractère régulier, en
ce sens qu'elles peuvent être considérées comme membres
d'une suite de variétés appartenant aux hyperespaces
successifs S,_lf S,., S,.+1, etc. . D'autres, les variétés à
sections elliptiques, présentent un caractère accidentel,
en ce sens qu'elles n'existent que dans S4 et S5. Nous
pouvons cependant faire à leur sujet deux remarques
générales :

1° Toutes les variétés rencontrées dans Sr peuvent être
considérées comme constituant une partie de la base d'un
faisceau de Y%z\. La base d'un faisceau général de V£zJ est
la variété focale d'une congruence d'ordre (r — 1) !. Il
serait intéressant de savoir si toute variété focale propre
d'une congruence linéaire est ainsi une dégénérescence de
celle-ci ; on trouverait là une nouvelle justification de la
limitation rencontrée au chapitre II :

n < (r — l)2,

2° Touies les variétés rencontrées dans Sr sont ration-
nelles et il serait intéressant de savoir si toute variété
ÛJLg de Sr qui présente un point (r — 1) -uple apparent
et un seul est de ce fait rationnelle, ou unirationnelle.

Mais on rencontre, en géométrie algébrique, des cas si
déconcertants, où des propriétés vraies dans les espaces
à un petit nombre de dimensions cessent de l'être dans
les espaces supérieurs, qu'il serait présomptueux de croire
à la généralité des deux propositions précédentes du seul
fait de leur validité dans les espaces à trois et quatre
dimensions.
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