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SUR LA REPRESENTATION TRIGONOMETRIQUE APPROCHEE
DES FONCTIONS SATISFAISANT A UNE CONDITION DE LIPSCHITZ;

Par M. Henr: LeBescue.

I.

1. Si la condition de convergence dés séries de Fourier qui est
due a Dirichlet est, & juste titre, la plus célébre, les conditions de
convergence les plus utiles pratiquement sont celles qui résultent
des travaux de Lipschitz parce qu’elles présentent une grande ana-
logie avec des conditions de convergence trés employées des séries
ou des intégrales et que, par suite, on sait.décider facilement le
plus souvent si une condition de Lipschitz est vérifiée ou non (').

Je vais m’occuper ici des fonctions satisfaisant a des conditions
qui sont énoncées dans le travail de Lipschitz, ou suggérées par
lui :

1° Condition de Lipschitz,

(1) I f(z+8)— f(2)| <M 8>0);
2° Condition généralisée de Lipschitz,

(2) [f(z+3)—f(z)|<h*  (A>o0,1>a>0);
3° Condition de Lipschitz-Dini,

(3) Lims—o Log%[f(:c+8) — f(z) = o,

la convergence étant uniforme quel que soit .

Je supposerai de plus que la fonction f(z) a toujours la pé-
riode 27; dans ce cas, les conditions (1), (2) ou (3) sont des condi-

(') Dans un Mémoire de M. Mittag-Leffler paru aux Acta mathematica,
t. XXIV, 1gor, p. 232, en note d’une citation de M. Phragmén, on trouvera sur
Pintérét comparé des résultats de Dirichlet et Lipschitz une opinion analogue 2
celle que je formule ici. Dans le méme travail, on trouvera certaines évaluations
drs rlestes de séries de Fourier qui ne sont pas sans rapport avec celles qu’on lira
plus loin,
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tions de convergence uniforme de la série de Fourier de f(z) (*).
Je me propose d’étudier la rapidité de cette convergence;iln’y aura
pour cela rien d’essentiel & modifier dans les méthodes ordinaires.
Seulement, tandis qu'on se borne généralement a démontrer que
la limite supérieure trouvée pour le reste tend vers zéro, quand
I'indice du reste augmente indéfiniment, il faudra ici évaluer
I'ordre de grandeur de ce reste. Je vais poser les problémes.

Les fonctions satisfaisant respectivement a 'une des conditions
(1), (2) ou (3) forment trois familles C!, C", C™; C! dépend d’un
paramétre X, C" de deux paramétres A et «..Soil f(x) une fonction
de C' par exemple et soit R, [f(z), z, ], ou simplement R, le
reste, commengcant par des termes en (m—1)z,, de la série de
Fourier de f(z) pour la valeur z, de la variable. On peut se pro-
poser de trouver un nombre r}, tel qu'on ait loujours, quel que
soit € > o,

I Rm[f(fl‘), .‘L‘o] I < r§u+ &
et qu’on ait au contraire
| R [ f(@), o] | > 7 —c,

pour quelques f(z) et z,.

Le nombre r}, est donc tout simplement la borne supérieare
de’ensemble des nombres Ry, [ f(z), z,]; j’al rappelé la définition
de cette borne parce que c’est a 'aide des inégalités précédentes
que je calculerai des valeurs approchées de r.,. Ce qui nous im-
portera surtout c’est I'ordre de cet infiniment petit 7}, et pour
cela le calcul exact de ce nombre estinatile.

Jaurai souvent & parler de quantités infiniment petites avec —r;l—;
par la notation O (a)<O (b), (ordre de a au plus égal & ordre
de b), J’exprimerai que le rapport - reste borné quand m augmente
indéfiniment. Bien entendu si 'on n’a pas I'inégalité précédente, il
ne s’ensuit nullement que I'on ait O (a)>O(b) ce qui implique-
rait que le rapport % tend vers 'infini.

(') Le Mémoire de Lipschitz se trouve dans le Tome LXIII du Journal de
Crelle; pour la condition (3), voir le Mémoire de M. Dini (Sopra la serie di
Fourier, Pise, 1872). On pourra se reporter aussi, soit & un Mémoire que j’ai
publié¢ au Tome LXI des Math. Annalen, soit & mes Legons sur les séries trigo-
nomeétriques.
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2. De la définition de r}, on peut étre tenté de conclure qu’on
a toujours

OBl f(2), z]} >0 (T,

et parfois ) X
O} Rm[f(2), 20]{ < O [rl,e(m)],

quel que soit U'infiniment petit ¢(m). La premiére conclusion est
parfaitement légitime; quand & la seconde, tout dépend du sens
qu’on lui attribue. Si elle exprime que, pour chaque valeur de m,
R, ff(-z')’z'o]

ail une
rl e(m)

on peut choisir f(z) et z, tels que le rapport

limite infinie pour m infini, elle est bien exacte; mais cela ne
permet pas de dire que, quelle que soit f(z) fize choisie dans C!,
on n’a pas, par exemple,

A\ Rmlf(2),20]]
Sim = $“°’

pour un certain infiniment petit ¢(m). En d’autres termes, pour
chaque fonction f( ), Ry pourrait éire un infiniment petit d’ordre
supérieur a O(r},); celane serait pas contraire a la définition de r},.
Nous verrons, par lasuite, des exemples de singularités analogues,
cela montre bien ce qu’il pourrait y avoir en quelque sorte d'illu-
soire dans l'espoir d’augmenter la précision des résultats par le
calcul exact d'un nombre tel que r%,.

Il y aura donc lieu de déterminer une fonction u(m) d’ordre
Rin[f(#),70]
u(m)e(m)
vers zéro quel que soit U'infiniment petit ¢ (m) pour chaque fonc-
tion f(z) de C'. f(x) ne varie donc pas avec m; quant & x4 on
pourrait soit le choisir fixe (approximation en chaque point) soit
le faire varier avec m [approximation dans I'intervalle (o,2mw)].
C’est la convergence uniforme qui sera étudiée ici presque uni-
quement; on prendra donc z, variable.

aussi grand qu’on pourra et telle que le rapport tende

3. Une autre question analogue nous occupera. Il y a lieu de
déterminer un nombre <}, tel qu’on ait, quel que soit e >o,

| f(#) = Pu(2)| <l +ce,

pour une suite de Fourier P,(z) d’ordre m convenablement
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choisie, associée a f(x), prise quelconque dans C!et qu’il soit
possible au contraire de trouver des f(z) pour lesquelles, quel
que soit P, (), on ait pour certaines valeurs de z

| f(2) = Pn(z)| >, —e;

L, est ainsi la meilleure approximation & laquelle on puisse pré-
tendre pour toutes les fonctions de C' quand on les représente par
des suites de Fourier d’ordre m. 1l y a lien aussi de rechercher
I'ordre de la meilleure approximation avec laquelle on peut repré-
senter chaque fonction de C!' par des suites d’ordre m ; @ priori cet
ordre n’est peut-étre pas O (1},).

Jexaminerai les questions précédentes pour les familles C', C",
C™ et pour la famille C des fonctions dont le module ne surpasse
pas 1.

Dans le paragraphe suivant je m’occupe de 'étude de I'ordre de
grandeur des coefficients des séries de Fourier, question intime-
ment liée & celles indiquées ci-dessus.

II.

4. Soit f(z) une fonction dont le module ne surpasse pas 1,
c’est-a-dire une fonction de C. On sait que les coefficients de sa
série de Fourier tendent vers zéro ('); cherchons la borne supé-
rieure o, de 'ensemble des coefficients du (m 4+ 1)*™° terme. On
a évidemment

27T .
A= —f signe [sinmz]dz = 2.
™ o i

Ainsi dés le début se présente cette singularité qui légitime les
précautions prises plus haut: pour chaque fonction de C 'ordre
infinitésimal des coefficients est supérieur & U'ordre de oy.

On peut rendre cela plus frappant encore. Le maximum du

(') Cela suppose toutefois que f soit mesurable. Jomets cette condi'*on parce
qu'on ne sait méme pas si 'on peut nommer une fonction non mesurable et
surtout parce que je n’aurai a considérer ici que des fonctions continues ou ne
présentant qu’un nombre fini de points singuliers, qui seront de premiére espéce.
A condition de spécifier que C ne contiendra que de telles fonctions, on peut donc
supposer que les intégrales qu'on rencontrera sont de la nature de celles qu’on
considére dans la théorie élémentaire des séries de Fourier.
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coefficient b, de sin mz est atteint pour la fonction f(z) égale &
signe[sinmz]. Or cette fonction est la limite d’une suite de
fonctions continues de modules inférieursa 1 et 'on peut supposer
que ces fonctions continues satisfont chacune a une condition de
la forme (1), A variant avec la fonction considérée. 1l s’ensuit que,
pour la famille de ces fonctions, le nombre analogue & o, est

encore —-
T

Considéronsla famille C formée de toutes les fonclions satisfai-
sant a4 une condition de Lipschitz, X n’étant pas fixé; c’est-a-
dire que C est formée par la réunion des C'. Aux fonctions de G
dont le module ne surpasse pas L correspond évidemment pour

4

L . .
borne telle que o, le nombre — donc pour la famille C entiére la
borne est infinie. Cependant on verra que, pour chaque fonction
de C, les coefficients tendent vers zéro plus vite que ;I‘

C est contenue dans CM"', donc o!!! est infini.

5. Ainsi, le théoréme de Riemann sur la décroissance vers zéro
des coefficients ne peut se déduire de la considération de ap,; a
plus forte raison, le calcul de a, ne permet-il de rien dive concer-
nant 'ordre de grandeur des coefficients. On va voir que pour
la famille C cet ordre n’est pas assignable; en d’autres termes, on
peut construire une fonction f(z) dont le module ne surpasse
pas 1 et dont les coefficients de Fourier ne sont pas d’ordre
supérieur a celui d'un infiniment petit donné u(m) (').

Supposons choisis des entiers m,, ms, ... croissants et tels que

(e . l
la série Tu(m;) soit convergente de somme-4-<7.:t—

terme u(m;) surpasse 4 fois la somme de ceux qui le suivent. On

el que chaque

pose li =4 2 u (m;). On va définir f successivement dans (o, /,),

1
(L, &2), ...; dans ({, =), on prendra f=o0; enfin on définira f
partout par les égalités

f(z)=~+ f(—x)=f(x +2x).

(1) u(m) est supposée n’étre jamais croissante,
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A
Soit M, un eutier superieur a m, el tel que[ |cos M.;L‘]dw sur-
/0

b
6 . , . .
passe —'Eu(m.), ce qui est évidemment possible carf | cosmz|dz

a

tend évidemment, pour m infini, vers i(b—-a). Dans (o, {,) on
prendra f=signe[cosM, z].

Soit M, un entier supérieur a m, tel que

L
f f(z) cosM,xdzl
0
2
soit inféricur 3 iu(mz) et que f ,|cosM2x]dx surpasse:—iu(mz);

dans (/,, {,) ou prendra f= signé [cosM,z].
ly
f f(z)cosMyzdzx
[

,3
it A A2 9 YIRS 6 .
soit inférieur a —u(ms) et que[ | cosmyz | dz surpasse — u(ms);

Soit M3 un entier supérieur a my, tel que

dans (/,, l3) on prendra f=signe [cosM;z], et ainsi de suite.
Le coefficient a,, du terme en cosmz dans la série de Fourier

de f(x) vérifie 'égalité

) liy i I
i“ln;:'z'(f +f )[f(z)cosM;z-dz]-&-z- |cosM;z | dz.
o G /)

4

liy

Le premier terme du second membre est de module inférieur

a u(m;), le second est de module inférieur a g(l— &), le troi-

si¢éme surpasse 3u(m;), donc on a

2w > 3u(me) — u(mi) — Zu(mi) > 20 > 2O

La proposition est démontrée.

En remplagant les fonctions signe[cosM;z ], comme précédem-
ment, par des fonctions continues suffisamment approchées on
aurait pu faire en sorte que f(x) soit continue et 'on aurait montré
que le théoréme de Riemann sur la décroissance vers zéro des
coefficients de Fourier d’'une fonction continue ne peut étre
précisé, en ce qui concerne U'ordre de grandeur de ces coeffi-
cients (') si lon sait seulement que la fonction est continue.

(') A d'autres points de vue, il peut étre complété, puisque par exemple,
S(aj + by) est convergente. Il résulte de la qu’il y a toujours une infinité de
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6. Pour les classes C', C", C™ le calcul de I'ordre de grandeur
des coelficients se fait ordinairement grice au raisonnement méme
de Riemann. Désignant par ©(3) le maximum de l'oscillation
de f(x) dans un intervalle quelconque d’étendue 3, on a

27

Zm _ IE f(x— %) sinmz dz
I S
(!p—f—i)% \
- 1”22"—1 [f<$i 2—%> _f<$+ 2_1:':)] sinmaz dz;
T .3 [f(m) —f(”+ %>]
d’ou :

T
a m
' "‘liﬁw(£>‘/‘ sinmzrdr = 2o =).
|bm|“n' m 0 T m

O .oitainsi que |am| et | by | tendent vers zéro au moins aussi
vite que w(%) Nous pouvons aussi déduire de la des limites
supérieures des nombres al,, alt, 2'; nous ne gagnerons rien de
sérieux a cela; la considération de o) dont nous ne occuperons
plus, et qui est, on le sait, infini, ne permet méme pas de conclure
a la décroissance de a,, et b,, vers zéro.

On a

o <22 ats _2h
- m M= mi—0 m*

Il est facile de vérifier que les seconds membres font connaitre
exactement Pordre infinitésimal de o, af. Considérons, en effet,

la fonction f égale a + lw(£> ou — 1(u(-E) aux points ou
2 m 2 m

sinma est respectivement égal 3 + 1 et — 1 et supposons f linéaire
entre ces points et continue partout.

o 1
valeurs de » pour lesquelles on a a la fois | a, | < \/—‘_ et |6, | < 7:; c’est a cause
n n
de propriétés de cette nature que nous avons du ne considérer les coefficients a,,
que pour les valeurs non consécutives M; de m.
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Pour £, on a évidemment

w(ﬂ) =

oy 2m

bm=4m_m_f xsinmz‘dz:im(i);
0 2

™

T \m
m

d’ou, en particulier,
al 2_4_)‘_, a1 42 (M).
m=mm m= pi-o mo

. . , 4N .
[l est facile de voir que aj, est exactement égal a iﬁl Soit en
ki

effet G la courbe y = f(x); sotent Ay, A,, A,, .., les points de

™ 27

cette courbe dont les abscisses sont o, e Par les points

-
m
d’indice pair menons des droites de coefficient angulaire A,
par les points d’'indice impair menons des droites de coefficient
angulaire — . La ligne polygonale circonscrite a C ainsi formée
a une équalion y = ¢(z) et pour o(z), qui fait partie de C!, le
coefficient &,, surpasse le coeflicient correspondant de f(z). La
recherche du maximum de
27

Sf(x)sinmax dr,
()

pour les fonctions de (' se raméne donc de suite a un probléme

(') Je me permets de signaler ici une singuliére maladresse de rédaction qui se

retrouve dans plusieurs Traités francais et étrangers. A les lire, il semblerait que
C 2} . . .

de linégalit¢ al, < ' on ait le droit de conclure que, pour les fonctious de CI,

la convergence des séries de Fourier n’est pas en général absolue. Ce fait résulte

d’exemples trés simples, mais ne saurait étre déduit d’une limite supérieure de al,.

PP A .
Il y a plus, la limite inférieure de a,,, 1—:*—”? ne nous permettrait pas de conclure
plus rigoureusement; c’est la remarque sur laquelle j’ai deja plusieurs fois
insisté; on va voir en effet que, pour Cl, a, et b, sont toujours d’ordre supérieur

a0 (;7) Ce fait s’explique comme je P’ai déja dit : la fonction f,,(x) pour

laquelle le coefficient a@,, atteint son maximum n’est pas celle pour laquelle le
coefficient a, atteint le sien. Méme il arrive que, pour Cl, les coefficients de la

. v . 1 I3 z .
fonction désignée par f,, (z) sont de l'ordre de Pl cela résulte de la détermi-
nation de cette fonction.
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d'Algebre dontla solution est d’ailleurs immdédiate. Posons
2w 2T
P(a) = fla)+f (32 =) (5 + =)
,i—f(‘—',—n—"E ——x) +...—+—f<2m“ ——x).

m
L’intégrale & étudier s’écrit

ks

ﬁb,,,:[ F(«x)sinmaz dz,
0
et 'ona

|F(z + h)— F(z)| < 2mhh.

Or, d’aprés ce qui précéde, le maximum de cette intégrale est
obtenue pour y = I'(z) représentant un systéme de deux droites
de coefficients angulaires égaux & 2mX\ et — 2mX. Mais a cette
foncuion F () correspond nécessairement une fonction f() pour
laquelle C est une ligne polygonale formée comme il a été dit et
telle que la partie comprise A;_, et A;,, admelte A; pour centre.
Par suite, tous les points A; sont en ligne droite et comme les
ordonnées de A, et A,,, sont égales, tous ces points ont la méme
ordonnée; la fonction f est égale a une constante plus la fonction

;. 2T Ve . s . . N
de période — considérée précédemment, c’est-a-dire égale a

Az — 2PT de (4p—1)m a (4p+nD=
m 2m am
eta

—)\[x—-(”’;l)"J de Wp+ym . (4p+ )

2m 2m

7. Aprés avoir étudié le maximum des coefficients a, et bm

(1) La forme trouvée pour la solution d’un probléme du calcul des variations
étonnera moins si I'on compare la question proposée a la suivante : trouver la
ligne la plus courte joignant deux points d’un plan, certains domaines D,, D,, ...
ne devant pas étre traversés. On trouve évidemment comme solution une ligne
formée de segments rectilignes et d’arcs de frontiére des domaines D, D, ....
Dans la question étudiée dans le texte, la solution est formée tout entiére a
Paide de parties de fronti¢res du domaine fonctionnel. Il en est encore de méme
dans le cas de CI; mais |, les choses sont moins simples.

Je me contente d’affirmer que si Pon considére la famille des fonctions pour
laquelle on a: w(8)S9(8), ¢ salisfaisant a certaines conditions qui sont celles
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pour toutes les fonctions de C!, C" ou C™, étudions 'ordre infini-
tésimal de a,, ou b, en tant que fonction de m pour chaque fonc-
tion de C!, C", C'"™. Tout d’abord, cet ordre est au moins respec-

1
tivement celui des nombres o, aft, o/, donc au moins O(n—1> et

O(};:T:.) pour les fonctions de C' et C". Une limite supérieure
précédemment trouvée pour an et by, montre que pour les fonc-

tions de C'" cet ordre est supérieur a O( ) - Je vais faire voir

Logm
que ces limites ne peuvent étre élevées. D’une fagon plus précise :

¢(8) étant une fonction salisfaisant i des conditions qu’on va
indiquer, je vais construire une fonction f(x) dont le maxi-
mum ©(8) de Uoscillation dans un intervalle 8 ne surpasse
Jamais 3(3) et telle cependant que bm, par exemple, ne soit
pas d’ordre supérieur a O[s(m)? —E)], e(m) étant un infi-
niment petit arbitrairement donné.

©(8) pour une fonction continue f(z) jouit évidemment de la
propriété d’éire continue, non décroissante et telle qu’on ait

w(8;+8,)§m(81)+w(3:)»

et inversement toute fonction satisfaisant & ces condilions sera la
la fonction w(8) pour une infinité de fonctions conlinues f(z).
Je supposerai que o(3) satisfaiL en outre a la condition d’avoir,
pour 8>0, une dérivée continue ne croissant jamais; ce qui
n’interviendra ici que par cette conclusion : on a

?(KS)chp('&) pour o< K<,

p(K3)
K5

% el ?(86) est une fonction non

[(AY2

Ceci s’écril encore

croissante de 3.

indiquées dans le texte un peu plus loin, le maximum de &, est atteint pour une
fonction f(x) pour laquelle C a encore la forme d’une smusoide on peut supposer

que les points A,, A,, ... sont tous d’ordonnée nulle et, de o —;, la courbe

¥ = f(z), qui part de y = o pour arriver & y = ;? ; » est l'enveloppe des
courbes y + f()\) = ¢(z + )). Pour CII, on trouve y = 2%-!Az*%, d'ou
T

21+Em A m .
a': = = f z*sin mz dz.
°

XXXVIII. 13
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Ces propriétés étant supposées appartenir a @ on raisonnera a
peu prés comme précédemment.
Je détermine des entiers croissants m,, m,, ..., tels que la série

Z e(m;) soit convergente de somme ! inférieure & ™ et que chaque

lerme surpasse deux fois la somme des termes qui le suivent. Puis
i

sur (o, ) je marque les points /;= 2 ¢(m;). On prendra f con-

tinue, de période 2, impaire, et nulle dans (I, «).

Dans (;_y, {;) on prendra
M
f= f?(ﬁt;)f“n

M; étant un entier supérieur a ¢ dont la détermination sera faite

plus loin et £, étant la fonction égale & x — %’-‘ daus
[(41’—!)2—"";» (6p+ 5]
etégalea —z 4 (2p + 1)% dans

[(£p+l)2im» (hp+3) %]

Cependant, pour que f soit continue, on prendra f nulle au com-
mencement et & la fin de (;_y, ;) de fagon qu’elle ne soit fournie

par la formule donnée que depuis un point de la forme % jusqu’a
12

un point de la méme forme. Enfin, on fera en sorte qu’a la fin
de (li_y, &;) Vintervalle dans lequel f est nulle ait au moins une
longueur égale & —-
i
Pour préciser, on peut convenir que les intervalles dans les-
quels f sera nulle seront aussi petits que possible tout en satis-
faisant aux conditions précédentes.
On supposera que ¢(m) est un infiniment petit d’ordre inférieur

S .. ‘
a—el, dans ces conditions, la partie ); de (l;_,, ;) dans laquelle

JS n’est pas nulle est un infiniment pelit équivalent a ¢(m;) pourvu
‘que M; soit au moins égal a m;.
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Je dis que pour f on a bien
o(8)Sq(8).
En effet, supposons les M; non décroissants et soit 8 compris
entre I—;—et ﬁL5 alors, dans 8, l'oscillation de f est évidemment
i i
égale ou inférieure au plus petit des deax nombres

T . T 3
?(E) ¢ ?(Mi—i)x %’

My

qui sont tous deux au plus égaux 4 ¢(3).

Supposons que, quel que soit £, M; soit un multiple pair de M;_, ;
alors dans I'évaluation du coefficient by, il n’y a pas atenir compte
de (o, li_y) etlon a

& !
b.i=3f Sf(z)sinM;z do + zf Sf(z)sinM;z dz.
T: Gy T 4

La premiére partie est égale a 4“—);' ?(—&;—> » le calcul est identique a
i

celui fait précédemment. La deuxiéme partie est au plus
4(1—1;) T
L ? (Mi+l)

donc au plus %l' ) (%) et parsuile by, n’est pas d’ordre supérieur

R . 2l; T , I
A celui de = (—-) c’est-a-dire a
T3 ? M,‘ ’

ofimon()] o)

On satisfera par exemple, & toutes les conditions indiquées, en

prenant
M;‘ = zim, maems...Mm;.

c. o , . /1 1 I
Ainsi, les limites supérieures O (;'—t), 0 (7,,7)’ o (m) trou-
vées pour les ordres de grandeurs des coefficients a,, et by, des

Jonctions de C', C", C"™ ne peuvent étre élevées; mais il resterait
a voir si ces limites peuvent éire atteintes. On sait qu’il n’en est
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rien dans le cas de C'"'; M. P. Falou (*) a montré que, dans le cas

de C!, l’ordre de an et b,, surpasse toujours ’ordre de % Son

raisonnement est trés simple; toute fonction de C! est I'intégrale
indéfinie d’une fonction sommabhle dont les coefficients de la
série de Fourier sont mb,, et — ma,,; donc ma,, et mb,, tendent

c 1
vers zero avec —-
m

1L

8. La somme S,,[ f(z), x,], ou simplement S,,, des m + 1 pre-
miers lermes de la série de Fourier de f(z), est donnée pour la
valeur z, de la variable, par la formule

. a+f

. Sp=— f(1'0+2t)
Tt.‘a

sin(2m —+1)t
(_“__._l_dt'
sin¢

Donc, pour les fonctions de G, |f(z)|<1, le maximum de S,

est
_t "Isin(-).m—iﬂ)tldt
=% A sint ’

Le maximum 7, du reste R, est par suile 1+ pm; il est
alteint pour Zo=o0 et pour la fonction égalc dans (o0,2R) a
signe [sin (2m + 1)2] sauf a l'origine, ou I'on prendra f= —1.
Il en résulte, comme précédemment, que ces limites p, €l rn sont
aussi celles relatives a la famille des fonctions continues et de
module inférieur a 1. Et aussi il s’ensuit que les limites analogues
pour la lamille C™ sont infinies.

P’expression de p, est assez compliquée (2). Ce qui nous
importera, c’est son ordre de grandeur.

(1) Series trigonométriques et séries de Taylor (Acta math., t. XXX,
2¢ partie, n° 5).
Le raisonnement de M. Fatou prouve d’ailleurs que le fait qu'on ne peut

abaisser la limite O (r—:i) en ce qui concerne CI est une conséquence du fait qu'on

ne peut fixer l'ordre de a,, et b, pour les fonctions de C.
(?) Cependant M. Féjer a montré qu'elle était susceptible d’une expression
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On a
T x
22 m +1) 2 .
2 sin(2m —+ 1)t
= 2| [T (Lt ),
T A x \ sin¢
22m+1)

Dans la premiére intégrale, I’élément d'intégration ne surpasse
pas (2m + 1)d¢; donc la premiére partie ne surpasse pas 1. Dans

la deuxiéme intégrale, I'élément d’intégration ne surpasse pas et

donc la seconde partie ne surpasse pas

—ZLo tan —1-‘—————21 g
2 BNy T R

o« qv . . j 4
est infiniment peltit avec —-
n p Cm

T U3

Partageons I’intervalle (m: 3

) en intervalles ¢ dans les-

quels | sin(2m -+ 1)¢| surpasse -;- et en intervalles j dans lesquels

cela n’est pas. Il est évident que la contribution de chaque inter-

asymptotique simple (Journal de Crelle, Bd. 138, H. 1),

=
_ 4 4 A I fl
P = i logn. + = A il dt+2 | logl(t)cosmt dt + ¢,

e,, étant un infiniment petit.
Je signale encore une jolie expression analytique de p, qui m'a été commu-
niquée aussi par M. Féjer. On 2

K
v=* tangy ———o
signe sin(nm+x)z = ! + 2 2 M AT osva
8 2| am+1 w v !
v=1
donc
w g
V=Emiangy —— V=% tangv
1 2 2am +1 2 am +1
= imr TR v = v
v=1 v=m-+1

La série de Fourier de la fonction sizne [sin(am +171) %"] a déja été considérée
3

par Berger [Sur le développement de quelques fonctions discontinues en
séries de Fourier (Nova Acta Regie Societatis Scientiarum Upsaliensis,
3¢ série, t. XV, fasc. 2, 1895)].

Je I'ai trouvé citée dans I'Ouvrage Modern Analysis de M. Whittaker, lequel
m’a aimablement fourni la référence bibliographique.



— 198 —
T
sint
@m+1)
qui le suit. Donc, la contribution des intervalles ; dans I'inté-

2
. dt . . . .
valle ¢ dansf —— surpasse la contribution de l'intervalle j
- T

grale précédente surpasse % Logm + 3;‘- Mais la contribution d'un

intervalle ¢ dans I'intégrale considérée est inférieure au double de
k3

2 .
la contribution du méme intervalle (lansf I—-sin(%:_'—mdt;
L3
2(2m+1)

I n
donc pp surpasse — Logm +- i

Par suite, au moins & partir d’une valeur v, de m qu’il serait
facile de déterminer, on a

;lTr Logm < pn < %Logm.

Pour ce qui suit, il sera commode de faire correspondre a
chaque intervalle ¢ ou j de I’axe des ¢ un intervalle I ou J de
I'axe des z parla transformation 2¢=«x. On désignera par ¢, (z)
une fonction impaire, de période 2w, continue, égale a

. . xr . . - .
signe [sm(zm +1) —2—J dans les I et linéaire dans les J ainsi que
™
am-+1
tradictoires en ce qui concerne le voisinage du point z=m; on

dans 'intervalle (— zm‘:_ -» + ) Ces conditions sont con-

conviendra que $, (7) =0 et que $n (z) est linéaire dans le der-
nier des intervalles I. Alors, comme la contribution du dernier

. .  §
intervalle ¢ dans pp, tend vers zéro avec w’ dés que m est assez

grand
Sm[q’m(a")) 0] = Rm[q’m(x)y 0]
surpasse 9—2'"- — -;—rou méme me

Cela ne sera utilisé que plus tard; revenons aux limites trouvées
pour 9. Elles montrent que o, est de 'ordre de Log m; mais on
n’en peut pas conclure, sans raisonnements nouveaux, qu'il existe
des fonctions de C dont les séries de Fourier ne convergent pas;
ce serail tomber dans une erreur analogue a celle que je critiquais
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précédemment en note. J'ai montré ailleurs () comment on pou-
vait se servir des nombres p, pour construire une fonction f(z)
continue et faisant partie de C telle que R,[f(z), z,] ne tende
pas vers zéro, soit qu’on prenne z, fixe (divergence en un point),
soit qu’on prenne z, variable. Ce second cas n’est intéressant que
parce qu’on peut faire en sorte que R, tende cependant vers zéro
en lout point; il y a donc convergence, mais convergence non uni-
forme.

Il résulte bien entendu de la qu’on ne peut pas fixer Pordre
de grandeur de R, pour les fonctions de C. On pourrait se
demander, il est vrai, si, pour toutes les fonctions de C dont la
série de Fourier converge uniformément, cet ordre n’est pas
limité. Mais on vérifiera facilement qu’il n’en est rien, en modifiant
légérement les constructions de fonctions que je viens de rap-
peler (2). Je n’insiste pas, el je passe al’étude des classes C!, C!!, Ct,

9. Pour les fonctions de C!, il résulte, du raisonnement clas-

sique de Dirichlet, que R,, est au moins de l'ordre de —/: . La
m
méthode que j’ai indiquée pour I’étude de R, (3) va nous fournir
un résultat meilleur.
Posons
9(t) = f(®wo+ 2t) + f(mo—2t) — 2 f(x0);

on trouve
3
) .
I sin(2m —+1)¢
R =—— t) ———1_dt.
mlf@n el =—7 [ o) O
Cette forme rapproche R, d’un coefficient de Fourier, mais
e . t . X .
relatif 4 la fonction %% qui n’est pas nécessairement sommable.
C’est seulement au voisinage de l'origine que cette fonction
est singuliére; on pourra donc, l'origine mise a part, essayer

d’imiter le raisonnement de Riemann. Désignons par 21+ 1 I'entier

(') Comptes rendus, 17 novembre 1905. — Legons sur les séries trigonomé-
triques, n* 45, 46, 47; Sur les intégrales singuliéres, n> 22, 21, 33 ( Annales
de la Faculté des Sciences de Toulouse, 3* série, t. I, 1909).

(?) Cela résulte d'ailleurs de ce qui est dit tout a la fin du paragraphe 12 de
ce travail.

(3) Recherches sur la convergence des series de Fourier (Math. Ann.,
Band. LXI).
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impair m ou m — 1, on écrira

_E_ T
2m+1 2 . .
‘—‘ﬂRm: / -+ [(P(t)wdtj
0 @l+1)7 sin¢
2m+1
i= 2im ?(l—’— ki \)
+2f2m+lsin(2m+l)t ?.(tt)—————“———zm+l — | at
i=1 _'Zi_":‘ sm sin<t+ 9.m+l)
™+
=A+B+C.
On a
n T
< 2m+1 ) 2m—+1 )‘ d 2)\1:,
|AI:(2m+l)[ |?(t)ldt<(2m+l)../o‘ 4ht t=m;

car |¢ (¢)| ne surpasse pas 4A¢. Il en résulte que, dans

[(2[+1) L E] ’

‘
2m—+i1 2

|#(¢)| ne surpasse pas 42 1;‘et par suite on a

214-3)7
2m+1 T I
|B| < |sin(am +1)¢| dt X< {4\ = ———m—e
! @I+ l 2 gn 21+ 0w
2m+1 a2m—+1
2 T 1 22w
S—2_xiI —L __<2T (),
am+i 2 sin\m—l)n m

am -+

. . 6\
L’ensemble de ces deux parties est moindre que —E,-'-

ul
el )
Gl RANMEY VAN OY
= ( ) sin¢
sin( ¢+ )
= L am —+1
2m -+ 1
T
To(e)+ 420 ——
_ e(8)+4 2m —+ 1 €2 dt
- —_— )
. T -sint
Lsmt—»—ﬂ‘—-—
x 2m +1
2m—+1

(') Ici et dans la suite, les constantes sont choisies simplement pour fixer les
idées, mais ne sont pas réduites a leur meilleure valeur.
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|8] et 6, étant compris entre o et 1. Donc on a

u
2
L tdt
am + 1 x Sin%¢
2m+1
T
2
72 dt 72
4 —— —— =— 4{h ————Log tang ———
<4 2m+lfn sin 4 am 1 %8 Shim+ 2’
2m+1

e ey, ¢
en remplacant, dans la premiére intégrale, 57 par sa plus grande

T
valeur —.
2
Si donc on désigne par r),
de Rn[f(x),z,]; 2, étant variable avec m ou non, saivant la
question qu’on étudie, on a, a partir d’une valeur de m, qu’il
serait facile de calculer et qui ne dépend pas de A

le maximum du module

3An Logm
m

A
rm<<

Ainsi Verreur qu’on commet en bornant a ses m + 1 premiers
termes la série de Fourier d’une fonction f(x), satisfaisant
a la condition de Lipschitz

| flz+8)— f(z)]| < A3,

est inférieure a i_l_%o_g_m

On vient ainsi de démontrer la convergence uniforme des séries
de Fourier des fonctions de C! et d’estimer la rapidité de cette
convergence. On peut de la conclure presque immédiatement
pour le cas de C" et C" en ulilisant un mode de raisonnement
qui m’a servi récemment (!).

Supposons qu’on puisse approcher d’une fonction f(z) de
moins de ¢, 4 'aide d’une suite de Fourier d’ordre m, f. Le
reste Ry, pour f étant le méme que pour f— fon, est, d’aprés ce qui
précéde, au plus égal en module & en (1 + pm), €t par Buile ce
reste tendra vers zéro, si ¢, cst un infiniment petit d’ordre supé-

rieur 3 Logm .

Suapposons ensuite qu’on puisse approcher d’une fonction f ()

(') Sur les intégrales singuliéres, n° 48.
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de moins de ¢,, A 'aide d’une fonction fr,(z) satisfaisant a une

condition de Lipschitz relative a la valeur A, de A. Pour S, on

aura
3AmmLogm

]le<5m(l+9m)+ ™

Soit maintenant w(8), le maximum de l'oscillation de f dans

un intervalle d’étendue 8, et prenons pour f5, la lonction continue

A . T o, . .
égale a4 f aux points z =2 et linéairve entre ces points. On a
m

alors

d’ou
| B! <4Logma () (),

dés que m est assez grand.
Cela prouve la convergence des séries de Fourier des fonctions
de C" el C"'; en particulier pour C", on a ainsi
T\ %
riL < 42 <ﬁ) Logm.
Comme on I’a déja vu, rI¥ est infini.

Il reste & savoir si les limiles supérieures trouvées pour r}, et rh
nous en font bien connaitre I'ordre infinitésimal. La réponse est
affirmative. Je le vérifie pour C', on peut opérer d’une fagon ana-
logue pour C" (2).

amm
am+1

a =, toujours du signe de sin(2m—+ ])g dans (o, ﬂ) et dont

Considérons la fonction continue )\Xm(x) paire, nulle de

2m—+1I
la dérivée est, dans cet intervalle, égale en valeur absolue a4 A et

. x . y o . .
du signe de cos(2m 1) = Bien entendu cette dérivée n’existe

pas aux points ou ce cosinus s’annule.

(') Que lordre de grandeur R, soit au moins égal & O|Logmuw (% » cela
résulte déja du Mémoire de Lipschitz quand on précise le résultat comme I’a fait
M. Phragmén (p. 231 du Mémoire cité).

(?) Quant au calcul exact de !, et rll, il se raméne encore & une question
d’Algébre mais vraisemblablement moins simple que cclles qu'on a rencontrées

1 u
dans I'étude de a,, et a,,.
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Etudions R, pour cette fonction, z, étant nul. On a

p=m—1 (p+%)21:+l .
T sin(2m +1)t
—nR,,= 4X E t—p . dt
- - 2m —+1 sin¢
P=0 Pima
=
p=m—1 (p )2m+l

L] sin(2m +1)¢
[(P_H) 2m—+1 —t] sin¢ dt.

Etudions par exemple la premiére de ces sommes 2

Pour diminuer I'élément de cette somme n’étendons I'intégra-

I

< ™
a (p+ -) ——— et remplagons sous
(P 2) 2m +1 plag

tion que de (p + 1)

6/ am—+1
le signe d’'intégration chacun des facteurs

T sin(am +1)t¢ !
am+|’ ’ sint’

t—p

par sa plus petite valeur; on trouve ainsi que I’élément de la
somme surpasse

2= ) O [t |

2/ 2m—+1

C’est-a-dire qu'on peut trouver un nombre k tel que, a partir
d’une certaine valeur de m et quel que soit p, I'élément de la
somme surpasse ———— -

P m(p+1)

On peut en dire autant de la seconde somme et par suite il

existe un nombre [ tel qu’on ait

I\
“lle>;Z(—l’)>;
1

Log m

ainsi Ry, [ym(x), 0] est bien de 'ordre de - Donc 7%, est bien

de cet ordre.

10. Nous devons nous demander maintenant si, pour chaque
fonction de C'(de C", ou de C™)'ordre de R, ne serait pas supé-
rieur & un ordre plus grand que celui de r}, (plus grand que celui
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de r},, ou simplement assignable). On va voir qu’il n’en est rien;
d’une fagon plus précise, §(8) étant une fonction satisfaisant
aux conditions précitées, je vais construire une Sfonction con-
tinue f(x) dont le maxzimum w(3) de loscillation dans un
intervalle d’étendue & ne surpasse jamais §(3) et telle que

Rn[f(z), zo] ne soit pas d’ordre supérieur a O [E (—’%) Log m] .

Je prendrai 2o = o0; on pourrail aussi facilement prendre =z,
variable avec m.

Modifions la définition de yn(z); nous lui conservons toutes
les propriétés indiquées, seulement le mode de définition donné

dans (o,

ne sera maintenant employé que dans

4 2pT
— ) )
2m—+ 1 2m—+1

étant le pl d enti 2PT
P n plus grand entier tel que pa— ne surpasse pas un

'zm—+—l)

nombre donné a(o << a <<w). Cette nouvelle fonction qu'on appel-
lera Xm,a(-’l‘), sera nulle dans le reste de I'intervalle (o, ). Alors
on a évidemment
i=p
- l 1
| Rm[X_m,a(-”")y 0] I > m Z (:) 5 -

i=3

d’ou, si L est convenablement choisi, on a, dés que m surpasse

une cerlaine valeur fixe,
mzx

L(WT
Rm[Xm,a(x)y °]> L—— m .

Prenons
N 2my+1

S(2) = ymn(z )E(m) -

+
Y ‘”’5(‘—‘2m,+.)‘—“2ml :
¥ em,+1

2mg+1
—_—

+x,, 2 (#)% (2m3+1> ™

les m,, my, ms, ... étanL des enliers croissant indéfiniment;
J/(z) est alors une fonction continue pour laquelle on a bien

w(8)S§(3).
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Formons R, [ f(z), 0]; la contribution dans ce reste des {—1

. . . . s Logm;
premiers termes de I'expression de f(z) sera inférieure 3 K 282

)

i
si m; est suffisamment grand par rapport a m;_,, car la série de
Fourier de ces { — 1 premiers termes a des coefficients qui sont

. , . A ..
majorés par les termes d’une série de la forme » — puisqu'il
o pi

s’agit de la série de Fourier d’une fonction continue représentée
par une ligne polygonale. On peut méme faire en sorte que K soit
aussi petit que 'on veut.

- m am;+1 .
La contribution de A, _2m (.r).§<2mi+l> est supé

e K
. R 2mi_y+1
reure a
m;
Log__’—.
L'ZIYI.,‘—%—-IE T 2m; ¢ —+1
k] (2m,'+[ m;

Si douc, on a eu soin de prendre m; au moius égal a (2m;_, +—1)?
Logm;
2mi_y+1
trouvée peut se remplacer par

.1 C
auquel cas est au moins ;Logmg, la limite inférieure

2ME (%) Logm;,
1 L
T

M éiant une conslantle convenable, par exemple M = iw si I'on

se ranvelle que d’apreés les hypothéses faites on a

‘2lllf+lg< T >>ﬁ"g(f_).

14 2m;—+1 T \ m;

Si donc on a fait ¢n sorte que K ne surpasse pas Mm, £ (\-”%) ,
auquel cas K e surpasse pas ME(1> parce quomE(lt-) est une
m; m; m
fonction non décroissante de m, la contribution des ¢ premiers
termes est au moins

MLogm,{(%)-

Mais la contribution des termes qui suivent est au plus

)("*’Pmi);

E T
2Miypy+1
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donc si les m; croissent assez vite, I’ordre de ce dernier terme sera
aussi faible qu’onle voudra par suite R est au moins de V'ordre
de E(%) Log m;.

On wvoit ainsi en particulier que-O(r,) et O(rk) sont les
metlleures limites inférieures qu’on puisse fixer pour les R,
des fonctions de C' et C" et que, a ’inverse de ce que nous
avons vu pour O (a},), ces limites sont atteintes respectivement
pour des fonctions de C' et C". On voit aussi que, pour les
Sonctions de C'", Ry, est un infiniment petit mais dont l'ordre
de grandeur n’est pas assignable.

11. Supposons maintenant que E(%) soit d’ordre au plus égal
ao (@r—l); alors la fonction f(z) construite au paragraphe pré-
cédent a une série de Fourier, qui diverge pour z =o0. Donc
méme si l’on considére la condition de convergence des séries
de Fourier, qui est connue sous le nom de condition de
Lipschitz-Dini, comme une condition de convergence en un
point on ne peut, dans la relation

limg=o w(8) Logé = o
qui Uexprime, remplacer Log8 par une fonction d’ordre infé-
rieur. On a méme prouvé un peu plus, savoir que la condition
w(8)|Logd| <A

n’entraine nullement la convergence de la série de Fourier.
Je vais donner un second exemple de série de Fourier divergente

qui soit relative & une fonction f(z) telle que w(3)|Log8| soit
borné. Je me servirai pour cela de la fonclion §n(2) précédem-

ment construite pour laquelle on a

| R [¥m(@), 0] | > E2,

v qui satisfait & une condition de Lipschitz pour laquelle X a la

valeur 3(2—”_;4-——12 et a plus forte raison, pour m > 1, la valeur 2 m.
Je prends )
I I
flz)= Togm Ym (2 —21) + m‘l}m,(z‘ — )

{
+t"og—m;¢m‘($—.‘ta)+...,
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les z,, zy, 4, ... sont arbitraires. Quant aux m; ils vont étre
choisis.

.. .« . , . 1 .
Une premiére condition sera que la série E ——— s01l conver -
Logm,;

gente. La somme des { — 1 premiers termes satisfait 4 une condi-
tion Lipschitz relative au paramétre

p PSP (P WL B )
’ (Logm, Logmy '~ "°°" Legm;,

Donc on a, pour ces ¢ premiers lermes et quel que soit z,,

| Boni | < 3T\, Logmi.
m; m;

On fera en sorte que ce nombre tende vers zéro.
Pour le ié™¢ terme et z, = z; on a

> _P’"_-‘_.
| Ron; | 2 2 Logm;

L’ensemble des termes suivant le 7™ donne, quel que soit z,,

IRm,‘I<('+Pm;)( ! -+ ! +...);

Logm;+y = Logmiys

cette limite, 4 une quantité prés qui tend vers zéro, s’écrit

pm; (Logm; + Logm; + )
Logm;\Logm;,y  Logm,,s ’

etil suffit donc que la parenthése ait une limite inférieure & un

. . I . ~
nombre fixe inférieur a S pour qu’on puisse affirmer que

Rmi[f(m)’ zi]
ne tend pas vers zéro.

Toutes ces conditions seront évidemment vérifiées si 1'on

prend
Logm;yy= 4 Logm;,
c’est-a-dire
miyy = m}’
d’oti pour ‘
my = 2%, m;= 2V.

1
Logm;

Avec ce choix en effet la série-z est convergente, quant &
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Aiona
Logm; . m;_ Logm; i—
Ny B (4 — 1) it 8T _gl—!
m; Logm;—y  my 93,41
- Logm; [
et \; % tend vers zéro.
i

Reste a étudier l'oscillation w (8) de f(z).

Pour {(x — x;) le nombre analogue & w(8) est, au

1
Logm; q’"’

plus, le plus petit des deux nombres !

IL et —— am; 8. Donc
Logm; Logm;

. 1 I
pOUI‘ 8 comprls entre —— et —, on a
mig o my

i—1

< 1 2my 2
"’(a)=2 Logmy m; +2 Logmy’
1 i

| Log8 | w(8)ZLogmity w(8)
Logm,;4y 2 Log mivy
m; m;

i 1
+2Logm,~+|< + +...>:

Logm;yy  Logm,,,

So)

or les calculs précédents prouvent que ce dernier membre est
borné.

Si les #; sont laissés arbitraires on peut affirmer seulement que
la série de Fourier de f(x) ne converge pas uniformément en
choisissant convenablement les z; et, moyennant quelques pré-
cautions supplémentaires, que je n’indique pas, on pourra faire
en sorte que la série de Fourier converge partout. Ce qui est plus
intéressant ici c’est de remarquer que, si une infinité des z; sont
égaux a X, il y aura divergence en X ; on peut ainsi faire en sorte
qu'il y ait divergence aux points d’un ensemble dénombrable
donné.

Iv.

12. 1l resterait a étudier la question indiquée au paragraphe 3,
beaucoup plus difficile que les précédentes. Je me contenterai de
faire quelques remarques trés simples qui découlent de suite de
celle déja rappelée au paragraphe 9. Si I'on peut approcher de f
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4 moins de ¢, 3 l'aide d’une suite de Fourier d’ordre m pour f,
le reste R, ne surpassera pas en module e, (1 +pn).

Le nombre 7}, qui est la borne inférieure des nombres ¢, qui
conviennent pour toutes les fonctions de C', est donc lié au
nombre r}, précédemment considéré par la relation

De méme, on voit que I'ordre O}, de la meilleure approxima-
tion a laquelle on peut prétendre en faisant la représentation
approchée de toutes les fonctions de C! par des suites d’ordre m
satisfait aux inégalités

O(L) > 0L > o(!.‘ig_"‘) )

m) = - m

Et d’une fagon générale, si I’on sait qu’on a
w(8) < E(3),

E(8) satisfaisant aux conditions précités, on a, pour l'ordre O
analogue et relatif a la classe de fouctions ainsi définies,

ofi(2)]00[mem(3)]

Le calcul exact des ordres tels que O!, exigerait sans doute
d’assez longues recherches, mais il se trouve que les considéra-
tions précédentes, jointes a un résultat que j’ai indiqué ailleurs (*),
suffisent pour déterminer exactement O}

L’étude d’une intégrale considérée par M. de la Vallée-Poussin
m’a permis de conclure qu’on pouvait représenter avec une sufite
de Fourier d’ordre m : 1° chaque fonction de C' avec une erreur

d’erdre au plus égal a O<7'=>; 2° chaque fonction de C™ avec
m
I
Logm
ne nous apprend rien de nouveau; le second, rapproché de ce qui
précéde, montre qu’on a

m_ 1 .
On = O(LOgM>

une erreur d’ordre supérieur a O( ) Le premier résultat

(1) Sur les intégrales singuliéres, n° 47.
XXXVIII. 14
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Voici une autre conséquence de ce qui précéde. On peut con-
struire une fonction continue telle que w(8) ne surpasse jamais
£ (3) et pour laquelle Ry, est de Uordre de Log m§ (i) » que cette
quantité soit un infiniment petit ou non. De plus cette fonction

est de module inférieur a 1 pourva que § ( ne surpasse

=)
a2m—+1I
pas 1. Pour cette fonction, la meilleure approximation par des

suites de Fourier d’ordre m est au plus O [E (%)], donc pour

les fonctions continues de la famille C il n’existe aucun ordre

assignable qui soit inférieur a 'ordre de R,, pour chaque fonction
de C. J'avais déja obtenu ce résultat d’une autre maniére (*).

(1) Sur les intégrales singulié;fs, n° 46.

Je me permets de prendre prétexte de ces citations de mon Mémoire sur les
intégrales singuliéres, pour le compléter par une indication bibliographique.

L'un des points sur lequel j’ai le plus insisté c'est I'intérét que présente la
proposition qu'on obtient en étudiant les intégrales singuliéres 'de la forme

I .
f f(t)e(t —z, n)dt par la méthode classique, modifiée seulement par 'emploi
o —

du premier théoréme de la moyenne au lieu du second, ce qui permet de ne faire
sur f(¢) aucune autre hypothése que celle de la continuité. Je disais que cette
proposition n’avait pas été signalée & ma connaissance, sans doute parce qu’elle
n’est pas immédiatement applicable 4 la théorie des séries de Fourier, mais
qu’elle avait été certainement apergue de tous ceux qui s'étaient occupés de cette
question. Jaurais dd dire que cette proposition se trouve démontrée aux
n°* 23 et 24 de I'Ouvrage de M. Dini (Série di Fourier e altre representaziont
analitiche delle funzioni di una variabile reale). M. Dini n’en donne, il me
semble, aucune application.

Sur un autre point encore, je dois restituer la priorité & M. Dini. D’ordinaire,
quand on suppose que f(¢) est a variation bornée, on suppose que, pour § et 3

n
dans (a, ), 0<a, f ¢(ax, n)da tend vers zéro uniformément quels que
3
soient § et 1. Pour obtenir une condition nécessaire et suffisante j'ai élargi cette
n
condition en supposant seulement que / ¢(a, n)da tend vers zéro et est bornée.
3

Au ©o° 25 de I'Ouvrage de M. Dini, on trouvera démontré que la condition ainsi
transformée est suffisante.



